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Résumé

Le but de cette mémoire est I’étude de ’existence, I'unicité et la positivité
de la solution d’un probléme aux limites fractionnaire.

Premiérement, en s’intéresse a I'étude de P'existence de la solution d’un
probléme aux limites fractionnaire en utilisant alternative nonlinéaire de
Leray-Schauder.

Puis dans un deuxiéme temps, en passe i la preuve de I'unicité de la
solution d'un probléme aux limites fractionnaire en utilisant le principe de
la contraction du point fixe.

Finalement, on a établi I'existence de la solution positive d’un probléme
aux limites fractionnaire en utilisant le théoréme de Guo-Krasnoselskii.

Mots clés : Dérivées fractionnaires aux sens de Caputo, Principe de la
contraction de Banach, Alternative nonlinéaire Leray-Schauder, théoréme de
point fixe de Guo- Krasnoselskii.
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Abstract

The objective of this memory is to study the existence, the uniqueness
and the positiveness of solution of fractional boundary value problem.

Firstly, we study the cxistence of solution of fractional boundary valuc
problem by using Leray-Schauder nounlinear alternative.

In a second time, we investigate the uniqueness of sclution of fractional
boundary value problem by using fixed point contraction principal.

Finally, we established the existence of positive solution for a fractional
boundary value problem by means of Guo-Krasnoselskii fixed point theorem.

Keywords : Fractional Caputo derivative, Banach contraction principal,
Leray-Schauder nonlinear alternative, Guo-Krasnoselskii fixed point theorem.
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Introduction générale

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on
peut appliquer le concept de dérivée & la fonction dérivée elle-méme et par
la méme introduire la dérivée scconde. Puis les dérivées successives d’ordre
entier. L’intégration, opérateur inverse de la dérivée, peut éventuellement
étre comme une dérivée d’ordre "moins un". On peut aussi se demander si
ces dérivées d’ordre successif ont un équivalent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines
remontent & la fin du 17°™° siecle [31], I’époque ot Newton et Leibniz ont

développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En particulier,
(1

d g
Leibniz a présenté le symbole E'{— pour désigner la n“™* dérivée d’une fonc-
tion f. Quand il a annoncé dans une lettre & 'Hopital (apparemment avec
I’hypothése implicite que n € N), PHopital a répondu :

| Guillanme de L-Hoopueal [ Gontricd Wiliehw 125 Laituiz

e — ‘ 2107 1646=-14 11 17145 |

n.

Que signifie S Sin=

o=
-3
.



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

Cette lettre de 'Hopital écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme
le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et

x : 5 1 ;
le fait que ’Hopital a demandé spécifiquement pour n = > c’est-a-dire une

fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une
question de mathématiques pures sans intérét pour 'ingénieur, pourtant un
exemple simple de mécanique des fluides montre comment la dérivée d’ordre
un demi apparait tout naturellement quand on veut expliciter un flux de
chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de ’évolution
temporelle de la source interne.

Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire est lié & la modé-
lisation mécanique des gommes et des cahoutchous, en bref toutes sortes de
matériaux qui conservent la mémoire des déformations passées et dont le
comportement est dit viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y
introduit naturellement, autrement dit les dérivées non entiéres possédent un
effet de mémoire qu’elles partagent avec plusieurs matériaux tels que les ma-
tériaux viscoélastiques ou polymeéres. Ce fait est également une des raisons
pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérét.

Différentes approches ont été utilisés pour cette notion de dérivation :
Riemann-Liouville, Caputo, Grunwald-Letnikov...

L’étude des problémes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes
sont appliquées pour la résolution de ces problémes, Néanmoins les méthodes
basées sur le principe du point fixe jouent un grand réle[3].

Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques de base, mon-
trant 'existence des solutions dans divers genres d’équations.

On peut noter ici que la plupart des travaux sur le calcul fractionnaire
sont consacrés a la solvabilité des problémes aux limites engendrés par des
équations différenticlles fractionnaires linéaires & la basc des fonctions spé-
ciales [17-28]. Récemment, ’autres résultat traitant Pexistence, Iunicité et
la multiplicité des solutions ou des solutions positives des problémes frac-
tionnaires non linéaire par l'utilisation des techniques d’analyse non linéaire
comme les théorémes de point fixe.

Citant sur ce sujet le travail de Zhoujin dans |7], qui a considéré I’équation
différentielle fractionnaire

CD%u(t) + f(t, w(t),CDZ u(t)) =0 0<t<l, 3<a<4, (0.1)

vi



u(0) = w/(0) = ¥"(0) = 0, w(1) = w(f) 0<£&<1. (0.2)

ot D> désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, 3> 0, a— 8> 1, les
résultats d’existence sont obtenues au moyen de théordme du point fixe de
Schauder.

Dans [23] Liang et Zhang ont démontré 'existence et 1'unicité de la solu-
tion positive via les propriétés de la fonction de Green, le principe de méthode
de la solution inférieure et supérieure ainsi que le théoréme du point fixe pour
le probléme suivant :

FEDE w(t) + f(t, w(t) =0 0<t <1, (0.3)
u(0) = '(0) = 0,%/(1) = Z B (G)- (0.4)

O 2 < g<3ect BEDY, est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville.

[1] et [2] ont proposé I’étude d’une équation fractionnaire avec laquelle
sont jointes des conditions non locales.

DR ulf = e wlt)) 0wt (0.6)

2(0) = 2'(0) = 2(0) = ... = 2™ 2(0) = 0, z(1) = az(y),  (0.7)

dont g € [m—1, m], m € N, m > 2. Le résultat d’existence est basé sur
I'application contractante et le théoréme de Krasnoselskii.

Ainsi que dans [11] A. Guezane-Lakoud et R. Khaldi ont pu établir des
conditions suffisantes pour I’existence et 'unicité des solutions d’un probléme
engendré par I’équation :

COLalt) = it 9l S DEault)) G<t <
a la quelle la condition integrale fractionnaire suivante :

u(0) = 0, w/(1) = alg, (1), (0.8)

vii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

est vérifie, out f : [0, 1] x R x R — R est une fonction donné, 1 < ¢ <
2, 0<o<l, et C"Dg+ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Les mémes auteurs dans [12] et [13] et & la base du principe de contraction
de Banach, et I'alternative non linéaire de Leuray Shauder, ils ont étudié le

probléme :
DI u(t) = ft, u(t)) 0<t<1, (0.9)

u(0) = a/(0) = 0, +/(1) = fu"(n). (0.10)

o f:[0, 1] x R — R est une fonction donné, 1 < g < 2, a. B € R et
CD; est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Motivé par les travaux précédents, notre objectif est de démontrer 1’exis-
tence et l'unicité de la solution positive du probléme fractionnaire suivant :

CPL ult)= fit, s@.C Pl Dt l, (0.11)

u(0) = u"(0) =0, ¥'(n) = au”(1), (0.12)

ot f:[0, ] xR xR — R est une fonction donnée, 2 < g <3, 0 <o <
1, 0 <n<1et DY estla dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Ce travail est réparti principalement en plus d’une introduction de trois
chapitres.

Le chapitre 1 est consacré a une étude succinte sur 'intégration et la
dérivation fractionnaire.

Le chapitre 2 s'é¢tend a rappeler quelques résultats fondamentaux sur
le principe de Papplication contractante ainsi que les théorémes célebres du

point fixe.
Le chapitre 3 a pour objet I’étude de probléme fractionnaire suivant :
DL ut) = f(t, u®),C DL u(t)) 0<t<1 (0.13)
u(0) = 4"(0) =0, «'(n) = au”(1). (0.14)

On se penche, particuliérement, sur les résultats d’existence 'unicité et
la positivité de la solution & la base des théorémes connus du point fixe.
Enfin, cetle thése est cléturée par une bibliographie.



Chapitre 1

Intégration et dérivation
fractionnaire

Résumé

L’idée principale de I'intégration et la dérivation fractionnaire est la gé-
néralisation de l'intégration et la dérivation itérées. Le terme fractionnaire
est un terme trompeur mais il est retenu pour suivre I'usage dominant.

Dans ce chapitre nous abordons un apercu sur le calcul fractionnaire,
on se restreindre & trois approches les plus populaires et les plus pratiques(
Papproche de Caputo, de Riemann Liouville et celle de Weyl) ainsi que leurs
propriétes, puis nous allons essayer de donner des interprétations physiques
y compris ses applications dans la modélisation rhéologique.

1.1 Qutils de base

Dans cette partie, nous introduisons les outils et les définitions nécessaires
pour cette étude.

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma prolonge le factoriel aux valeurs réelles ou complexes.
Définition 1. 1 La fonction Gamma d’Euler, notée T'(z) est définie

1



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

par ;
+o00

I'(z) = /t *~le~lgt . Re(z)>0 (L1
0

1.1.2 Quelques propri¢tés de la fonction Gamma

(i) Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de

récurrence suivante :
Iz+4+1)=2zT(z) (1.2)

qu’on peut démontrer par une intégration par partie :

+oo
Ple+1)=[et* % §°°+z/tz_1e tdt =z I'(2)
0

(ii) La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel

'n+1)=nl, Yne N* (1.3)
Exemple 1.1
r) 4
I'2)=1= =5=120, = — =4,
@=1=1, TE)=5!=120, Fr=75

1.1.3 La fonction Béta [29]
Définition 1. 2 La fonction Béta est définie par :

1
Blp,q) = ft?”l(l—t) =gt = %?B%S) , Re(p) > 0ct Re(q) >0 (1.4)
0

1.1.4 Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta est donnée par :

B(p.q) = 2@ Rei) > 0,Re(g) > 0.

I'lp+4q)



1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

1.2 Intégration fractionnaire

Dans cette partie, nous introduisons les définitions et les résultats utili-
sés dans notre travail. On commence par donner les définitions d’intégrales
fractionnaires les plus courantes.

1.2.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, )]

Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a, b]. Une primitive de f est
donnée par :

(I} f ()= / £(t) dt

Pour une primitve seconde de f on aura :

(Iif)($)=j(ff(t)dt)ds

Le théoréme de Fubini rameéne cette intégrale double & une intégrale

simple :
T

(1)) = [ (z — ) f(t)dt

a

Par récurrence, on obtient :

@ e = [ v a (15)

Définition 1. 3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle
intégrale de Riemann- Liouvile de [ Dintégrale suivante :

(I & )(z) = F—éﬁ [@-0 s (1.6)

ot o est un réel (ou méme compleze ) convenablement choisi.

3



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Exemple 1. 2 Considérons la fonction f(z) = (z — a) #. Alors :

I z—a)"= -f%@/(x —£) (¢ — a) Pt

pour évaluer cette intégrale on utilise la définition de la fonction Béta et
on pose le changement de variable ¢ = a+ (z —a)k , d’ou :

1
1

Fop—a)? = mg][(m—a}(lwk)] 1 {(z — a)K] # (¢ — a) dk,

¢ Rl il ‘I)Mf(l k) =k Bk,

(z — a)otP I"(a} (B+1)
Na)T(a+8+1) ’
L B+ .
= ml—)(z‘ 5

Pour:a=0,a=0.5,5=1,on obtient :

050,y — L(2)
IU (‘L) - ]-—\(2 5) 3
V&

T(2.5)

Pour : o = 1, on obtient :

[Nz —a)? = ———t(z—a)?*,




1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

Théoréme 1. 1: Soit f € C"([a,b]). pour « et 3 complezes tels que
Re(a) > 0 et Re(3) > 0, lintégrale de Riemann-Liowville fractionnaire
posséde la propriété de semi groupe.

Io(I”f ) a)=(I°*f)a) (1.7)

Démontration : On applique la définition précédente :

I°(I°f)z) = : ] (z—s) " (IPF)(s) ds, (1.8)

' ()

8

1 _ y
- Wﬁ”"_s) 1,/(8‘” LF(t) dt ds,

a

D’aprés le théoréme de Fubini, on obtient :

€T

Io(1" )@ = 5y | 10 [_[(m-s) @15 1) B-Ids} dt

’ (1.9)
On pose le changement : s =t + (z —t)k , alors :

I“(I°f )w)= m / ) [(:c o b / (1-k) “-lfcﬁldk} dt

a 0
(1.10)
Or :
1
/(1 — &) * %k P dE = D) (I %k P~)(1), (1.11)
0
Par récurrence, on obtient :
ay, 8 -1 so F( ﬁ )
(I “k )= WI‘( Y (1.12)
Donc : :
[ Ly oe—1g -1, I“(O“) ]—1(:8)
/(1 k) k7 dk = —I‘( at B) (1.13)

0



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

On remplace dans (1.10), on obtient le resultat.
Définition 1.4 Soit o« € Ry el t € [a,b], lopérateur 1= définit sur
L'[a,b] par :

(1200 = 77 [ (t — ) f(r)ar. (1.14)

est appelé opérateur d’intégration fracmonnazfre (& gauche) de Riemann-
Liouville d’ordre e,

Deéfinition 1.5 Soit o € Ry et t € [a,b], lopérateur I * définit sur
La,b] par

b
(LEf)(8) = f%&). / (t — )2 f(r)dr. (1.15)

est appelé opérateur d”intégration fractionnaire (& droite) de Riemann-
Liouville d’ordre a.

Remarque 1.1 Dans tout ce qui on va utiliser uniquement Uintégrale
fractionnaire & gauche.

Proposition 1.1 Soit f € C*([a,b]). Pour z fixé, lapplication o —
(I *f){z) définie pour Re o > 0 est holomorphe et se prolonge analytiquement
au domaine Rea > —n.

Démonstration : Montrons 'existence du prolongement analytique.
Dans (1.6) procédons par une intégration par partie

TN = 7o / ey a|[ ==, (1.16)
_ (a,—a) T — 1)@
= farnf@+z /( " (t) dt,
(z —a)® atl
= Tarn! @+ @),

Il est clair que le membre de droite de I’égalité précédente est holomorphe
dans le domaine Rea > —1. A présent le résultat finale découle d’une simple
itération de (1.16) :

n~—1

1)) = Y jer s @ + (),



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

formule qui constitue 1’expression du prolongement analytique.

1.3 Dérivation fractionnaire

Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de déri-
vation aux ordres non-entiers.

1.3.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.6 Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre p avecn—1<p < n ol
n € N*, est définie par :

BRpR ) = ﬁ;’%/ (t — )" P (1Vdr, Vi € [a,b], (1.18)

= dtn(ﬂn_P f(#)),Vt € [a,b].

Remarque 1.2 5i f est de classe C™ alors en faisant des intégrations
par parties et des différentiations répétées on obiient :

2L £ () (¢ — )P ;
RLDPf Z ! F((k' Etp +1) ® 1"(711— D) /(t B T)ﬂ_p_l'f(n)(f)dT -1

Exemple 1. 3 (La dérivée d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville)

La dérivée d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville est ni
nulle ni constante. A titre d’example si p > 0 non entier, on a :

=
I'(l-p)
Exemple 1.4 (La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-

Liouville)
Soit puon entieret 0 <n—1 < p<naveeca>—1 alors on a :

Eiprg = (t—a)? (1.20)

DYt - a)" = ﬁ [@-myrie-arar o)
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En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on aurra

1

d"
RLDP t _ N e S N . S
G- T(n—p)den "

ayrer f (1— s)P152ds (1.22)

0
i F('R-I-Ct'—p-i-l)ﬁ(n—p,a-i-1)(t_a)a_p
I'n—p)T'(a—p+1)

'n+a-p+1)I'n—p)l{a+1)

- F(ﬂ-—P)F(G’~p+1)F(a—p+1)(t_ )
= __,_I:_,(_Eluu_th.l)_’t_a)cr—p
B F(a—p—(—l)( :

Exemple 1.5
p=0.5,a¢=0,a=0.5

RT,DG.StO.ﬁ ==

TS} _ e
=~ To = P{1.5).

Propriétés

Nous présentons maintenant quelques propriétés de 'opérateur de déri-
vation au sens de Riemann-Liouville.

1- Composition avec P'intégrale fractionnaire

Soit p>0et fe& L'([a,b]), alorson a :

ELDPIPF(t) = f(t), Vt € [a,b]. (1.23)

Ce qui signifie que P'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville est Pinverse gauche de Popératcur d’intégration fraction-
naire.

En générale, on a :

BLpPIef(L) = BLpPaf(ty, Vi€ o, B, (1.24)
Sig—p<0et

BLprraf(t) = BED™Pf(1), Vt € [a,b], (1.25)

Pour g—p > 0.
On déduit alors que la dérivation et Uintégration fractionnaire ne com-
mutent pas en général.
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2- Composition avec les dérivées d’ordre entier
Pour n € N*, si les dérivées fractionnaires D Pf et D P'™ f existent, alors :

s L (RLDPE(t) = REDMP(E), Vi € [a, ], (1.26)

mais, on a :

(t . a)i» n—7L

RLDp( - l)

ZLA0) = REDs() - z Ao i € [o, ], (127

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation
conventionnelle ne commutent que si: f*)(a) = 0 pour tout £ =0,1,2,. . .,
= 1.

3- Composition avec les dérivées fractionnaires

Pour f € L' ([a,b]) et n—1<p<netm—1<gqg<m alors:

REDATDA(Y) = BDPHSE) - Y DOl Ve € ]
- (1.28)
et
RLDq(RLDpf(t)) _ RLDP+qf(t) B i [RLDp—kf(t)] I‘(fl_—j)——q_% vt € [a, b],
= (1.29)

par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires 2L DP et BL D9
ne commutent que si p = g, et [FEDP A f(¢)] =0
pour tout £ =1,2,...,net [FLDI*f(t)] = 0 pour tout k =1,2,...,m.

1.3.2 Approche de Caputo

Les problémes appliqués demandent des définitions des dérivées fraction-
naires autorisant I'utilisation des conditions initiales interprétables physique-
ment, lesquelles contiennent f(a), f'(a),. . . etc. Malgré le fait que les pro-
blémes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent éire
résolus mathématiquement( voir par example les solutions données dans{14]
), la solution de ce probléme a été proposée par M. Caputo (dans les années
soixante) dans sa définition qu'il a adapté avec Mainardi dans la structure de

9



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

la théorie de viscoélastiques [19]. Donc on introduit une dérivée fractionnaire
qui est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville,

L

Définition 1.7 Soit f est une fonction telle que g7 € L'([a,b]) et p>0
avec (n—1 < p < n,V¥n € N*). La dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de
Caputo est définie par :

t

D) = gy [P e ol (130

ap ] &
= It )(d—t;f(t)),\fte[a,b].

Exemple 1.6 (La dérivée d’une fonction constante au sens de
Caputo)
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

EDPG =]
Exemple 1.7 (La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo)

Soit pnon entieret 0 <n—1<p<naveca>n—1alorson a:

CDP(t—a

=T F(?(Zl 'l)f t ="~ (130)

En faisant le changement de variable T = a + s(¢ — @) on aurra :

t
= & ].—‘(Of—l— 1) ~\n—p=1y_ a—T ]
CDP(t—a)* = I‘(n—p)f‘(a—n-ﬂ—l)/(t“i) P-1(r _ q)o"dr (1.32)

a

. 1
— Ta+1) (t - a)""p/(l — g) P12y
0

F'n—piHla—n+1)

_ MNa+1)B(n —pa-n +1) (t — a)
I'(n—p)Il{a—n+1) J

MNa+1)I'(n — p)I'(a —n + 1)

= I‘(n = p)I‘(ar —n 4 1)I‘(a —p+ 1) (t — a)amp
. Tt e s
= Ta—prp 97"

10



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Exemple 1.8
p=0.5,6a=0,a=0.5
I(L.5)

C n0.5,0.5 o
DY5¢ =T T'(1.5).

Propriétés

Nous présentons maintenant quelques propriétés de 'opérateur de déri-
vation au sens de Caputo.

1- Relation avec la dérivée de Riemann- Liouville

Soit p > 0 avecn —1 < p < n et n € N*. Supposons que f une fonction
telle que ©DP et L DP existent, alors :

9t — o)t

CDPf(E) = REDF P - 1.33
On déduit que si f®(a) =0 pour £ =0,1,2,....,n— 1, on aurra
CDPf(t) = REDPf(t) (1.34)

2- Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire
Soit p > 0. Si f € C™([a, b]), alors, on a :

CDPIPf(t) = f(t),Vt € [a, B] (1.35)

et
n—1 (k) 2t — & k
Poprpe =10 - O ey (39
k=0 !

Alors I'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opé-
rateur d’intégration fractionnaire, mais il n’est pas un inverse droite.

Lemme 1.1 [17] Soit & > 0 et g € C([a, b)), alors Uéguation différentielle
fractionnaire ©D%g(t) = 0, admet la solution suivante :

g(t) =c +ct+ C3f2 + . F Cntn—l. (137)

Ou,ceR,i=0,1,2,...,n.
Corollaire 1.1 5i 0< o, < 1 avec a+ 8 < 1 et f de classe C*, alors :

((..‘Dce & (_.‘Dﬁ)f = Cpatf (GD;? - C’Dﬂ)f (1.38)

11



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Démonstration : Il est facile de voir que

@D e pP)f = (Peolopsol)y, (1.39)
dz dz
d d
_ (p-e-s_p8_ % q-5_ &
= (I ol”o e FRa dﬂ:) I

o (Il"a"a o P u P di) 1.

T

La commutativité résulte de la commutativité de ’addition des réels.

1.3.3 Approche de Weyl

Définition 1.8 La transformation de Weyl est définie par
1 +o0
Wef)(z) = = [ {t —z)* ' f(t)dt 1.40
1) @) = s [ (€= 2750 (1.40)
Proposition 1.2 L’application o — (W f)(z) est définie pour Re(a) >
0, holomnorphe et se prolonge en une fonction anclytique entiére.
Démonstration : Il suffit de reprendre la technique utilisée pour I'inté-
grale de Riemann-Liouville, & savoir :

&

(Wef)(z) = F—(lcr)]mf(t)d((tA‘E)a) (1.41)

—1 7 o of
= -—-—-—-—-—F(a+1)/(t—$) F(8)dt

= —W*f)(a)

Cette égalité définit le prolongement analytique.
Proposition 1.3 La transformation de Weyl vérifie :

Weo WP = Wb

12



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Démonstration :
Ona:
1 +oo +oo
7o o W8 r) = —— & =gyt )L fin)dt (U
W= W?) 1) = e f (=t | [ (= aP eyt (w2

s

1 +oo i - .

On pose le changement de variable s = z + (¢t — z)7, alors :

i

/(s —z)* Yt —s)flds = (t— :::)“J“‘alj-'r“_l(l — 7)#dr, (1.43)
T(a)T'(5)

= (¢t — p)etB-1 3
( ) Tla+f)

on remplace dans (1.42), on obtient le résultat.
Définition 1.9 La dérivée fractionnaire au sens de Weyl est définie par

0@ =(F) @ (1.44)

ot a€lm—1,m|et meN\{0}.
Exemple 1.9 Soit A € C avec Re()\) > 0 et soit f(z) = e~**. Alors

+00
1
wmme = — = ft— gyl .
[ fil=) N — o / (= m)m*te M, (1.45)
+oo
e—)\z el
- _ m—a=1,=A7 g
T(m — ) / d ¢ Ty
0
- e#)tz:/\a—m'

Ot on a posé t = 2 + 7. On obtient ainsi :
H"Dtxf('x) - ﬁ"Dae—Aw - A&euz\w. (146)
Exemple 1.10

13
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On voit bien que la dérivée au sens de Weyl généralise la dérivation clas-
sique sur les exponentielles. Par contre Paction sur les fonctions puissances
doit &tre calculée avec précaution. En effet, il faut considérer z > 0 et prendre
f(z) = 2™ avec Re(\) > m — o pour assurer la convergence & P'infini. On a
dabord

+oo
1
IrIfrm_n;[;_'\ — ]_—‘(—m:-a‘j- /(f —t I)m'_n—1t—ldt, (1.47)
+oo
xm.‘—oz—-’\ ? _—— B
= I‘(—m——aﬂ) T 1(1 -+ T) ’\dT;
0

ou on a utilis¢ le changement ¢ = 2(1 + 7). L’intégrale en 7 se calcule
comme suit :

+o0 1 +oo+too
[rtenran = g [ e oesta a0
0 0 0
Cm—a) [
_ m— —u, A+a—m—1
= ey ety du,
_ I(m—a)T(A+a—m)
donc (A )
s e +ta—m) . .
et o 1.4
puis
—d\™ i g DAl o
P m—o - T RTA i,
(dﬂ:) TS g ¢ -
¢’est-a-dire rx )
W e, - _ +) a
Dy~ = e x ! (1.51)

1.3.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et celle de Riemann-Liouville[5]

- L’avantage principal de ’approche de Caputo est que les conditions ini-
tiales des équations différentielles fractionnaires avec les dérivées de Caputo

14



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

acceptent la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre
entier, ¢’est A dire, contient les valeurs limites des dérivées d’ordre entier des
fonctions inconnues en borne inférieur =z = a.

- Une autre différence entre la définition de Riemann-Liouville et celle de
Caputo est que la dérivée d’une constante est nulle par Caputo par contre
par Riemann-Liouville elle est :

C —a
m(x — a) (1.52)

Corollaire 1.2 Si 0 < a < 1 et f une fonction de classe C' alors :

(I0 B'D*) f=f et (°D*cI®) f=f (1.53)

C’est-a-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et de Ca-
puto Tespectivement constituent linvese & droite et & gauche de [’opérateur
de Riemann-Liouville (au moins sur les fonctions de classe C*).

- On peut dire que pour arriver & la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto est également I'inverse quand on suit I’autre sens (Riemann-Liouville),
c’est-a-dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre c oim—-1< a<m
par I'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par 'intégration
fractionnaire d’ordre (m — a) pour la fonction f(z) et puis on dérive le ré-
sultat obtenu & l'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire
d’ordre o ot m — 1 < o < m par I'approche de Caputo on commence par
la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(z) et puis on Uintégre d’ordre
fractionnaire (m — ).

1.3.5 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1- Linéarité (Voir [29] p90)

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire comme le cas de la
dérivation usuelle, c’est-a-dire :

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires D¥

f et DPg existent. Alors pour tous A\, u € R, DP(Af + ug) existe, et 'on
B

DP(Af(E) + pug(t)) = ADPf(t) + pDPg(¢) (1.54)
ot D ¥ désigne n’importe quelle approche de dérivation fractionnaire consi-

dérée dans cette mémoire.
2- La régle de Leibniz (Voir [29] p91)

15
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Pour n entier on a :

L0000 = 3 (D) FODg"0 () (1.55)

k=0k

La généralisation de cette formule nous donne :
DP(f(£).9(t) = Y~ (§) fB@) D g(t) + Ra() (1.56)
k=0

oun>p+1et

i £

1 4 .
Pip) = — _ \—p-1 d (n+1) _a\n 1.
R0 = pr [ €= 17 o [ —grde )
on a lim, . RP(t) =0.
Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues sur [a. bl, alors la formule
(1.56) devient :

DP(f(8).0(8) = 3 (2) F9(0) DP*g(1 (1.58)
k=0

O0 D P est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.4 Examples d’applications des systémes frac-
tionnaires

1.4.1 Champs d’application

Les applications de la dérivation fractionnaire dans les sciences physiques
et les sciences de l'ingénieur relévent des contributions scientifiques de ces
derniéres décennies, elle est utilisée comme outil de modélisation dans plu-
sieurs domaines [25], en mécanique et en rhéologie. L’application des dérivées
fractionnaires modélisant le comportement des matériaux, trouve une base
théorique dans la théorie microstructurale de Rouse [15],[16] qui s’appuiek
sur les lois de la thermodynamique Bagley et Torvik [4].
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1.4. EXAMPLES D’APPLICATIONS DES SYSTEMES
FRACTIONNAIRES

1.4.2 Interprétation physique de Dl’intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville

Pour donner l'interprétation physique de 'intégration non entiére, nous
considérons I'exemple d’un conducteur d'une voiture. Supposons que la voi-
ture est équipée de deux appareils de mesure, le compteur de vitesse qui
enregistre la vitesse du conducteur et I’horloge qui affiche le temps 7.

Cependant le temps 7 affiché par ’horloge est incorrect.

Nous supposons que la relation entre le temps incorrect 7 (affiché par
I’horloge et dont le conducteur considére comme le temps exact) et le temps
exact T est donnée par la fonction connue g:(7) telle que : T' = g;(7) et

1
T) = —R*— (t —1)% 1.59
Ceci signifie que si le conducteur mesure 'intervalle de temps dr, le vrai
intervalle de temps est dT" = dg:(7).
Le conducteur A représente le conducteur de la voiture, ignorant erreur
del’horloge, calcule la distance parcourue au moyen d’une intégrale classique :

¢

Salt) = / o(7)dr (1.60)

0

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de 1’horloge
et de la fonction g,(7) reliant le temps incorrect 7 au temps exact, calcule la
distance réellement parcourue par la voiture :

t

5o(t) = /v(r)dgt('r) = I “v(t) (1.61)
0
avec :
Teu(s) = I“% / (t — 1) Yo(r)dr. (1.62)
0

L’intégrale donnée par ’équation (1.60) peut étre interprétée comme la
distance parcourue par un mobile pour lequel nous avons effectué deux me-
sures :

17
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Une mesure correcte de la vitesse et une mesure incorrecte du temps.
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville donnée par 1’équation (1.61)
peut étre interprétée comme la véritable distance parcourue par ’objet mo-
bile, pour lequel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse v(7)
(C’est sa vitesse individuelle) et la valeur local du temps 7(temps individuel),
sachant que la relation entre le temps enregistré localement et le temps cos-
mique est donné par la fonction g:(7).

La fonction g,{7) décrit le temps échelle non homogéne, qui dépend non
seulement de 7, mais aussi du parameétre ¢ qui représente la derniére valeur
mesuré du temps individuel de I'objet mobile.

Quand ¢ change, I'intervalle de temps cosmique change également.

La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans
’espace temps d’un corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa
position dans Pespace-temps, le champ de la gravité dans Pespace-temps tout
entier change également en raison de mouvement. Par conséquent, I'intervalle
de temps cosmique, qui correspond & I‘histoire du mouvement de ’objet
mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance Sp(t) parcourue
par cet objet mobile.

En résumé, 'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville de la vitesse
individuelle v(7), d’un objet mobile, pour lequel la relation entre son temps
individuel 7, et le temps cosmique T & chaque instant ¢ est donnée par la fonc-
tion commue T = g;(7), décrite par équation (1.59) représente la véritable
distance Sp(t) parcourue par cet objet.

1.4.3 Interprétation physique de la dérivation fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville

Dans la section précédente nous avons interprété intégrale fractionnaire
de Riemann- Liouville comme étant la vraie distance So(t) parcourue par un
objet mobile, pour lequel le rapport entre son temps individuel 7 et le temps
cosmique T & chaque instant ¢ est donnée par la fonction connue T = g:(7).

On utilisant les propriétés de la dérivation et de 'intégration fractionnaire,
nous pouvons exprimer ’expression de la vitesse individuelle v(¢) & partir de
la véritable distance parcourue Sp(t).

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance Sp(t)
parcourue par le mobile permet de donner P’expression de la vitesse v(¢) :
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v(t) = D °Sp(t) avec

DeSoft) = = b B f Solt) 4, (1.63)

(1-a)dt] t—7)
0

et 0<a<l.
Nous pouvons aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport
la variable de temps ¢ qui donne la relation entre la vitesse vo(t) = S,(t)
du mouvement de point de vue de I'observateur indépendant O et la vitesse
individuelle v(¢) :
d . ‘ A
vo(t) = al %okt = D"l (1.64)
Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1 — ),
de la vitesse individuelle v(2) est égale & la vitesse de vue de I'observateur

indépendant vy (t), si le temps individuel 7 et le temps cosmique T sont reliés
par la fonction T = ¢,(7), décrite par 1’équation

a(r) = %(t“— t —7)%) (1.65)

Pour a =1, quand il n’y a aucune déformation dynamique del’échelle de
temps, les deux vitesses coincident : vy (t) = v(t).
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Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie
du point fixe

Résumé

Le but de ce chapitre est ’étude de quelques théorémes du point fixe. On
commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoréme du
point fixe de Banach pour les applications contractantes. On verra ensuite le
théoréme du point fixe de Brouwer, puis le théoréme du point fixe de Schau-
der. Enfin nous abordons le théoréme du point fixe de Guo-Krasnoselskii.

2.1 Théoréme du point fixe du type Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme
de l’application contractante) est un théoréme simple & prouver, qui garan-
tit I'existence d’une unique point fixe pour toute application contractante,
s’applique aux espaces complets et qui posséde de nombreuses applications.
Ces applications incluent les théorémes d’existence de solution pour les équa-
tions différentielles ou les équations intégrales et I’étude de la convergence de
certaines méthodes numériques.



2.1. THEOREME DU POINT FIXE DU TYPE BANACH

2.1.1 Théoréme de Papplication contractante

Définition 2.1 Soit (M, d) un espace métrigue complet. On dit que T :
M — M est une application Lipschitzienne s'il existe une constante positive
k > 0 telle que ,I’on ait, pour tout couple d’éléments z, y de M, l'inégalité

d(T'(z), T(y)) < k(d(z, y)) (2.1)

Si k < 1, applicalion T est appelée non expansive.

Si k < 1, Papplication T est appelée contraction.

Théoréme 2.1 (Théoréme du point fire de Banach (1922 )) [33]

Soit (M, d) un espace métrigue complet ct soit T : M — M unc appli-
cation contractante avec la constante de contraction k, alors T a un unique
point z € M. De plus on a

Sizg € M etz,=T(x,), (2.2)
limz, = zetd(z,, ) <E*(1-k)7'd (21, 29), n > 1,

x étant le point fize de T.

Remarque 2.1 §i T est une application Lipschitzienne (pas nécessaire-
ment une contraction) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors
T a une seul point fize.

En effet, soit = I'unique point fixe de T? on a T?(T'(z)) = T(T?(z)) = T(x)
ce qui convient & dire que T'(z) est aussi un point fixe de 77 et grace a 'unicité
T m) =,

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent
I'unicité du point fixe.

Remarque 2.2 Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout
l'espace M mais juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a
le Tésultat suivant :

Soit (M, d) un espace métrique complet et T : B — M telle que

d (T(z), T(y)) < kd (z, y)vz, ye Bet k < 1, (2.3)

ol
B={zeM, d(z, 2) <eclze Mete>0. (2.4)

Si d(z, T(z)) < (1 — k), alors T posséde un unique point fixe = € B.
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2.1.2 Extension du principe de 'application contrac-
tante

Extension de Boyd et Wong Cette extension consiste & remplacer la
contraction par la ¢-confraction dont nous donnons la définition :

Définition 2.2 soit M un espace métrique et T une application de M
dans M. On dit que T est une @ -contraction, s’il existe une application
semi-continue supérieurement de [0, oo) dans [0, o0) avec ¢(r) < r pour
r >0 lelle que :

Ve, y € M, d (T(z), T()) < ¢(d (=, ) (2.5)

Le résultat suivant va assurer I'existence d’un unique point fixe pour une
telle application :

Théoréme 2.2 [6]

Toute @ -contraction d” un espace métrique cornplet dans lui-méme admet
un point fize unique.

Remarque 2.3 La contraction est un cas particulier de la p-contraction
(il suffit de prendre o(r) = kr pour tout r >0, 0 < k < 1).

Si on remplace 'hypothése que soit une contraction par Phypothése plus
faible qui est :

d (T(z), T(y)) <d (=, y). (2.6)

T n’a pas de point fixe.

En compensant par d’autres hypothéses supplémentaires, Edelstein a ob-
tenu le résultat suivant :

Extension d’Edelstein

Théoréme 2.3 [9]

Soit (M, d) un espace métrigne complet et T : M — M une application
telle que

d (T{z), T(y)) <d{z, y) Ve,y e M, = #£y. (2.7)

Supposons qu’il existe y € M telle que la suite {z,} définie par
To =Y
=B a): B 21
possédent une sous suite {ﬂftnj} avee iMoo Tn; = ¢ € M. Alors x est
Punigue point fize de T.

-Le résultat précédent (d’Edelstein) a une importante conséquence qu’est :
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Théoréme 2.4 soit (M, d) un espace métrique complet et T : M — M
une application telle que

d (T(z), T(y)) <d (z, y),Va,y € M, = #y. (2.8)

En plus, supposons que T : M — K ou K est un sous ensemble compact
de M, alors T posséde une unique point dans M.

2.2 Théoréme du point fixe du type Brouwer-
Schauder

2.2.1 Le théoréme du point fixe de type Brouwer

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie al-
gébrique. 11 fait partie de la grande famille des théorémes du point fixe. Il
existe plusieurs formes de ce théoréme selon le contexte d’utilisation. La plus
simple est parfois donnée sous la forme suivante :

Dans le plan : Toute application T continue du disque fermé dans lui-
méme admet au moins un point fixe. Il est possible de généraliser & toute
dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application T continue d’une boule
fermée d’un espace euclidien dans elle -méme admet un point fixe.

Il peut encore étre un peu plus général :

Convexe compact : Toute application T continue d’un convexe compact
K d’un espace euclidien & valeur dans K admet un point fixe.

a ) Théoréme de Brouwer en dimension un : On note [a ] le do-
maine de définition de T . L’application T est continue et & valeurs dans le
méme segment. Dire que cette application admet un point fixe, revient & dire
que son graphe croise celui de I'application définie sur [a, b], qui a z associe
%

Une démonstration n’est pas difficile & établir. Considérons ’application
continue

F(z) = T(z) —«, (2.9)

elle est positive en a, négative en b. Le théoréme de Bolzano, qui est un cas
particulier du théoréme des valeurs intermédiaires assure que ’application I”
posséde un zéro dans [a, b], ce zéro de F est un point fixe de 7.
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CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT
FIXE

En dimension deux, un raisonnement intuitif permet de montrer que le
résultat est probablement vrai. La démonstration est néanmoins plus délicate.

b) Théoréme de Brouwer en dimension deux Si K le domaine de
définition de T est d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon, K est semblable
& une boule unité fermée. Le terme semblable signifie qu’il existe un homéo-
morphisme ¢ de la boule unité vers K. L’équation définissant le point fixe
peut encore s’écrire si h = T o ¢, h(z) = z. Autrement dit, on peut supposer
que K est la boule unité fermée. On peut de plus choisir la norme de ma-
niére quelconque. Si on choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus
grande coordonnée, cela revient & dire que I’on peut choisir pour compact &,
Pensemble [—1,1] x [—1, 1], sans perte de généralité.

Si ’on définit la fonction F' comme suit :

F : [-1,1] x[-1,1] = [-1,1] x [-1,1], (2.10)
z — F(z)=h(z)—z.

Cela revient & montrer que la fonction atteint le vecteur nul sur [-1,1]
x[—1,1].

Si Fy, pour k = 1, 2, sont les deux fonctions cordonnées de F', cela revient
4 montrer l'existence d’un point zg, telles que F; et Fy admettent toutes deux
pour zéro la valeur xy.

La fonction F; est une fonction de [—1,1] x[—1,1] dans [-1,1]. Sur
{—1} x [=1,1], elle est positive, en revanche sur {1} x[—1,1], elle est né-
gative. Ceci laisse penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui part
d’un point [—1,1] x{1} pour finir sur un point de [—1, 1] x {—1}.

Le méme raisonnement appliqué a F, laisse penser que la courbe de ni-
veauu 0 est cette fois-ci une ligne qui part d*un point {—1} x [—1, 1] pour
terminer sur un point de {1} x [—1,1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent
nécessairement se croiser et ce point de croisement est un point fixe de T o ¢.

Remarque 2.4 -1 est important de voir gue [’unicité n’pas assurée par
le théoréme de Brouwer du fait que chaque point de K est un point fize de
Uapplication identité.

-Nous allons donner un résultat de Brouwer qu’on aura besoin dans la
démonstration du théoréme de Schauder.

Définition 2.3 On dit qu’un espace topologique a la proprété du point
fize si toute application continue T : E — E posséde un point fite. On note
par B, la boule unité fermée de E™.
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2.2. THEOREME DU POINT FIXE DU TYPE BROUWER-SCHAUDER

On a le résultat suivant :
Théoréme 2.5 La boule B, a la propriété du point fize pour tout n €N.
Schauder a généralisé le résultat de Brouwer en dimension infinie.

2.2.2 Théoréme du point fixe de type Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer
P’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Le théoréme du point fixe de Schauder est plus topologique et affirme
qu’unc application continuc sur un convexe compact admet un point fixe,
gui n’est pas nécessairement unique.

Et nous avous le résultat suivant :

Théoréme 2.6 [35]

Soit K un sous ensemble non vide, compact, convere dans un espace de
Banach E et supposons T : K — K une application continue. Alors T admet
un point fize.

Démonstration : Soit T : K — K une application continue. Comme
K est compact, 1" est uniformément continue, donc, si on fixe ¢ > 0, il existe
0 > 0 tel que, pour tout z, y € K,

on a

lz—yll <é=|T(z) -TWli <e (2.11)

de plus, il existe un ensemble fini de points {zy, zo, ..., z,} C K tel que

les boules ouvertes de rayon § centrées aux x; recouvrent K, i.e. K C ISLj,lSID
B {(z;, 8).

Si on désigne L := Vec (T(z;))i< j < p alors L est de dimension finie, et
K* := K N L est compact convexe de dimension finie. Pour 1 < 7 < p, on
définie la fonction continue ¢; : E — R par

[0 i fla = a5l > 6 y
= { 1-— H'T%JH sinon b

il est clair que 1, est strictement positive sur B(z;, §) et nulle en dehors.
P
On a done, pour tout = € K, Z r () > 0, on peut définir sur K les
=1
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CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT

FIXE
fonctions continues positives ; par
W,
p; = 5—— J {2.13)
Z ¥ ()
k=1
P
pour les quelles on a Z ¢;(z) =1 pour tout z € K.
g=1
Posant, pour z € K
p
9(2) =Y ()T () (2.14)
=1

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues)
ct prend ses valeurs dans K* (car g(z) cst un barycentre des T'(z;)).

Si on prend la restriction g/« : K* — K*,(d’aprés théoréme de Brouwer)
g posséde un point fixe y € K*.

De plus :
Ty)-y = T(y) - gy (2.15)
= Y oTE) = > w;@)T(z)),
=1 =1

- Z ©;(2)[T(y) — T(z;)].

I'(y) = T(zj)l <e.

Or si p;(y) # 0 alors |ly — z;|| < 4, et par suite |
On a pour tout j

A

@ -3l < 3 ¢ie) (T() - T(as))., (216)

P
& Zapj(y) =e
j=1

Pour tout entier m, on peut trouver un point ¥, € K tel que ||T(¥m) —
gl < 2,
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2.2. THEOREME DU POINT FIXE DU TYPE BROUWER-SCHAUDER

Et puisque K est compact, de la suite (ym)m  z 0n peut extraire une sous
suite (Ym, ) qui converge vers un point y* € K.

Alors T étant continue, la suite (7'(y,,, )) converge vers T'(y*),et on conclut
que T'(y*) = y*, i,e y¥* est un point fixe de 7" sur K.

Remarque 2.5 De nombreuz théorémes d” existence sont obtenus a par-
tir des théorémes précités, en réduisant le probléeme d” existence & un probléme
de point fize citons & titre d” ezemple le théoréme de Peano (voir [33],[35]).

Théoréme 2.7 (théoréme de Peano)

Soit (a, b) un point de R™ x R™, et f (¢, y) une fonction continue dans
le voisinage de (a, b), alors le probléme suivant :

(2 =t

admet au moins unc solution dans un voisinage de a.
Ici le probléme revient & étudier ’existence d'un point fixe de 'opérateur
U : K — K définit par :

Uz(t) = b+‘/.f (s, z(s))ds. (2.18)

ou K C £ compact et £ P'espace des fonctions continues définies dans un
certain voisinage de a.

Théoréme 2.8 (Théoréme de Rothe) [33]

Soit X un espace normé , K une partie conveze fermée de X. Alors toute
application compacte et continue de K dans K telle que T(OK) C K admet
un point fize.

Le résultat suivant est une autre conséquence du théoréme de Schauder
qui donne lieu & de nombreuses applications dans les équations aux dérivées
partielles :

Théoréme 2.9 Soit T un opérateur compact de 1” espace de Banach X
dans lui-méme. Supposons qu’il existe un réel r > Otel que I’égalité u = ocTu
implique ||u]| < r, oo u € X, 0 € [0, 1]; alors T admet un point fize dans
B(0, 7).

-Le théoréme de Schauder reste vrai dans le cas des espaces localement
convexes (e. 1. ¢), nous allons le confirmer par les théorémes suivants (voir

[10], [32]) -
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FIXE

Théoréme 2.10 (Théoréme de Tychonoff et Singball )

Soit E un e. l. ¢, et K un compact conveze de E, alors Uapplication T
continue de K dans K admet un point fize.

Théoréme 2.11 (Schauder 1930)

Soit K un convez, fermé , borné et non vide, K C X tel que X est un
espace de Banach. Soit T : K — K une application compacte. Alors, T admet
un point fize.

Théoréme 2.12 (8] (Théoréme de [” alternative non linéaire de Leray
Schauder )

Soit X un espace de Banach, ) un sous ensemble ouvert borné de X, avec
0e€QetT:Q— X une application compact. alors

)T a un point fize sur § ou bien

2) il existe A € (0, 1) et u € 90 tel que : z = A\T'(x)

On a vu plus haut deux théorémes principaux de la théorie du point fixe
& savoir le théoreme de Schauder et le principe de I'application contractante
de Banach, Krasnoselskii a combiné ces deux théoréme ([20], [32], [34])

2.3 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 2.13 Soit X un espace de Banach et D un ensemble non
vide de X fermé, borné et conveze. U et V sont deuz applications de D dans
X telles que : U est une contraction (de constante k ) et V' est compacte et
continue. Ux+Vy € D,Vz, y € D, Alors il existe x € D tel que Uz+Vx = x.

Démonstration : Soit y firé dans D, comme U est une contraction,
léguation v = Uz + Vy admet une solution unigue = dans D.

On définit application

L : DD (2.19)
Ly = =z
Ly = ULy+Vy, (ye€ D).

1l est clair que LD C D. On va montrer que L est compacte et continue
et d”aprés le théoréme de Schauder, on pourra conclure qu’il existe y € D
tel que Ly =y, d’ot : Uy +Vy =y.

28



2.3. THEOREME DU POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

Soit y, un point arbitraire de D, alors d’aprés (2.19) :
Lie = Blat W, (2.20)

Ly — Ly, ULy — ULy, +Vy — Vi,
1Ly — Lyl < ULy — ULyn|l +IVy — Viall

il

et puisque U est unc contraction on a

Iy = Lyall < Kly— Lyl + Ve = Voal,  (220)
1
12y = Tall < = IVy = Vil

d” ot la continuité de L. Reste a montrer que LD est relativement com-
pacte, en effet, comme V D est relativerent compacte

Ve >0, A1 — k) e réscauVy, ... Vy, (2.22)

¢’'est a dire les boules

B(Vy, (1—-k)e), 1<k<n. (2.23)
telle que _
VD c | B (Vy, (1-k)e). (2.24)
k=1

Alors de (2.21) Ly, ... Ly, est un £ réseau de LD, ce qui achéve la
démonstration B

Notons que si U = 0, le théoréme se résume au théoréme de Banach, si
V =0 alors le théoréme n’est autre que le théoréme de Schauder.

Théoréme 2.14 [20]

Soit E un espace de Banach et K C E un céne. 0y, 2y sonl deux ouverls
de E avec 0 € Qqet Q; C Q.

Soit T : K N (\Qy) — K un opérateur complétement continu tel que :

a) |Tul| < |lul] pour tout w € K N, et |iTul| > |ull pour tout
u € K N dQy. ou bien

b) [[Tull < llull pour tout u € K N, et ||Tu|| > ||ull pour tout u €
K Now,.

Alors T possede un point fize dans K 1 {Q:\Q).
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Chapitre 3

Existence, unicité et positivité
de la solution d’un probléme
aux limites fractionnaire

Résumé

Ce chapitre est consacré & 1’étude de 'existence et I'unicité de la solu-
tion positive d'un probléme aux limites fractionnaire. Nous y abordons ces
résultats en appliquant quelques théorémes du point fixe.

3.1 Présentation du probléme

Dans ce chapitre on considére le probléme aux limites fractionnaire
(P 1) suivant :

[ CDM(t) = f(t,u(t),C D7u(t)) 0<t<l,
P { u(0) =4"(0) =0, ¥/'(n) =au’(1).

ot D1 est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

J:[0,1] *R*R — R est une fouction donnée, 2 < ¢ < 3,0< 0 < 1,
0<yg<L

Lemme 3.1 [17] pour a > 0 et g(t) € C[0,1],l'équation fractionnaire
homogene

3.1)

“Deg(t) =0 (3.2)
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3.1. PRESENTATION DU PROBLEME

posséde une solution
g(t) = 1 + ot + st + ... + cpt™ 7Y, (3.3)

ot c; ER,i=0,...,n et n=[a]+1,([a] est la partie enti¢re de «).
On note par L*([0, 1], R) 'espace de Banach des fonctions Lebesgue inté-

1
grable de [0, 1] dans R,muni de la norme |jy|| = / ly(t)| dt.

0
Commencant d’abord par la résolution du probléme auxiliaire
Lemme 3.2 Soient 2 < ¢ < 3,0 < ¢ < let y € Cla,b]. La solution
unique du probléme fractionnaire suivante

CDiu(t) =y(t), 0<t <1 (3.4)
u(0) = u"(0) =0, w/(n) = au”(1). ‘
est donnée por
1 1 7
t
R N e . ohg—2
ut) = =5 | [t s - 5 [-orao)as| . (39)
0 0
On -
2 tor
G(t, s) (qt—Z}(q—l) + =g % =t (3.6)
o ﬁ, s>t
Démonstration : Appliquant le lemme 3.1, on trouve
u(t) = I%(t) + c; + cot + cst?, (3.7)
par une dérivation des deux membres de (3.7), on trouve
W(t) = IT'y(t) +ox+est (3.8)

w'(t) = I %y(t) +c3

or, le premiér condition dans (3.4) implique que ¢; = ¢3 = 0, tandis que
le second raméne a

2 = al"?y(1) — I My(n). (3.9)
Substituant c;, c2 et ¢s dans (3.7), on obtient
w(t) = Iy(t) + t(al"2y(1) — 1" y(n)), (3.10)
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CHAPITRE 3. EXISTENCE, UNICITE ET POSITIVITE DE LA
SOLUTION D*UN PROBLEME AUX LIMITES FRACTIONNAIRE

ce qui nous permet d’écrire

1 [ u(s) y(s)
= r‘(q>/ oyt P(q—z)/ Tt (G

y(s)
" T(g- l)f(n* )3~ 2

i.e
1 1 ]
: t : .
u(t) = —m— G(t, s) sds——/ —5)7 2y(s)ds | , 3.12
0= 57=g | [ Gt —— [w-s)is| . @12
0 0
ol (& est définie par (3.6).

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cetie seciion on démonire existence et 'unicité de la solution dans
Iespace de Banach £ constitué pour les fonctions v € C[0, 1] & valeurs dans
R muni de la norme

ol = iz wp BB 4
flull = ez, fuf + Jhax, |°Dg, ul

On a °Dg. u € C[0, 1] 5i 0 < & < 1. On note par E* Vensemble défini

par
T={u€ekE ut) 20,t €[0, 1]}

Tout le long de cette section, on supposera que f € C([0,1] x R x R, R)
et on définit Poperateur intégral T : E — F par

T (5} = T(q 1_2 [G’(t 8)f(s, u(s),® D, u(s))ds+ (3.13)

— / (7= )72 (s, u(s), Diyuls))ds
0

Alors, on a le lemme suivant
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Lemme 3.3 La fonction uw € E est une solution du probléme fraction-
naire BVP (P 1) si et seullement si Tu (t) = u(t), pour tout t € [0, 1].

Théoréme 3.1 Supposant qu'il existe des fonctions non négatives h, g €
LY([0,1], Ry) telles que pour tout z, y€R et t € [0, 1], on a

if(t! :E,f) - f(t Y, g)l it g(t) |SE - yl + h‘(t) ,EE - y': (3'14)

Cog+Ch<let Ay+An<(1—-0) (1 —0)

o
Cy = & gl + lelIg g(1) + I8 g(n), (3.15)
Cn = |[TE Rl + oI 2R + I8 A(n)

et
Ay = I (9(1) +g(m) + || IE29(1), (3.16)
Ap = IR + h(n) + | IE A1),

alors, le probléme fractionnaire BV P (P 1) admet une solution unique
u€ E.

Pour la preuve du théoréme 3. 1, on va utiliser la propriété de l'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville.

Lemme 3.4 soit ¢ > 0, f € Li([a, b], Ry). Alors, pour tout t € [a, b]
on a

I FE) < 1T Sl (3.17)

On va prouver maintenant le théoréme 3.1.

Démonstration :. On va transformer le probléme aux limites fraction-
naire & un probléme de point fixe. D’aprés le lemme 3.3, le probléme frac-
tionnaire (P 1) posséde une solution si et seulement si opérateur T admet
un point fixe dans F.

Commencant & prouver que 7" est une contraction. Pour cela, soit u, v €
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E, alors
Tu(t) — To(t) = m [:]G(f 3)(f(s, u(s),° Dg, u(s)) — f(s,v(s),C D v(s)))ds—

ﬁ/{n — 8)T2(f(s, u(s),” Dg u(s)) — f(s,v(s)," DZ, v( a}))ds}&lé&)
0

= I3, (F@, w(®),° D§ut)) — £(t, v(2),° Dg,v(t)) +
eIl (/(1, u(1),* Dg,u(1)) — f(1, v(1),° D, 0(1))) +
+taldy® (F(1, uw(l), DG u(l)) — f(1, v(1),° Dg,u(1))) +
+I87 (f(n, w(n),” Dgpuln)) = f(n, v(n)*Dg,v(n)))

A Taide du (3.14), on peut avoir

[Tu(t) = To(t)] < max u(t) — v(®)|[I39(t) +lallf%g(1) + 1§ g(m)] (3.19)
+g}gtax D u(t) — CDGv(®)I[I5,h() +lalI3*h(1) + I A(n)],

De plus, lemme 3.4 permet d’obtenir

Tut) - To@)] < llu— ol gl + lalE2e(1) + I g(n)] (3.20)
IRl + ol A1) + I ()
< Jlu=v[l(Cy + Ch)-
Utilisant (3.14) on arrive & écrire

[Tu(t) — To(t)] < %”u — . (3.21)

D’autre part, on a

©Dg. Tu(t) - Dg, Tu(t) = F(l— = / ) (t—- S{)::, v)(5) ds,  (3.22)
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

ol
(T'u)(t) = q—2 [ Gi(t, s)f(s, u(s),° Dg, u(s))ds+ (3.23)
= / (0= 9)*"21(s, u(s) D5, u(s))ds
0
et o
_0G(ts) _ | o + S s St
Gt 5] = T —{ s e (3.24)
De plus
1

Cno gl
D, Tu(t) =~ D§ Tu(t) = Tq = Q)I‘(l—a)x

[/(t_ 5)75 (-/Gl(sa T‘)(f(f‘, u('r)’cDg+u(T) _f'(Tv U(T)7CDS+U(T)))dTM

/ (n = r)"2(f (r, u(r),” D u(r)) — f(r,u(r) ¢ D§+v('f')))d7‘) d%-%)

Tenant compte de (3.14), on a

(q2

1
Cno _C no | <
°D3Tu)) —° Do < g =7

’:(t— s)‘”/ (51/1?}( fu — v (/Gl (s, )g(r)dr — f( T),:) ('r)dr)) +
max |Dg,u - D, v| ((/Gl(s ryh(r)dr — /(TI h( )d:)) Q}S)

Estimant le terme

( f Gi(s, T)g(r)dr - / (’7(; _)2) "g(r>dr) :
t] 0
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SOLUTION D’'UN PROBLEME AUX LIMITES FRACTIONNAIRE

On a

Il

JGsta, miatriar - [U=gar| = ira -2z g(s) +

+alf*g(1) = I g(n)]),

< Tlg—2)[I () +edfPg(1) + I
< T(g-2)4,,
Par conséquent (3.26) devient :
Cpe Ty _C ne o8 | — o] ; ‘
°D8.Tu(t) = D§, Tolt)] < o Smy =57 (Ao + A0 (3.28)
Et en vertu de (3.14), il s’ensuit que
" s
°D8, Tu(t) = D§, Twle)| < 3 llu— ol (3.29)
En se basant sur (3.21)-(3.29), on conclut que
|Tuw — Tv|| < |Ju—v| (3.30)

Finalement et grace au principe de la contraction, 'unicité de la solution du
probléme fractionnaire (P1) est assurée.

Donnons maintenant le résultat d’existence pour le probléme fractionnaire
{(Pl}.

Théoréme 3.2 Supposons que f(t, 0, 0) # 0 et qu’il existe trois fonctions
non-négatives k, h, g € L*([0,1], R,),

¢, ¥ € C(Ry, RY) croissantes sur Ry et v > 0 tels que

£t 7,7)| < BB (l) + hO(l]) + 9(8), i e (¢, 2) €[0, 1] x R (3.31)

(%(r) + 6(r) + 1) (ca e 0)61:2(1 — fﬂ) < ¥

ol
| = max C (1"—, i qu } et (‘2 = max { A iy A A }
' 0<t<1{ N & . . 0<i<1 . s 4

Les constants Cy, Cq, Ap, A, sont définis dans le théoréme 3.1 et

Ay = IEHEQ) + k() + +alIE2k(1), (3.32)
Ce = |55 Kl + | I82R(1) + I§5 k().
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Alors, le probléme fractionnaire (P1) admet au moins une solution non tri-
viale u* dans E.
Pour la démonstration, on va appliquer 'alternative non linéaire de Leray-

Shauder (le théoréme 2.12).

Démonstration : Premiérement on montre que T est complétement
continu. Il est claire de voir que T est continu puisque f et G sont conti-
nus. Soit B, = {u € E, ||u|| < r} un sous ensemble de E. on a T(B,) est

relativement compact, en effet
(i) Pour u € B,, utilisant (3.31), on trouve

[Tu(t)] < 2)[ (G, )| [k(s)e(fuls)]) + R(s)(I°Dg, uls)]) + gls)]ds +

<—f-27/ (n— )72 [k(s)¢(Ju(s)]) + A()8(1°Dg,u(s))] | (3.33)

Comme ¢ et ) sont croissantes, alors (3. 33) implique que

1 1
Tu(t)] < -2 {/IG(’«‘ s)|k(s)p(llwll) + A(s)d(llull) + g(s)lds+

q_")

f — )™ 2{k(s)(lull) + ( 8)¢(Ilull)]} (3.34)

1

& F(q 2) l:f|G t, s)lk(s)w(r) + h(s)o(r) + g(s)]ds+

+ T—2) b/(?) — )92 [k(s)p(r) + h.(.s)gb(?’)]ds:! g

par unc technique sémilaire pour avoir (3.21), on obtient
Tu(®)] < ) Kl + |l IE2k1) + I k()] (3.35)
I8 hllzs + |l I R(1) + I8 R(n)]
I gl + [ I37g(1) + 157 ()
Cip(r) + Crg(r) + Cy

IA
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donc
|Tu(t)| < Ci(¥(r) + 8(r) +1) (3.36)

De plus, on a

1
[T'u(t)] = [/G (t, 8)f(s, u(s),° Dg u(s))ds +
0
- / (1~ 572 F(s, u(s),* D, uls )ds}
R / Galt, 8)[k()b(r) + h()6(r) + g(s))ds + (3.37)

(q_g)f 1 — 5)772[k(s)e(r) + h(s)d(r)]ds
) 0

1 ]
1 1 i .,
i m l}#”(‘r) /Gl(t: s)k(s)ds — @“:“2*)“0/(7]— 8)¥*k(s)ds| 4
+ o(r) ]01(t s)h(s)ds — Q)b/(n — 8)72R(s)ds| +
|
[ Gi(t, s) = 2) n— s)q_Qg(s)d.s:”

ITu(t)| < Ax(r) + And(r) + Ay, (3.38)
[T"u(t)] < Ca(y(r) + ¢(r) + 1) (3.39)
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Utilisant ensuite (3.27), on voit que

I°D8, Tu(t)] < 0 _g) / Aep(r) : f’;‘fm s (3.40)

U(r) +¢(r) +1
51*(1_0)/ g =

\7./ (r) + ¢(r) + 1).

= )m

En combinant (3.36) et (3.40) on obtient

Il = (@) +80) +1) (G + o). (44

Par la suite T'(B,) est uniformément borné.

(ii) T(B,) est équicontinu pour tout t;, t, € [0, 1], t; < ts, u € B,.

ITu(ty) — Tu(ts)| = '/I]T’u(tj[dt, (3.42)

t2
< [(Aub(r) + Ans(r) + A,

i1

< (81— t2)(Ary(r) + Ard(r) + Ay).
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D’autre part, on a

{CD3+TEL(t1) 2 Tu(fz} = f T =) 6 = sg ds + (3.43)

0
T"u(s)
1 = O') / tg = S)G

< 57 / [t — ) = (t2 — &) ||T"u(s)|ds

to
1 \—ol7v
+mi/.(f2 = o) |T u(s)|ds,

d’aprés (3.39), il s’ensuit que :

Ca(y(r) + é(r) +1) R e

(1 — 0_)1—1(1 _ 0‘) (2(t2~t1) +t2 ~+_-'i’.]. )

(3.44)

passant & la limite lorsque #; — t; dans (3.42) et (3.44), on trouve que

|Tu(ty) — Tults)| et |“Df, Tu(t;) —€ DE, Tu(t,)| tendent vers 0. Par Consé-
quent T'(B,) est équicontinu.

Une application du théoréme d’Arzela-Ascoli méne & déduire que T est
un opérateur complétement continu. Enfin, on applique le théoréme de 1’al-
ternative nonlinéaire de Leray-Schauder pour prouver que T a au moins une
solution non triviale dans E.

Soit @ = {u € E: ||u|| <7}, etsoit u € 9, tellequeu = \Tu, 0 < X < 1,
& Paide de (3.36), on trouve que

u(t)] = NTult)] < |Tut)] < L0 +o(r) +1)  (3.45)

|“D§, Tuty) _CDg+Tu(t2)l <

Tenant compte (3.40), on obtient
&

D] € oot )+ 0 41, (349
en vertu de (3.45), (3.46) et (3.31), on peut déduire que
" C.
[l < (9(r) +6(r) +1) (01 gy G)I?(l — (,)) <w (3.47)
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3.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION POSITIVE

ce qui contredit le fait que u € 0Q. grace le théoréme 2.12 implique que
l'operateur 7" a un point fixe u* € 2, et par suite le probléme fractionnaire
(P1) a une solution non triviale u* € E. ce qui achéve la démonstration.

3.3 Existence de la solution positive

Dans cette section on cherche la positivité de la solution du probléme
fractionnaire (P1). On impose les hypothéses suivantes :

(H1) f(t, u, v) =a(t)fi(u, v), ot a € C([0,1], [0, o0)) et f € C(Ry X
R: R'i‘)

1

(H2) 0 < / W) 28 = 6, o

(1—-s5)3—4
0

_ (1=9)72(1-9)%1
U(s) = { B (a-2) 5
@

5>

On peut réécrire la fonction u sous la forme

1
sk " H{t, s}
) T Tq-9) o

a (s)f1(u(s),” Dg,u(s))ds,

ou
(G ) ) WP Tt e ¢ ) SN
(g ey 9=t 857
tor (i 3(}#53)13_2(1“‘3)3_" A s>t s<nm@
Hit, s}= ’ _ (g—2) CETRE =N (BA4RY
(t—8)?"{1-5)3"9)
i el /s RPN s<t s>
(—2)(a—1) n
to s>t s>7q
Done

“Dgutt) = [ o GMu(s) Dfuls))ds

0
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ol
((t_s)(q_s)_l{l“s)a“‘?) il—c tl_r(ﬂ—s)q_z(l—s}a"?
bk T, (n—s)7 2(:)F()%_2) (o)l (g—1) y BE RS
ati—7 _ (s} (1—s '
Hylh, &) =« TPE- 2) NG INCESY) ’ 8>t 8 L7
: (=9 21-s)37%) | atl=e s<t, s>
tl_c{“(q o) T(o)T(q—2)’ <t, 7
fa3
D(o)l(g-2)" s> t., s>
(3.49)
On outre, pour la suite donnant les propriétés de la fonction de Green
H{, 5).

Lemme 3.5 S5t o > 1 alors H(t, s) a les propriétés suivantes :

(i) H(t, s), Hs(l, s) € C([0,1] x [0, 1]), 0 < H(L, s), 0 < H,(¢, ) pour
tout ¢, s € [0, 1]

(i1) t € [, 1], T > 0, alors, pour tout s € [0, 1] on a :

TU(s) < H(t, s) < 20(s) (a.3.49)
et T
0< Fora = ¥ S Helt, 9) < V) (3.50)
ot

(g—=2)T(0) +1
[(e)l'(g—-2)
Démonstration : (i) Il est facile de voir que H(t, s) € C([0,1] x [0, 1]),
de plus, on a

tn = )21 = 9)*7 _ tlalg = 2) = (1= 5)*(n = 5)7]

)

s =(

la — = . (3.51)
(¢-2) (¢4—-2)
qui est positif si @ 2 . Donc H(t, s), est positive pour tout ¢, s €
[0, 1].
(#) Soit ¢ € |7, 1], comme ¥(s) # 0, on obtient
Hts) SSET +ta
i M (a=2)(g—1) pour n < s < t, (3.52)
U(s) a
(1-s)?
= v =2
(g—1)
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3.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION POSITIVE

. ((t=)7-1(1=5)3-9)
H(t,s)  ~— @y Tie-
y _ (n=s)32(1—5)3—¢
lD(q) o (1=s) (qi(z) )
(t = 5)2-1(1 — 5)%-
s : t <9
(- 1)(ela—2) - (n—s) 21 —spp-0) T

t(n—s)9"2(1—s)3"7
) pour s < ¢, s <(3,53)

[ ta t(n~3)‘3"2]

1-a®1 ~ " (g-2)

H(t, s)

= = =1t<2 t<s< .54
DT Sl R s<m (354
(1-g)r2 (a-2)
H(t,
‘If(;) —t<2, t<s n<s. (3.55)
D’autre part, remarquant que
H(t, s)
FETmERE b 5
) 2 FTHmERSE (3.56)
s < t,s<n
< s5,8<7
£t < s, 1<s

comme ¥(s) est positive, on aboutit 4 :
0 <7Y(s) < H(t, s) <20(s)

De la méme fagon on peut montrer les estimations pour H, (¢, s).

Faisant appel maintenant & la définition de la solution positive

Définition 3.1 Une fonction u(t) est dite solution positive du probléme
fractionnaire (3.1) si u(t) >0, pour t € [0, 1].

Lemme 3.6 5t u € Etet a > (q+2) alors, la solution du probléme frac-
tionnaire (P1) est positive et vérifie

min (u(t) +° D§,w(t)) = 7, (3.57)

telr,1]

ol
2T

T= T2+ T =2))
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Démonstration : Premiérement, on peut remarquer que sous les condi-
tions sur u et f, la fonction ©Dg 4 u est positive, d’aprés la relation (a.3.49),
on peut obtenir

u(t)_r = / () o oy F(u(e). D () (3.58)
De plus, (3.50) donne
i
CDs u(t) = [ ,(t, s)“f(—:))s_qfl(u(s),czj&_u(s))ds, (3.59)
) :

£ g/@(s)aﬁ#é)—%ﬁ(u(s)f Dg_u(s))ds.

Combinant (3.58) et (3.59), on trouve

1

< [ (T *5) MO e fulule) Dt
u
Ce qui est equivalent &
Il < (g5 +) / Vo) T uu(e) D), (360
donc
/ (o) e (o) D e 2 (g ) Il (360
Tenant compte de (a.3.49), on aura pour tout ¢ € [r, 1]

5 f1(u(s),° Dg, u(s))ds. (3.62)

= Flz —2)
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Or

O wlt) & —-———9-5 ] @(s)%ﬁ(u(s) ©Dg u(s))ds, (3.63)

T(a)T( )

en vertu de (3.62) et (3.63), on aboutit &

2T

C o 3 ¢ AN
tg%ui}(u t) +% D u(t)) = o)t (g = 2)>\ (3.64)

a2 |
XO/ = T a3gJ1{u(s)," D u(s))ds.

Finalement, la relation (3.61) conduit a

mm (u(t) 4+ D u(t)) > |ul (3..65)
te(r,1)

Ce qui achéve la démonstration.

Introduisons maintenant les quantités A, et A

AU — : fl ('LL, I”) . li fl (‘IL, ‘U) (366)

= s - 1m )
(=0 Ju] + |v] -+ —oo |u] + o]

Le cas ott Ay = 0 et A, = co est appelé le cas super linéaire, tandis que
le cas Ag = 00, Ay = 0 est appelé le cas sous linéaire.

Maintenant, on est & la mesure de donner un résultat important :

Théoréme 3.3 Sous les hypothéses du lemme 5.6, le probléme fraction-
naire (P1) admet au moins une solution positive dans le cas super linéaire
ainsi que le cas sous linéaire.

Démonstration : La démonstration est basée sur le théoréme du point
fixe de Guo-Krasnoselskii dans un cone (voir le théoréme 2.14), pour cela on
définit le cone K par

K={ue Eﬂéx%_ili}(u(t) +¢ Dg u(t)) = v|lull} (3.67)
1l est facile de voir que K est un sous ensemble de I¥ non vide, fermé et
convexe. Utilisant le lemme 3.6 on peut voir aussi que TK C K.

D’autre part, d’aprés le théoréme 3.2, 'opérateur T est complétement
continu dans E. En premier temps considérant le cas super linéaire.
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Comme Ay = 0, pour tout £ > 0, il existe R; > 0, telle que
Fi(w, v) < e(juf + o)), (3.68)

pour O < |u| + |v| < Ry
Soit £, = {u € E, ||u|| < R:}, pour chaque u € K N 9§y, on a

Tu(t) | = F(ql— 2)/1—1(15, _q)(i—a(s)—ufl(u(b) Dg, u(s))ds, (3.69)
0
2ellull | a(s)
* T 2)0/ e geat®

de plus

[°D§,Tu(t)] < ¢ f 11;() “(S)),_‘_ fu(u(s),2 DS, u(s))ds,  (3.70)

sa||u|[/‘lf(s)$ds

Tenant compte de (3.69) et (3.70), on conclut que

1A

Il < (7 +) n[emu@(s}(——%ds 3.7

done

T < (r( < )+q) llu| / T(s) “(533 —ds, (3.72)

et d’aprés la condition (H2), on peut choisir ¢ tel que

I'(g —2) 1
T 24T(g—2)s L
] U(s) bl ds

0

(3.73)
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Enfin les relations (3.72) et (3.73) conduisent & ||Tu|| < ||u}|, pour tout
u € KNoQ.

Deuxiémement, de A,, = co, on déduit que pour tout M > 0, il existe
Ry > 0, telle que

fi(u, v) 2 M([u| + |v]) pour |u| + || = Ry.

Posant
R = max{2R;, Ry/v}

et notant par {2, I’ensemble ouvert définit par
Q={ueE ||u| <R}
Siu e K noQ,, alors
min (u(t) +° Dg,u(t)) > vllul| = 7R > R,. (3.74)

tefr,1]

Utilisant le relation (a.3.49) et le lemme 3.6, on obtient

Tu(t)| > r(q 5 / o a(s)3 filu(s), Dg,u(s))ds, (3.75)

™™
> Tl f -
g~ (2 —8)*
Grace a4 (3.63), on a

‘I’(s ))3_q % (3.76)

°Dg, Tu (1) |

e e 2)/
o 1 (u(5),” DB, u(s))ds

a(s)
sz Ml f g

Or, les relations (3.75) et (3.76) permettent d’écrire

'”” M) /q, 4 @m

[Tue)| + D3, Tu(®)] 2 Firt oo S

(0)l(g ~2)
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Choisissant M telle que

M> L(o)(g ~2) , (3.78)
7 (1+T (o)) / U(s) sk ds
0
Par conséquent
[Tu(t)| + |°Dg, Tu(t)] 2 |lu,
Enfin
|Tu|| > |lu|, Yu e K NoQ,. (3.79)

Le théoréme 2.14 implique que 7' admet un point fixe dans K N (Q:\O4)
telle que Ry < [|u|| < R.
Pour prouver le cas sous linéaire on procéde d’une fagon similaire au cas

précédant.
Donnant maintenant des exemples illustrant les résultats obtenus.
Exemple 3.1 Le probléme fractionnaire suivant :
2]
cnbl2,. _ [sin(@)\7 i—t13 15 t
Doiu= (T) u+t (5F) Dosu+ ¢, (3.80)
u(0) =/(0) =0, v (3) = 2u"(1).

admet une solution unique dans E.
Démonstration : Prenant 2 < ¢ = g <3 0<o= % & 1, i % Soit

la fonction N i
in(t 1-—1¢
50 =a () 4 (17) vre

Vérifiant la condition
1@, 2,%) — ft, 3,9)| < (sint)?|le —y] + (1 - )%z — 7, (3.81)

donc on peut considérer les fonctions g et & comme suit :

mw=($§ﬂimw:(%¥f.

Un calcul simple nous donne

1&gl = 94158 x 1074, IZ'g(1) = 3.6581 x 1072
1 By s
IE'g(Z) = 9.0283 x 1074,  I&%g(1) = 0.11626,

3
A, 9.5614 x 1072, C, = 5.9974 x 1072
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& R = 17097 x 1072, I§7'h(1) = 3.1344 x 1072
1
Ig;lh(g) = L2134x107% I3 Pa(l) =2.0150 % 1072,

Ap = 6.1515x 1072, O, = 3.9306 x 1072

1
Cy+ Cn = 59974 x 107 +3.9306 x 107 = 0.09928 < 7 (3.82)

et

. : 1
Ag+Ap = 9.5614x107%4+6.1515x 1072 = 0.15713 < % (1 = ;) T (1 = %) :
g

(3.83)
Le théoréme 3.1 assure que le probléme fractionnaire (3.80) a une solu-
tion unique dans FE.
Exemple 3.2 Le probléme fractionnaire suivant :

(6+ut)

\ (3.8)
u(0) = «”(0) = 0, /(n) = 3u"(1).

{ Difu = (1 -7 (Gt +m (1+ D7) +1),

admet au moins une solution non-triviale dans E.

Démonstration : Vérifions les conditions du théoréme 3.2. On a g =
- 2 3 R
J_gva_ﬁvn_27et

=1

|f(t, 2,7)| = |(1 }?j}i; i (1—1t)In(1 +7°) + (1 —)?| (3.85)
< (- t)zégj_ji 41— Il +7) + (L— )2,
< k(@) P(lzl) + hE) o(|Z]) + g(2).
Ou
K(t) = h(t) = g(t) = (1=)%, () = §6:2§ #(F) = In(1+7%) et f(t, 0, 0) #0

Par un choix convenable de r(r = 6) telle que

((72—12) +In(1+r?) + 1) (1.1664) —

ri4+6
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est négatif, on a

18 gl = 0.25843,  I-'g(1) = 0.33595

1
Ig;lg(g) =0.14420, I&%g(1)=0.15998

C,=C; =0.50928, A, = C;=0.5868

Ce qui montre que le probléme fractionnaire (3.84) a au moins une solu-
tion non triviale.
Exemple 3.3 Le probléme fractionnaire suivant :

4+

CDg+u . %—-E:—; [tnn+?»'12;%3Tr u+6m + e_ﬂ(u+chﬁ+u|) d (3.86)
uw(0) = v"(0) =0, v'(n) = a”(1).

o o

a=1en=

=1
(= 11e3]

a au moins une solution positive si ¢ = %, 0 =

Démonstration : On a

b} b

£((t, w® Dyw) = 128 dr L ereng]  (3gy)
R § 1+ |u+|°Dg u|l + 67 '

Vérifions les conditions (H1) et (H2).
Pour (H1) on a :

f(t: U, 1)) = f(t= u,v) = a(t) fily, ’U),

ou
1 — tz 47‘- 5.1
t.u,v) = =8 e—ﬁ(ﬂTi‘U])
ft,u,v) 1+ |u+ |v|+6m
1-—1#2
) =

ol 1442

Filt ) = T g D)

u+ |v| + 67
a € C([O, 1], (0.J OO)) et f] (< C(R+ X R,R+).
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3.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION POSITIVE

Pour (H2) on a :

= 2.6481 < co.

De plus on a :

lim fi(w, U),
(el Ho) -0 |uf + |v]
A s C—'rr(u—a—i-u}}

AO =

- u+|ﬁ+6ﬁ
(Ju+ol)—0 lul + ]

B e )
(ul+ieD—0 [u| + |v|  (ui+ih—0 |u] + o]’

= 04 (4+o0) = +o00.

J1(u,v)

lim :
(ful+v)—oo [u] + |v]

4_ ] —T
'u—!—!‘uT—}—STr € (te)
(lul +v])—o0 |ul + [v]

= 0.

Donc on est dans le cas sous linéaire d’aprés le théoréme 3.3, on déduit
que le probléme (3.86) admet au moins une solution positive.
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