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RESUME

Nous nous intéressons dans cette thése a la résolution de la pollution
spectrale. Ce phénoméne est apparu dans I’approximation spectrale comme
la non convergence du spectre approché vers le spectre exact. Autrement dit,
les valeurs trouvées sur machines n’ont aucune relation avec les valeurs justes.
Ainsi, nous allons définir une méthode alternative qui résout ce probléme lié
a 'approximation spectrale. Notre méthode est basé sur le spectre généralisé

qui fournit un plan d’approximation numérique stable.

Les mots clés : Pollution spectrale, Spectre généralisé, Propriété U, Pro-

priété L, Opérateur de Schrodinger.

Classification Mathématique des Sujets (2010) : 35P15, 47A75, 35J10.



ABSTRACT

We are interested in this thesis in the resolution of spectral pollution. This
phenomenon appeared in the spectral approximation as the non-convergence
of the approximated spectrum toward the sought spectrum. In other words,
the values found on machines have no relation to the sought or desired values.
Thus, we will define an alternative method that solves this problem related to
the spectral approximation. Our method is based on the generalized spectrum

that provides a stable numerical approximation scheme.

Key words : Spectral pollution, Generalized spectrum, Propriety U, Pro-
priety L, Schrédinger operator.

Mathematical Subject Classification (2010) : 35P15, 47A75, 35J10.
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INTRODUCTION
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1.1 Position du probléme

Depuis une dizaine d’années, il y a dans le domaine des mathématiques
numériques un vif intérét porté a I’étude de la pollution spectrale. Ce pro-
bléme est issu de la discrétisation numérique des problémes spectraux. Autre-
ment dit, pour trouver les valeurs spectrales d’un opérateur non borné, noté
A, défini sur un espace de Hilbert H, numériquement la machine donne des
valeurs spectrales qui n’ont aucune relation avec celles du probléme d’origine.
Ces valeurs spectrales obtenues numériquement sont considérées comme une
pollution du spectre, d’ou 'appellation du phénoméne comme la pollution
spectrale. Pour plus de détails et d’exemples concrets sur ce concept, nous
nous référons aux travaux [30], [9], [19], [5], [35], [14], [15], [7] et [8].

Précisément, si A est un opérateur différentiel, nous considérons une fa-
mille de projections (Py)reny définie sur H, P, : H — L ou Ly sont des
sous-espaces fermés de H. Les méthodes conventionnelles, différences finies
et éléments finis (voir [I3]) utilisées pour discrétiser les problémes spectraux

cherchent a satisfaire I’égalité :
klgrolo sp(P, A Py) = sp(A), (1.1)
ou sp(A) désigne le spectre de A, donné par,
sp(A) = C\ re(A), (1.2)
et

re(A) = {A € C: A— Al : D(A) — H est bejectif et (A — AI)~" est borné }.
(1.3)
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Malheureusement, le phénoméne de la pollution spectrale intervient pour
rendre cette convergence pratiquement impossible. Ce phénoméne est défini
comme la non convergence du spectre approché sp(Py A Py) vers le spectre
exact sp(A). Cest-a-dire, il existe une suite (A )ren telle que A\, € sp(Pr A P)
et que Ay — A\, mais A € sp(A). Sinon, nous trouvons une valeur \ €
sp(A) telle que nous ne pouvons pas trouver une suite (A\g)ren telle que
Ak € sp(Pr A Py) et que A\, — .

Dans le cas ol A est un opérateur borné sur H, et si nous notons A, =
P, A P, alors la question principale dans la théorie de ’approximation spec-
trale revient a chercher le mode de convergence propre de (Ay)ren vers A
pour résoudre cette pollution spectrale et établir un plan numérique stable.
Par exemple, si la suite d’opérateurs (Ay)gen converge en norme vers A, alors
la pollution spectrale n’a pas lieu dans 'approximation spectrale (voir [I).
Pour plus de détails sur ce cas nous nous référons aux travaux [2], [3], [10] et
137].

Dans cette thése, nous allons construire une méthode alternative pour
résoudre la pollution spectrale dans le cadre des opérateurs non bornés. Pour
préparer ce passage nous commencons par définir les notions et les concepts
utilisés autour de cette méthode, et qui expriment aussi harmonieusement le
sujet central de cette thése.

Soient T' et S deux opérateurs bornés sur H, nous définissons le spectre

généralisé par,

sp(T,S) ={X € C: T — AS n’est pas inversible }, (1.4)
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I’ensemble résolvant généralisé s’écrit
re(T,S) = C\ sp(T,9). (1.5)
Ensuite, le spectre ponctuel généralisé est donné par
sp,(T,5) ={A€ C:Juec H\ {0}, Tu=ASu}. (1.6)

Nous disons que A est une valeur propre généralisée associée aux opérateurs T’
et S,si\ € spp(T, S). Ainsi, nous disons qu’un vecteur u € H est un vecteur
propre généralisé associé a la valeur propre généralisée A, si u € Ker(T' —\S),

ou celui-ci est donné par,
Ker(T —AS)={ueH: Tu= ASu}. (1.7)

Notre méthode est fondée sur I'idée qui consiste a perturber un opérateur
non borné par un opérateur borné, en attendant que les propriétés spectrales
deviennent plus controlables, alors le spectre généralisé prend sa place comme
le cas souhaité.

En d’autres termes, considérons de nouveau un opérateur non borné défini
sur un espace de Banach X, noté A. Nous allons démontrer que chaque pro-
bléme spectral associé & A, admet un probléme spectral généralisé équivalent,

c’est-a-dire il existe deux opérateurs bornés (7', .S) définis sur X, satisfaisants
$p(T, 5) = sp(A). (1.8)

Dans le méme contexte, nous allons montrer que si A est une valeur propre

de A, alors \ est aussi une valeur propre généralisée du couple (7, .5) telle

6
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que

Ker(A — A\I) = Ker(T — \S). (1.9)

Ainsi, grace a approximation numérique du couple (7, 5) par des suites
d’opérateurs (T} )rn et (Sk)ky qui convergent dans un sens propre, nous allons
démontrer que

ou la limite est définie par la combinaison de la Propriété U et de la Propriété
L, qui sont proprement étendues du cas classique S = I (voir [1]), de la

maniére suivante,
Propriété U : Si Ay € sp(Tk, Sk) et A\p — A, alors A € sp(T,.5).

Propriété L : Si A € sp(T),.9), alors il existe (Ag)rey telle que Ay — A et que
Ak € sp(Tk, Sk).

Ensuite, nous allons démontrer que si (T;)xn converge en norme vers T’
et si (Sk)kn converge vers S en collectivement compact convergence, les deux
Propriétés U et L sont obtenues et par conséquent, le phénomeéne de la pol-
lution spectrale est résolu.

Pour I'application numérique, nous allons envisager 'opérateur de Schro-
dinger défini sur I'espace de Hilbert H = L?(0, +00).

Nous notons que la méthode proposée dans cette thése est appelée la
méthode spectrale généralisée.

Finalement, la plupart des lecteurs que la curiosité aura poussé jusqu’a

ces pages, nous leur demandons de se familiariser avec les concepts avancés
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de la théorie spectrale qui sont présentés d’une facon trés breve dans ce
manuscrit. Les résultats de ce modeste travail constituent les bases des cinq

publications.

1.2 Plan de la thése

Cette thése est organisée de la facon suivante : Dans le chapitre 11, nous
nous intéressons a démontrer que chaque probléme spectral classique associé
a un opérateur non borné A | a un probléme spectral généralisé equivalent, de
plus nous allons construire les fondements théoriques de la méthode spectrale
généralisée.

Dans le chapitre III, nous allons démontrer la Propriété U et la Propriété
L en envisageant le cas ot (T})rey converge vers 1" en norme et (Si)rey vers
S en collectivement compact convergence.

Dans le chapitre IV, nous allons aborder la notion du pseudo-spectre
généralisé, ol nous allons introduire une nouvelle définition du pseudo-spectre
généralisé associée aux opérateurs bornés défini sur un espace de Hilbert.
Ensuite, nous démontrons comment relier ce nouveau concept a la définition
équivalente du pseudo-spectre d’un opérateur non borné défini sur un espace
de Hilbert.

Dans le chapitre V, nous allons appliquer la méthode spectrale généralisée
a lopérateur de Schrodinger, puis nous allons fournir un probléme spectral
ou des résultats numériques sont disponibles pour d’autre approche que les

notres.



CHAPITRE 2

SPECTRE GENERALISE
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2.1 Introduction

Soit (X, || - ||) un espace de Banach. L’espace BL(X) est 'ensemble des
opérateurs linéaires bornés de X dans X. Cet espace est muni de la norme

subordonnée, pour 7' € BL(X) :
ITNIBrx) = sup{[[Tz]| : = € X, [l] = 1}. (2.1)

Dans la suite, s’il n’y aura pas d’ambiguité, nous écrivons simplement || - ||
au lieu de || - ||pr(x) pour désigner la norme subordonnée de BL(X). Soient T
et S deux opérateurs dans BL(X), nous rappelons que le spectre généralisé

sp(T, S) est défini par,
sp(T,S) ={A € C: T — \S n’est pas inversible }. (2.2)
Ainsi, Pensemble résolvant généralisé re(7T, S) est défini par,
re(7,5) = C\ sp(T,S). (2.3)
Ensuite, le spectre ponctuel généralisé sp, (T, S) est défini par,
sp,(1,S) ={A € C: JuecH\ {0}, Tu=ASu}. (2.4)
Pour tout z € re(T,S), nous appelons 'opérateur
R(z,T,S) = (T — 25)7!, (2.5)

I'opérateur résolvant généralisé. Rappelons aussi que 'opérateur I désigne

Iopérateur identité de X.

10
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Soit A € sp(T,S) une valeur propre généralisée. Nous disons que A a une

multiplicité algébrique finie, s’il existe un entier strictement positif [ tel que
dim Ker(T — \S)" < 0. (2.6)

Dans ce cas, A est appelé une valeur propre généralisée de type fini.

Nous signalons que si 'opérateur S est inversible, alors
sp(T, S) = sp(S'T). (2.7)

Mais, dans le cas oi1, S~! n’existe pas, c’est-a-dire S~! n’est pas un opérateur
borné sur X, le spectre généralisé sp(7,.5), peut étre borné ou égale & C ou
méme ’ensemble vide.

Soit A un opérateur non borné (pas nécessairement fermé, voir [I1]) de
X dans X. Nous organisons ce chapitre comme suit, nous commencons par
démontrer que chaque probléme spectral associé & A, a un probléme spectral
généralisé équivalent, ce qui signifie qu’il existe deux opérateurs bornés (7', S)

définis sur X', qui satisfont
sp(T, S) = sp(A). (2.8)

De plus, nous allons montrer que si A est une valeur propre de A, alors \ est

aussi une valeur propre généralisée du couple (7', 5), telle que
Ker(A — AI) = Ker(T — \S). (2.9)

Ensuite, nous construisons les fondements théoriques de la méthode spec-

trale généralisée, oul cette théorie est la généralisation du cas standard S = [

11
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(voir [1]). Précisément, nous allons généraliser partiellement la théorie de dé-
composition spectrale établie pour un opérateur linéaire borné (voir [20] et
[1]). Finalement, nous terminerons ce chapitre par quelques résultats sur le

plan qualitatif du spectre généralisé.

2.2 Opérateur non borné et spectre généralisé

Considérons un opérateur non borné A avec un domaine D(A) & X.
Le théoréme suivant montre que tout opérateur non borné contient une dé-
composition de deux opérateurs bornés dans BL(X) qui Pexpriment dans la

théorie du spectre généralisé.

Théoréme 2.2.1 Sire(A) # 0, alors il existe deuz opérateurs T, S € BL(X)
tels que

sp(A) =sp(T, 5). (2.10)

En particulier, A est une valeur propre de A si, et seulement si A est une

valeur propre généralisée du couple (T,S). de plus, nous avons
Ker(A — AI) = Ker(T — \S). (2.11)
Démonstration Soit o € re(A), nous définissons,

{ §=(A—al)", (2.12)

T=A(A-al)™"

12
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Il est claire que 7', S € BL(X). Nous avons

A € re(A) (A—M)~" € BL(X)

(A= M) (A—al)! € BL(X)
[(A—=M)(A—al) ]! € BL(X)
[A(A—al)™' = MNA —al)™']7! € BL(X)

(T —AS)™' € BL(X)

N R

A ere(T,S).

Soit maintenant A € re(T,.S). Pour montrer que (A — AI)~! est dans BL(X),
nous prouvons que (A—AI) est bejectif. En effet, premiérement soit u € D(A)

tel que

(A= X)u=0 (A—al) ™ (A= X)u=0

(A=A (A—al)lu=0

=
-
= [AA—-al) ' = XNA—-al) Hu=0
= (T—ASu=0

=

Deuxiémement, pour tout y € X nous allons montrer que I’équation (A —
M)z = y admet une solution z € D(A). Si nous posons z = (A —al) (T —
AS) 1y, alors il est clair que z € D(A) (le fait que (A—al)™!: X — D(A)),

13
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de plus nous avons

(A= AXD)(A—-al) T =Xy = [AA—al) ™" = XA —al) (T - 1Sy
= (T—-AS)(T—\S) 'y
Dot (A — M) est bejectif, ce qui implique directement A € re(A).

Supposons maintenant que A est une valeur propre généralisée du couple

(T, S), alors il existe u € X\{0} tel que Tu = ASu, ainsi

Tu=ASu = A(A—al)'lu=XA-al)lu
= u=AN—a)(A—al)tu

= u e D(A).

Or, l'opérateur (A — aI)™! est un opérateur borné de X vers D(A), alors
u € D(A). Ensuite, en appliquant (A — al) sur Tu = ASu, nous trouvons
que Au = Au. Ainsi, en prenant en considération la construction du couple

(T, S), nous pouvons voir que
Ker(A — \I) = Ker(T — \S).
O

Notons que le choix de prendre le couple (7, .S) en fonction de I'opérateur
résolvant de A, n’est pas seulement le choix disponible (voir chapitre V).
Nous ajoutons aussi que si A est un opérateur borné, alors le couple (A, I)

I'exprime dans la théorie du spectre généralisé.

14
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Signalons aussi que la majorité des opérateurs non bornés en analyse
fonctionnelle ou en mathématiques appliquées sont des opérateurs différen-
tiels (voir, [2I] et [I8]). Toutefois, le couple (7', .5), en appliquant la théorie
du spectre généralisé sera, un dual des opérateurs intégraux (voir chapitre V

et [6]).

2.3 Fondements théoriques de la méthode spec-
trale généralisée

Nous commencons cette partie par établir quelques résultats généralisés

du cas standard S = I. Considérons deux opérateurs 7',.S € BL(X).
Théoréme 2.3.1 Si z € re(T,S) et u € C, tels que
|2 = ul < |R(z,T,8)8|I7", (2.13)
alors, p € re(T, S).
Démonstration Soit z € re(7), S), pour tout u € C, nous avons
T—pS=(T-251[—(u—2R((=T,5)S]. (2.14)

Si |z — ul||Re(z,T,5)S| <1, alors d’aprés le lemme de Neumann (voir [1I),
nous obtenons

[I — (n—2)R(2,T,5)S] " € BL(X), (2.15)
ce qui implique que
R(p,T,5) =[I — (n— 2)R(2,T,59)S] " R(2,T,5S). (2.16)

15
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[
Corollaire 2.3.1 L’ensemble sp(T,S) est fermé dans C.

La preuve est une consequence directe du théoréme précédent.

Théoréme 2.3.2 La fonction R(-,T,S) : re(T,S) — BL(X) est analytique
telle que

dizR(z,T, S)=R(z2,T,5)SR(z,T,5). (2.17)

Démonstration Soit z € re(7), 5), nous prenons p dans le disque ouvert du
centre z et du rayon r = ||R(z,T,S)S||7!, alors d’aprés ce qui précéde (voir

le théoréme ), Ious avons

R(u,T,S) = [I—(n—2)R(z,T,8)S " R(2,T,S)
= Y (- )R T.S)SFR(T.S).  (218)

k=0

R(u,T,s) — R(z,T,5)
pw—z
+oo

> (= 2)}R(zT,9)S) R(2,T, S)

k=2

= 2Rz, T, S)S|1? || Re(, T, S) |

—R@ﬂSﬁmmﬂﬁH

2.19
T~ Ju— 2[R T, 5)S] (219)
Ce qui implique que
T - T
i B TS = RETS) b 1 g)SR(-T.S). (220)
p—z w—z
L]

16
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Soit A € sp(T,.S), nous disons que A est un élément spectral généralisé,

isolé dans sp(7,.5), s'il existe un contour de Cauchy I, tel que
A € int(T), (2.21)

et

int(I') Nsp(T, S) = 0. (2.22)

[’ensemble int(I") désigne l'intérieur du contour de Cauchy I
Les résultats suivants représentent les fondements théoriques de la mé-

thode spectrale généralisée.

Théoréme 2.3.3 Soit A une valeur propre généralisée de type fini isolée dans
sp(T,S). Si I désigne le contour de Cauchy qui sépare \ de sp(T,S), alors
lopérateur

-1

P=—— [(T—-257" 2.2
5 1“( 28)7'S dz, (2.23)

définit une projection.

Démonstration Notons que 'opérateur P est bien défini sur X tel que P €
BL(X) et ne dépend pas du choix de ' (voir le théoréme [2.3.2)). Considérons

maintenant un autre contour de Cauchy, noté I, tel que

I' C int(T). (2.24)

17
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Alors, pour tout u € X', nous avons

Py =

= // T —28)'S(T — 2 S) ' Sud dz
21 v

) jo
>
)/// T —29) Z_i)—zS) Suds d
)

/F( —25)! (/F/Z_lz/d )szu
(%Y [@-=s) ( / (le_z)Sudz) 0z

= — [ (T —28)"Sudz

21 Jp
= Pu. (2.25)

Nous avons utilisé,

(T —28)"1—(T—-29) ' =(z—2)NT—29)7'S(T—-29)""  (2.26)

4z’ d
SE— c o (2.27)
2=z rz—=2

0

et

Théoréme 2.3.4 Soit A € sp(T,S), une valeur propre généralisée isolée. Si

T commute avec S, alors
PX = Ker(T — \S)". (2.28)

Démonstration Premiérement, nous fixons a € re(7), S) tel que pour tout

contour de Cauchy I' associé & A\, nous avons o ¢ I'.

18
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Pour 1 € T, nous trouvons
pS —T = (aS — T)[(a — ) I — (@S — T) ' S)(ax — p), (2.29)

ce qui donne
(uS=T)"" =[(a =)™ = (aS = T)7' S (a — )~ (aS = T)7". (2.30)

Ainsi, nous pouvons voir que (o — A)~! est une valeur propre de I'opérateur

(S —T)~'S. En effet,

ueKer(T—AS) = (T—AS)u=0
= (aS—T)HaS—T+T - \S)u=u
= (aS—T)"'Su=(a—\)""u

= u € Ker((aS—T)"'S — (a—\)"'I),
en inversant la derniére étape, il s’en suit que
Ker(T — \S) = Ker((aS —T)™'S — (o — X\)7*1). (2.31)
Pour cela, si en se référant a la commutativité de T" avec S, nous obtenons
Ker(T — A\S) = Ker((aS — T)7'S — (a — X)) (2.32)

Maintenant, sous le choix de «, nous pouvons voir que pour tout contour de

Cauchy I', n(T") est aussi un contour de Cauchy associé a la valeur propre

(a — A)~! de Topérateur (S —T)7'S, ou

n(p) = (@ —p)~" (2.33)
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Pour tout p € T, nous mettons B = (aS —T)71S, 2 = (a — )~ 1. Alors, en

utilisant cette notation, nous avons
(WS —T)'S = 2[-1 +2(2I — B)™']. (2.34)

Ainsi, en passant a l'intégrale sur I', nous trouvons

1 1 dz
— S—T)'Sdy = — ~I I-B) =
1
= — [~z '+ (2] — B) 'dz
21 ()
1 1 1
= —— —dz I+ — (21 — B)""dz
210 Sy 2 2710 Sy
= —Pla-n-1)- (2.35)

Alors que Py,— -1} est la projection spectrale associée a 'opérateur (a.S —
T)~1S autour de (o — A)~'. Donc, d’aprés la théorie de la décomposition

spectrale (voir [I] et [20]),
PX = Py X = Ker((aS=T)"'S—(a—\)""I)! = Ker(T—\S)". (2.36)
O

Remarque 2.3.1 Notons que T commute avec S, est une condition seule-

ment suffisante pour avoir
PX = Ker(T — \S), (2.37)

ot A est une valeur propre généralisée de type fini isolée dans sp(T, S). Toute-
fois, dans Uapplication numérique (voir chapitre V) nous n’aurons pas besoin

que T' commute avec S.
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2.4 Propriétés qualitatives du spectre généra-
lisé

Dans cette partie, nous montrons quelques résultats qualitatifs concernant
la théorie du spectre généralisé.

Désignons par B(0, k) la boule de centre 0 et de rayon k > 0.

Théoréme 2.4.1 Soient T, S € BL(X), alors sp(T,S) C B(0, k) si et seule-

ment si 0 & sp(.S).

Démonstration Supposons que sp(7,S) C B(0, k), alors pour tout a €

re(T,S), nous avons
AS—T=(aS—-T)[(aS—-T)"'S — (a =N\ - a). (2.38)
Comme « € re(T, S), nous obtenons
A €sp(T,S) < (a—N)""esp((aS—T)7'5). (2.39)

Donc, le fait que sp(7T,S) C B(0,k) implique que 0 € sp((aS — T)715);
sinon 0 € sp((aS — T)~1S) implique que oo € sp(T,S). Pour cela, 0 &

sp((aS —T)719), et ceci nous donne 0 & sp(S).
0

Lorsque X est un espace de Banach de dimension finie, il est clair que le

spectre généralisé ne contient que des valeurs propres généralisées, sauf {oo}.
Théoréme 2.4.2 Soient T, S € BL(X), si S est compact, alors
sp(T, S) = sp, (T, S) U {oo}. (2.40)
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Démonstration Nous utilisons I'expression ([2.38]). Puisque 'opérateur (a.S—
T)~1S est compact, sp(7T, S) est un ensemble constitué seulement des points
isolés.

Soit A € sp(T,S), alors il existe 3 € sp((aST)~L9) tel que
B=(a—N"" (2.41)

Par conséquent, il existe u € X'\ {0} tel que

(S —T)'Su=pu = (aS—T) " (aS—-AS)u=u
= u+(aS-T)(T-AS)u=u

= Tu= \Su.

2.5 Conclusions et commentaires

Dans ce chapitre, nous avons développé les fondements théoriques de la
méthode spectrale généralisée, ou le résultat annoncé dans le théoréme [2.3.3
est un résultat classique établi dans [20], chapitre V. Le reste des résultats
de ce chapitre sont partiellement le fruit des travaux [23], [28] et [27].

Notons que dans la literature mathématiques, il y a une théorie abondante
sur le spectre généralisé, cette théorie est aussi connue comme le pencil des

opérateurs (voir [38], [32] et [34] ).
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La troisiéme partie de ce chapitre traite le cas ot 'opérateur S est com-
pact. Cette situation est familiére quand nous passerons aux opérateurs dif-

férentiels (voir chapitre V, ot Popérateur de Schrodinger est envisagé).
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L’APPROXIMATION DU SPECTRE
GENERALISE
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3.1 Introduction

Notons que dans le chapitre 11, théoréme [2.2.1] nous avons illustré 'idée
de perturber un opérateur non borné par un autre borné en prouvant que
les propriétés spectrales associées a cet opérateur non borné deviennent les
mémes que celles associées au spectre généralisé. Cependant, le calcul ou ce
que nous appelons la détermination du spectre généralisé analytiquement,
est une question difficile si nous ne disons pas impossible. Pour cela, dans ce
chapitre nous allons focaliser seulement sur ’approximation numérique du
spectre généralisé.

Soit (X, || - ||) un espace de Banach. Soient 7, S € BL(X) deux opéra-
teurs, ot BL(X') désigne l'espace des opérateurs bornés de X’ vers X. Nous
rappelons que l'espace BL(X) est muni de la norme subordonnée (défini dans
le chapitre I).

Supposons qu'’il existe deux suites d’opérateurs (Ty)geyn €t (Sk)rey dans
BL(X) convergeant vers T et S respectivement dans un sens précis. Alors,
pour déterminer la relation entre sp(7,S) et sp(Ty, Sk), pour k assez grand,
nous considérons le schéma d’approximation spectrale adopté dans la suite,
comme :
Propriété U : Si A\, € sp(T}, Sk) et Ay = A, alors A € sp(T,9).
Propriété L : Si A € sp(T,5), alors il existe une suite (Ay)ren telle que
Ak = A et A € sp(Ty, Sk).

Notons également que la Propriété U et la Propriété L, sont les extensions

naturelles du cas standard S = I (voir [I]).

25



A. KHELLAF UNIVERSITE 08 Mar 1945 GUELMA

Nous disons que la suite d’opérateurs (T} )xey converge vers 17" en norme
si,
|T% — T'||BL(x) — 0. (3.1)
Dans la suite, ce type de convergence est désigné par Tj, — T.
Nous disons que la suites d’opérateurs (Sk)rey converge vers S en collec-
tivement compact convergence, s’il existe kg € N tel que ’ensemble

U {Spx — Sz :x € X, ||z]| =1}, (3.2)

k>ko

est relativement compact dans X, et que la suite (Sg)gey converge ponctuel-
lement vers S. Ce type de convergence est désigné par Tj, — T

Nous rappelons que une suite d’opérateurs (Sg)rey converge ponctuelle-
ment vers S si,

Ve e X, | Sgx— Szl — 0. (3.3)

Ce type de convergence est désigné par Sy, = S.

Si X est une espace de Banach de dimension infinie, alors ni la convergence
en norme ni le collectivement compact convergence est plus fort (dominant)
que l'autre. Toutefois, Sous des hypothéses supplémentaires, la convergence
en norme peut impliquer le collectivement compact convergence ou inverse-
ment.

Mentionnons avant de continuer qu’il y a sur la notion de collectivement
compact convergence, une littérature trés abondante, (voir [I7] chapitre XII,
[6] chapitre IV).

Indiquons aussi qu’il y a plusieurs autres notions de convergence : la

convergence stable et la convergence fortement stable ([I2]), ainsi que la
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convergence en résolvante (voir [31]), la convergence spectrale (voir[2]) et la
convergence de (Ty)rey vers T' dans le sens ou le rayon spectral p(T), — T') de
Ty, — T tend vers zero et ||(Tp — T')Tk||BL(x) tend aussi vers zero (voir [4]).

Notre raison d’envisager seulement la convergence en norme avec le col-
lectivement compact convergence est que, premiérement ces conditions sont
suffisamment générales pour englober une grande variété des méthodes d’ap-
proximation numérique, deuxiémement elles sont assez simples pour étre uti-
lisées dans la pratique.

Dans ce chapitre, nous allons démontrer la Propriété U et la Propriété L
en envisageant le cas ot (T} )rey converge vers 1" en norme et (Sy)gey vers S

en collectivement compact convergence.

3.2 Propriété U

Commencons cette partie par des résulats qui seront utilisés dans la suite
pour démontrer nos résultats principaux. Notons que la norme || - ||gpx) de

BL(X) sera désigné par || - ||, s'il n’aura pas d’ambiguiteé.
Lemme 3.2.1 Si T, 5 T et Sy =5 S alors, pout tout H € BL(X),
(T = T)H (S — S)[| — 0. (3.4)
Démonstration Comme T = T et que l’ensemble
H (Ugsko{Sx — Sk« ||z]| = 1}), (3.5)
est relativement compact, alors nous obtenons ||(T, — T)H(Sx — S)|| — 0.
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O

Proposition 3.2.1 Soient T, T, S et S € BL(X). Soit z € re(T, S), si

H (@-T)-=5-9)) 19| | <1 (3.6)

alors z € re(f, g), en plus

|RGT.S)| 1+ (T =T)= (8 =8) ) R=T,9) ]

(T —28)7") < ~ = 2
1 H [((T—T) —z(S—S)) R@,T,S)}
(3.7)
Démonstration Soit z € re(7T, S). Nous définissons,
F=(5S-S)R(2T,5),
alors, nous avons
T —25=I—(E—zF)(T - 25). (3.9)

Donc, en utilisant la seconde expansion de Neumann (voir [I], chapitre II)

nous obtenons

(T —25)"" = R(z,T,S) i(ﬁ — 2F)%
k=0
R(z,T,S) i

Par conséquent,

|RGT.8)| (1+1E - =F]))

T—zg_l < ~ =
== s G

(3.10)
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O

Supposons maintenant que
(H1) T, > T,
(H2) S, = 8.
Le théoréme suivant montre que la Propriété U est satisfaite sous les condi-

tions (H1) et (H2).

Théoréme 3.2.1 Sous (H1) et (H2), pour tout k € N, si A\, € sp(Ty, Sk) et
A = A, alors A € sp(T,S).

Démonstration Supposons que A € re(7,S). Comme I’ensemble re(7T', S)

est ouvert dans C (voir corollaire [2.3.1)), alors il existe » > 0 tel que
B={ze€C: |A—z <r}cCre(T,9). (3.11)

De plus, R(T,S,-) est analytique sur re(T,S) (voir théoréme [2.3.2)), nous

avons

a=sup{||R(T,S,z)|]|: z€B}<+oc. (3.12)

D’apres le lemme |3.2.1] pour tout z € B, il existe ki, ko, k3 et ky tels que

(T = TOR(T, 8, 2)(T — TW)|| < 8% pour k > ki, (3.13)
1
— — < > .
I(5 = SOR(T.S.2)(S = SOl € gy powr k= ko (310
1
_ — < > .
(T —Ty)R(T, S, 2)(S — Sk)| < S0 T 2)a pour k > ks, (3.15)
— — < > ky. .
|(S = Sp)R(T, S, 2)(T —Ty)|| < S0 T 20a pour k > ky (3.16)
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Par conséquent, pour k > max{ky, ko, k3, ks},

(T = Te) = (S = S)R(T, S, ) | < [ (T = Te)R(T, S, 2)(T — To)|
H2PI(S = Sk R(T, S, 2)(S = Si)ll + [2[(T = Te)R(T., S, 2)(S = S
+20S = S R(T, S, 2)(T = Tw)ll ] [[R(T, S, 2)]]

1 1 1

1
<ststztz=y (3.17)

1

- 8 8 8 2

En utilisant la proposition (T}, — 2Sk) ™! existé et borné. Alors, B C
re(Ty, Sk) pour tout k € N assez grand, ce qui est contradictoire avec I’hypo-

thése A, € sp(Tk, Sk) pour tout k € N, d’ou, A € sp(T}, 5).

Supposons maintenant que
(H3) T, 5 T,
(H4) S, = S.
Remarque 3.2.1 Sous les conditions (H1) et (H4) (respectivement (H3) et

(H2)), la Propriété U est également obtenue. La démonstration est similaire

au cas traité sous les conditions (H1) et (H2)
Dans les tests numériques, nous calculons la quantité

sup{dist(u,sp(7,S)) : p € sp(Tk, Sk) } (3.18)

parce que si elle tend vers 0, alors la Propriété U est obtenue. En effet,

supposons que pour tout k € N, A\ € sp(Tx, Sk) et que \y — A, alors
dist(A,sp(7,S5)) < |A = Ag| +dist(Ag, sp(T, 9)). (3.19)
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Or, le second terme de la derniére inégalité tend vers zero, pour k assez grand,
et que l’ensemble sp(7,S) est fermé dans C (voir lemme [2.3.1)), alors nous

obtenons \ € sp(7T,S).

3.3 Propriété L

Soit A un point isolé de sp(7,S). Nous disons que A a une multiplicité

algébrique finie, s’il existe ¢ € N tel que
a = dim Ker(T — \S)* < co. (3.20)

a est la multiplicité géométrique généralisée. Si v = 1, A est appelé une
valeur propre généralisée simple de type fini.

Dans la suite, pour une valeur spectrale isolée de type fini, nous allons
démontrer que la Propriété L est également obtenue sous les conditions (H1)

et (H2). Pour commencer nous aurons besoin des lemmes suivants.
Lemme 3.3.1 Soient P, et Py deux projections de rang fini dans BL(X). Si

(P — B) P <1, (3.21)
alors dim P,X < dim P, X.

Démonstration Considérons I'opérateur Q) : P, X — P, X défini par Qz =
Pox, pour x € P; X. Alors, il nous suffit de montrer que @) est injectif. Soit
x € PlX

QI:P2P1$:P1£L'—(Pl—Pz)Pll':x—(Pl—Pg)Ple. (322)
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Donc, si Qz = 0 et x # 0 nous avons
[zl = [(Py = Po) Pra|| < [|(Py — PPl < [l (3.23)

Ce qui représente une contradiction.
U

Lemme 3.3.2 Pour tout k € N assez grand et pour z € re(T,S)Nre(T}, Sk).

Sous les conditions (H1) et (H2), nous obtenons,
(1) (T — 28) ™' = (T — 28)"' 50,
(2) [ ((Ti —28) = (T —28)"1) S| B0,

(3) [ (T}, — 25,) 18, — (T — 28)715 > 2 0.
Démonstration L’assertion (1) résulte de I'égalité, en effet

(Ti — 28) ' = (T — 28) 7" = (T, — 25%) (T = Ti) — 2(S — Se)|(T — 28) .
(3.24)

Pour D’assertion (2), si nous prenons Ly, = (T — Tp)(T — 25) 7! et

Fy = (S = Sp)(T — 28)71, alors

(T —28)7'S — (T — 28,) 7' = [(T), — 28) " — (T — 28) " (Ex — 2F,)S

+(T — 28)" (B} — 2F})S.

D’aprés le lemme |3.2.1] nous obtenons le résultat souhaité.
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[’assertion (3) résulte de ce qui suit,
(Tp — 28,) 'S — (T — 29)™'S = [(Tp — 2Sk) ™" — (T — 28) (S — 9)
+[(Ty — 2S)) " — (T — 28)71]8
+(T — 28)7 (S, — 9)
= Gy + Hip + M.
Ainsi, d’aprés le lemme [3.2.1] H?2, M2, H, M, et MjHj tendent vers zero.

O

Théoréme 3.3.1 Si A\ est une valeur propre généralisée de type fini isolée
dans sp(T,S) . Sous les conditions (H1) et (H2), il existe kg € N tel que,

pour tout k > kg

dim P X = dim P} X, (3.25)
ou
—1
P=— [(T—28)"'Sdz, (3.26)
27“ T
et
-1
P.=— | (Tx — 2S¢) 'Sy dz. (3.27)
2m Jp

Démonstration Soit z € ', ou I' c’est le contour de Cauchy qui sépare

A de sp(T,S). D’aprés la proposition et l'inégalité (3.17)), nous avons
(T, — 2Sk)™" € BL(X) ou ceci est uniformément borné pour k € N et pour
z € I', par conséquent, 'opérateur P est bien défini.

D’aprés le théoréme il existe zy € re(7,5) et ¢ > 0 tels que
[P = PRI < el [(T— 2080280 = (T = 28) S]] (3.28)
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D’apres le lemme |3.3.2) nous obtenons
(P, — P)* 0. (3.29)
De plus, pour tout z € X (voir le lemme [3.3.2)),
(T — 28) 'Sk B (T — 28) 7' S (3.30)

Pour cela, P, 2 P. De autre part, nous avons dim P X < oo, donc

n

(P, — P)P — 0. (3.31)
Finalement, d’aprés le lemme nous avons dim P X = dim P, X.

O

Théoréme 3.3.2 Soit A\ € sp(T,S) une valeur propre généralisée isolée de
type fini. Sous les conditions (H1) et (H2), il existe une suite A\, € sp(Ty, S)

telle que A\ — .

Démonstration Soit I' un contour de Cauchy qui sépare A de sp(7T,S).
Nous mettons,

)\k = 1nt(F) N Sp(T‘k7 Sk) (332)

Comme, re(T,S) 3 z — (T —2S5)71S et re(Ty, Sk) 3 2z + (T}, — 2Sk) "1 S sont
des fonctions analytiques (voir théoréme , et que P, % P, il s’ensuit
que,

{M:k €N} =0« int(T") Nsp(T,S) = 0. (3.33)
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Fixons maintenant € > 0 tel que la suite (A)rey est dans ’ensemble
E:={z€C:|z— )\ <€} (3.34)

Pour prouver A\ — A, il suffit de montrer que toute sous-suite convergente de
(Ak)keny converge vers \. En effet, soit (A )wey une sous-suite qui converge
vers A # \. D’aprés la Propriété U (voir théoréme , X € sp(T, S), mais
A€ Eetsp(T,S)NE :={\}, donc A = A, et par suite A, — \.

O

Le résultat suivant montre que le vecteur propre généralisé associé a A\
converge vers le vecteur propre généralisé associé a A. Pour achever ce résul-
tat, nous définissons la notion d’écart entre deux sous-espaces fermés Z et Y

de X (voir |24]) par,
gap(Z,Y) = max{y(Z,Y),v(Y, 2)}, (3.35)

ol

YZ,Y) =sup{dist(z,Y): zeZ, |z|=1} (3.36)
Théoréme 3.3.3 Soient M = PX et M, = P,X, ot k € N. Nous avons
gap(M, My,) — 0. (3.37)

Démonstration Soit u € M = PX tel que |ju|| = 1. Pour k£ € N assez

grand, nous avons

dist(u, My) < [lu = Pyu|| = |[(P = Py) Pul| < [[(P = B) P|. (3.38)
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Soit maintenant u € M = P, X tel que ||u| =1, ou k € N est assez grand,
dist(u, M) < |lu — Pul| = [|(Px — P)Ppul < |[(P — Po)Bll,  (3.39)
ce qui implique que
gap(M, My) < |[(Px — P)P| + [|(P, — P) Fel|. (3.40)

Alors, d’apres les résultats partiels montrés dans les expressions ([3.29)) et

(3.31]), nous obtenons le résultat souhaité.

3.4 Commentaires

Dans ce chapitre, nous avons étudié la Propriété U et la Propriété L
sous les conditions (H1) et (H2). Sous une démarche similaire, nous pouvons
également démontrer que les mémes résultats sont obtenus si les conditions
(H1) et (H4) (respectivement (H3) et (H2)) sont satisfaites.

Les résultats fournis dans ce chapitre sont issues de trois travaux [27],
[25] et [28].

Mentionnons que nous avons envisagé ces résulats, Propriété U et Pro-
priété L, sous différentes conditions dans des différents travaux. Nous citons

par exemple, [26] :
(H’1) S un opérateur compact dans BL(X),
(H2) (T, — T)z|| — 0,||(Skx — S)x|| — 0 pour tout x € X,
(H’3) [[(T: — T)T|| — 0,
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(H4) (S, —S)T'|| — 0.

Nous terminons les commentaires a propos de ce chapitre par rappeler que
notre raison d’envisager seulement la convergence en norme, et le collective-
ment compact convergence est que ces conditions sont suffisamment générales
pour englober une grande variété des méthodes d’approximation numérique,

en plus elles sont assez simples pour étre construites dans la pratique.
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4.1 Introduction

Soit (H, || - ||) un espace de Hilbert. Considérons deux opérateurs 7', €
BL(#). Rappelons que le probléme spectral généralisé est défini comme suit ;

Trouver le couple (A, u) € C XH tels que
Tu = ASu. (4.1)
Ainsi, ensemble résolvant généralisé est défini par,
re(T,S)={zecC: (T —-=25)"'eBL(H)}, (4.2)
et le spectre généralisé s’écrit,
sp(T,S5) = C\ re(T,S), (4.3)
ensuite le spectre ponctuel généralisé est donné par
sp,(1,S) ={A € C: JuecH\ {0}, Tu=ASu}. (4.4)

Nous disons que le couple (T,S) est régulier, si re(T,S) # (). Dans la
suite, nous supposons que le couple (T',S) est régulier.
Pour un opérateur non borné A défini sur ‘H et pour € > 0 donné, le

pseudo-spectre de A est I'ensemble o.(A) de C (voir [39], [16]) défini par,
o.(A)={zeC: |(A-zD|>¢e"}, (4.5)

avec la convention que ||(A — 2I)7!|| = co quand z est dans le spectre de A,

i.e. z € sp(A).
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Si A est un opérateur fermé, & domaine dense dans H, le résultat de
Roch-Silbermann (voir [36]) montre que

o.(A) = U sp(A + D). (4.6)
DeBL(H), ||D||<e

I1 est bien connu que si A est un opérateur normal, alors le pseudo-spectre
de A est égal au e-voisinage de son spectre sp(A) (voir [39], chapitre I), ou

le e-voisinage d’une partie M de C, est défini par,
N(M)={s+z:s€M, |z| <e}. (4.7)

Dans ce chapitre, nous allons introduire une nouvelle définition du pseudo-
spectre généralisé associée aux opérateurs (7, S). Ensuite, nous démontrons
comment relier ce nouveau concept pour donner une définition équivalente

au pseudo-spectre d’un opérateur non borné défini sur H.

4.2 Pseudo-spectre généralisé
Soient TS € BL(#), nous introduisons notre définition du pseudo-
spectre généralisé associées au couple (7', 5)(voir [29]), comme suit,
Ve>0, A(T.S)={zeC: [(T—29)7"S|>e"}Jsp(T,5). (48)

Notre définition doit étre comparée a celle introduite dans [40] et dans

[?], comme suit,
Ve>0, S(T.8)={zeC : |(T—-287">c"}{Jsp(T,5). (4.9)
Alinsi, il est clair que

Ve >0, A(T,S)C X«

< (T,5). (4.10)
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En outre, nous allons montrer que 1’ensemble EH;H (T, S) est plus large que

A(T, S), méme quand ||S|| = 1, (voir 'exemple ci-dessous).

En principe si T" et S sont multipliés par un opérateur inversible C' de
BL(#), alors le pseudo-spectre généralisé ne devrait pas changer. C’est-a-
dire, le pseudo-spectre généralisé¢ doit étre un ensemble invariant sous 1’opé-
ration de multiplication par un opérateur inversible. Cette propriété est bien

établie par notre définition, contrairement aux autres définitions,
Ve >0, A(CT,CS)=A[(T,S). (4.11)
Notons que si S est égal a 'opérateur identité I, nous avons le cas standard
Ve >0, A(T,I)=o0.(T), (4.12)
et quand S est un opérateur inversible dans BL(#), la relation
sp(T, S) = sp(S~'T), (4.13)

est obtenue. Ainsi, si nous cherchons une relation similaire entre A (T, S) et

0.(S7'T), nous trouvons facilement Pégalité,
Ve >0, A(T,S)=o.(S7'T). (4.14)

Une autre propriété importante est que les ensembles A (7', S) sont des en-

sembles emboités, i.e.

A(T,S) C Au(T,S) quand 0 < e < &, (4.15)
et
(AT, S) = sp(T, S). (4.16)
e>0
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Le prochain théoréme explique tous les points envisagés dans (4.11])-
(4.14]).

Théoréme 4.2.1 Soient T, S et C trois opérateurs dans BL(H), tel que C

est inversible, nous avons alors
1. Pour tout € > 0, A(T,S) =A.(CT,CS).
2. 81 S est inversible, A.(T,S) = o.(S7'T).
3. En particulier, si S = I alors A(T, 1) = o0.(T).
Démonstration Soit z € re(T,S), commengons par démontrer le point (1),

nous avons

(T —z29)7'Ct'=(CT - 208)", (4.17)
alors, sp(T,S) =sp(CT,C S), de plus, il est clair que
|(CT—CS)CS|| = |(T-=257"9|. (4.18)
Pour le point (2), si S est inversible, nous avons
(T —28)"'S = (ST — zI) 7, (4.19)
ce qui implique le résultat souhaité.

O

Soit T' € BL(#), nous notons que p(7") désigne le rayon spectral associé
a T'. Nous rappelons aussi que pour z € sp(7'), nous avons la relation,

1

p((T=2D)7) = dist(z,sp(T))

(4.20)
Le théoréme suivant est I'un des principaux résultats de ce chapitre.
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Théoréme 4.2.2 Soient T, S € BL(H), nous avons

1
~ dist(z,sp(7,9))

p(R(T, S, 2)S) (4.21)

pour z € re(T, S).

Démonstration Soit z € re(7,S). Supposons que T et S ne sont pas
inversibles, alors nous pouvons voir que zy = 0 € sp(R(T, S, z)S), sinon S
est un opérateur inversible.

Pour tout zy € C \{0}, nous avons

R(T,S,2)S — 20l = —2R(T, S, z) {T —(z+ %)S} , (4.22)
0
alors, zp € re(R(T, S, z)S) si et seulement si z + k= € re(T,5). Ainsi, pour
20
tout z € re(7', 5),
1
Aesp(T,9)\{0} & P € sp(R(T, S, z)S) \ {0}. (4.23)

1
De plus, —— € sp(R(T, S, z)S) ; sinon nous pouvons voir que
z

R(T, S, 2)S + %1 ~Lrr s o (4.24)

z

alors nous trouvons R(T, S, 2)T est inversible, ce qui contredit le fait que T’
n’est pas inversible.

Par conséquent, nous avons

p(R(T, S, 2)S) = Sup{ .)€ sp(T, S)}

A — 2]
1
~ dist(z,sp(T, 9)) (4:25)
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D’autre part, si S est inversible, nous pouvons voir que
sp(ST'T) = sp(T, S), (4.26)

et
R(T,S,2)S = (S7'T — zI)™!, (4.27)

donc,

p(R(T,S,2)8) = p((S'T —=2I)7")
1

dist(z,sp(S~1T))
1

- dist(z,sp(T,S)) (4.28)

Avant de traiter le cas ou T est inversible et S n’est pas inversible, nous
mentionnons que sp(7, S) # 0.

Nous commencons par voir que 0 € sp(R(7, S, 2).5), alors d’aprés I'expression

(4.22), nous avons

sp(R(T, S, 2)S) = {0, : A e sp(T, S)} : (4.29)

A—2z

-1
Or, 0 € re(T,S) et — € re(R(T, S, 2)S), (voir expression (4.24))).
z
Par consequent, il suffit de montrer que sp(R(7T, S, z).S) n’est pas égal au sin-

gleton zéro. Pour cela nous supposons que sp(R(T), S, z)S) = {0}, alors pour

1
tout w € C\{z}; si nous mettons zy = , alors 2y € re(R(T, S, 2)9),
-2z

w
donc d’aprés Iexpression (4.22)) nous avons w € re(7T', S), donc re(T,S) = C,

ce qui contredit le fait que sp(7',.S) # 0.
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Corollaire 4.2.1 Soient T, S € BL(#H). Pour z € re(T,S), nous avons
re(R(T, S, 2)S) =re(SR(T, S, z)), (4.30)

et que
1

ASRT,S,2)) = e (4.31)

Démonstration Pour tout z € re(T, S), et pour 2y € C\{0},
SR(T, S, z) — 20l = —2 {T —(z+ zi())S] R(T, S, 2), (4.32)
en utilisant cette égalité et 1’égalité , nous avons :
re(R(T,S,2)S) =re(SR(T, S, z)), (4.33)
d’ou le résultat souhaité.

O

Définition 4.2.1 Pour tout T, S € BL(H), nous disons que le couple (T, S)

est normal st

(H1): TT*=T*T, S5*S =S55*.
H (H2) TS = ST*. (4:34)
Notons que la condition (H2) est équivalente & :
TS* = S*T. (4.35)

Dans la suite, nous allons démontrer que A (7, S) est égal au e-voisinage

de sp(T', S) si le couple (7, .S) est normal, i.e.
A(T,S) = N.(sp(T,9)). (4.36)
Mais, premiérement nous aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme 4.2.1 Pour z € re(T,S), sous (H1) et (H2), nous avons R(T, S, z)

est un opérateur normal, et
S*R(T,S,z) = R(T,S,2)S*, SR(T,S,z)" = R(T,S,2)*S. (4.37)

Démonstration Pour z € re(7,5), sous les hypothéses ci-dessus, nous

pouvons voir
(T —2S)(T — 28)" = (T — 29)"(T — =9), (4.38)
ce qui implique

R(T,S,2)R(T, S, 2)* = [(T —zS)(T —28)]*
= [(T —29)(T — 28) ]!

= R(T,S,2)"R(T, S, z). (4.39)
D’autre part, nous pouvons voir que,
ST — z8) = (T — 25)5*, (4.40)
et
S(T—28) = (T — =9)*S. (4.41)

Alors, en appliquant Popérateur R(T, S, z) et R(T, S, z)* respectivement aux
derniéres équations (4.40]) et (4.41), nous obtenons les résultats souhaités.

O
Théoréme 4.2.3 Sous les hypothéses (H1) et (H2),

Ye>0, A.(T,S)=N.(sp(T,S)). (4.42)
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Démonstration Pour z € re(T),5), d’apres le lemme nous avons

R(T,S,2)S [R(T,S,2)S]* = R(T,S,2)S S*R(T, S, z)*
— R(T,S,2)S* SR(T, S, 2)*
— S*R(T,S,z) R(T, S, 2)*S
— S*R(T,S,z)* R(T,S,2)S

— [R(T,S,2)S]* R(T,S,2)S, (4.43)

ce qui implique que R(T', S, z)S est un opérateur normal. Ensuite, d’aprés le
théoréme 1OUS avons

1
~ dist(z,sp(T,S))’

I(T = 29)7'S| = p(R(T, S, 2)$) (4.44)
d’out le résultat souhaité.

O

Avant de discuter d’autres propriétés, nous présentons ’exemple suivant.

Considérons les matrices
a 0 . (00
T_(OO>’ ou o € C, S—(Ol). (4.45)
D’aprés un calcul élémentaire, nous pouvons voir que
Ve >0, A(T,S)= N(sp(T,S)) = B(0,¢), (4.46)

ot B(0, €) est la boule de center 0 et de rayon e.

1 1
D’autre part, nous avons seulement ||(7 — 2S) ™| = max {— —}

Y
al’|z|
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Proposition 4.2.1 Sous (H1) et (H2), pour tout z € re(T,S) et pour u €

H, nous avons
dist(z,sp(T’, 5)) [|Sul| < (T = 2S)ull. (4.47)

Démonstration Soient z € re(7,5) et u € H. Nous pouvons montrer que
SR(T, S, z) est un opérateur normal sous (H1) et (H2) en suivant les mémes

techniques que le lemme [£.2.7] et le théoréme [£.2.3] Alors

[Sull = [[SR(T, S, 2)(T = zS5)u
< |[SR(T, S, 2)|| (T = 2S)u|
= p(SR(T, S, 2)) (T = 25)ull
= p(R(T, 5, 2)9) (T — 25)u|

1

= Ttesp@ oy |~ =Sl

O

Maintenant, nous utilisons la derniére proposition pour définir le quasi-

mod AP € C. Soit u™? € H \ Ker(S) telle que
(T = A*PS)u|| < ef|u ], (4.48)

ot ¢ = ¢(h) — 0. Alors, l'inégalité assure 'existence d’un certain
élément A € sp(7T', S) situé a une distance inférieure & € de la valeur approxi-
mative \PP.

Notons que dans les applications, nous avons généralement Ker(S) = {0}

(voir la section suivante).

48



A. KHELLAF UNIVERSITE 08 Mar 1945 GUELMA

4.3 Pseudo-spectre généralisé et pseudo-spectre
pour opérateur non borné

Dans cette section, nous allons donner une autre définition du pseudo-

spectre pour un opérateur non borné A défini sur H.

Nous commencons notre étude avec une catégorie d’opérateurs donnée

par la relation,

A= 87T, (4.49)

ou S, T € BL(H) et que S~! un est opérateur non borné, & domaine D(S™!) C
H.
Supposons que

D(A) dense dans H,
(H') || D(A) = D(A),
D(A) c D(S7) € D((S™1)*).

Théoréme 4.3.1 Si A= S"'T et (H') est obtenue, alors nous avons
A(T,S) = o.(A). (4.50)

Avant de donner la démonstration du théoréme précédent, nous avons

besoin des lemmes suivants.
Lemme 4.3.1 Sous (H'), nous avons,

sp,(A) = sp, (T, ). (4.51)
Démonstration Soit \ € sp,(A), alors il existe u € D(A) \ {0} tel que

Au = Au. (4.52)
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En appliquant .S, nous trouvons que T'u = ASu, cela prouve que A € sp, (T, 5).

Inversement, soit A € sp, (7', S), alors il existe u € H \ {0} tel que
Tu = ASu. (4.53)

En appliquant S~!, nous trouvons que Au = \u, d’ot, X € sp,_(A).
p

U
Lemme 4.3.2 Sous (H'), nous avons,
sp(A) =sp(T, 5). (4.54)
Démonstration Soit A € re(T),S), i.e. (T'— \S)™! € BL(H). Comme
A— X =SHT-)\9), (4.55)

alors (A — X))~ = (T — A\S)71S, d’ou X € re(A) et sp(A) C sp(T, S).

Inversement, soit A € re(A), en utilisant le dernier lemme A ne peut
pas étre une valeur propre généralisée de (7',5), i.e. A & sp,(T,S5), alors
(T — \S) est injective. Donc il reste a démontrer que T — AS est surjectif.

Comme D(S™!) est dense dans H, alors pour tout f € H, il existe une suite

{fn}neN C D(S_l) telle que
Tim ||f = full = 0. (4.56)

Or, S71f, € H et que A — M est inversible, alors pour tout n € N, il existe
u, € D(A) tel que
(A= AXDu, =S7'f,. (4.57)
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En appliquant S a cette équation, nous obtenons
(T — A\S)u, = fa. (4.58)
Pour tout n,m € N et pour w € D(A),
<Up — Uy w > = < (A=AD)TS™Hf — fin),w >
= < fo—fo, [(A=AD)T'ST ) w > . (4.59)
Cependant d’aprés (H'),
< fo = fm, (STH*(A* = XI)"'w >— 0, pour n,m — +oo0. (4.60)
Alors, en mettant w = u,, — u,,, nous obtenons

lim  |Ju, — up|| = 0. (4.61)

n,Mm—00

Ainsi, il existe u € H tel que

lim wu, = u. (4.62)

n—oo
Mais comme (7" — AS) est un opérateur borné, alors pour tout f € H, il
existe u € H tel que

(T — AS)u = f. (4.63)

Ce qui montre que sp(7,S) C sp(A).

La prochaine preuve est pour le théoréme [4.3.1
Démonstration Soit z € re(T,S), d’aprés le lemme et le fait
que

I(A = =D~ = (T = 28)"S], (4.64)
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nous avons, pour tout € > 0, 0.(A) = A (T, 95).

Notons que, si A = S™!T est un opérateur normal, nous avons
A(T,S) = N.(sp(A)) = N.(sp(T, S)). (4.65)

Considérons maintenant un opérateur non borné A de domaine D(A) C
H. Dans le chapitre I, nous avons montré que tout opérateur non borné admet
une décomposition en deux opérateurs bornés (7',.S) qui 'expriment dans la
théorie du spectre généralisé. Le prochain résultat détermine la relation entre
le pseudo-spectre d’un opérateur non borné A, et le pseudo-spectre généralisé

associé¢ aux opérateurs (7, 5).
Théoréme 4.3.2 Pour e > 0, nous avons
A(T,S) = 0.(A). (4.66)

Démonstration D’aprés re(A) =re(T,S)ou S = (A—al) et T = A(A—

o)™, nous obtenons
V2 ere(T,S), (A= =D = |[(T = 28)~'5]. (4.67)
0]

Le résultat donné dans le théoréme est trés important, il permet de
traiter et de calculer le pseudo-spectre d’un opérateur non borné a partir du

concept de pseudo-spectre généralisé associé aux opérateurs bornés.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méthode spectrale généralisée
A Vopérateur de Schérdinger. Cet opérateur est désigné par BY, ot il est
défini sur L?(0, +00) avec une condition aux limite mixte de type Dirichlet-

Neumann, donné par les équations différentielles suivantes :

—u" + qu = M\, (5.1)

cos Yu(0) — sin Yu'(0) = 0, (5.2)

ou ¢ est une fonction mesurable et ¥ est un nombre fixé dans [0, 7).
Mentionnons que la méthode spectrale généralisée peut étre généralisé a
tout opérateur différentiel défini sur Q2 C R™ pour n > 2.
Commencons d’abord par décrire la méthode spectrale généralisée dans
un cadre général. En premier lieu, nous avons comme résultat la relation
suivante,

Va >0, sp(BY) C sp(B?), (5.3)

ot 'ensemble sp(B?) est le spectre de B?, tandis que BY est 'opérateur de
Schrodinger qui a la méme formule que BY mais sur Pespace L%(0,a), avec
une condition de Dirichlet au point a. Notons que si BY est un opérateur auto-
adjoint, alors en utilisant les mémes technique que dans [22], nous aurons
sp(B”) = | sp(By). (5.4)
a>0
En second lieu, nous construisons une approximation numérique de BY

par la méthode spectrale généralisée. C’est-a-dire, nous allons montrer que
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le spectre de I'opérateur non borné BY est égal au spectre généralisé dun

couple d’opérateurs bornés (7', 5), i.e.
sp(BY) = sp(T, S). (5.5)

Finalement, a partir du spectre généralisé, nous allons construire des
suites d’opérateurs (Ty) ey €t (Sk)ken, 01l nous approcherons 'ensemble sp(7', S)
par ’ensemble sp(7Ty, Sk). Cette approximation est fondée sur I’obtention de
la Propriété U et de la Propriété L qui sont démontrées dans un sens de

convergence précis (voir chapitre III).

5.2 Pseudo-spectre et spectre de opérateur de
Schrodinger

Soit A un opérateur non borné défini sur un espace de Hilbert H. Pour

tout €, nous redéfinissons le pseudo-spectre de A comme,
sp(A) ={z€C: | (2 — A7 > e} Usp(A). (5.6)

Nous redéfinissons également le e-voisinage de toute partie A/ C C (voir [39])

par,

N(M)={s+z:s€ M, |z| <e}. (5.7)

Rappelons que si A est un opérateur normal, alors son pseud-spectre est égal
au e-voisinage de son spectre sp(A).
Soit ¢ € L}, (0, +00) une fonction donnée, et soit ¥ un nombre fixé dans

loc

[0, 7). Désignons par BY 'opérateur sectoriel (voir [24]) défini par I’expres-
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sion,

By = —u" + qu, (5.8)

ou,
D(B”) = {u € H*(0,400) : cos¥u(0) —sind u/(0) = 0} NY, (5.9)
Y = {u € L*(0,+00) : /+OO q(z)|u(z)*dx < o0o}. (5.10)

0
De méme, pour tout a > 0, nous définissons 'opérateur BY par,

B’y = —u" + qu, (5.11)

ou,

D(BY) = {u € H*(0,a) : cos9u(0) — sind u/(0) = 0, u(a) =0 } NY,,

(5.12)
et
Y, = {u e L2(0,q) / o(2)[u(z)Pdz < 0o} (5.13)
0
Considérons C, 'opérateur symétrique défini par,
Vu € D(C,) = H3(0,a), Cou=—u"+ qu. (5.14)

Notons que pour 0 < a < @, extension de chaque fonction v de D(C,) par
zero sur le coté droite de Uintervalle |0, a[, appartient & D(C,/). Ainsi, nous
avons DY(C,) C D(Cy), ou D°(C,) est Pensemble des fonctions de D(C,)
prolongées par zero a droite.

Notre objectif dans cette section est de déterminer la relation entre le
spectre de BY et celui de BY. Pour cela, nous commencons par déterminer la

relation entre le pseudo-spectre, le spectre de BY et C,.
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Lemme 5.2.1 Pour tout € > 0 et pour a > 0, nous avons
sPe(Ca) = sp.(By). (5.15)

Démonstration Pour A € sp (C,), il existe u € D(C,) tel que

||C'au — )‘UHLQ(O,a)

(5.16)

[l 22 0.0)
Comme u € D(BY), alors

||Bfu — /\U||L2(07a)

¢, (5.17)

[[ull£2(0,0)
ce qui implique que \ € sp (BY).
Inversement, soit A € sp_(BY), alors il existe u € D(B?) et une suite (u,)nen

dans C2°(0, a) tels que, pour tout 6 > 0, il existe N € N vérifiant,

BPu,, — \u, a B%u — \u a
Vn > N, |5 le20a _ 115 leoa | _p (5.18)
[[tnl| £2(0,0) [ullz2(0.0)
Mettons,
B%u — \u u
o IBu—Xull e 519
[[ull £2(0,0)
Alors, il existe ng € N tel que
B, — \u, a
H a 0 0||L2(07 ) (5'20)
[tno | £2(0,0)
Comme u,, € D(C,), alors nous trouvons X € sp,(C,).
O

Corollaire 5.2.1 Si 0 < a < d, alors sp(B”) C sp(BY).
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Démonstration Comme D(C,) C D(Cy), alors sp (C,) C sp.(Cy). Ainsi,
sp(By) C sp(By) = spc(Cu) C sp.(Cr) = sp.(By). (5.21)
0

Théoréme 5.2.1 Pour tout € > 0, nous avons

sp(B”) = | J sp.(BY). (5.22)

a>0

Démonstration Soit \ € U sp.(Cy). Il existe a; > 0 et u € D(C,,) tels

a>0
que
Co . — Au a
|| 1 ||L2(07 1) (5.23)
[ullz20,a1)
En prolongeant u par 0 & droit de ]0, a,][, alors
B%u — \u ~
[[ll 220, 400)
Ce qui montre que X\ appartient a sp_(B”) et U sp.(C,) C sp(BY).
a>0
Inversement, soit A € sp.(BY), il existe u € D(B") tel que
B%u — \u ~
|| ||L2(0,+ ) (525)

]l 22(0,400)
Comme C>(0,+0o0) est dense dans D(B”). Alors, pour tout u € D(BY) il
existe une suite (u,)n,en dans C°(0, +00) tel que

HBﬁun - >‘un||L2(0,+oo) . HBﬂU - >\U||L2(0,+oo)

lim

oo oy ullzzoas

(5.26)

En suivant la méme technique que dans la preuve du lemmep.2.1, nous choi-

sissons ng tel que
HBﬂuno - )‘uno HLZ(O,-FOO)

| tng || £2(0,4-00)

< e (5.27)
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Mais, il existe a assez grand tel que le support de w,, est inclus dans |0, a.

Ce qui donne X appartient a sp.(BY). Ainsi

sp.(B”) C | Jsp.(BY). (5.28)

a>0

Corollaire 5.2.2 Si BY est un opérateur auto-adjoint, alors

sp(B”) = | J sp(BY). (5.29)

a>0

Démonstration Pour tout € > 0,

Ne(sp(B”)) = N. (U Sp(Bff)> : (5.30)

a>0

En prenant la limite pour € tendant vers 0, nous obtenons le résultat souhaité.

O

5.3 Probléme spectral généralisé de ’opérateur
de Schrodinger

Soit ¢ une fonction sectorielle appartenant a L*(0, a) (voir [24]), i.e.
36 >0, Vzel0,q], |[Im(q(x))| < BRe(q(x)). (5.31)
Pour tout u € D(B?), nous redéfinissons Popérateur BY par,

By = —u" + qu, (5.32)
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D(B?) = {u € H*(0,a) : cosYu(0) — sin¥u'(0) = 0, u(a) =0}NY,, (5.33)

Y, = {u € L2(0,q) : /0 Re(q)|ul?dz < oo} (5.34)

Désignons par LY 'opérateur laplacien, donné par,
L'u = —u, (5.35)

ot D(L?) = {u € H?*(0,a) : cos9u(0) — sinvu'(0) = 0, u(a)=0}.
Soit Gy, la fonction de Green, donnée par,

vt —sinia—9) g0,
a cos v + sin

Goa(z,y) = . 530
(cos Iy — sind)(a — z) for0<y<z<a

acos ¥ + sin?

Proposition 5.3.1 L” est inversible et son inverse est lopérateur S défini
sur L*(0,a) par,

Su(x) = /Oa Goulz,y)uly)dy. (5.37)

Démonstration Il est clair que LVS = Ic(0,0), Parce que nous pouvons voir

que

L’Goalw,y) = 6(z —y). (5.38)

Alors L?S peut étre prolongé a l'identité de L?(0,a).

Inversement, pour avoir SLY = I b1, il suffit de montrer que

Im(S) = D(LY). (5.39)
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Soit u € L?(0, a), nous mettons v = Su, alors il clair que v(a) = 0, cos Yu(0)—

sin v/ (0) = 0 et que pour tout w € C°(0,a)
— < v,w" >=< Su, —w" >=< LSu,w >=< u,w > . (5.40)

Alors, v € D(LY) et Lv = u, ce qui implique que Im(S) C D(L"). Main-
tenant, il est clair que L est injectif, alors pour tout f € D(LY), il existe

u = Lf appartient a L*(0,a) tel que
LSu=u=Lf= Su=f, (5.41)

d'ott D(L?) C Im(S).

Soit T' I'opérateur borné défini sur L?(0, a) vers lui-méme par,

Tu(x) = u(z) + / "Gyl y)aly)uly)dy. (5.42)

Lemme 5.3.1 X\ est une valeur propre de BY et u € D(BY) son vecteur
propre associé, si et seulement si, \ est une valeur propre généralisée du

couple (T, S) et u son vecteur propre généralisé.

Démonstration SoitA une valeur propre de BY et u € D(BY) son vecteur
propre associé, alors BYu = \u. En appliquant S a cette derniére équation,

nous obtenons

S(B’u) = S(\u) = Tu = \Su. (5.43)

Cela prouve que A est une valeur propre généralisée de (7, S) avec le vecteur

propre généralisé wu.
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Inversement, soit A une valeur propre généralisée de (T, 5) et u € L*(0,a)

son vecteur propre généralisé. Alors Tu = ASu, par conséquent
u = ASu— S(qu) = u=S(A\u— qu). (5.44)
Comme u € D(L?), nous avons (\u — qu) € L*(0,a), ce qui implique que
S(qu) = u — ASu = qu = \u — L’u, (5.45)

et
/ Re(q)|ul?dx < lull2(0,0) + HL’BUHLQ(O@). (5.46)
0

Ainsi, u € D(B?), en plus
Tu = \Su = L°(Tu) = L’(A\Su) = Bu = \u. (5.47)
0J
Théoréme 5.3.1 sp(BY) = sp(T, S).

Démonstration Soit A € re(T,5), i.e. (T — \S)~! existé et borné. Comme

BY — X\ = L°(T — \9), (5.48)
alors
(BY = A\I)™' = (T — \S)7!S, (5.49)
et que
1(Bg = AD~H < (T = A8)7H[IS]] < oo (5.50)

Ainsi, ) € re(B,) et sp(B?) C sp(T, S).

Inversement, soit A € re(BY), en utilisant le dernier lemme, A ne peut pas étre
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une valeur propre généralisé de (7', 5). Ainsi (T'—\S) est injectif. Maintenant,
montrons que T' — AS est surjectif. Comme D(L?) est dense dans L?(0,a),

pour tout f € L?(0,a), il existe une suite (f,)ney C D(L?) telle que

nh_{l;.lo Hf — anLQ(O,a) = 0 (551)

Or, Lf, € L*(0,a) et BY — \I est inversible, nous avons pour tout n € N,

il existe u,, € D(BY) telle que
(BY = A)u,, = L°f,. (5.52)

En appliquant S,
(T — A\S)uy, = fa. (5.53)

De plus, pour tout n,m € N et pour w € D(BY),

< Up = Uy w > = < (BY = AXD)'L(fo = frn), w >
= < fo— f, [(BY = A)7'L] w > .
Comme D(BY) = D((BY)*) c D(L) = D(L*), nous obtenons

< fo = fms LB = XI)"'w >— 0, for n,m — +oo0. (5.54)
Mettons w = u,, — u,,, nous avons

i = tnl200) = 0 (5:5)
alors il existe u € L*(0,a) tel que

lim u, = u. (5.56)

n—oo
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Mais comme (7' — AS) est inversible, alors nous avons pour tout f € L*(0, a)

il existe u € L?(0,a) tel que
(T = AS)u = f. (5.57)
Donc, A € re(T, S), et sp(T, S) C sp(BY).
0

Ce dernier théoréme est trés important car il permet de résoudre le pro-
bléme de la pollution spectrale. Nous pouvons traiter numériquement le
probléme spectral généralisé en utilisant des suites d’opérateurs, (T} )ren et

(Sk)ken qui convergent dans un sens approprié vers T et S respectivement.

5.4 Application numérique

Dans cette section, nous fournissons un probléme spectral ot des résul-
tats numériques sont disponibles par d’autres approches que les notres. Ce
probléme est envisagé dans [33] et dans [5] ;

Trouver (u, \) € L*(0,00) X C tels que B%u = A, i.e.
— "+ 2%u =M, u(0)=0, (5.58)

c’est 'oscillateur harmonique tel que ses valeurs propres sont bien connues,
qui sont 4k — 1 ou k£ € N.

Nous montrerons 'efficacité de la méthode spectrale généralisée appliquée
a cet opérateur de Schrodinger. Tout d’abord, d’aprés le corollaire [5.2.2] nous

avons,

sp(B°) = | J sp(BY), (5.59)

a>0
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ou lopérateur B? est défini par,
B? = —u" + 2*u, u(0) =0, u(a) = 0. (5.60)

a

Alors, d’aprés le lemme [5.3.1} nous obtenons ’équation spectrale généralisée

équivalente,
Tu = ASu, (5.61)
ol
Tu(z) = u(x) +/ Go.o(2, )y’ u(y)dy, (5.62)
0
Su(e) = [ Goale.p)uty)dy (569
0
et
MforOSxSySa,
a
GO,a(x> y) =
MforOSynga.
a

Il est clair que T ne commute pas avec S, cependant nous pouvons voir
que

B, =S"'T, (5.64)

ot S7! = LY est l'opérateur Laplacien défini dans la proposition pour
¥ = 0. Par conséquent, Si \ est une valeur propre généralisée isolée de type

fini du couple (7, .5), nous avons,

P = S (T — uS) 'Sdu = —L. /(SlT —pSTHS) Hdp =
2mi r

2m Jp
1
—— [ (B = u)"Ydu = P(B° )\
27Tir(a pl)™" dp = P(Bg, A),

ot P(BY, \) est la projection spectrale associée a BY pour la valeur propre \.
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De plus, B? est un opérateur auto-adjoint avec une résolvante compacte

(voir [24]), alors d’aprés le lemme nous obtenons
PH = Ker(T — AS), (5.65)

ou H = L*(0,+00).
Trois méthodes numériques seront utilisées pour approcher les opérateurs

T et S : Nystrom, Sloan et Kantorovich.

5.4.1 La méthode de Nystrom

Nous définissons une subdivision sur [0, a] de la maniére suivante, pour
n > 2,

hn:n_l,xi:(i—l)hn,lgign. (5.66)

Soient T, et .S,, des approximations de T" et S respectivement, construites

en utilisant la méthode de Nystrom (voir [6]), définies par,

Toun(z) = un(z) + > wiGoalw, z;)2]u,(27), (5.67)
=1
Sntin(z) = Y wiGoa(, x:)un(x;), (5.68)
=1

ot, les {w;}!_, sont des poids réels tels que,
n
su w;| < 0. 5.69
> (5:69)

Le probléme spectral matriciel généralisé issu de la déscritisation de T et S

en utilisant la méthode de Nystrom est désigné par A — A\, B, avec
A(Zaj) = [(Z7j> +wiG0,a(xjaxi)x?7 B(la.]) = wiGO,a(xjaxi)a (570)
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et I désigne la matrice identité de dimension n.

Nous utilisons la commande “eig” en Matlab afin de calculer le probléme
spectral matriciel généralisé associé au couple (A, B).

Notons que le collectivement compact convergence est assuré par la mé-

thode de Nystrém (voir [6]).

5.4.2 La méthode de Sloan

Avec la méme subdivision précédente, nous définissons I'opérateurs T,, et

S, en utilisant la méthode de Sloan (voir [I]) définis par,

Thun(z) = Zun(xi)ei(:c)—i—ZwM(aj)un(mi), (5.71)
Spiin(z) = wa(x)un(:ci), (5.72)

o,

wy () = /0 Gou(z, y)y’ei(y)dy, we(z) = / Goalz,y)ei(y)dy, 1 <i<n.
0

(5.73)
et que, pour 2 <3 <n—1,

i k] <z<

GZ(ZL') — - hn pour ;1 =~ T =~ Ti+1, (574)
0 sinon.
To — X < <
our
ei(r) = h, o= T=Iy (5.75)
0 sinon.

L7 oot <z <

en(z) = h, PO fmmr=T=dn (5.76)
0 sinon.
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Le probléme spectral matriciel généralisé issu de la déscritisation de T' et S

en utilisant la méthode de Sloan est désigné par A-— )\né, ou

A(i, j) = 1(i,7) + w1,z‘($j); B(i,j) = w2,z'($j)- (5.77)

Nous utilisons la fonction "eig" en Matlab pour calculer les valeurs propres
généralisée du couple (ﬁ, §)

Notons que le collectivement compact convergence est assuré aussi par la

méthode de Sloan (voir [1]).

5.4.3 La méthode de Kantorovich

Avec la méme subdivision précédente, nous appliquons la méthode de
Kantorovich aux opérateurs T et S (voir [6]), nous trouvons pour tout = €

[07 a]?

n

wna) + 3| G )0 (5.78)

i=1
= ) ( / Goal(@i, y)un(y)dy)e;(z). (5.79)

i=1 V0
En multipliant d’abord cette équation par Gg ,(z;, ¥)x? ensuite par G o(z;, ),
et en intégrant sur [0, a], nous trouvons le probléme spectral matriciel géné-

ralisé comme suit,

Av+ [’an O’an
B Lnxn

[ g; ] : (5.80)

ou, pour 1 <j53<n

b)) = / " Goalty y)run(y)dy, Boll) = / Gouley pun(p)dy.  (5.81)
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TABLE 5.1 — Les résultats numériques pour a = 5

Valeur propre Nystrém Sloan Kantorovich
exacte pour T et S pour T et S pour T et S
3 2.9998027 3.0001972 2.9621125
7 6.9990159 7.0009887 6.8083144
11 10.9977898  11.0026039  10.5272610
15 15.0013776  15.0103317  14.1401140
19 19.0656824  19.0806050  17.8348945

Notons que les matrices A et B sont les mémes matrices construites par
la méthode de Sloan.
De maniére similaire, nous utilisons la fonction "eig" en Matlab pour

calculer les valeurs propres généralisée du couple :

O’VLX’VL A

O'I’LXTL B

A/_{— InXTL OnXTL
B T

(5.82)

n

La méthode de Kantorovich donne une convergence en norme (voir [1J).

Nous avons choisi n = 200 pour montrer les résultats numériques obtenus
par chacune de ces trois approximations. Les résultats sont comparés a ceux

de [33] dans les tableaux suivants.

Maintenant, nous fixons n = 100 et a = 5 pour approcher T et S en
utilisant les méthodes précédentes. Ensuite, nous fixons une grille M =
[—50,50] x [—50,50] dans le plan complexe C avec un pas h = 5.

Nous calculons numériquement ||(7,, — 2S,,)"1S,|| pour tout z € M, ou
(T3)nen €t (Sn)nen, sont des suites d’opérateurs construites par les méthodes

de Nystrom, Sloan et Kantorovich.

69



A. KHELLAF UNIVERSITE 08 Mar 1945 GUELMA

TABLE 5.2 — Les résultats numériques pour a = 5

Valeur propre Nystrom pour 7' Sloan pour T 133]
exacte Sloan pour S  Nystrém pour S
3 3.0002761 2.9997238 2.9621125
7 7.0015938 6.9984110 6.8083144
11 11.0041582 10.9962364 10.5272610
15 15.0132972 14.9984149 14.1401140
19 19.0857154 19.0605807 17.8348945

Mais nous remarquons que les calculs numériques sont massifs. Alors, nous
avons choisi de faire une approximation en calculant ||(7,, —zS,,)~!|||S,||- Les
quatre graphiques au-dessous montrent nos résultats numériques.

Commentaires sur les graphes :

Dans les quatres graphes, les valeurs propres sont localisées par les cercles. La
couleur bleue explique que la résolvant généralisée en norme va exploser, au-
trement dit, autour des valeurs propres, la valeurs numérique de la résolvante
généralisée est assez grande. Ainsi, ce résultat numérique vient de prouver

les définitions et les résultats théoriques déja exploités dans ce chapitre.
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FIGURE 5.1 — T et S sont discrétisés avec Nystrom.
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FIGURE 5.2 — T et S sont discrétisés avec Sloan.
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FIGURE 5.3 — T est discrétisé avec Nystrom et S est discrétisé avec Sloan.
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FIGURE 5.4 — T est discrétisé avec Sloan et S est discrétisé avec Nystrom.
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Le travail présenté dans cette thése s’est porté a la résolution de la pol-
lution spectrale qui est apparu dans I'approximation spectrale comme la non
convergence du spectre approché vers le spectre exact.

Dans ce travail, nous avons construit une nouvelle méthode d’approxi-
mation du spectre d’'un opérateur non borné en utilisant I'application du
spectre généralisé de deux opérateurs bornés. Puis comme application nous
avons étudié 'opérateur de Schrodinger dans un contexte spatial en une di-
mension.

Les résultats présentés dans ce modeste manuscrit constituent les bases
des cinq publications.

Ainsi, les perspectives futures dans un premier temps sont de traiter le
méme probléme, mais pour des opérateurs non bornés plus généraux et aussi
dans un contexte spatial en deux dimensions ou en trois dimensions.

Enfin, a travers ce travail, nous espérons avoir posé la premiére pierre dans
le domaine de ’approximation spectrale pour la résolution du phénoméne de

la pollution spectrale.
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