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Chapitre 1

Rappels et motivation

« Tout segment matériel
orthogonal au feuillet moyen avant
déformation, reste orthogonal au
feuillet moyen apres déformation
et cela sans se déformer. »

Hypotheése de Kirchhoff et de Love
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET MOTIVATION

1.1 Introduction générale

L’utilisation des plagues comme élément de résistance au choc et vibration est cou-
rante dans toutes les filiere d’ingénieur en structure : mécanique, aéronautique, aérospa-
tiale, civile, navale, matériel de sport et militaire. Devant ce vaste et important éventail
de domaine d’applications, il est aisé de comprendre l'intérét et la demande urgente de
s'impliquer dans I'analyse du comportement dynamique des plagues.

Celles-ci interviennent pour la plus part des cas comme éléments de résistance dé-
terminantes. Leurs réles essentielles est de parer a I'action dynamique des sollicitations
extérieures et assurer ainsi les performances mécaniques souhaitées et désirable en fa-
veur de la structure porteuse.

La premiere impulsion ayant un énoncé mathématique de problémes de plaque a été
probablement faite par Euler, qui en 1776, a effectué une analyse des problémes des vibra-
tions libres de plaque. Chladni, physicien allemand a découvert les différents modes de
vibrations libres. Dans les expériences sur les plaques horizontales, il a utilisé une poudre
uniformément répartie, qui faisait régulierement des schémas aprés induction d'une vi-
bration. La poudre accumulée le long des lignes nodales, ol1 il n'y a pas eu lieu des dé-
placements verticaux. J. Bernoulli a tenté de justifier en théorie, les résultats de ces expé-
rimentations acoustiques. La solution de Bernoulli est basée sur les précédents travaux
aboutissant a la théorie de la flexion de faisceau d’Euler-D. Bernoulli a présenté la plaque
en tant que systéme de bandes droites perpendiculaires I'une a I'autre, chaque bande
considérée fonctionnant comme un faisceau. Mais ’équation différentielle régissant, a
distinguer des approches actuelles, ne contient pas le moyen terme.

Le mathématicien francais Germain a développé une équation différentielle de plaque,
dans laquelle le phénoméne de voilement est négligé, il a recu un prix par I'’Académie de
Paris en 1816 pour ce travail. Le chercheur Lagrange, a été I'un des commentateurs de ce
travail, il a corrigé les résultats de Germain en ajoutant le terme manquant, donc, il fut la
premiére personne qui a présenter correctement I'équation de plaque.

auchy et Poisson étaient les premiers a formuler le probléeme de plaque en flexion
sur la base des équations générales de la théorie de I'élasticité. Expansion toutes les gran-
deurs caractéristiques en série, ils ont conservé seulement les termes du premier ordre
de petitesse. De cette maniére, ils ont obtenu I'équation différentielle régissant pour la
flexion qui coincide entierement avec la célébre équation de Germain-Lagrange. En 1829,
Poisson élargi avec succes I'équation de plaque de Germain-Lagrange a la solution d'une
plugue svus churge stutique. Dung cette solution, cependunt, lu rigidité de lu plague ¢n
flexion est définie comme étant égale a un terme constant.

En 1850, Kirchhoffa présenté une these sur la théorie des plaques minces. Dans cette
thése, Kirchhott a énonce deux hypothéses de bases indépendantes, qui sont désormais
largement reconnues dans la théorie de la (lexion des Plagues el sont connues sous le nom
(hypothéses de Kirchhoff). En utilisant ces hypothéses, Kirchhoff a simplifié, I'éncrgic
fonctionnelle 3D de la théorie d’élasticité des plaques pliées en exigeant qu’elle soit sta-
tionnaire, il a obtenu l’équation de Lagrange-Germain comme 'équation d’Euler. Il a éga-
lement fait observer qu’il existe seulement deux conditions aux limites sur le bord d'une
plaque. D’autres contributions importantes de Kirchhoff sont la découverte de I'équation
de la fréquence des plaques et de I'introduction de la méthode des déplacements virtuels
dans la solution des problemes de plaque. Kirchhoff a contribué a la théorie physique
clartée de la théorie de flexion de plaque et a promu son utilisation trés répandue dans la
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pratique.

1.2 Organisation du manuscrit

Le présent mémoire est composé de trois chapitres essentiels.

(] Dans le premier chapitre on présente un état d’art sur les plaques minces(élasticité
linéaire), la position de notre probléme,les probléemes inverses, les problémes bien et mal
posés et on rappelle quelques outils mathématiques nécessaires pour I'étude des pro-
bléemes mal posés.

0O Le deuxieme chapitre, est consacré a la présentation de la méthode de régulari-
sation par des conditions non locales, la démonstration de la stabilité de la solution, de
la convergence de la méthode proposée ainsi que quelques estimations d’ereurs sous des
données exactes et bruitées.

| Quant au troisiéme chapitre, il est consacré a I'implémentation numérique oi1 on
donne un example pour justifier I'efficacité de la méthode de régularisation proposée.
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1.3 Plaques minces
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FiGURE 1.1 — Forces agissant sur I'élément de plaque

Deux stratégies sont possibles pour construire le modele usuel des plagues minces
élastiques. La plus ancienne consiste a passer du tridimensionnel au bidimensionnel en
imposant a la cinématique de satisfaire I'’hypothése de Kirchhoff et de Love : TOUT SEG-
MENT MATERIEL ORTHOGONAL AU FEUILLET MOYEN AVANT DEFORMATION, RESTE ORTHO-
GONAL AU FEUILLET MOYEN APRES DEFORMATION ET CELA SANS SE DEFORMER. La ciné-
matique du teuillet moyen gouvernant la cinématique dans I'épaisseur de la plaque, on
réussit a réduire le prohléme tridimensionnel initial au probléme hidimensionnel.

L'autre stratégie possible est d'étudier le comportement asymptotique des solutions
du probléeme d’élasticité linéaire tridimensionnel lorsque 1'épaisseur de la plaque tend
vers zéro. On montre alors que la limite asymptotique vérifie I'hypothése de Kirchhoff
et de Love et que le probléme limite obtenu est le probléme bidimensionnel usuel des
plaques minces élastiques en petits déplacements (cf. [3], [4], [5] et [10] a titre d’exemples).

Définition 1.3.1 Une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface de réfé-
rence plane (plan) et par une petite épaisseur (notée h )) par rapport aux autres dimensions
(longucur ct largeur), clle pcut étre constituée d'un matériau homogéne ou peut étre obte
nue par l'empilement de différentes couches de matériaux orthotropes.

Une analyse élastique des plaques consiste a une étude d’'un modéle mathématique bidi-
mensionnel ce qui nous conduit 4 une analyse d'un probléme en élasticité plane. Qx, Qy :
les intensités des efforts tranchants

Nx, Ny :les intensités des efforts normaux

Nxy=Nyx:les ntensités de 'effort de cisaillement

g = q(x,y) : Ueffort extérieure transversal appliqué a la plaque par unité de surface

1.3.1 Différents types de plaques

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur
section transversale, les plaques peuvent étre classées en trois catégories;
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(a) Les plaques isotropes : elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton)
et leur section transversale est homogene. Elles sont définies par deux paramétres
élastiques ( : respectivement le module d’élasticité et le coefficient de Poisson). on
les retrouve dans les constructions civiles courantes (batiments, ouvrages d’art,...).

(b) Les plaques orthotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux direc-
tions perpendiculaires. Lorthotropie peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles
rédies). Le comportement de ces dalles est défini par quatre parameétres élastiques
et on les retrouve dans les constructions navales, aérononavales, de réservoirs de
I'industrie chimique, des batiments et d'ouvrages d’art.

(c) Les plaques anisotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les
directions. Le comportement de ces plaques est définies par neuf paramétres élas-
tiques . Elles sont souvent constituées de matériaux composites et sont surtout uti-
lisées dans I'industrie aéronavale.

1.3.2 Equation de la plaque

Considérons un élément de plaque rectangulaire d’épaisseur i constante, de longueur
dx et delargeur dy, les axes Ox et Oy sont choisis pour contenir la surface moyenne sup-
posée initialement horizontale.
Les hypotheéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Kirchhoff généra-
lisent a deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformations a I'effort
tranchant :

1. la plaque est mince d'épaisseur h et posséde un plan moyen. les faces extérieures de
la plaque sont les plans Z = iE'

2. seul le déplacement transversal w est considéré.

3. Les sections droites, initialement normales au plan moyen en restent planes et nor-
males a celui-ci, ce qui implique que la déformation en cisaillement transverse est
négligé.

4. La contrainte sz dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler
sur les faces extérieures et du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre
qu’elle est nulle en tout z.

5. Les déplacements u et v dans le plan Oxy, résultent de deux effets :

— un champ de déplacement initial et uniforme selon I'épaisseur résultant d'un
chargement de la plaque dans son plan (comportement en extension, ou mem-
branaire),

— le champ de déplacement dii a la rotation de la section droite.
6. Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, on particulicr, 'inertic de
rolation est négligé.

Elles conduisent aux hypotheses sur les déplacements

i) Zaw
u=1uylx,y)—Z—
oLx, . B

1.3.3 Position du probléeme

Soit Q={(x,0): 0<x<m, 0<t<T}etL=AZest I'opérateur de bi-Laplace.
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Delta u{x,T)=h(x) (Delta u(x,T))’=0

=T
u(pi,t)=0
u(o,t)=0 Delta u(pi,t)=0
Delta u{0,t)=0
o wortta  wixoet sl .

FIGURE 1.2 — Domaine Q2

PourT>0, f,g€ 12(0,7), considérons le probléme biharmonique suivant [7]
Lue= A%1= Uy (%, 8) + 2Uppyn (X, ) + Uyrr (5,0 =0, (x,0)€Q,
vérifiant les conditions initiales par rapport a x suivantes
Ulx=0=0, Au|x=0=0, ulx=n=0, Att]z= =0,
et les conditions aux limites suivantes

ou
uli=0 = f(x), alt:n =gl D=x=n,

0A
Auls—r = h(x), a—;‘zﬂ =0, 0sx<m

On note les équations (2.1)-(2.4) par (BHP).

1.4 Probléeme direct et Probléme inverse

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Certains problémes inverses nécessitent la connaissance des quantités ou proprié-
tés physiques (déplacements, forces, température, flux, préssion,...) sur toute la frontiére
d'uny domalne, alors que ces qualitités ne sont accessibles que sw une partie de celle ci,
rela entrame la resnlithian d'nin prohléme dit de caomplétinn de données qin est 11in pro-
bléme inverse de type Cauchy, il consiste a déterminer et compléter les conditions aux

limites sur la partie inaccessible de de la frontiére.

Le probleme de Cauchy considérer dans ce mémoire consiste a résoudre une équation
aux dérivées partielles sur un domaine pour lequel les conditions au limites sont données
uniquement sur une partie de la frontiére, cela nécessite la reconstructions des conditions
aux limites manquantes sur I'autre partie en résolvant un probléme avec des conditions

non locales.
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1.4.1 Probleme direct

Le systéme (par exemple la structure mécanique analysée) dépend habituellement de
parametres, symboliquement notés p : géométrie (la région de I'espace occupée), carac-
téristiques des matériaux constitutifs, liaisons cinématiques.

Le probléme direct consiste a calculer la réponse d a partir de la donnée des sollicita-
tions X et des parametres p. Les équations de la physique donnes en général la réponse d
comme fonction implicite de X et

p:GX;d;p)=0

La notation G symbolise les équations de la physique du probléme considéré, on parle
parfois du modele physique.

Dans la plupart des cas, le probléme direct est bien posé et dans certains cas (pro-
blemes lincaires ou lincuriscs) U'équation de la physique est explicite (GG p) — o). Ln
mécanique ou en termique, on est toutefois et plus souvant confrontés a des modeles
physiques implicites.

1.4.2 Probléme inverse

11 s’agit généralement de situations oli on est dans l'ignorance au moins partielle du
systeme (certaines informations consernant la géométrie, les matériaux, les conditions
initiales...) ne sont pas connues. En compensation, il faut disposés (en plus des entrés)
d’'informations, éventuellement partielle, sur la sortie d afin de reconstruir au mieux l'in-
formation manquante. Le terme inverse rappelle qu’on utilise I'information consernant
le modéle physique (al'envers) connaissant (partiellement) les sorties.

L'analyse des nombreux problémes de type inverse met en évidence leur caractére mal
posé, en effet en raison d’incertitude expérimentale, des données d pourront étre incom-
patibles avec les entrées X (c’est a dire qu'aucun systéne ne parvient a produir d a partir
de X), d’ot1 I'absence de solution pour les données disponibles. De nombreux cas pré-
sentent également des possibilités de solutlons multiples. Enfin une caractéristique tres
répondue est la trés grande sensibilité d'une solution par rapport &4 une perturbation des
données.

1.4.3 Probléemes mal-posés

En étudiantlarésolution des équations aux dérivées partielles, le mathématicien Jacques
Hadamard [1] a exprimé le concept de probléme bien-posé. Nous allons voir une déf-
nition précise cidessous sous la forme de trois conditions. Ces conditions reflétent les
contraintes pour qu'un modeéle en physique mathématique ait un sens et conduise a une
résolution raisonnable du probléme en question [1] .

Soient X et Y deux espaces métriques, A : X — Y un opérateur, . Considérons I'équa-
tion:

Ax=y. (1.5)
Notons que plusleurs problémes physlgues se raménent a une telle équaton . On dit que
le probléme (1.5) est bien posé si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
1. Lasolution x exaste c’est a dire pour tout y dans Y, 1l existe au moins un x dans X tel
que Ax = y (Surjectivité de A).
2. La solution x est unique c’est a dire pour tout y dans Y il existe au plus un x dans X
tel que Ax = y (Injectivité de A).
3. La solution x est stable dépend contintiment de la donnée y c’est a dire toute petite
perturbation des données y implique une petite variation de la solution x.
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1.4.4 Exemples de problémes inverses liés au Laplacien

(a) Lélectrocardiographe mesure a la surface du thorax les potentiels électriques générés
par l'activité cardiaque. Cependant, cet outil ne permet pas de connaitre les valeurs
de ces potentiels a la surface du coeur. Si I'on considére le domaine délimité par le
thorax et illustré par la figure (1.3), sa frontiére est constituée d’'une frontiére externe,
la surface du thorax, et d'une frontiére interne, la surface du coeur. Les mesures
fournies par I'électrocardiogramme donnent les conditions limites sur la frontiére
externe. La résolution numérique du probléme de Cauchy permet d’identifier les
potentiels électriques a la surface du coeur.

Patenticls mesures Potentiels a4 identilier

FIGURE 1.3 = Thorax

(b) En termique, considérons!'exemple de la reconstruction de la température et du flux
dans un pipeline représenté par la figure (1.4) a partir de mesures sur sa frontiére
externe. Cette application intervient dans de nombreux processus industriels. La
stratification thermique d’un fluide parcourant un pipeline génére des contraintes
meécaniques pouvant provoquer des dégradations du matériel telles que des fissures.
La connaissance de la lempérature sur le mur intérieur d’un pipeline est donc essen-
tielle pour contréler I'état du matériel.

\
Vemnperatnre o Huy

et g Hus o et i

FIGURE 1.4 - Dipline

(c) Le dernier exemple conserne la détection de contacts (figure 1.5). On considére un
solide inclus dans un autre. A partir des mesures de déplacement sur la frontiére
atteignable, on souhaite identifier les zones de contacts et de frottement entre ces
deux solides.
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FIGURE 1.5 - Inclusion

1.4.5 Exemples de problémes inverses liés au bi-Laplacien

Plusieurs années apres l'article de Cecchi et Cannon [12] dans lequel ils étudient un
probléme inverse associé au bilaplacien avec des conditions aux limites uniquement ac-
cessibles sur une partie du bord du domaine de la solution, Lesnic et Marin [13] ap-
pliquent une méthode des solutions fondamentales a I'équation biharmonique suivante :

A u(x) = A%u(x) =0, xeQ,
qui é au systeme d’équations :

Aulx)=v(x), x€Q
Av(x)=0, xe)

modélisant I'écoulement de Stokes, auquel cas les fonctions u et v sont appelées la fonc-
tion courant et le tourbillon de I'écoulement du fluide.

Lopérateur biharmonique régit également la flexion des plaques minces en pelits dé-
placeinents. Countie ull le velld, le problenie de Cauclty en hieotle des plagues wilices
peut étre ramené a une cascade de deux probléemes de Cauchy pour le laplacien. Alors u
désigne la déflexion de la plaque et v une fonction auxiliaire qui permet de reconstituer
les moments de flexion.

Louvert Q est borné dans R%. Son bord I' = I'; UT; est tel que I'; et I'; soient deux
parties disjointes et non vides. Plusieurs formulations relatives aux conditions aux limites
portant sur u et v peuvent étre prises en compte sur I'; (aucune condition n’est donnée
sur I';). Par exemple

Suls
U, = o), I, =1 (), v(Dir, = vo(x) agz‘) I, = 2100
ou bien
oulx)
wlxg ;= uylx), an o= lx), vl = vylx),

Lidée principale de la méthode de Lesnic et Marin est de construire une approximation
de la sulutivn du proubléme inverse pat une cotbiuaison linédite de sulutions fundamen-
tales en des points de singularité par rapport aux points de source. Ces derniers sont situés
en dehors du domaine Q). La méthode des solutions fondamentales étant principalement
numérique, le probléme approché conduit & la résolution d'un systéme d’équations li-
néaires dont la solution inconnue x satisfait I'égalité :

Ax=F. (1.6)
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La matrice des solutions fondamentales A et le vecteur F sont donnés par des équa-
tions définies dans [13]. Le systéme linéaire précédent étant mal conditionné a cause du
caractere mal posé du probleme inverse initial.
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Chapitre 2

Méthode de régularisation par des
conditions auxilaires

« Perhaps the most famous inverse
problem for the mathematical
community is : Can one hear the
shape of adrum?. That is : Is one
able to figure out the shape of a
drum based on the sound it emits ?

»

Kac, M.
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CHAPITRE 2. METHODE DE REGULARISATION PAR DES CONDITIONS AUXILAIRES

2.1 Détermination de la solution

Dans un réctangle Q = {(x, 1) : 0 < x < 7,0 < £ < T}, on consideére le probleme biharmo-
nique homogeéne suivant :

L= A% 1t=Uprps (6 D) 4 2Uppl 2, D) £ Ui (28] =0, [x,8€0, (2.1)
les conditions aux limites par rapport a la variable spatiale x sont
ulx:O =0, Aulx:ﬂ =0, ulx:n =0, Aulx:n =0, (2.2)

et les conditions aux limites par rapport a la variable spatiale ¢ sont données par

ou
uli=0 = f(x), a[r:() =g(x), 0<x<m, (2.3)
A
Autl s = h(x), a—:ltﬂ —0, 0<x<m, 2.4)

ot A? est 'opérateur bilaplacien, T > 0 f, g et h sont des fonctions dans L‘?‘O,,ﬂ.
On note brievement les équations (2.1)-(2.4) par (BHP).

On va construire une solution z € C*(Q) nC3(Q) de 'équation (2.1) vérifiant les condi-
tions aux limites (2.3)-(2.4), sous la forme

(o0 2 o0
ulx, 1) = ) wrp(X)Qr) = \ﬁ Y @i(0)sin(kx), (2.5)
k=1 T2

2
olt @ (1) = (ulx, ), Wr(X)2¢0m €t Wi(X) = M;sin(kx), k=1,2,... représente une base or-

thonormée dans L (0, 71).

En supposant que la série (2.5) est convergente, on injecte (2.5) dans 'équation (2.1)
et dans les conditions aux limites (2.2)-(2.4), on obtient les équations suivantes :

eP (1) -2k (0 + ke =0, 0<r<T, (2.6)
0r0) = cx (), ©0) = cx(g), @2.7)
QLT — KPep(T) = ce(h), P (1) — K (T) =0. (2.8)

ol ci(f), ck(g) et cx(h) sont les coefficients de Fourier des fonctions f, g et h respective-
ment, avec

FO =) aPa), g — ) al@eix) et h(x) - E cx (Mwy (x).
A-1 A-L k-1

La sulutiv de (2.0) esl dutiiée padt
pe(t) = (et +cp)eFr+(eyt+cy)e ®,

on remplace cctte derniere cxpreasion dang (.L./), (£.8) on obtient le oystéme lincaire oul
vant :

Co+cy =c(f)
a+kca+cz—kes =cr(g)
2ke*c; —2ke s =)
echl + e“kTC3 =0

12



CHAPITRE 2. METHODE DE REGULARISATION PAR DES CONDITIONS AUXILAIRES

On peut montrer que le déterminant de la matrice du systéme est non nul,

0 1 0 1

1k 1 ~k
L= oket o —zkeT o |

T 6 eH @

card etz =8k” =8> 0, ce qui donne I'existence d’une seule solution possible.
Par un calcule direct on détermine les constantes ci, ¢z, ¢3 et ¢4, puis on trouve

kt
u(x, 1) = ka(x){cosh(kt)ck(ﬁ+ k( )k(g)
k=1
inh(kT)sinh(kt inh(k(T -t
s 2);2 ( )ck(h)—t%ick(h)}, 2.9)

2.1.1 Instabilité de la solution

2 sin(k
Si on pose g(x) = h(x) = 0, il est facile de voir qu'un choix de f(x) = \/;Slngc a2

tend vers zéro quand k — oo, mais la solution u(x, ) ne tende pas vers zéro.
Cependant, le probleme (BHP) est mal-posé au sens d'Hadamard [1].

Nous présentons également la classe abstraite de Gevrey des fonctions de commande
p >0 etindex g, défini par:

. 5 9 o0 eZka
Cpg=4NEL’O,7): ||11||M:k;1 5 ck(n)<+oo p>0,geR, (2.10)

ot cx(n) = (N, Wk )y2(g, ) est le coefficient de Fourier de la fonction 0.
Maintenant, on présente des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité données
par [16], ces conditions sont basées sur la notion de solution forte.

Définition 2.1.1 (voir [16]) On dit que la foncn'on_ u € L2(Q) est une solution forte de (BHP)
s'il existe une suite de fonctions u,, € C*(Q) n C*(Q) vérifiant les conditions (2.2)-(2.4) telle
que u,, converge vers u par rapport a la norme L%(Q).

On choisi la suite des sommes partielles suivante :
n
Um(x,1) =Y 0@ (2.11)
k=1

Si f, g et h € L*(0,m), alors, I'existence d’une solution forte du probleme (BHP) est équi-
valente 4 la convergence de la suite u,, dans L*(Q).

En se basant sur I'égalité de Parseval, la convergence de la suite u,, dans L2(Q) est
équivalente a la convergence de la série numérique

o P
;;’Ll ”(pk[“”L"(u,'n < oo, (£.12)
=}

Lemme 2.1.1 Le (BHP) admet une solution forte si et seulement si

oo ezk"r
fedf, o), el <co, 2.13)
k=1

13
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o) eZkT 5
gEEG ;< Y, Flck(g)l <00, (2.14)
k=1
n [es) e4kT
he€ys< Y. mES—-|ck(h)|2 < oo, (2.15)
k=1

ot ci.(f), cx(g) et cr(h) sont les coefficients de Fourier des fonctions f, g et h respectivement.

2.2 Présentaion de la méthode de régularisation

Dans ce travail on va régulariser le probleme (BHP) par la méthode des conditions
auxilaires, cette méthode consiste a remplacer le probléme en question par une famille
de problémes dépendant d'un petit parameétre de régularisation noté a.

A?ul(x, 1) =0, (x,€Q,
ud0, 1) =Aud(0, =0, 0<t<T
P9 ug(ﬂ, 1) =Au2(ﬂ, )=0, O0=st=T,
o
8ud(x,0
ug(x,0)+aug(x,T):f5(xL ——Ea(t—):gﬁ, O<sx<m,
ALl (x, T
Aul(x, T) +aAud(x,0) = h®(x), -—%J:O, Osx<m,

ou la condition ug (x,0=f % est remplacée par la condition non locale
wd(x,0) + ol (x, T) = f5,
et la condition Au(x, T) = h® est remplacée par la condition non locale
Aud(x, T) +aAud(x,0) = h®,

avec « est le paramétre de régularlsation, et les données brultées [ ! gﬂ, Wiel? (0,10, vé-

rifient
1% = flizom <81, 18°—glizom =82  1h®=hlliz0m < 85 (2.16)

On note 6 = max(81, 82, 83) > 0 le niveau de bruit.
Puis, on montre les convergences suivantes :

|u2(.,0)—f“ ~0, sia—0, 2.17)
|adse T -h|—0, sia—o, (2.18)
sup 1ud(, 0 —ul, Ol —0, sia—0, 2.19)
0<t<T
sup IIAug(., —-Au(, )| —0, sia—0. (2.20)
0=1<T

Avant d’'¢énoncer les principaux resultats, nous introduisons certaines tfonctions frequem-

ment utilisées.
Pour k = 1, nous introduisons les fonctions

Nu(k) = (1 + acosh(kT)) < NZ(k), (2.21)
acosh(kT)
Galk) = N (2.22)

14
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1l est clair que

aetT _ 20
acosh(kT) 1+ %ekT ~ 4 2o-kT’
G k =< 2 2.23
(k) Ng (k) acosh(kT) e
1.
On donne maintenant un lemme technique, qui joue le rdle clé dans notre analyse et
calculs.
Lemme 2.2.1 Soit :
[1,+c0[2z2— %,—(Z): m, (2.24)
oua>0,T>0, ecr=1. Alorsona
1. .
1 4,
Rr(2)s—|———] , 2.25
ke a(ln(fg(l/a))) s
oitly=rT, etl,=2(T)"/r.
2. sir =1, la fonction z — 9, (z) peut également étre estimé comme suit
Z(z2) < L (2.26)
N dn@T/+ 1) ‘
Preuve 2.2.1 1. Endérivant la fonction %,(z) par rapport d z, on obtient
() = e (i7" L 2T P,
r(@) (azr+2e‘ZT)2( )
Ainsi &'.(z) =0 quand
2= [z arz" ) 0 {zw 2Te}, (2.27)
donc i
R (z2) =R, (Z) < (2.28)

————— S,
azZ’ +2e T T oz’
Maintenant nous avons

o _ 2T
arz’ 1 —2Te T =0 o —— =27 17T,
or

Fn utilisant I'inégalité (e° > s, s = 0), puis pour s = ZT, nous obtenons €. > £T et nous
pouvons écrire

T 71
2T s [ OF —
ezl ( ) - Tl—-rerz'l

o )
ar
ce qui implique que
e b ( 2'1'f)
2> —In[—|. (».29)
T wr
Par conséquent, nous obtenons
1 4 4
Bl e =] ; 2.30
= (mwzu/oo)) -

oty =rT et =2(T) /1.
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2. sir =1, Dérivons la fonction %, (z) par rapport 4 z, alor

-1
R} (2) = ——————(a—2Te™ ).
10 = iz @72t )

ainsi & (z) = 0 quand
1
*=—In2T/a),
Z T( o)

nous avons donc z* est la valeur critique a laquelle %, réalise son maximum. Donc
on peut écrire l'inégalité

T

@]_(Z)E.%I(Z )Zm

2.2.1 Détermination de la solution du probleme (Pg)

Par un calcul similaire a celui utulisé dans la détrmination de la solution du probléme
(BHP) on trouve

aTechl + (1 + aekT) Co+ aTe‘kT@ + (1 +ae'kT) ¢y = cp(f)
ct+key+c3—kesa=cp(g)

zk{ekT +(x) c —2k (e_kT +(x] c3 = cp(h)

Zlczeﬂcl + Zkze_kTC;g =0,

En résolvant le systeme (2.2.1), on trouve :

g ekT
SN,
c1 4kNa{k)ck{ ) ) .
cr(f) (L+oaer) (1+ae *")sinh(kT)
= h
R G I A R I To T R
Tidd .
=~ L e
e cx(f) _(1+ae"T)C ( )_(l-r—cxekT)si.rﬂl(kT)c -
4T ONa() | 2kNg(k) K& a2NZ(k) e
Ce qui donne
B cosh(k?) sinh(kf) —asinh(k(T — 1)) sinh(k(T — 1))
Un(x, 1) = kglwk{ N ci(f)+ N0 ck(g) -t 2N (B cx(h)
sinh(kT)[sinh(kt) — asinh(k(T — £))] 1
I; 231
PN () cr(h) | (2.31)

La solution avec des donées exactes .

2.2.2 Dépendance continue

Théoreme 2.2.1 Soient f,geth € L%o,n) Alors uq(x,t) dépend continilement par rapport
aux donées [,geth,elona:

2 A2 L —-—T———-z) :
lua(x, Olifz ) = o “f"Lfm"'(az +32(a(1n(2T/a)+1}) "g"L(Zo,n)
(1+a2(1+T2)+2a]
ot

IRl (2.32)

(0,7}
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Preuve 2.2.2 La fonction cosh est croissante donc
o

coth(kt)

osh(KT) < 1 et cosh(x) > sinh(x) puis

en utilisant le fait que (x+ y + 2)? < 3x* + 3y* + 3z%, don on peut écrire

Nt (x, £)1Z2

ol

E;=4) lel?

k=1

IA

Ex=4) llel?® =
k=1

IA

IA

IA

E3=4) lesl®

Eq=4) lleal®

k=1

43

k=1

4

k=1

B

k>1

—2 Y lee(HP =
0% k=1

cosh?(k1)
NZ (k)

= 2

> ller+ex+es+eal,

k=1 (0.T)
2 2 2

43 (lel®+lel”+lel®)

k=1

E1+E2+E3+E4,

IA

lex ()12

cosh?(kr)

42

k=1

&1 k2o cosh? (kT)

8
- lal?, *

”g”L

k=1

]

IA

I

ck(HIF

(1+ accosh(kT))2

cosh? (k1)
a? cosh(kT)2

car cosh est une fonction croissante

|Ck(f

2 171z

0,m)

asinh(k(T - 1)))?
k2NZ (k)

sinh(kT) |Ck(g) Ig 48 Z
k=1

inh(kT
Ll lex(g)

o? sinh? (k(T - 9

k2N

1))
|ex(g)]

40

2
)t Zl ke 1 kg <)

(2.34)

2(smerars)
a(In(2T/a)+ 1)

—-1)) 2
41; sz,,(kJ ]|Ck(h)[
1 sinh (kT
tzkglco h(kT

» — sinh(kT)?
o= pashikl )

o, ﬂ) (U )

1

[rsmh(k

I\

— n)?
) | ck(h)

lex ()1

IA

1
ﬂfl

———TZZIC

k=1

(2.35)

IA

= —T2 112,
(0 )

3 (sinh(kT) [sinh(k?) — asinh(k(T — £))])? |
e 4kAN4 (k)
1 . sinh(kT)* smh(kT)“
EF 2 cosh(kT)* Z cosh(kT)3 ¢
k=1 k>1
sinh(kT)*
o3 kg'l cosh(kT)4 zlex ()]

1 1
—+— h :
ot 2 )" " Lo

cr(h)|

lek(R)] + Ck(h)|

(2.36)

17

th(kt) N
cosh(kT) ~

(2.33)
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En sommant les inégalités (2.33), (2.34), (2.35) et (2.36) on obtient l'estimation (2.32)

2.2.3 Estimations de convergence sous données exactes

Théoréme 2.2.2 Pour tous f, g dansLy(0, ) nous avons
1. Sihe ‘61’70, alors | uq(.,0) - f“ tend vers zéro quand o tend vers zéro. C'est a dire que
Uuq(.,0) converge vers f dansL?(0,m).

2. Pourtous f, g dans LZ(O, ) ,alors || Aug(., T) — hll tend vers zéro quand o tend vers zéro.
C'est a dire que Aug (., T) converge vers h dans L?(0,10).

Preuve 2.2.3 — Preuvede la partie (1)
(o 0] [e.e] o
Sif(x)=) wi(x)ck(f) erg(x) = Y wp(x)ck(g). h(x) = ) wi(x)ck(h) Puis, & partir
k=1 k=1 k=1

(2.21), (2.22) et l'inégalité (x+ y + z2)2<3x%+ 3y2 +32%, nous avons

2

2 cp(f)  asinh(kT) asinh?(kT) }
(., 0) — = = g ot 0 Dl
a0 £] glwk(x){wk) Neip 8 - S ) k)
o? cosh(kT)? o o?sinh(kT)? g
= 3 +3 c
,; (1+ou:osh(kT])Zlck(fJl ,gl k2(1+cxcosh(kT))2| €8l
o sinh(kT)* i
h
3,; (L + acoshikm)? k! L
= L+ + L (2.37)
Ensuite, en utilisant (2.23) et le fait que
12 = YNz Y lalHR (2.38)
0 k=1 Nj+1
ot N est une constante positive qui sera donnée plus tard. De pluson a
hedly o Y M@l <o, (2.39)
k=1
doncona
o? cosh(kT)? 2
& = 3 ;
. &) (1+acosh(kT))? ek (f)]
N a?cosh(kT)? Ca(FIR+3 i a? cosh(kT)? (R
a = (1+acosh(kT))? . k=N1+1{1+rxcosh(kT))2 ¥
N1 oo
= 33 a®coshkTee(NIP+3 Y lex(HPE, (2.40)
k=1 E=I+1

puisque '€ Lfnﬂ et d'apres (2,.38), on fixe € > 0 er on choisit Ny un entier narurel

positif tq
oQ
Y PR <—, (2.41)
k=N1+1 18 &
et on choisita tq
N, .
o <g(18 Y cosh?(kT)lck(f)1H) ™ (2.42)
k=1
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pour avoir
N
3Y o®cosh(kT)?ler(f)I? < %
k=1
et
a?sinh?(kT)
%L = 3) ——————
y ,; k2N (k)2
N2 a?sinh?(kT) & o? sinh?(kT)

2
,?4:'1 (L +acoshiemz k@& +3 k=N22+1 k(1 + acosh(kT))?2

ler (@)1

lex(@)?

N fere]
3Y o®sinh®(kDlcp(@P+3 Y le(@)l? (2.43)
k=1 k=Nz+1

IN

pour continue le calcule , il suffit d’'utilisé (2.39) D'aprés g € L%o,n) et d’apres (2.38)
donc on fixee > 0 et N, entier naturels positif tq
[e¢)
€
Y ler(@? <— etonchoisita tq
k=N1+1 ]'8
€

N;
33 o?cosh(kT)?|ck(g))* < S

k=1
Il suffit prendre o tq

=1
a2<s(18 ¥, lck{f)lz]
k=1

er
= o?sinh*(kT)

23-‘-332

& 4k NG (k)?

N osinh*(kT) . o® sinh?*(kT)
= 8% —— |l g)] + 3 -
=) 4k*(1 +acosh(k1))* k11 4k* (1 +acosh(k1))*

3N oZsinh*(kT) 3N oZsinh*(kT)

— 2 —

1 2 Wracoshaenye €&+ ,C; (1 +acosh(KT))*
3% 3 2 2 sinh* (kT
2 sinh* (kD@2 +> Y —— L, "
) 4 2N+ (1 +acosh(kT))

ler(g)?

letg)

lex (@12

IA

=

ler ()1 (2.44)

il suffit de prender condition sur h , utilisé (2.39) , on peut écrire :

=

=2 £
Y A e < <
£ 8

N oL 2_2¢
s ler () i
k=1 i

et on choisita iq

Ny 2e
S o®sinh*(kT)|cr(9)I* < =
k=1

Il suffit prendre o tq

N3
o? <2e(9 ) o®sinh?(kT)|ck(g)[H) !
k=1
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— Preuve de la partie (2)
2 2
T s a“ cosh”(kT) 2
AU (0,T) — hII* = E Tr a2 coshieme )
Ny o?cosh?(kT) 5 & acosh*(kT) "
B k; T+ @coshgez el ,CZNZM (L +coshgemyz )
Na_. [e0]
< Y ofcosh®kDlck(MP+ Y. e (2.45)
k=1 k=Np+1

he L2(0,n) et d’aprés (2.38), on fixee > 0 et Ny entier naturale positif tq :

[e=]

>l <e,
k=Np+1

eton choita tq

Ny
Y o*cosh?(kT)|ck(h)* <e,
k=1

Ny .
o’ <e ( > o cosh?(kT)|ck(h) |2)
k=1

2.3 Estimation d’erreur sous des données bruitées

Maintenant, on suppose que les données f, g et h sont bruitées, c'est-a- dire que, si on
a o, g% et hi® ala place de f. g et h respectivement avec

”f" —j‘" <y, ”g" —g" < Uy, ” o — n" < Us. (2.46)
Ensuite, nous avons le theoréme suivant

Théoréme 2.3.1 Supposons que f, g et h vérifient les conditions suivantes :

o0
K2 T e ()2 <E, (r > 0), (2.47)
k=1
& kK
Y e*Mer(@)® <EZ, (2.48)
k=1

oo
Y e P <8, (2.49)
A=1

et u donnée par (2.9) est la solution exacte du probleme mal-posé (BHP), ug définie
par (2.31) est la solution régularisée construite a partire du probléeme (Pg) associé aux
données bruitées 5, g6 et h®. Pour tout 8 = max(81,089,03) > 0 les données mesurées
f 0 ,g6 et h®, vérifient (2.46) et le paramétre de régularisation «(5) est choisi comme
suit
0 1
a=39 ,(0<B<§), (2.50)
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alors, pour tout t fixé (0 < t <T), on a l'estimation d'erreur suivante

sup &80 -u, 0l < \/ 1285279 + 520-0)(5 + T2) + 452 + §2(1-20) 4 2§2-30
0<t<T

+ 4\/(e§r(a)E;f +e5(0)(3+T2 +2e5 (@) EZ ),

2

b 68 :—_—J
]65( ) In2T/8% +1

5" =(—1
“0) = e o)

etly =1T, 0 =2(T1)" /1.

Preuve 2.3.1 Soituy lasolution du probléme (Pg) correspondante aux données exactes
[ ,g et h. D'apres Uinégalité triangulaire, il est clair que

el — ull < Nl — vell + lue — ul. 2.51)
D'aprés le théoréme (2.2.1), on a
M43 D) = el D20 0 < €1 (@I F° = FIP + e2(@g® — glI* + es(@IB® — RI?, (2.52)

avec

s = 1+2(1+T%) + 2«
—— |, e3(a)= 2 )
a(nT/ao) +1) o

4 8
ei(a) =—;, 82(0!)2—2+32(
(6 x

Sia=28°, cela implique

N2, O = ual, Dllizom = \/ 128279 + §20-0) (5 + T2) + 482 + §2(1-29) + 25230, (2.53)

A partirde, (2.30), (2.9),(2.31), et (2.16) ,0na

(.

cosh(kr)

Z wr(x) { (cosh(kt) - —WJ ck(f)

[Sin_h(kt) 3 sinh(kt) —asinh(k(T — t))] ()
k kNg (k) i
sinh(kDsinh(ks) . tsinhkT—0)
252 k 2kNg(k)  F

tsinh(k(T — 1)) sinh(kT)sinh(k1)
- -
2k2NZ (k)

2k
2
Ck(h)}

2., ) — ual, )12

cr(h)

asinh(kT) sinh(k(T — 1))
2k>N2 (k)
< 4(&+E +(5°3 +é°4),

o cosh? (kT) cosh? (k)

&i=) EELF);

=1 N& (k)
[e9) aZ
&=y ——
? kglkszx{k)

o T2a2 sinh? (k(T — 1)) cosh?(kT)
P YT ikl (R,
L 4k2NZ(K)

[sinh(k(T — £)) + sinh(k?) cosh(kT)1% c2(g),

21
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et

3 i sinh(kT) sinh(k?) cosh(kT) (o cosh(kT) +2q)
8T = 2k2N2 (k)
asinh(kT)sinh(k(T — 1) }zcz(h)

2k2NZ (k)

En utilisant le lemme (2.2.1) on a

(2.54)

1 2r

oo
& < 40 — cosh? (kT) cr ( i

k I(O(+2€ kT)Z k2r
2 1
=i (ak” +2eKT)2

IA

k*" cosh? (KT)c2(f)

40? Z 9R2(K)K*" cosh? (KT)c2(f)
k=1

4(eq(00))*"EZ, (2.55)

IA

: B £
B (In(ez(lla)))'

En utilisant l'inégalité (x +y + z)? <3x% +3y* +32%, nous avons
& sinh*(kT) cosh?(kT)2(4a + o* cosh?(kT))
& = Z 4 %( )
=1 4Kk*NG (k)
o sinh? (kT) cosh?(kT) 2 1 & a*sinh?(kT)cosh®(kT) 2

= 2
,;1 KAN2 (k) g+ 2,; KANA (k) %(8)-

Commek = 1, et par (2.21), et en utilisant les inégalités sinh(kT) < cosh(kT) < o

=4 1P
1
cosh(kT) = -?: kT, ona

o?sinh? (kT) cosh?(kT) 2 1 %"‘ o*sinh* (kT) cosh® (kT) 2

oo
& = 2y

= KANZ (k) 8+ 22 KANE (k) (8
00 azeﬁch 1 & a4 8kT

= 2,§1k4u+gemz ®) Eg KA (1+ S ekTyt 8)
, & o4KT , g o4KT :

< 8 +8 T RS
. = K Rke *T +a k)zck(g} * = 1(2ke‘kT+ak)4ck(g)

i [P 1 T2 (g) 1 0-42 1 2(g)

= = Qe T +ak)? | (2e T gkt

B 4 00
Bu;"(sup(.%ﬂlc))] ze”'qcz'.(#)+8u1(Sup(%](fcn) kz m"]’u{g)'
k=1 =

k=1 k=1

IA

an utilisant la condition(2.18) ot la deuxidme partic du lemme 2.2.1, la dornidre in
dgalitd paur arra astimda comma it

& = 8es () (1 + es(a)E5 (2.56)
TZ
oites(a) = —————.
5@ = T nET/o2
Par la méme méthode utilisée dans l'estimation &», nous concluons que
2

&3 < AT =4T%es()E3 2.57
: AT InETIR 2 5@E20 (L)
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TZ
2
o2(1 +In(2T/@))? Ezo=
En utilisant(2.55), (2.56), (2.57) et (2.58) nous pouvons obtenir l'estimation

& < 4a = 4es(0)E3 ;. (2.58)

Ul t) - ualo DIF = 16(e2"(E? +es(@)(3+ T +2e5(a))E3 ). (2.59)

Théoréme 2.3.2 Supposons que f et h vérivient les conditions suivantes

oo ,2kT

= e
Y k¥ le(AP<ES (r>0), Y — = lek(R)1® <EZ .,
k=l k=1

et u donné par (2.9) est la solution exacte du probéme mal posé (BHP), ug défini par
(2.31) est la solution régularisée construite a partir du probléme (Pg) associée aux
données bruitées .

(fﬁ, ga, h®). Pour chaque 8 > 0 les données mesurées (fa, ga, h®) vérifier (2.46), le pa-
rametre de régularisation o(8) est choisi a priori

a=8% (0<0< %). (2.60)

Alors on a l'estimation d’erreur suivante :

3 3 2 3 2
uS(.,O)—f” < \/Z(e4(69))2f1~:g+;1~(e5(69)) E2 + = (es(6%)° E}

4 \/551'8+\/§e5(66)6 T T R%

ol
2

o i) e
Lk In (€2(1/(8%))) Eike In(2T/8%) +1

81 = I'T, 22 = Z(T]r/i"
Preuve 2.3.2 En utilisant (2.51)ona

|0 <[t
1

1
No(k) ~ ocosh(kT)’

13(,0) = o, O)| + || e, 0) = £, (2.62)

Puisque laquantitée‘ ug(.,O) - ua[.,O)“ peut étre estimée comme

Suit:

’ ug(.,(}] — Ug(.,0) ”2 gl{Nul(k) [ck(fa) - ck(f)) + % {ck(gﬁ) - ck(g}]

asinh?(kT) 5 }‘1
- ————ci(h®)—cilh
YEINE ( = ))

- 1 o il N © osinh?(kT) 5 2
= R 2 k —Ck 3 ———— (g )¢
kle‘UJ(“(fJ u\(,f)] + Ei NI (rk(q) k(gJ)
= o?sinh®(kT) " 2
h°) —cr(h
t XN (cxth®) ~ cith)

3
|if6 FI?+ uh5 h2

h® kT
4 32 o? s;n2 (kT)
k=1 k Nq(k}

IN

{ck(gﬁ) - ck(g)]2 (2.63)

23
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avec

% o?sinh?(kT) 5 2 S% gttt
(8h—clg) = 3) ———
l; kZNZ(k) ( Kl kg) §k2(1+aekT)2

2 e
i
2
3o 2 oo
= S LE® (cxg® - crle)”

< 2(35(69)] ”ck(g )—ck(g)” (2.64)

De (2.24), en utilisant I'inégalité Ny (k) = N4(k), on a

- GO = ) 1 o - S
If—ual, 0" = I;bk(x){(Na(k) —Nu(K) | cr(f) - - cx(g)
asinh?(kT) 2
- ———clh
2K2NE () K )}
o? cosh?(kT) 5 o sinh?( kT) ,
< 3%(1+acosh(k’_[‘))2|0k(ﬂ| +E‘>i§1 k2(1+0£cosh(kT)}2|Ck(g)l
o2 sinh?(kT)
i 3,; 2751 + coshem))? kU]
< J1+J2+]s, —_
avec
Bo- 3y a? cosh? (kT) -
1 " &1 W+ acosh(kT))? c(f
2r92kT
2
< 3«x P sz(l_l_ ekT)z kf)
2r
3k2r ll ,
= c(f)
4 gl(lntlztén) e
3 0 2r 2
= Z(e‘*(ﬁ ]] Ep (2.66)
a?sinh?(kT)
2= 3 ) Bt acoshrm R *®
C(Zesz ,
& 33 —c2g)
= A:2(| +-‘l§—) L
o’ ”
:: 3 —_— g )
igi {Ze‘kTHca]z Cils)
2
= ZR ci(g)
k=1
0 2
- 1[65(6 )) Eq (2.67)
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o= 3y a?sinh® (kT)
=1 4k*(1 + cosh(kT)
g Z 0{284kT i Clzc(h)
£l 4k (14 247
3 ¥

ZazR%(k)é,; —kz—ci(h)

3 2
= (es8%) B2, (2.68)

aceh)

IA

IA

=

o0
Théoréme 2.3.3 Si h(x) = Z wi(x)ci(h), et s'il existe une constanter > 0 tq

k=1
o]

Y K e T o (m)? < C2
k=1
g i o g g 1
Le parameétre de régularisation « est choisi comme a = 8", (0 <0 < —2-), alors on a
l'estimation d'erreur suivante

AuS(, - Au(, )] = 8"+ 2(es8%)7Cy, (2.69)

sup
0=1<T

0 ] .
— |, =rT,andl, =2(T)" Ir.
In(6/@%) ) :

ol e4(69) = (

Preuve 2.3.3 Premiérement on a

HAug(., 1) - Aul., 1) “ < ||Au§(., 1) — Augl., t)“ 1Al D) - Aul, DI,

it
2o cosh(k(T—-1)) 5 } :
k;lwk(x){ N0 (cp(R) — cx(h)

£, pash~(ET]. 5 g
———(ci(h) — c(h)
,§1 Ni(k) % ¥

5 Z
|aule, - auat. 0

IA

IA

1
@" hd — h)? < 8209, (2.70)

el

Il

Y wi(x)

k=1
2 2

< 3 a“cosh”(kT)
0 NG

lAug(., ) = Aul, )2

{acosh(kT)cosh(k(T—t))C (h)} 2
Ne (k) d

cosh?(kT)c%(h)

oo
4a’-’kz ) K T ()
=1

40®(sup 2, (k) Y kP e* T c2(h)
k=1 k=1
deq(00)>"C2. (2.71)

IA

IA

IA

En combinant (2.70) et (2.71) on obtient l'estimation recherchée.
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Théoréeme 2.3.4 Si

h(x) =) wrx)ck(h),
k=1

o0
et s'il existe une constanter >0tq Y k*"|cy(h)|* < D}. Le paramere de régularisation
k=1

1
o est choisit comme o = 69, 0<B< 5}, alorsona
||Au§(.,T) —h“ <8 +2e4(c0"D. (2.72)

Preuve 2.3.4 Premiérementona

|aude T -] < |aude T - Aue(, ) ” + 1| At T) - B

| A, - Aual, T "2 2

o 1 5
,C; wi(x) {N_a{—k)—(ck(h) Ck(h))}

i 1

k=1 Né(k)
izn W —p)? <6209, (2.73)
a

() - ce(h))?

IA

IA

2
o0 acosh(kT) }
—— (R
kglwk(x){ OB

2 ofcosh*(kT) 5

3 cz(h)

P \(105)

| Atte (., T) — AII*

I

Ir

co
4’ Y RKT ()
k=1
cOo

< 4d®(sup %, (k) Y. k¥ c(h)
k=1 k=1

< 4de3()*'Dj. (2.74)

En combinant (2.73) et (2.74) on obtient U'estimation recherchée.



Chapitre 3

Illustrations numérique

« The mathematical model will be
accepted as long as its predictions
do not contradict experimental
facts. That is a very strong
requirement of the scientific
discourse. If the model fails, one
does not have any impediment to
throw it away, to reject it, no
matter for how long and for how
many it has been used, »

Francisco D.M.N and Anténio J.da
S.N
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3.1 Choix dela méthode d’approximation

Dans cette section, nous utilisons un exemple numérique pour vérifier lefficacité de
notre méthode de régularisation.

Lapproche la plus simple pour discrétiser un probléeme est de décomposer la fonction
u(x;, £) sur un ensemble de points de contréle répartis dans Uespace. On cherche alors
a décrire le déplacement u en chacun des points.

Un des avantages mageurs de la méthode aus différences finies et sa simplicité, ce qui
permet de traiter relativement facilement une grande variété de problemes. De plus,
on peut assez simplement obtenir une précision accrue sur les opérateurs de différen-
tiation spatiale sous certaines contraintes de régularité de la solution.

La résolution numérique des problémes biharmoniques implique généralement des
défis importants en ce qui concerne 'approximation des dérivées d'ordre élevé et I'im-
position de conditions aux limites doubles.

Pour cette raison, nous proposons une méthode de différence finie semi-discréte

Le principe des méthodes de différences finies consiste a se donner un certain nombre
de points du domaine, qu'on notera (xi,...,xx) € RN. On approche alors Uopérateur
différentiel en espace en chacun des x; par des quotients différentiels.

3.1.1 Exemple numérique

2T

Nous choisissons T =1, f(x) = g(x) = h(x) =1/ —sin(x) et la solution exacte u(x, t) est
squation biharmonique (BHP).

<

calculée en résolvant le probléme mal-posé de |

Uppre (X, 8) + 2Us (X, B) + Usrax (%, 8) =0, (x,8) € (0,m) x (0,1),

IJIIZU — U, Aulx:u = “, u!x:n =), Aulx:n =), te u], IJ]

2 e 2 31
{ ult:o=\/;sm(x), a—‘:h:o:\/;sm(x), O<x=m, S

2 . 0Au
Auli=1 =1/ —sin(x), —l=r=0, 0=<x=<m.
b ot

Il west pas trop difficile de voir que la solution exacte est

u(x,r) = \/%{cosh(t) +sinh(z) + -;13 [sinh(1) sinh(#) — zsinh(1 - )] } sin(x), (3.2)

La premiére équation dans le probleme (3.1) peut étre écrite sous la forme suivante

2

62
(ﬁ — ) u(x,)=0,

ol A est lopérateur défini par

PR = Ju e TP 0l = Balisg =0 ] = Bt o= 0}

0% 3 3.3)
A=——, 2(A)cl?(0,m),
0x?

et il est facile de vérifier que l'opérateur est positif, auto-adjoint avec une résolvante
compacte (A est diagonalisable).
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[2
Les valeurs et vecteurs propres (Ai, pg) de A sont Ay = K2, @ =1/ —sin(kx), ke N*,
|

Comme proposé dans le chapitre 2, au lieu de résoudre le probleme mal-posé (BHP),
nous résolvons le probléme bien-posé (Pg), ot le parametre de régularisation « doit
étre choisit a priori selon le critére (2.60).

3.2 Probleme semi-discrétisé

En utilisant un méthode de différence finies centrée avec un pas ¢ =
proximer la premiére dérivée u,. et la dérivée seconde .., on peut obtenir le probléme
semi-discret suivant (systeme d’équation différentielle ordinaire) :

2

d?.
(ﬁ ——AN) Ug(x;,)=0, x;=ih,i=1,..,N, te(0,1),

ug(x9=0,1) = Ug(xns1 =1, ) =0, te(0,1),
Aua(xo = 0! t) = Auu(xN+l = T[J r) = 0’ t€ [Os 1):

pour ap-

(x:,0) = f( ')‘\/5'(') aua(-O}— (')—\/5'(') ; =ih,i=1,.,N
u(! xl! ¥ xl i Hsmxii at xl! _gxl g Hsmxi! Xg—l :l_ peesydNy

2 oA i
Aug(xs, 1) = hix;) = \/;sin(xi), ——u"‘a—(tx’——) =0, x;=ihi=1,.N,
(3.4)
62
oit AN est la matrice de discrétisation issue de l'opérateur A = "5
1
AN = 7 Tridiag(-1,2,-1) € M R).
La valeur finale de la solution. et Ia valeur initiale de TLaplace solution du prohléme
(8.4) sunt
S = cosh(vVAN) Foci) sinh(v AN) gx) 3.5)
e Iy +acosh(VAN)"  2VAN(y+acosh(vVAN)®
inh? (VAN
LI IR (3.6)
2AN(Iy + acosh(VAN))2
cosh(v AN
Aug(x;,0) = ) h(x;), (3.7
(In + acosh(VAN))

oit Iy est la matrice identité, les vecteurs [ = (fi, f2,.., fn) = (f(x1), f(x2), ..., [ (xn)),

g =1(81,82,-- 8N) = (g(x1), §(x2), ..., §(xn)), et h = (hy, ha, .., hn) = (h(x1), A(x2), ..., h(xN))
représente la forme discréte des fonctions(données) f(x), g(x) et h(x). Notez qu'en pra-
tique, les données f(x), g(x) et h(x) sont obtenues par mesure et sont donc inévitable-
TNEIE CORLAMINGs par une erreur de mesure, certains aldatolres distribuds uniformé-
ment les bruits € sont ajoutés a f, g et h dans nos exemples de test, i.e.,

8 =g%=n®= f+erandn(size(f)),

ete indique le niveau de bruit des données mesurées. La borne de 'erreur de mesure 8
peut étre mesurée dans le sens de 'erreur moyenne quadratique (RMSE) selon

N+l 12

1 2
8:=If°~flz=1g°—glp= {ﬁ &~ (f"_ffﬁ) ) ’

29
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et il est facile de voir que € et 8 possedent le méme ordre de grandeur. Afin d’étudier
lalgorithme, nous évaluons Uerreur relative Err,, de la solution est définie par

_ gD —ul, Dl

Erry
flee(, Dl 2

Lerreur relative Erray, de Laplace solution est définie par

e - IA2G(,0) AUl Ol
AT lAuG ol

3.2.1 Discussions

Les résultats numeriques sont donnés par les figures 3.1,...,3.10, tableau 1 et tableau 2.
Les résultats numeriques pour les données exactes u(x, 1) et Au(x,0) sont donnés par
la figure 3.1 et la figure 3.6. Les résultats numeriques pour ug (x,1), Aug (x,0) et l'erreur

absolue entre la solution exacte et la solution régularisée, avece € {0.1,0.01,0.001,0.0001}

sont données par les figures 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.7, 3.8, 3.9 and 3.10.

Les résultats numerigue présenté dans la figure 3.1 et la figure 3.6 montre une bonne
approximation entre la donnée de Dirichlet data(u(x,1)) et la donnée de Laplace
(Au(x,0)) avec les solutions exactes.

Les figures 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 et le Tableau 1 montre une trés bonne approximation pour
notre méthod. De plus, les figures 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 et le Tableau 2 motre que notre
méthod améliore l'erreur et qu’elle est effective et stable.

Il est important de noter qu'il est possible d’utiliser une méthod de régularisation avec
deux parameétres, oit le premier parametre est utilisé pour remplacer la condition ini-
tiale par une condition nonlocale et le sccond paramétre est utilisé pour perturber la
condition finale de Laplace.
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méthode de régularization avec des conditions nonlocales
T T T

2 T T T
: S i #  solution excacte
151 solution approchée | |
1k 4
05 1
D "4 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 3.5
«103 Erreur: [solution exacte - solution approchée|
3 T T o) T T T T
o | O Erreur: € (niveau de bruit) =0,2=0.147 J
2t o -
(o]
(e}
tr o o 7
o} L o
o ©0° © oo
(o] o} o o]
OC o 1 [ 1 1 o) Ol o
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35

FIGURE 3.1 — Solution exacte, solution régularisée avec des données exactes, € = 0 et I'erreur absolue

méthode de régularization avec des conditions nonlocales

T PR,
%y(\-\f/*\ #*  solution excacte
*_QK
4

3olution approchée

/ *#
"

0¥ e THR

8 1 ! 1 1 ' '

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Erreur: |solution exacte - solution approchée|
0.8 T T T T T T
os [ O Emeur ¢ (niveau de bruit) =0.1,a=0.289 |
’ o
o i | 9 on
U4 r o) O T
o o} o %o (o)o]
02} © a o o |
o0& (O Q L Q i O! L |O =)
0 0.5 3 1.5 2 2.5 3 3.5

FIGURE 3.2 - Solution exacte, solution régularisée avec des données bruitées, € = 0.1 et I'erreur absolue
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méthode de régularization avec des conditions nonlocales
T T T

T T T

#  solution excacte
solution approchée

0 L 1 1 1 1 1 \!%
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
- Erreur: |solution exacte - solution approchée|
B T T T T T T
| O Ereur ¢ (niveau de briit) =0.01,a=0.12 |
L. (e} i
021 o p
0 &0 R o
0.1 5 o o o) & o ]
& o oo ° 00
Go O 1 1 1 O 1 O 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

FIGURE 3.3 — Solution exacte, solution régularisée avec des données bruitées, € = 0.01 et I'erreur absolue

meéthode de régularization avec des conditions nonlocales
T T T

T T T

ol : #  solution excacte
i solution approchée

1 1 r 1

1 1.5 2 2.5 3 . 3.5

Erreur: |[solution exacte - solution approchée|
T T T T T T

0.015
C[ O Erreur: € (niveau de bruit) =0.001.a=0.148]
9]
0.01r |
L 2 u v

0.005 2 ¥ il "

’ 2 (@] @) o c o o

o " g 8
o0& ST : ; 0 i i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Fiauni 3.4 = Solution exacte, solution régulariaée avee dea données bruitées, e — 0.001 et 'errcur absolue
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Madified Nonlocal Boundary Value Problem Method(M.N.B.V.P.M)

T T

B

excact solution
approximate solution

_0-5 L 1 L L i I
0.5 1 1.5 35
Error: |excact solution — approximate solution|
0.8 T T T T T T
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FIGURE 3.7 - Solution Au, solution régularisée Au, avec des données exactes, € = 0.1 et 'erreur absolue

Modified Nonlocal Boundary Value Problem Method(M.N.B.V.P.M)
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FIGURE 3.8 — Solution A, solution régularisée Au, avec des données exactes, € = U et I'erreur absolue

34



CHAPITRE 3. ILLUSTRATIONS NUMERIQUE

Meodified Nonlocal Boundary Value Problem Method(M.N.B.V.P.M)
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FIGURE 3.9 - Solution Au, solution régularisée Augy avec des données exactes, € = 0.1 et I'erreur absolue
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FIGURE 3.10 - Solution Au, solution regularisée A, avec des donnees exactes, € — U et 'erreur absolue
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3.3 Tableaux annexes

Table 1. Lerreur relative de uq au'T = 1 pour N = 27 et dans différents niveaux de

bruit.

Niveau de bruite | Parametre de régularisation « Erry
0 0.147 8.9134x10 %

0.1 0.2890 0.2580

0.01 0.139 0.0338

0.001 0.148 0.0044

0.0001 0.147 0.0011

Table 2. Lerreur relative de Aug au T = 0 pour N = 27 et dans différents niveaux de
bruit.

Niveau de bruite | Parametre de régularisation o Erray
0 0.0186 1.49x107°

0.1 0.25 0.3574

0.01 0.082 0.1172

0.001 0.023 0.0306

0.0001 0.019 0.0031

3.4 Conclusion

Dans ce travail, on s'est intéressé a une classe de problémes de grande importance
deeres norrebrens durnines de industrie el de lingénierie, Clest le probléme inverse
pour l'équation biharmonique homogéne dans un rectangle, ce dernier modélise une
plaque mince rectangulaire.

On a montré que le probléme est mal posé au sens d’hadamard, nous avons opté pour
une méthode de régularisation dite " méthode de régularisation par des condition
auxilaire ", la mise en oeuvre numérique et basée sur U'application de la méthode des
différences finies semi-discrétes pour une suite de problemes bien posés dépendant
d'un petit parametre de régularisation.

Les résultats numérique réalisés sur un exemple pour un domaine réctangulaire, montrent
lefficacité de la méthode proposée .
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