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Higtorigue et Régumé :

Au début du 19°™ siecle, les bases orthogonales dans L.2([a,b]) prennent une importance telle
que les valeurs des fonctions de certaines bases sont tabulées. La nécessité d’élaborer une
théorie de synthése afin d’éclaircir les multiples analogies entre les éléments de ces bases,
devint impérieuse. Ce que Charles Sturm et Joseph Liouville présentérent a partir de 1836,
d’une maniere fort élégante. Les équations et fonctions spéciales ayant conduit 4 ces
nombreux systémes de polynémes orthogonaux s’avérérent des cas particuliers de ce qui va
s’appeler désormais « le probléme de Sturm-Liouville ». Dans ce meémoire, nous définissons
ce probléme, les propriétés des fonctions et des valeurs propres, ses liens avec les systémes

orthogonaux classiques, et rappelons d’autres théories équivalentes.
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0.1 Introduction

0.1.1 Présentation du sujet

Le sujet concerne essentiellement les équations différentielles linéaires du second ordre,
a coefficients variables, dites "spéciales". Ces équations furent abordées de différentes
maniéres, & partir du 18éme siécle, proviennent souvent de 'application du principe
fondamental de la dynamique (d’on I'ordre 2) et de la séparation des variables dans les
équations aux dérivées partielles.

Le programme actuel de licence ne concerne que la théorie générale du linéaire, et la
résolution des équations a coefficients constants. Quant aux coefficients variables, il ne
subsiste que le théoréme de construction d'une seconde solution & partir d’une solution
connue, et la recherche de solutions sous la forme de série entiere. Or une large classe
d’équations dites "spéciales", décrite par une bibliographie abondante, comprenant heau-
coup de calculs et un formulaire dense, nécessite une théorie de synthése vu les multiples
analogies entre les équations et leurs solutions. Leur classement comme équations du type
de Fuchs a permi de construire les solutions sous la forme de séries presque entiéres et
d’étudier, séparément leurs propriétés. Parmi les théories de synthése, on peut citer celle
de Gauss, dite équation et fonction hypergéomeétrique, ou le probléme de Sturm-Liouville,
qui font que les équations et fonctions spéciales n’en sont que des cas particulers.

Nous ramenons toute équation a;(z)y” + as(2)y + az(x)y =0 (1.1)

a la forme opératorielle Ly = 0 , (1.2)

et nous cherchons des solutions au probléme des valeurs propres

Ly=2XAy , (1.3), pour comstruire une solution comme
aa)

superposition des fonctions propres y = Entey,
) n—l ;
Jnomontre gue Vequation (1.1) pent s'eerre soms 1a forme -

Lp(x)8] + lg(x) + Mw(z)ly =0 (1.4)



pour introduire I'opérateur de Sturm-Liouville £ = d%[p(t)d—‘i] + g(x)

et remplacer (1.3) par Ly = —w(z)y {1.5]

ot p(z), q(x) et w(x) sont continues sur [a,d] , p(z) > 0, w(z) > 0.

Nous partageons ce travail en quatre chapitres, de sorte que :

- Dans le chapitre 1, on rappelle les notions de base nécessaires a la compréhension

du

mémoire.

=

- Au 2% chapitre, on expose la théorie de Sturm-Liouville, sur un intervalle fini.

- Dans le chapitre 3, on cite les principaux polynémes orthogonaux, comme solutions
d’un probléme de Sturm-Liouville.

- Au chapitre 4, on rappelle les différentes approches des systémes orthogonaux clas-
siques.

On achéve le mémoire par une conclusion (ou plutét une remarque) et une bibliogra-

phie succinte.



Chapitre 1

Préliminaires

1.0.2  Le produit scalaire :
Définition :

Soit H un espace vectoriel sur k (R ou C ). Un produit scalaire (inner product) sur
H est une application :
(,):HxH—k
(z,y) — (z,y) telleque:Vz,y,2€ H eta,f ek, ona:
(i) (z,2) 20 ,et (z,2) =0 2=0
(i) (om + By, 2) = a(z,2) + Bly, 2)
(it) (x,9) = (y.2)

L’espace (H,(.,.)) se nomme espace préhilbertien sur k. Il est normé par ||z =

(z,z)%.
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1.0.3 Espace de Hilbert
Définition
Soit (H,{.,.)) un espace préhilbertien sur k. Si H est complet, alors (H, (.,.)) s’appelle

espace de Hilbert.

1.0.4 Fonctions intégrables
Définition

Une fonction f : [a,b] — R est dite :

1. Intégrable (ou sommable ), si elle est mesurable et f:’ |f(z)|dz < oo, (dz est la
mesure de Lebesgue)

2. De carré intégrable sur [a, 8], si elle est mesurable et fab | fz)]? dz<oo.

On désigne par %([a, b]) I'espace de toutes les fonctions de carré intégrables sur [a, b].

En identifiant deux fonctions presque partout égales, on obtient I'espace quotient de
*([a,b]) par la relation d’équivalence "p.p égales" qu’on notera par L*([a,b]); (il est
constitué des classes d’équivalence [f], et g € [f] ssi f = g pp). Comme j; f =
fab g, Vg € [f] , alors on peut omettre les crochets de [f] et considérer la classe d’équiva-
lence comme une fonction ordinaire.

On définit sur L*([a,b]) la norme ||.||; par :

£l = J; 17 @) d)? (2.1)
L’espace (L*([a,b]), ||.]l2) est un espace de banach (i.e normé complet ). Par ailleurs,

L*([a,b]) muni du produit scalaire : {f o) = f: f(x)g(z)dr , est un espace de Hilbert.



1.0.5 Ensembles orthogonaux
Définition

Un sous ensemble {fi, fo,...} de L%([a,b]) est dit orthogonal, si pour tous n,m € N*
y mFEmM= (f, fm) =0.

Il va de soi qu’on peut normer un tel ensemble de fonctions en divisant chacune d’elles

par sa norme. L’ensemble {¢g,},n=1,2,..., ott g, = ”ff"”? est orthonormé et (g;, g;) = oy,
(symbole de Kronecher).
Exemple

L’ensemble des fonctions g,(z) = sinnz, n =1,2,...,est orthogonal sur [—7, 7] car :

(Gn, gm) = [7_sin nasinmadz = 3 7 cos(m—n)z do— 1 5 /7 _cos(m+n)z dr , dou:

Osin#m
(gn: gm} — )
Tsin=m
et 'ensemble S = {Sil‘p_—w‘ Siiﬁr, %E, } ,est orthonormeé.
W i T )
Exemple

L’ensemble des fonctions {sin nz ,cosmz, n € N*, m € N} est orthogonal sur [—7, 7).

1 in2 .
et Pensemble (' = { u}: C:fl_w'-"c, S‘:’%f"‘f C‘LS,%I, 51:‘,;‘”, } est orthonormeé.

Remarque

Certains ensembles de fonctions {g1, gs,...} ne sont pas orthogonaux dans le sens
défini plutét, mais possédent la propriété que pour une certaine fonction positive p(z),
on a: f P(2)gn(z)gm(x)dz =0, pour n #m. (2.2)

Ces ensembles sont dits orthogonaux par rapport a la fonction densité (ou la fonction
poids) p(z) sur Pintervalle [a, bj . La norme de g¢,, est donc :

Hgm ”2 f p gm (2‘3)

et on peut de nouveau normer de (els ensembhles,



Définition

Soit p une fonction poids sur 7. On appelle suite de polynémes orthonormés associés
a p, la suite {pn},c de polynomes de premier terme strictement positif, obtenue par

orthonormalisation de la suite {z"}, .., pour le produit scalaire défini par (2.3).

1.0.6 Développement en série
Proposition
Soit E = {g1,ga,...} un sous ensemble de L*([a,d]). Si E est orthogonal, alors E est

libre.

Preuve Soit J un ensemble d’indices k et une combinaison linéaire nulle : E Cror(z) =

kel
0
Soit g, € E , alors { g,, ZCkg;,-_(-??) =0
ked
or <gm Z C}cgk(I)> = Z Ck (gm gk) = C, (gn:gn> = C11Hgn”2 =0
keJ ked

Ceci implique que C,, = 0 pour tout n . Ce qui signifie que E est librel

Par analogie avec I'éxpression d’un vecteur en fonction des éléments de la base, (ici £
n’est une base que si I'espace vectoriel engendré par E est partout dense dans L*([a, b)),

on parle de 'expression d’une fonction par rapport & I'ensemble orthogonal E.

Si une fonction f s’exprime en fonction des g, par la série convergente
f(z) = 3521 Co gulz) (2.4)
On dit que f admet un développement. en série de Fourier pénéralisée ot les ) sont
les coefficients de fourier relativement & I'ensemble E = {g,,}, _x -
Multiplions (2.4) scalairement par g,,(x) , (m fix¢), et intégrons les deux membres
aur [a, b] cn supposant que Uintégration e & tere de la série est possible, (ce qui est

vral pour les séries de Fourier, les séries umtormément convergentes... ).
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(fa gm) = Z cﬂ- (gm gm> = Cm”Qm”2 (2-5)

n=1

car pour tout n # m , (gn,gm) =0.
D’aprés (2.5), le coefficient C,, s’écrit C, = % , donc
Co = 2 [7 F(2)gn(z)dz (2.6)
On procéde de maniére similaire si f admet un développement en série de Fourier
généralisée par rapport a un ensemble {hi1, ha, ...} orthogonal relativement & une fonction
densité p . Dans ce cas, on a :

F(x) = Cihy(@) + Cohy(@) | ... | Cnhum(2) 1 ..., (8.7)
ol 3. = H#IF? fjp(m)f(ﬂ:)hm(:c)d:c (2.8)

1.0.7 Séries entiéres et équations différentielles

On s’intéresse aux équations différentielles linéaires du second ordre, homogeénes ,
ag(z) ¥y +ai(z) ¥ +ax(z) y =0, (3.1)
que 'on met sous la forme générique
YV +P)y+Q)y=0, (3.2
Les équations non -homogenes se traitent de la facon usuelle, en résolvant tout d’abord
Péquation homogene assaciée, ef en ajantant 4 1a snlntion générale de collo ¢i uno nolution

particuliére de I’équation non-homogéne.

Notion de point singulier

Considérons I'équation (3.1), oit les a;(z) sont des polynémes en = , i = 0, 1.2
Définition 1.1 Un point xy est un point ordinaire de (3.1) si ag(xq) # 0.

Définition 1.2 Un point x4 est un point singulier de (3.1) si ag(zq) = 0.



Définition 1.3 Un point xq est un point singulier régulier si (x — 29)P(x) el (r —

70)°Q(x) sont analytiques au voisinage de xy.

Rechercher un possible point régulier ou singulier en zy revient donc a étudier le

comportement de P(z) et Q(z) au voisinage de z.

Equations homogénes a coeflicients analytiques

Considérons tout d’abord le cas ou les coefficients a;(z) de (3.1) sont réguliers. Il
est alors possible de les développer en série entiére au voisinage d™un point régulier, et
d’en déduire une solution elle méme sous forme de série entiére. Plus précisément, on a

le résultat suivant .

Théoréme 1.1 On considére équation différentielle (5.1), avec les conditions y(zg) =
Yo et y'(xo) = y1. Alors, si les fonctions P et Q, considérées comme fonctions d’une
variable compleze x, sont réguliéres dans un cercle de rayon R centré sur z, dans C.
il existe une unique solution de U'équation développable en série entiére autour de Ty et

obéissant aux conditions données.

Dans ces conditions, étant donné un point régulier g , on peut rechercher des solutions

de I'équaltion diflérentielle sous la forme
(o=}

y(@) =) ex(z — o)t
k=0
Dans le cas plus complexe ou les conditions de régularité sur P et Q ne sont pas

remplies, les solutions peuvent prendre une forme un peu plus compliquée.

l.a méthode de Trahenius

Coefficients analytiques, points singuliers Maintenant, on se place dans le cas ou

ag eshoun point singulier régulier |

10



Pour simplifier, posons zq = 0
y' + P(z)y + Q(z).y =0.
ot zP(z) = a(z) et z°Q(z) = B(z) sont développables en série au voisinage de
z=0.0n a gloonc .
a(r) = Zak:rk ,  JBle)= Zﬁkxk , pour |z] < R (3.3).
et I’équaftzi%n peut s’écrire : =
22y” + zafz).y + B(z)y =0 (3.4)

On va chercher une solution sous la forme de la série presque entiére :
oc

lz) =" chxk ol #0 et reC.
k=0
Il s’agit donc de déterminer r et les coefficients ¢, .

o0 0o k

dla) = 3 ey d, B(z) () = > 2 Y eiBr ;)
k=0 k=0 =0
o0 0 k
#(2) = Y ek + )", zal@).@(z) =Y (Y cran;k+1))
k=0 k=0 5=0
O (@)= ealk+r)(k+r—1).ab2
k=0

22 ' (z) = eulk+r)(k+r — 1)k
k=0

et en remplacant dans (3.4), on obtient :

oo h I
z" {Z:r"’[(k +r)k+r—1).ce+ > cron; (f+r)+ Y cj_ﬁk_J]} =0

k=0 =0 J=0
ce qui s’écrit encore :  [r(r — 1) + ap.r + 3y.co+
oo k
Z [(Iz +r)k+r—1).c. + Z((j + T}l ﬁk_j).cj] = =1, (3.5)
k=1 j=0
Sil'on pose
F(T) = i‘(?‘ =i ]) + ng.r + ,"30 (36)
en annulant les coefficients de x* dans (3.5), on obtient les équations :

Flr)=1

aque 'on appelle équation indicielle, ainsi que

11



k—1
F(r+k)ey+ Y [(j+7)ow; + Bp_j)c; =0
j=0
Choisissons ¢y # 0 . Soient r; et ry les racines de 'équation indicielle (3.6), ces deux

derniéres nous conduisent a des solutions de la forme

y1(z) = (z — 20)" 0, () ; ¥2(x) = (x — z0)?y(x)

ou ¢, et @, sont deux fonctions régulieres (c’est a dire développables en série

entiére en zg).

12



Chapitre 2

Probléme de Sturm-Liouville

La théorie de Sturm_liouville étudie le cas particulier des équations différentielles
linéaires scalaires d’ordre deux de la forme

Ep(x) ] + (9(z) + dw(z))y = 0

dans laquelle le parametre A fait partie comme la fonction y des inconnues .cette
équation est fréquement posée sur un segment, [a,b]

et accompagnée des conditions aux bords relient les valeurs y(a), y'(a), y(b) et y'(b).les
solutions A et y du probléme apparaissent alors comme

valeur propre et vecteur propre d'un certain opératenr anto adjoint dans un espace

cde mlhert,

Définition 2.1 Un probléme de Sturm-Liowville est une équation de second ordre de la

forme :

Cgc[p(t)zﬂ I (g(w) |1 Aw(x))y — 0, powr tuul o & [u, b}, (4.1)

avec les conditions aux bords de intervalle [a,b] , de la forme :

Kyy(a) + Kay'(a) =0; KP+ K2 >0

(4.2)
Liy(d) + Loy (b)) = 0; L3+ L2 >0

13



ou K4, Ks, Ly, Ly sont des constantes réelles données .
p,q,w sont des fonctions réelles données; A est un parameétre quelconque.

On cherche a déterminer les solutions y(z) pour différentes valeurs de A. On voit que
y = (0 est solution du probléme pour toute valeur de A. Les solutions y(z) non nulles et les
parameétres A pour lesquels ces solutions existent, sont respectivement appelés fonctions
propres et valeurs propres du probléme.

On suppose que p(z) garde un signe constant sur [a, b)].

Notons que (4.2) résume tous les types de conditions aux limites. Si K, = Ly = 0, on
a un probléme de Dirichlet, cad : y(a) = y(b) = 0. Si K, = K, = 0, on a un probléme de

Newmann, a savoir y'(a) = y'b) = 0; ...etc

Exemple

Le probléme " + Ay =0, y(7) = 0 est un cas particulier du probléeme de Sturm-
Liouville (p(z) = w(z) =1, g(z) = 0). Pour A < 0, la solution est triviale y = 0. Pour
A= K? » 0, la solution est :

y(z) = Cicos Kz + Cysin Kz,

y(0)=0=C1 =0, y(m) =0 = K entier.

Donc A = K2 = 1,4,9,16,...sont les valeurs propres et yi(z) = ¢ sin Kz sont les

fonctions propres correspondantes.

2.0.8 Deéfinition

Le probléme de Sturm-Liouville défini sur [a, b], dans la définition (3.1), est dit régulier
si : les fonctions p(z),g(z) et w(z) sont & valeurs réelles, continues sur Iintervalle [a,b]
et que p(z) > 0 et w(x) = 0, ponr tont = € [, b,

Sinon le probléme est dit singulier.



Exemple
vV +Ay=0, ze€[0,d
y(0) =yla) =0
2y +ay + (N2 —my=0; z¢€ [0,q
yla) =0

est un probléme de Sturm-Liouville régulier.

est un probléme de Sturm-Liouville

singulier.

2.0.9 Universalité du probléme de Sturm-Liouville

Proposition 2.1 La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres d’un opérateur

différentiel linéaire du second ordre P(z) revient un probléme de Sturm-Liowville.

Preuve :

Soit I'opérateur différentiel P(D) = a,(z)D?* + as(z)D + as(x).

Alors P(D)y = Ay <= ay(2)y” + aa(2)y + (ag(z) — Ny = 0
tel que a(x) # 0,Vz € [a,b]; zjg; est intégrable sur [a, b].

p(z) = exp( [T fj?ggdﬂ

On définit, alr) = ZTE;}EP(T)
- — =)
W)= P

alors I'équation différentielle ordinaire :

a1(z)y" (x) + ax(x)y’ + (as(x) + Ny =0 ()
est équivalente a ’équation de Sturm-Liouville
= [P(@)E] + [a(z) + dw(z)ly = 0

Fn offet.

dy ’

i (p(@) ) = px)y” + P/ (2)y

) = as(l) as(x)

=plzl” + G exel)s agdt) v = pr)y” + Zp(x)y

En substituant dans I'équation de Sturm-Liouville :

15



plz)y” + ai(i)p(m)y’—{— [9@1}(1) 4 A8 |y =0, qu’on multiplie par ?(F:)J pour aboutir

a1 (x) ai(x) ai(z)

a I'équation (sx)

a(z)y”(z) + as(z)y + (az(z) + Ny =0 ,Vze [a,0] W
Siy = y(z) est une solution de I’équation de Sturm-Liouville, alors y sera aussi une

solution de I’équation ().

2.0.10  Propriétés des fonctions et des valeurs propres
Théoréme

(i) Soient p, ¢ et w des fonctions réelles, continues sur [a, b].

Si yn(z) et yn(x) sont deux fonctions propres correspondant aux valeurs propres
distinctes A, et A, , alors y,, et y,, sont orthogonales relativement a la fonction densité
w(z).

e s [ w(@)yn(@)ym(z)de = 0.

(ii) Si p(a) = p(b), les conditions aux aux bords (4.2) peuvent étres remplacées par la

condition :

yla) =y(b) , y(a)=y'(b) (4.3)

Preuve :

Considérons la 1condition de (4.2), ou Ky # 0 (car K2 + IK2 >0)
Kyyn(a) + Koy, (a) = 0
K 1ym(a) + Kagly(a) = 0 (4.4)
Multiplions la premiere égalité par y,,(a) et la deuxi¢me par —yn(a) , puis addition-
nons : Ky, (a)ym(a) — ya(a)y,,(a)] = 0, d'od
Ym(@) yala) | W) = 0 (4.5)
Ym(@)  yn(a)

W(a) est le déterminant de Wroneki, ou le Wronalien de Yis Yoo AN point
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Si K1 # 0, on obtient le méme résultat en éliminant le deuxiéme terme du systéme
(4.4). En raisonnant avec la 2°™¢ condition, on obtient aussi que W(b) = 0 . Les condi-
tions du systeéme (4.4) lient linéairement les solutions Yn et y,, aux extrémités. Revenons
maintenant & I’équation de Sturm-Liouville

on a: (py,) + (g + Aaw)y, = 0.

(PY5) + (q + AnW)yem = 0.

On multiplie la 1ére par y,, et la 2eme par (—y,) et on les additionne, pour obtenir :
Ao = Aa)w Y = You (091) = v (PY) = [(PYL ) — (DY) )"
Done :
= 2) [; @)y )y (@) = (23 )gm — (0¥l )’
= PO) 5 (0)ym(b) = 1, D)y (b) —p(a)(y}, (@)ym(a) — ¥, (a)yn(a)]
= p(B)W(5) - p(a)W (a) = 0
Done (i) est démontré,car A, —A,, # 0. Si p(a) = p(b), Pexpression précédente s’écrit :
p(O)[W(b) = W(a)] =0
et comme p(a) # 0 , alors W(a) = W (b)R

2.0.11 Proposition

Soit le probléeme de Sturm-Liouville défini sur Uintervalle la,b] :
Lp(x) 2] + (g(z) + Mw(z))y = 0, pour tout z € la, 0]
avec les conditions aux bords de I'intervalle [a,b] de la forme :
Kiyle) + Koy'(a) = 0; Ki+ K3 >0

Liy(d) + Loy/(b) = 0; L2+ L2 >0

Supposons que les fonctions p, g, w et p’ sont & valeurs réelles et continues sur I’inter-
valle [a, b].
Si w(z) = 0 pour tout = € [a,b], alors toutes les valeurs propres du probléme

sont réelles.

17



Preuve :

Supposons que A = « + /3 est une valeur propre du probléme avec a,3 € R et
i = v/—1.Notons par y(z) = u(z) + iv(x) une fonction

propre correspondante & cette valeur propre A, ol u et v sont deux fonctions a valeurs
réelles. En remplagant dans I’équation de

Sturm-Liouville, nous obtenons :

2 (p(x) % + p(x) i) + (g(z) + aw(z) + fuw(z)i)(u(z) + v(z)i) = 0
En considérant la partie réelle et la partie imaginaire, nous obtenons deux équations :

£ (p(2) %) + g(x) + aw(z)u(z) — Bw(z)v(z) =0

£ (@) R) + (4(z) + aw(=)v(z) + fu(z)u(z) = 0

dz

En multipliant la premiére équation par v(z) et la second par ( —u(r)), et en addi-
tionnant les deux équations, nous obtenons :
—B(¥(z) + v (2))w(z) = u(z) & (p()2L) — v(z) L (p(z)
= %[p(;r)u(a:)% — p(z)v(z)
En intégrant sur I'intervalle [a, b], nous obtenons :
-3 fab(ug(a.‘) + v (2))w(x)dr = [p(a')u(r)% - p(.’r)v(.r):%f b

Mais cette derniere expression est nulle.

)

du
dx
2]
.

En effet : si nous considérons les conditions (4.2), nous aurons :
Kiy(a) | Kyy'(a) =0 = Ki(u(a) + v(a)i) + Ka(u'(a) + v'(a)i) = 0
u(a) Ky +u'(a) Ky =0
v(a) K +v'(a)K; =0
Ainsi que :
Liy(a) + Lay'(a) = 0 = Ly(u(b) + v(b)i) + La(w'(b) + v'(0)i) = 0
w(b)L; +u'(b)Ly =0
v(b)Ly +v'(b)Ly = 0
Die cecl, nous pouvemss conelure que le gystéme d’équations linéaties eu < ol 2 :
ula) u'(a) 21 0
v(a) v'(a) 2 0
A an moins une solution non nulle, & savoir : (7, @) = (/,, Ku) ot par conséquent, le
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déterminant
ula) u'(a)

v(a) v'(a)

Sinon, seule la solution triviale est possible. De méme, le systeme d’équations linéaire

= (u(a)v'(a) — uv'(a)v(a)) = 0.

en z; et zo
u(b) w'(b) 2z 0
v(b) v'(b) 2 0
a au moins une solution non nulle, & savoir : (2, z,) = (L1, Ly) et en conséquence, le
déterminant :
u(b) u'(b)
= (' (5) — W (b)o(8)) = 0.
v(b) v'(b)

C’est ainsi que nous obtenons : —f3 f:(ug(x) + v*(z))w(z)dz = 0.

commnie y est une fonction propre, alors y # 0 donc (w?(x) + v*(x)) # 0.

De plus, comme w(z) > 0 pour tout z € [a,b], (ou encore 0 > w(x) pour tout
z € [a,b])

Alors : ff(ug(az) + v2(z))w(z)dz # 0.

Nous pouvons donc conclure que 3 =0, et A = a € R.
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Chapitre 3

Exemples de polynomes

orthogonaux classiques :

Nous traiterons, en exemple, les polyndmes orthogonaux classiques d’Hermite, de
Laguerre, de Tchebytchev, de Legendre et de Bessel, comme solutions de problémes de
Sturm-Liouville particuliers.

Toutefois, vu I'importance des fonctions de Legendre et de Bessel, leur étude sera un

peu plus détaillée.

3.0.12 Polynoémes d’Hermite

En posant p(z) = w(z) = exp(—2?) , ¢(z) = 0, A = 2n , 'équation de Sturm-Liouville
devient, :
lexp(—z?)y]" + 2n exp(—a?)y = exp(—z°)|y” — 22y’ + 2ny] =0

=y 2oy +2ny=0, 00 n=0,123,..

Cette doquation, dite équation d’Tlermite, a pour lonctions proprea les polynomes

A’Hermite -
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Hy(z) = (—1)" exp(2®) L exp(—2?), pour z € R

D’aprés le théoréme 1, ces polynémes sont orthogonaux sur R par rapport & la fonction
densité exp(—2a?).

Donc :(car p(—o0) = p(+00) = 0) , fj;o H,(z)Hp(z) exp(—2?)dz = 0, pour m # n.

et on montre que :

| = 2%l /.

Proposition

Les polynémes d’Hermite vérifient les formules de récurrence -
(1) H.(z)=2n H, i(z).
(ii) Hp41(z) =2z Hy(z) — 2n H,_(z).

Preuve : Considérons la fonction g(t) = exp(2tz — t*) dépendant du paramétre réel
o,

g(t) est dite fonction génératrice des polynémes d’Hermite ,c’est & dire
oo

g(t) =) B,
n=0

En effet : g(t) = exp(z?) exp(—(t — x)?).

7 9(t) = exp(a®) gz [exp(~(t — 2)%)] = exp(a2)(—1)" & (exp(—(t — 2)?));

done pour ¢t =0 :

[g" (t)]i=0 = (—1)" exp(a?) £ (exp(—22)) = H,(x).

o0
ot Hn(z) 4n
d’on g(t) = ng )¢
n=0
Montrons (i) : Il';l(vx)t"
n=0
oo
Or ﬁg(i) = ad; EXp(Ziﬂ? = tg} =2t g(t) = Z %{)tvwl_
n=0
dou
Hy+ Hit + Hyb + HyG + Hilg + .. = 2Hot + 23 H\f? + 23 Hyt® 4 .
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i =

Hy = .21, done H) = 2nH, ;.

Hy =232 = 23H,

H = 4!.2%@ = 2.4H,

Pour la propriété (i), on a Hy,(z) = (—1)" exp(2?) L exp(—z?), donc
Hix) = £](~1)" exp(?) £ exp(—22)] = 22Ha(x) — Hyu (2).

d’onl

Hyp=2xH, — H =2zH,—2nH,_ R

Remarque

H,, est un polynéme de degré n en z.

Utilisons la formule (ii) pour calculer H,(z) pour n < 4 :

HU(LL') = o

Remarque

Si f est une fonction & variation bornée ainsi que sa dérivée, on peut la développer

en une série de polynomes d'Hermite :

— ZOan(ﬁ) on C, = HHillz _+°° f(z)Hy(z) exp(—2?)dz.

n>0

3.0.13 Polynoémes de Laguerre
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En posant  p(z) = rexp(—z) , g(z) =0, w(z) = exp(—z), A = n.
'équation de Sturm-Liouville (4.1) devient :

(zexp(—z)y') + nexp(—z)y =0= exp(—z)[zy” + (1 — 2)y’ +ny] =0

= ‘.T.y"’ + (1 =2)y +ny = Ol.

Cette équation, dite équation de Laguerre, a pour fonctions propres les polynémes de
Laguerre :
Eule)= E‘%%(f’ exp(—x)).
Moyennant des conditions aux bords, on déduit que ces polynémes sont orthogonaux
sur R™ par rapport a la fonction densité exp(—xz), (intervalle d’orthogonalité est choisi
de fagon a assurer la régularité des fonctions P, q et w, et la convergence de 'intégrale du

produit scalaire). On montre que | L, || = 1.

Le systéme des polynémes de Laguerre est donc orthonormeé.

Proposition

(a) Ly(x) est un polynéme de degré n en x; Ll = —A;—-Cf‘. z*.

(b) L,(x) vérifie les formules de récurrence :
(1) £ L:L(I) = n[ Ln("r)_ Ln—l(:’:)]-
(1) (1) Lo () = (B 1= 0) To(0) =01 Ly (1),

Preuve

(a) D’aprés la formule de Newton-leibnitz, on a :

(2" exp(=))™) = 3" Ch(a") "8 (exp(—z))®.

k=0
Pour k=1,2,...,n,0ona:
(p{ ) — ( Fexp(=a), ub  (£)0mH) = nlgh
d’ott .
La(z) = 2B (3" exp(—2)) ) =SB § Ok k(1) exp(—z).
=0
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= E ;4 n

Démontrons d’abord (ii), ce qui nous permettra de faire connaissance avec la fonction

génératrice des polynémes de Laguerre. Celle -ci s’écrit - g(t) = =it . Z L
n>0

(4.1)

d’on :

(1= t)g(t) —zg(t) = Y (1 - t)?n Ly(z)t",
n=>0
ou autrement :

D La(@)t" = Y L@ttt = S zLo(@)tt = 3 nLy(m)n— 3 2L (z) +

n>0 n=>0 n>0 n=>0 n>0

Zn L tn+1

n>0
Fcrivons I'égalité des coefficients de t" dans les deux membres

Ln(z) — Ln-1(z) — zLn(z) = (n + 1) Lpys (z) - 2nl,(z) + (n+ 1)L, ().
et en simplifiant, on obtient (ii).

Démontrons (i) ,on a

Lg(t) = Z L ()tm.

n=0

donc  —t g(t) = Z (1 — )L, (z)e"

1=l

= — ZL il = )t — LL et

n=0 n=0 n=0
En égalisant les coéfficients de t" et de t**!, on obtient :
g = B — I By o =Bk g
" Qou - ! (4.2).
! !
=1 L;+l nl LnT] Ln-_‘L

Dérivons Ia 1e1at10n (ii) et reportons-y les formules (4.2).

(n+1)Lyy; =(2n+1-2)L, —nl! | — L,

(n+1)(L, — L,) = 20+ 1 — 2)L), — L, — (L], + Ln_y).
et aprés simplification :

€T L:. = ??,([,” - 'T'n 'I‘)
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Les 5 premiers polynomes de Laguerre sont :
r‘

Lo =
Li=1-2
L221“2I‘+£E:;. "
L3=1-—1’>;e3—i—§:u~"2ﬁ""f3
Li=1-4z+322— 23+ &

3.0.14 Polynémes de Tchebychev

On se propose d’établir une relation entre les polyndémes algébriques et les polynomes
trigonométriques. Nous savons que :

cos nf + isinnf = (cos @ + isin @)’ E C¥(cos 8)%(isin 8)**.

Les termes de puissances paires en sin f sont reels et comme :

(sin §)** = (1 — cos® 8)"; il s’ensuit que cosnf = T (cos@).

ou T,(z) = cos(narccos z) = af + alz + afz?® + ... + a’z" est un polynéme algébrique
de degré n a coefficients réels. On I'appelle polynéme de Tchebychev d’ordre n. .Pour tout
n, T, est solution de I’équation de Tchebychev :

(1—2¥y —ay +n’y=0.

Nous remarquons que cette équation est un cas particulier de I'équation de Sturm-

Liouville, ot on a posé :
pz)=(1-2%7 |, w)=(1- )T L qz)=0 , A=n2

Comme p(~1) = p(1) = 0, on déduit l'orthogonalité des polynémes de Tchebychev

sur [—1,1] par rapport & la fonction densité w(z) , et on montre que :

1

IZoll = v/, Tl = (3)2 powrn=1,2,..

Proposition

Tous les polynomes de Tchebychev vérifient la relation de récurence



Tn_(_l(.fl’l) = 2$TR(I) o Tn¥1 (93)

Preuve :

Soit 6 = arccosx |

T (z) = cos(nd + ) = cosnb cos§ — sin nf sin 0
= zT,,(2) — 5 cos(nf — 0) + 1 cos(nf + 6)
= 2T(z) — 3T 1(2) + § T (z)

d’ou le résultat.H

Les 5 premiers polynémes de Tchebychev sont :
/

To=cos0=1.
Ty = cos(arccosz) = z.
TQ = 2£T1 —Tg = B Ly

T3 = 22T — T; = 42 — 3z.

[ Ty = 22Ty — Th =8zt — 8z2 + 1.
Remarque

Un role équivalent a cclui des T, (x) est attribué aux polynéme de Tchebychev de
seconde espéce :
Un(z) = (1 — 22) 7 sm|(n + 1) arccos .
lesquels vérifient la méme équation et aussi la relation de récurrence. On a

U(] = 1, Ul = 25[3, Ug = 4z% - ]., U3 = 81‘3 = 4113, et

Remarque

Tehehychev établit ainsi une relatiou biunivoque entre les polyuomes algébriques

Prld) —ug +uge + o upe” pour —1 < 2 <1 et les polynomes trigonomeétrques
n

Q.(0) = %" - E by cos k), pour 0 < @ < 7 , au moyen de la substitution

=1
€T =costl ou € — arccosz.
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3.0.15 Equation et fonctions de Bessel

Définition On appelle équation de Bessel Jéquation du second ordre :

2y’ + zy + (22 — )y = 0. (4.3), ou v € R.
Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série presque entiére :
oo oC
7 = :rchk B = ch zhtr, (4.4) ou r est choisi de telle sorte que ¢, =
k=0 k=0

0 pour k<0 , et cg # 0; en reportant (4.4) dans (4.3) Téquation de Bessel devient :

[(k +7)% — v?)era* + E epatTte =,
k=0
En écrivant que les coéfficients de z7, z™+! et z™t* (k > 2) sont nuls, on obtient les
q ,

[

Ed
I
o

relations :

(3a) (r* — vy =0.
(3b) [(r+1)? —v¥c; =0.
(3(1) [(?“ + A)z = ‘L’.“}JC,;c + cg—2 = 0.

La relation (3c) est une relation de récurrence entre ¢, et cy_s qui s’écrit :

—Ck-2

Cp = m (45)

Pour avoir ¢y # 0, on doit poser 72 — v? = 0 , équation indicielle de I’ équation (4.3
I q

et qui a pour racine 1, = v et 7 = —v. Cherchons une solution relative a la racine r — 1.
D’aprés (3b), on a ¢; = 0 et au vu de (4.5), ¢3 = ¢; = ..
1 1 3 5

. = Cyp+1 = 0, pour tout p
enticr.

D’autre part,d’aprés (4.5), on a

pop i — f=Deg  _ (=1)2co
G2 = 22(1(:‘£L=) 'Y= 2anry) T Fa(+0Te)

En continuant le processus, on obtient tous les coefficients d’indice pair :

= (=L} :
C = T (T30 () 7] (4.6)

Avant de passer a la solution générale de I’équation de Bessel, il est habituel de

simplifier les coefficients ¢ on utiliaant, Ia. fonction Gamma d'Euler, délinie par :

T(x) =
Ml (4.7)

On se contente de I'(z) pour a strictement positif et, particuliérement, de la propriété :

Tl'(x)=1(x+1).
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En effet :
En intégrant par parties dans (4.7), on obtient :
DNz+1)= [et *°dt = [—e =P + [ et i =5 T(z).
En particulier, lorsque z est un entier posmf, ona: I'(1) = fooo &l = 1.
F2)=Tr(1+1)=1,T3)=T(2+1)=20(2) =2, etc...
I(n) =(n-1).

et c’est ainsi que Gamma est la généralisation de la fonction "factoriel".

Exemple
Cherchons (—3)!. Par définition : (F)! = INCYEN - 7 dt.
Posons t=y?, dt =2y dy et t7 = i, d’ou

L(3) = fo exp(—y*)12y dy = 2 [~ exp(—y?)dy = /7.

o] —

ainsi

(b= V.
Pour revenir aux coefficients (4.6), remarquons que :
Flo+1).(v+1)(v+2)..(v+p)=T(w+2).(v+2)..(v+p)=T(w+p+1).

On choisit donec :

Cg = i

Un a alors:
Cop = ‘¥(_l—)p—.
<p 22+ pl T(v+p+1)
En insérant ces coefficients dans la série (4.4) et vuque ¢; =c3=c5=..=0 , on

obtient une solution particuliére de 'équation de Bessel, notée J,(z) et appelée fonction

de Bessel de premiére espéce, d’ordre v :
o0

_ 1P z\2ptv
Ju(z) = Z pgp(mrl)(g))p : (4.8)

p=0
Exemples de fonctions de Bessel
1,2 4 _Tﬂ i
Jol@)=1-%+ FE (a2 T e
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5 7
oo [ T T T
Ji(z) = 2T By T Bam  wam T
o0

—1)" i ’
J]/Q (’L‘) == Z p!F({pi)?’/g)(E)’.!erl/Z
p=0

on a :

Fp+1+3)=@+3TE+3) =(@+Hp+i-1)I(p+ !
_ _ 2p+12p-1 3 1
= e = e T 5)

— 1.3.5..(2p-1)(2p+1) ﬁ

B —
|
—

S—

D’autre part :
24.6..(2
pl=123..p="2480n)
D’ou :
e 2.3...(2p) (2p+1 2p+1)!
pIT(p+ §) = L28=000t)) o Gpil)

En portant cette formule dans ol 1 ,0n trouve :

i 2p+1 nr 2p41
J%(I)— S \/_ VnZ(zw)' .
I =,/ 2 si
1(z) =/ sinz.

De la méme maniére, on montre que :

Jﬁ% (%) = \/gcos .

'U

ou

Théoréme

(a) si v n’est pas un nombre entier, la solution générale de I'équation de Bessel est
y(z) = AJy(z) + BJ_,(x).

(b) si v = n est un entier, alors J_,(z) = (=1)"Ju(z) et par conséquent, AJ,(z) +

BJ_,(x) n’est pas une solution générale de I'équation de Bessel.

Prenve - (a) puisqua oquation de Reasel dépend de o2, Jy(w) vb J_p () sunl Loutes

deux des solutions particuliéres. Montrons quelles sont linéairemement indépendantes.

En effet :lim, g J,(2) =0 et lim,_, J_o(z) = +o00.

C(xi1)
=

(b) Ponr 2 réel négatif, vy défiuil I'(x) & partir de la relation . 1'(x) =
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donc : I'(0) = oo.
Si—1=<2=<0,0=<z+1=<1,alors ['(z) est défini par (4.6).

Si—-2<a2<-1,0<x+2<1, alors

F(.’L‘) = C(z+1) _ I(z+2)

T z(z+1) "

Si —K —1<z<—K :alors I(z) %, et I'(z+ K+ 1) est défini par

Il

(4.7).
Donc I'(—n) = oo pour tout entier naturel n, et T‘(in) = 0.
o0} oo
S —1)? B . & )
Z P (pt 1=n) p+1 = (3)F T = Z p!PEp+_“)1-n)(§)2P ". On pose p = n + k, alors
p=0 p=n
= k
_ (DR oy 2k4n
Jon(2 (11+k)’ T(k+1) 5) = (=1)"Jn().
Pour tIOU. une solution générale de ’équation de Bessel, lorsque v est entier, on

introduit la fonction de Bessel de seconde espéce N, (z), dite fonction de Newmann définie
_A‘Tl {L) - {1)Lusz—7J_l(.’r)

Sl]'l v
par :

Ny (z) = lim,_,, Ny(z).
La solution générale est donc

y(z) = AJy(z) + BN,(z).1
Signalons que les solutions de 'équation de Bessel, & valeurs complexes, sont d’une
grande utilité pratique. Les solutions les plus utilisées sont
HD(z) = Jy(z) + 1 N,(z).

HP(z) = J,(z) — i N(z).
s’appellent les fonctions de Bessel de troisiéme espece, ou les fonctions de Hankel

de premiére et de seconde espéce, d’ordre v . Toutes les fonctions de Bessel sont tabulées.
Orthogonalité des fonctions de Bessel

On sait que, pour tout s réel, .J,(s) existe et vérifie I'équation de Bessel. En effet, si

R est le rayon de couvergence de la séiie :

oo
= = ﬁ 2p+v
Ju(s) = Zp!r(v+p+'1) g = ZC g%
p=0 =0
On a
) & | o { | peRlerIeopy Mo+ p+2)
It — lim_o .C,ﬁ. ’ = Ly, o . PNt 1)2TF TV (=R 1T

30



R =limyoo |(p+ 1)(v +p+ 1)2*] = 0.
Soit I’équation de Bessel :
ST, (s) + sJ'(s) + (s2 — n?)J,(s) = 0.
Posons s = Az, ou A est une constante, alors :
e dn(s) = A Ji(s) et L 0.(s) = A2T (s) .
Roportons les valeurs de s et de J)(s) et J.(s) dans Péquation précédente :
2 J,(Az) +x J.(Az) + (A2 — n?) Jo(Az) = 0. (4.9)

En dévisant par x et en écrivant 'équation sous la forme

led (M) + (22 + N22)J,(Az) = 0, (4.10)

T

on voit que pour tout n fix¢, on a affaire & ’équation de Sturm-Liouville avec
p(z) =w(z) =z et q(z) = =2,
Puisque p(z) = 0 pour x = 0, il résulte du théoréme que les solutions de (4.9)
forment un ensemble orthogonal par rapport a la fonction densité wilE) = & , sur tout

intervalle 0 < v < R vérifiant : J,(AR) = 0.

Il est prouvé que pour tout n fixé, J,(z) possede une infinité dénombrable de zéros
O, qui son tabulés. Exemple, pour Jy(z), les racines positives sont : g = 2,4048 |
ag2 = 95,5201 , a3 = 8,6573 , agy = 11,7915 , ete.

Doue, Torthogonalité des fonetions de Bessel est obtenue pour tous les A vérifiant

AR=anm ot A=), = San = L2 Y
R

En conclusion :  Pour tout n fixé, n = 0,1, 2, ..., les fonctions de Bessel il Ay )y Tnl Ao ®)s Tl K
Pégalité : fOR T (A ) I (A, )z = 0 pour k # m.
Nous arrétons ici notre discussion sur les fonctions de Bessel. Rappelons simplement
que les fonctions de Bessel et celles qui s’y rattachent, notamment les fonctions de New-
mann, de Hankel, de Kelvin, etc...sont dites fonctions cylindriques, vu leur utilisation

plus fréquente dans les domaines cylindriques.
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Exemple d’application

On sait que ’équation de vibration d’une plaque homogene parfaitement flexible sans

épaisseur est :

— 2 _ 2
Uy = C°AU = C*(U,, + Uy,).
Prenons une membrane circulaire de rayon R et passons aux coordonnées polaires :

r=rcost ,y=rsinfd, 'équation devient -

Uu - CQ(Uﬂ-+ %Ur-'_’%UGOJ (411)
Si nous considérons les vibrations symeétriques par rapport au centre, u ne dépend

pas de @ et I’équation s’écrit :

Uu = A(Un + 1U,). (4.12)
U(R,t) = 0. (4.13)
Ui l=gle} (4.14)
Ui(r,0) = g(r). (4.15)

La condition (4.13) signifie que le bord de la membrane est fixé et les conditions (4.14)
et (4.15) que I’écart initial d’un point de la membrane situé a une distance 7 du centre,
est f(7), cl sa vitesse initiale est olr).

Utilisons la méthode de séparation des variables
U(r,t) = F(r).G(t),
et en remplagant dans (4.12) ,on obtient :
G = 1(F 4+ By _R
ou X est une constante. On a pris — 2 pour éviter les solutions triviales U(r,t) =
0. On obtient donc 2 équations différentielles du second ordre

G” + C?°K%G =0. (4.16)

F* 4 2B+ K3F = 0. (4.17)
Si dans (4.17), nous introduisons une nouvelle variable s = & r,ona:

B E ; .u_ ,.'ngF'
F =K et F'=p2Lk
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d’od Péquation (4.17) devient :  £L 4 1dF L o (4.18)
Donc (4.18) est I'équation de Bessel avec v = 0 .Sa solution générale est:
F = C1Jo(s) + CyNg(s).
Les vibrations sont limitées alors que Ny(s) devient infinie lorsque s tend vers zéro,
c’est pour cela qu’on pose Cp = 0 . La solution de (4.17) est : Pr) = Cuhlkr);
d’aprés (4.13), F(R) = C1Jo(kR) = 0, ce qui entraine que kR est l'une des racines
positives ay, ay...de Jp.

KR=a,ou N =K, =% pourm=1,2..
R

La solution générale de (4.16) correspond & K = K, est :
Gin(t) = a,, cos ck,,t + by, sin ck,, 1

Donc les solutions du probléme (4.12) et (4.13) sont :
Ulr t) = (a5 gos O Kt + by, sin CKnt)Jo(Kmr)

Pour vérifier les conditions (4.14) et (4.15), on pose :

Bt = i B LA (4.19)

m=1

U(r,0) = amdo(22r) = f(r).

Ce qui siggi?ile que (4.19) est la solution de (4.12) vérifiant(4.14) si f(r) admet un dé
veloppement de Bessel-Fourier en terme de Jo(am%) , ce qui est vrai si f est différentiable
,eton a:

iy, — ||J:.||2 foH"f('l') Ju(tem 5 )dr — m J")” () Jo(won 5 )di.

On détermine de méme les coefficients b,, a I’aide de g(r).
g

3.0.16 Equation et fonctions de Legendre

Définition On appelle équation de Tegendre, Péquation du second ordre
(1-2) y" — 2z +n(n+ 1y =0. (4.20)
Il est évident que cette équation est un cas particulier de Iéquation de Sturm-Liouville,
avec p(x) = 1—2% g(z) = 0 et w(z) = 1. Comme (1) = p(=1) = 0, il résulte dn

théoreme 1 que les solutions sont orthogonales sur I'intervalle (—1,1]. La valeur n(n+ 1)
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du parametre est la seule qui permet d’avoir des solutions bornées de I"équation comme
on peut le voir en laissant A et en cherchant la solution sous la forme d’une série entiére.
Les fonctions propres de cette équation correspondant aux valeurs propres n(n + 1) sont
appelées polynémes de Legendre et on va les déterminer .
En divisant I'équation (4.20) par 1 — 22, celle-ci prend la forme
Y +a(z) Yy +b(x) y=0.
ol a(z) et b(z) sont analytiques en = 0 . L’équation admet donc une solution sous

la forme de la série entiére .

ylz) = Z Goa™: (4.21)

m=0

iy oo
y'(z) = Z i et 7 = Z m(m — 1)C,, 2™ 2,
m=1 =92

!

et en reportant y, y', ¥” dans I’équation (4._20), on a :

oo o0

Z m(m—1)Cpz™ 2% ~ Z m(m—1)Crrz™ — Z 2mC,, ™+ Z n(n+1)Chphz™ = 0.
m=2 m=2 m=1 m=0
En annulant les coefficients de 2™, m = 1,2, ....on obtient :

nn+1)Co+2C, =0 coefficient de 29, (3.a)

6C; —2—n(n+D]C, —0 cocfficient de &, (3.h)

[n(n+1) = 2m —m(m — 1)Cy, + (m + 1)(m + 2)Cryyo = Ndde ™) ; (Rr)

L’éxpression (3.c) est une formule de récurrence qui s’écrit :

Cpupy = il (4.22)

Car dans (3.c), n(n + 1) — 2m — m(m — 1) = (n — m)(m + n + 1); donc tous les
coefficients d’indice pair s’expriment en fonction de Cy et tous les coéfficients d’indice
impair en fonction de C;.Donc

y(z) = Copn (2) + Crya(z) (4.23)
ot y; est une fonction paire et y» est une fonction impaire. Il est évident que ces

fonctions sont, lméarements indépendantes (Le rapport gzl ne peut étre constant) ct la
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solution (4.23) est la solution générale de équation de Legendre, (pour |z| <1). D’aprés
(4.22) , lorsque m = n s O =00 g e m+2p = 0 pour tout p. Done si n est pair,
Y1 se réduit & un polynéme de degré n en « et si n est impair, y» se réduit a un polynéme

de degré n en x .

On appelle polynéme de Legendre d’ordre n pair et on note P,(z), le polynéme ()
qui prend la valeur 1 lorsque 2 = 1. Py(x) est un polynoéme de degré 0 tel que Py(1) =1,

donc Fy(z) = 1: Pyz) = Cy+ Coa® = Cy — 3Cpa2,

d'aprés (4.22). Py(l)=-2Cp=1= Cy = —z, don 1 Py(z) = 1(32% — 1).

En poursuivant le processus :  Py(z) = (3521 — 3022 + 3), etc...

De méme, les polynémes de Legendre d’ordre n impair sont les polyndmes y»(x) qui
prennent la valeur 1 lorsque z = 1 .

Py(z) = Ciz et Py(1) =1 nous donnent Pi(z) = =.

Py(z) = Ciz + C32® = Cyz — 2C\2®, d'aprés (4.22),

B(l)=1=C=-% dot: Piyz)= (52 — 3z).

De la méme maniére, on obtient : Pj(z) = £(63z°% — 702 + 15z).

Sous une forme plus générale, F,(z) est donné par la formule de Rodrigue :

| Pale) = gy i(e? - 1]

2nq! den

En effet : posant. - U(2) = 22 — Ly vt 2,,1”1 ef montrans que le polyutume P, (1) -
a, U (z) véritie 'équation (4.20) et la condition P,(1) = 1.
Po(z) = an[(z = 1)"(z + 1)"]™ = L nl(z + )" + (z — Ljg(=)].

nl2n

d’aprés la formule de dérivation de Newton Leibnitz, done P, (1) = 1.
D’autre part |
U'(z) = 2nz(z? — 1)L = Znollle)
A’am -
(2> =1) U'{z) = 2n 2 U(z) = 0.
Dérivons cette égalité (n + 1) fois, on obtient :

(:I.'2 e l)U(11+2) £ C’i+12$U(n+]) o 02+12U(71} _ 2nxU(n+l) _ C};HQHU(H) =0.



Aprés simplification, on trouve
(1 —2?)UP*2) — 22U+ 4 (4 1)U™ = @
En multipliant cette derniére égalité par a,, on obtient :

(1= 2?)Py(x) = 2Py(w) + n(n +1)Py(z) = 0.

Exemple d’application Soit U(R,6,a) = f () la distribution du potentiel électrique
U sur une spheére S de rayon R, centrée a Vorigine; 7 , 6 et « sont les coordonnées
sphériques définies par : z = r cosfsina ; y=rsinfsina; z=rcosao .

Cherchons le potentiel I/ en tont point de I'espace, si aucune autre charge n’intervient.
Evidement U est solution de I’équation de Laplace AU = 0. Le Laplacien en coordonnées

sphériques s’écrit :

AU = H[Z(U,) + 7= Z(sine Uy) + —5=Uy|

sina da sin’

Comme sur S, U ne dépend pas de 6, il en sera de méme en tout point de l'espace et

I'équation devient :

2 (r2U,) + 2 (sinal,) = 0 (4.24)
avee les conditions :
U(R,6,a) = f(a). (4.25)
i Ul ) =10 (4 26)
Utilisons la méthade de séparation des variables ; Ulr o) = C(r)H(n), d’on Perpuatiow
devient : &(r*G") = =L (H'sina) = K = Const (4.27)
et PG+ ' - KG =0 (4.28)

L’équation (4.28) est I’équation d’Euler-Cauchy, ses solutions sont donc de la forme
G(r) = r'. En reportant cette valeur dans I'équation (4.28) et en posant K = n(n + 1),
celle-ci devient :

t(t — 1) +2t —n(n+ 1) = 0; et admet pour racine t = n et t = —n — 1. Donc
G(r) = Gulr) =1" ou Gyu(r) = =4+ (4.29)
Dans I'¢quation (4.27), posons w = cosa, d’ou sina = 1 — w? | of

d R A S O N T
i, ™ sl LL(I.ul)JL{.llt

36



Z1-w) L nn+1)w=0

ou (1- w)dH—_w——Fn(n—FlH 0 (4.30)

dw?
L’équation(4.30) est I'équation de Legendre et pour tout entier n = 0,1,2,..., elle

admet pour solutions les polynémes de Legendre :
H = P,(w) = P,(cosa)
On obtient donc deux suites de solutions de ’équation (4.24) :

Un(r,a) = Ay Py(cosa) et Ux(r, a) = —_‘B+—"lRl(C()s @) (4.31)

et selon les argument-; usuels, les solutions cher Chees seront les séries :

ZAJ ‘Pycosa) et U*(r,a) = Z Lo P, (cos a) (4.32)

n=0 n=0
On montre que si f et f’ sont continues par morceaux pour 0 < o < 7, les séries(4.32)

convergent et sont solutions du probleme (4.24)-(4.25)-(4.26).

Pour trouvel les constantes A,, et B, ,on utilise (4.25) :

ZAHR” (cosa) don AR = ko [1 U(w) P, (w)dw (4.33)

Tl.-g

ou ¥(w) = f(cosa); (4.33) est le développement de f en série de polynomes de
Legendre. La solution U définit le potentiel & I'intérieur de la sphére et U* donnée par
(4.32), définit le potentiel a ’éxterieur de la sphere .

En posant f(a) = U*(R,a),on trouve

el

B = i Jg fla)Palcosa)sina da.
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Chapitre 4

Approches équivalentes au P.S.L

On vient de voir que le probléme de Sturm-Liouville est une vision de synthése des mul-
tiples bases orthogonales dans Ly([a, b]) et les analogies entre les polynémes orthogonaux
classiques trouvent une justification et une explication simples. D’autres approches des
eéquations et fonctions spéciales ménent au méme résultat. Nous allons en citer quelques

unes.

4.0.17  Feuation et fonction Ilypergéomdéirique

L’équation différentielle du second ordre, linéaire, appellée de Gauss, s’écrit sous la
forme
r(l—z)y" +c—(a+b+1)z] v —aby =0 (5.1)
ou a, b, c sont des constantes.
Pour la résolution de cette équation en chacun des points singuliers (0,1,c0) , on

dolv appliquer la méthode de Frobenius. La solution de (5.1) est de la forme :  y(z) =

oQ

(o o]
e E cpxk = E cpxk
k=0 k=0
ou les ¢, peuvent étre déterminés en remplacant y(z) dans I’équation (5.1), cela nons
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donne :

(z—a®) Z k(k = 1)exa* 2 + [e— (e + b+ 1)a] Z ot o achk:r;k =il
k=0

k=2 k=1
on tire le coéfficient de 2¥ k > 1 :
—k(k —1)c, + k(k + erpr — (@+ b+ ke, + c(k+1)ep —abe, =0

et de 1a la formule de réccurence pour déterminer les Ck

— o BE=D)+k(atbt)+ab | (a+k)(b+k)
Ck+1 = Cb ™ 1) (ot k) = Ok () (cth)

Si on choisit ¢y = 1,0n trouve :

o

Ciza

__ ab (a+1)(b+1)

GB= 2(c+1)

ab (a+1)(b+1) (a+2)(b+2)
c

€3 = 2(c+1)  3(c+2)
et alors
— 1a(a+1)..(atk=1)b(b+1)..(b+k—1)
Bl == K c{e+1)...(e+k—1)
On pose

. 1 a(atl)..(a+k=1)b(b+1)...(b+k—1) 1
F(a:b:c7 I) =l 4 Z 2] c(c+1)..(c+k—1) -

k=1
et on 'appelle fonction hypergéométrique.

Définition

Soit le symbole de Pochhammer (o), défini par ;

(M —afa+NDulain 1) = P(F‘IZ;’) noa
(a)o = 1.
Dot : | F(a,b,e,z) = Z ——(a?;)(b)" ';L: solution de I’équation hypergéométrique.

r=0

Par la suite on définit la fonction hypergéométrique générale SN (T S Ly i

par :
3 . _ (1) r(o2)r...(m)r "
nlEz‘(aly Q2,5 ..y Qi /31: 62: ) 13717 ‘,‘E) - (.@11)’:-(52)r~~(ﬁu)r 7!
r>0
5 Ay, Qg e, gy pan g
La notation : ik T est souvent utilisée.

By By s B

n
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On montre alors que les équations et les fonctions spéciales s’expriment & I'aide de
I'équation et de la fonction hypergéométrique, ce qui rapproche cette théorie du P.S.L.

On rappelle notamment :

Fonctions de Legendre
(1) Pu(z) =2 Fi(-n,n+1;1; 57),
Fonctions associées de Legendre

(i) P™(z) = (itmi (12 3 2Filn,m+n+1m+1: 5.

T (n—m)! 2mml

Fonctions de Bessel

(i) Ju(z) = 2252 B (0 4 Lo + 1 2in)

!

Fonctions de Hermite

(iv) Hau(z) = (—1)"E22 |y (—n; L 52)

n!

Fonction associeés de Hermite

(V) Hanyo(z) = (~1)" 225 | Fy (—n; 8, 22)

Fonction de Laguerre
(Vi) Ln(z) =, Fy(—n; Lig)
Fonction associeés de Laguerre

. o C(n+4-k+ i
(vii) L*(2) = ﬁﬁ 1Fi(=nk+ 1; )

Fonction de Chebyshev de premiére espéce

mEOA f ae no o
(_ \"ill) IT,,K‘L) -9 _[’1(7—‘/5, 3, T)
Fonction de Chebyshev de second espéce
(ix) Un(z) = /(1 — 22)n 2F1(~n+1,n+1;§;1:%)
et ainsi de suite, pour les autres systemes orthogonaux classiques, de Jacobi, de Ge-

genbauer, de Hankel, etc...

4.0.18 L’orthogonalisation du systéme (L, 204", .
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En munissant notre espace du produit scalaire (f, g) f f(z)g(z)w(x)dx et en uti-

lisant 1'orthogonalisation de Gramm-Schmidt de la base {1, 1 z,z% ...}, on aboutit & un
résultat équivalent & PSL, dans le sens d’une synthése des polynémes orthogonaux. En
effet,

Si b=—a=1,et w(z)=1, on obtient les polynémes de Legendre.

Si b=—a=1, et w(z)=(1—22)"2, on obtient les polynémes de Tchebychev.

Si a= —o00,b=o00, et w(z)=exp(—z?), on obtient les polynémes d’Hermite.

Si a=0,b=o00,et w(z)=-exp(—z?), on obtient les polynémes de Laguerre.

et ainsi de suite.

4.0.19 Les fonctions génératrices

La série entiére convergente S(¢ Zpk 5

est dite fonction génératrice des coefﬁc1ents Pk, (dépendant du parameétre z). On
appelle, de méme, fonction génératrice, ou exponentiellement génératrice, la fonction
S* (ﬂ Y‘ Pk(x}tk

A fnnT hrpp de palynames arthngomany | carrespond 1ime tometann génératmee Ams -

o0

Legendre : S(t) = (1 — 2tz + t2)7 = ZP” z)t*, (|t < 1)
n=0
Tchebychev I : S(t) = 2L = Ty(z) + 2ZT (z) 1", (|t| < 1)

Tchebychev I1 : S(t) = ; UZ:;.ftz Z Uoals] 5

n=0

Laguerre : S(t) = i “ ”) ZL

n=0

Hermite : §*(t) = exp(—t? + 2tz) = Y Zalodgn

="
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Legendre : S(t) = (1 — 2tz + 1#)z ZP”“(“T (Jt] < 1)

n=0
Tchebychev I: §(t) = A=t — 7y(2) + QZTn (z) £, (|t] < 1)
n=1
Tchebychev 11 : S5(t) = lfgig ZU““ ]
n=0
Laguerre : S(t) = p(“ - ZL” "

n=0

oo
Hermite : S*(t) = GXp(—tQ 4 QtI Z Hn (1) i
n=0

Bessel : S(t) = exp[Z(t Z Jul(z)Er,

n=-—oc

Conclusion 4.1

En poursuivant le but de regrouper les polynémes orthogonaux classiques grace a
la theéorie de Sturm-Liouville, but que nous espérons avoir atteint, du moins en partie,
nous terminons avec un goit d’inachevé car, nous n’avons abordé que cing bases de
fonctions spéciales sur la multitude existante, et nous avons, a peine esquissé les fonctions
génératrices et la théorie hypergéométrique qui sont deux thémes tres Importants et qui

connaissent un regain d’intérét ces dernicres années.
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