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Existence locale*

KHALFALLAOUI Roumaissa

Mémoire de Master en Mathématiques.
Université 08 mai 1945, Guelma.

Juin 2018.

-~ ESUME : Le théoreme de Malgrange-Ehrenpreis affirme que tout opérateur différentiel a
eV coefficients constants admet une solution élémentaire (et est donc localement résoluble).
7@YEY )¢ ’en donne ici deux démonstrations (une globale et une autre purement locale), et je cal-
N,

& ©)

5% cule les solutions élémentaires des opérateurs les plus classiques : Laplacien, Chaleur,
Schrodinger et Ondes. Par ailleurs, je démontre la formule de la moyenne (et sa réciproque) pour
I’equation de Laplace, le principe du maximum, le théoréme de Liouville, ainsi que la régularicé 6 *°
et 'analyticité des fonctions harmoniques.

~ OTS CLE : Opérateurs différentiels a coefficients constants - Solutions élémentaires -
) Résolubilité locale - Transformée de Fourier — Séries de Fourier - Laplacien - Chaleur -
/-, Ondes - Transport - Formule de la moyenne pour l’équation de Laplace - principe du
o %0% maximum - Estimations locales pour les fonctions harmoniques - Théoréme de Liouville
- Analync:te des fonctions harmoniques.
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1 Rappels, Notations et Conventions

1.1 Généralités

Les notations sont celles des équations aux dérivées partielles. Lorsque d est un nombre entier
strictement positif, x = (x,%,,...,%,) est un vecteur de R?, et @ = (@,, 2y, ...,2,) est un d-multi-

indice (i.e un d-uple de nombres entiers > 0), on pose :

le|=a;+a,+...+ 2, 1
[[x[lz(xf+x22+...+x§)1/2 )
al=ala,l...ayl (3)
i R AL 4
a .
g: = = [(pous f=1 2 ...d) (5)
7 dx;
3:(31:37,-~-,34) (6)
I=371g".. g @)
1 : .
Dj:;% (pour f= 1,2.::,d, et i*=~1) (8)
s LY )
i
D“:DT'D;Z...D? (10)

de sorte que, pour une fonction f suffisamment différentiable, la formule de Taylor s*¢erit :

flat =3 %)%+ (bl an

faf<N

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.



Mémoire de Master 3 KHALFALLAQUI Roumaissa

1.2 Fonctions test et distributions

Soit {2 un ouvert non vide de R”, K une partie compacte de (2, £ un entier naturel, et rappelons que :

e 6,(R") est espace des fonctions réelles ou complexes, continues sur R” et tendant vers zéro a
Pinfini (i.e quand |x| — o).

e €*() est I’espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois contintiment différentiables sur
0. C’est un espace de Fréchet ! pour la topologie définie par la famille de semi-normes (N )k oit K
décrit les compacts de 2 et,

Vf €€ ), Ngulf)=supl|df ()l (12)

jal<k

o ‘6’; () est le sous-espace de €*(£2) dont les éléments sont les fonctions qui sont bornées, ainsi

que toutes leurs dérivées d’ordre < k. C’est un Banach pour la norme :

flhgs = supl& £ (). (13

lal<k

o 6X() est le sous-espace de €*(£2) dont les éléments sont A supports? dans K. C’est un espace

de Banach pour la norme Ny ;.

o €>(Q2) (parfois noté £(€2)) est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 2 (6°°(2) =
ﬂ,‘:?__o‘ﬁk(ﬂ)). C’est un espace de Fréchet pour la topologie définie par la famille de semi-normes
(NK,k) o

e 6,°(82) (également noté @(Q)) est ’espace des fonctions réelles ou complexes, qui sont indé-
finiment différentiables sur £, et qui ont un support compact. Par définition, une application sur

65 ° () est continue si, et seulement si, sa restriction & €¢°(§2) est continue pour tout compact
Ke.

o €7°(Q2) (ou 2'(2)) est le dual topologique de €;°(£2); c’est I'espace des distributions sur
. Sur €7*°(12), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible, qui est la topologie de la
convergence simple sur 6;°(£2), et la topologie forte, qui est celle de la convergence uniforme sur
les parties harnées de %;°(0) ((une partie B de 6,°(12) est dite bornée s'il existe un compact K @ 2
tel que B € %¢°(02) et, pour tout entier £ >0, Ny (B) — SUP,,e N i () < oo) Ta tapalagie faihle
(resp. forte) est définie par la famille de senvi-normes (pp)g telle que :

VT e€™™(Q), pp(T)—sup|(T,¢)| (14)

pr¥

1. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe (i.e dont la topologie est définie par une famille de semi-
normes (,),e; qui sépare les points, c-3-d. telle que si p_(x) = 0 pour tout a € I, alors x = 0), métrisable (z.e de
topologie définie par une famille dénombrable de semi-normes) et complet.

2. Le support d’une fonction f (noté Supp f) est le plus petit ensemble fermé dans le complémentaire duquel £ est
nulle.

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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ou F parcourt I’ensemble des parties finies (resp. des parties bornées) de 6,°(2). La topologie forte
est, comme son nom I'indique, (vraiment) plus fine que la topologie faible : Une famille qui converge
faiblement ne converge pas toujours fortement. Cependant on a le résultat (qui a I’air miraculeux) :
Si(T,), est une suite de distributions qui con-

verge simplement vers une limite 7', alors T est (15)
une distribution, et 7, tend fortement vers 7.

e &'(Q) est le dual topologique de € *°(£2) ; c’est I’espace des distributions a supports compacts

sur §).

e #(R”) est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R” et 4 décroissance rapide

ainsi que leurs dérivées de tout ordre. f € (R") s, et seulement si :
feE (R et, YN eN,YB eN",(1+|x|)NIPf est bornée sur R, (16)
ce qui équivaut 2
fEeE€PR") et, Ya eN",V B eN",x*dPf est bornée sur R”. (17)

La topologie naturelle de S (IR”), et qui en fait un espace de fréchet, est celle définie par I'une des

familles équivalentes de semi-normes :

pn(f)= sup(1+ [<)N12Pf (=), (18)
Puplf)=sup |x* 32 f(x), (19)
Pan(f)= ;yp =P f(x)l, (20
Pra(f)= |.S:E @ f ()l @1)
B, de 5 on dbdioliagse -
Z(R") C 6,(R”) 22)

et de (16) et de la formule de Leibniz, il découle que :

La dérivation et la multiplication par un mondme sont )
des applications continues de 7 (IR”) dans 7 (IR").

o &'(R") est le dual topologique de & (R™) : Cest ’espace (de Schwartz) des distributions tem-
pérées. T est muni, soit de la topologie duale faible, soit de la topologie duale forte.

o U, (R*) est Pespace des fonctions @ € ¢ ~(IR") telles que les applications 1 — @1’ soient
continues de &#'(R”) dans #'(R"). 0,,(R") est appelé 'espace des multiplicateurs de &#/(R”). Si
@ € G,(R"), alors : Y3 € N”, DPq est une fonction a croissance lente, c’est-3-dire une fonction qui

ne croit pas plus vite qu'un polyndme lorsque |x| — oo.

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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1.3 Produit de convolution et produit tensoriel

Si f et ¢ sont deux fonctions intégrables sur R”, leur produit de convolution est la fonction sur
g 8 P

R”, notée f * g, et définie par :

Fo=[ 10— (=] fe-eoMy=@Nw). @
et leur produit externe (ou produit tensoriel) est la fonction f ® g sur R” x R”, définie par :

(f ®g)x,y)=f(x)g(») 25)

Si b, @ et ¢ sont des fonctions continues (ou mesurables) bornées sur R”, on a d’aprés le théoréme
de Fubini :
(frg,h)= h(x+)f (x)g(y)dxdy, (26)
R#xR#

Fosved=|| (Fogmnpenmiid = @

La derniére formule caractérise le produit externe et permet de le définir pour deux distributions :
On démontre en effet que si 7 et § sont deux distributions sur R”, il existe une unique distribution
sur R” x R” notée 7 ® S et appelée produit externe (ou produit tensoriel) de T et §, telle que :
Vo.d € 62°(R),

(T®S,90¢)=(T,p)(S,¢). (28)
On définit alors le produit de convolution de deux distributions a support compact S et 7', comme

étant la distribution a support compact notée T * S, telle que :
Voe €= ([R"), (T*S,0)=(T ®S,p(x+y)). 29)

Les principales propriétés de la convolution sont :

UXV=TV*Hu (30)
S+v=vx8=v (31)
d(nxv)=(d"n)xrv=n*(3"v) (32)
Supp (# = v) C Supp # + Supp v (33)

—00

ersiu €% 7, v €% ™, et ¥ ou v est a support compact, alors :
uxv €6 et (uxv)(x)=(u,7,7) (34)

Sachant que 7_9(¢) = v(x —¢).

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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1.4 Séries de Fourier de fonctions et de distributions 27-périodigues

On définit les Séries de Fourier des fonctions et des distributions sur R” /271Z” par :

wlxj= Z #(m)e'™,

mez®

i?(m):(Zar)'”J;rn u(x)e ™ dx,

si # est une fonction, et
#(m)=Q2n) " <u,e™ >,

si # est une distribution. Il en découle alors les propriétés suivantes :

Z |[@Z(m)?=2r)™" | |u(x)’dx (Parseval-Plancherel)
m T»
Deu(x)= Z m®#(m)e'™  (Dérivation)
meLr
(veg=(1") = (Vk€Z", sup(1+|m|)!{a(m)| < oo)
meZr

(ve2(m) = (Vi [a(m) < Cl+m)))

1.5 Transformée de Fourier

(3)

(36)

(37)

38)

(39)

(40)

(41)

La transformée de Fourier f (notée aussi & f) d’une fonction f intégrable sur R” est définie par

la formule ; ;

g—ixt :
(.27'1,')";Z R» f(x)dx

&)=

On démontre aisément que
Z est linéaire,

que

Yf e L'(R™), )? € 6,(R”) (lemme de Riemann-Lebesgue),

et que quelles que suient [ et g daus F(R"),
J }?(5 1g()dE = | f(x)g(x)dx (théoréme du transfert),
n B

FEFE)E=| f(x)g(x)dx (th. de Plancherel-Parseval).
R» Rn

On démontre également que
F est continue de L' — 1°°,

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

#7)

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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et que
Z induit un isomorphisme de & — & (48)
qui se prolonge en un isomorphisme de &' — &' 49)
et en une isométrie de L2 — L2, (50)

Par définition, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée # € #'(R”) est la distribution
P

tempérée # telle que

VoeS®), (ho)=(md) 51
L’isomorphisme inverse & ! est la cotransformée de Fourier notée aussi Z :
- j .
F =(Ff 1= | erEnae. )

Enfin, la transformation de Fourier jouit des propriétés (dites d’échange) suivantes :

Vi.g eL'R"), F(f+g)=Qn) (Ff)Fg), (53)
V/ieS®R)VgeL'(R"), F(fg)=Qn)i[(Ff)*(Fg)], (54)
VieSR)Vgel'RY), F7(fg)=2n):[(F')=(F 'g)], (55)
Vue PR, F(D°u)=E°Fu, (56)

Vue F(R"), F[PD)u]l=P)Fu et F[P(—D)u]=P(x)F 'u, (57)
F(8)=2n)? e F(1)=(2n)?8. (58)

2 Introduction

i T mémoire, on étudie la question de la résolubilité locale d’équations aux dérivées partielles

(EDP) :

Pa =i (59)
ou
P=p(Dy="% 4D (6U)
la|<m

est un opérateur différentiel linéaire & ccefficients constants sur un ouvert non vide Q de R”.

#Une formulation de ladite question est la suivante :

Erant donné x, quelconque dans(l, existe-t-il un voisinage ouvert V de
| xo dans(Q tel que, pour toute distribution f € 9'(V'), on puisse trouver
| une distribution u € 9'(V') qui vérifie Pu = f surV ?

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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/i cest le cas, on dit que 'opérateur (60) ou que I’équation (59) est Jocalement résoluble sur (2, et
C’est précisément le cas d’apres le théoreme de Malgrange-Ehrenpreis qui garantit ’existence d’une
solution élémentaire E pour P, et assure donc ’existence d’une solution pour I’équation Px = f,

car il suffit alors de prendre # = E + f.

On connait depuis fort longtemps les solutions élémentaires des opérateurs les plus classiques :

Opérateur P Une solution élémentaire £
31: l(xl,...,x,,_,) ® Y(xn)
d 173 d 1
—— ==( 5 +i=—) (Cauchy-Ri e
E 2(5'x+13y)( auchy-Riemann) it )
2 2 : <~
A=7J?+...+ 3} (Laplacien) m:q; 1
Y(t) |xP*
d,— A (La chaleur) @)—; exp ( — ?)
2
D, + A (Schrédinger) (4—}:‘:—))%— exp ( - J;%— —in 77:)

??(5:7'_":7’) dEd
BE—(r—iry %

Pour ¢ € 6,°(R""),y constante >0

32— A (Ondes) s

3 Opérateurs linéaires & coefficients constants

Selon Malgrange [5] et Ehrenpreis [2], tout opérateur différentiel linéaire non nul a coefficients
constants est localement résoluble sur R”. Dans ce chapitre nous donnons deux démonstrations
de ce résultat : Une globale (due 2 Hérmander [4]), et la seconde purement locale (due a Taylor et
Dadok [6]).

3.1 Le cas global

3.1.1 Solution élémentdire

| Définition 3.1. Soit P(D) un opératenr différentiel linéaire a coef- 1
' ficients constants sur R”. On dit qn'une distribution E € 9'(R") ‘
! est solution élémentaire de P(D) si et seulement si : P(D)E = 8. |
\ )

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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e N
| Théoréme 3.1. (Malgrange-Ebrenpreis) Tout opératenr différentiel linéaire |
~ - z s 7 - |
| non nul a caefficients constants admet une solution élémentaire dans &'(R"). |

o

Démonstration du théoréme 3.1. :

Ce théoréme général a été démontré par Ehrenpreiss [2] et Malgrange [5]. La démonstration que
je fournis ici est due a L. Hormander [4]. Elle est décrite trés briévement dans [1] et [4] et je me
propose ici de la détailler au maximum. Léquation P(D)E = & est équivalente au probléme de

division P(£)E = (27r)~%, et I'idée principale est de définir E en tant que transformée de Fourier

inverse de (2},"(); , C’est-a-dire par une formule du type :
_n F W e)E e
e =t | Z288 e 2
R=

e Si, quel que soit £ € R?, P(&) # 0, c’est bel et bien la formule (61) qui définit E. En effet, la

fonction ZLL est € 3 croissance lente, ainsi que toutes ses dérivées :
6 9
(2m) 3
€ 6,(R")
P($)

Donc, E (ainsi définie) est une distribution tempérée sur R”. De plus, Yo € 6,°(R"),

(P(D)E,9) = (E,P(-D)g)
ot [ Z2PEDIE)
-t | STl
= | @aEFTe)E)dE
= (@75.77(0)
= (#().F(¢)
= (%.0);

ce qui veut dire que

et que E est solution élémentaire de P(D).

e Dans le cas général, on utilise le lemme suivant (dont une démonstration se trouve dans [1]) :

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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7
' lemme 3.1. Si P(D ) #0, il existe une suite (0, ) avec 0, e R” et |6,| < 1, une 1

pm tition ’dﬁerentaelle de lunité (o), avec p), € c6’“’°(IR”) et une constante |
| ¢>0telles gue |P(E +20,)| > ¢ pour & €supppy, z€Cet|z| = 1. ‘

L’idée maintenant est d’intégrer dans le champs complexe pour éviter les zéros de P({), { € C?,

ce qui nous donne la formule :

Vo€ 6°(R"), (E,¢) = (E.F(F7p))

= (E,7'¢p)
= (;Pk}i?—l?)
=0
= Z(Pkaf?—lﬁ”)
:

—~

2 e E)F9(£)
i jﬂ_%_dg.

= (27)% Md{.
o éf T PE)

Comme supp(¢) est compact, il est inclus dans une boule centrée a 'origine et de rayon R et, d’aprés

le théoréme de Paley-Wiener #, & se prolonge en une fonction holomorphe sur C* que I’on note .

La fonction

¢ : C-C
z—=d(z)= —5 —204)
est holomorphe sur C car:

o :C — C” telle que h(z) =—& — z0, est holomorphe (puisque toutes ses
composantes le sont),

° g'}: C” — C est holomorphe,

;:.;
e y=0pobh.
3. Soit 2 un ouvert de R” et (V,); un de ses recouvrements par des ouverts. Une partition différentielle de I'unité
e 8 ambwedeinnd ‘I'L Ve var i f.null‘ v f..l‘n[uuui ! I dane a1 nulﬂ'lr.”'hln ‘“ll") { 1 | Cainiilly l Sy | l

rit lacalement finie (e’ "jvr Sodive « Povr tant campact F."{ 0 Pengembhble deg indices f trly ¢ que vupp ) ﬁf(-fl‘@ Cit ﬁnl)
/LVJ el w; = U,

4. ‘l'héorélﬁc de Paley-Wiener : Sout f une distribution tempérée, % f sa transformée de Fourier. Alors f est une
distribution (resp. fonction test) a support dans la boule de rayon R si et seulement si :
(i) Z f se prolonge en une fonction holomorphe de { =& + i, dans C” tout entier.

(i) Il existe N tel que | Z £ ()| < C(1+|{])VeRl (resp. (ii-bis) Pour tout N on a | F f({)] £ Ce(14|])~NeRinl)
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De méme, la fonction p : C — C telle que p(z) = P(£ +z0,) est holomorphe sur C puisque :

e (—h): C — C” est holomorphe,
e P:C” — C est holomorphe (car c’est un polynéme),

e p=Po(—h),

et comme :

[P o(—h))(z)=P(& +26,)#0 (car |P(§ +28,)| = c >0),
on conclut alors que la fonction

f : C=C

- P(&+20,)

est a son tour holomorphe sur C.

D’aprés la formule de Cauchy, pour tout z, € C tel que |z,| < 1,

f(z)= .y ﬂdz,

27 Jiy=1 2— 7

et en particulier :
1 f@,

2ir 2=t Zz

fO)=

ce qui implique que :

p=t) _ 1 [ P—t£—26,) dz

3

et par vole de conséquence :

iyt L[ §E—z6) dz st
(E,p) =(27) IEEZN'["Pk(E)(Ziﬂ: =t P(E+26,) ™ )d‘f’ p€G (R"). (62)

| Proposition 3.1. E est une distribution sur R". |

Preuve de la proposition 3.1 : Il est clair que E est linéaire de Z(IR") dans R. Pour montrer qu’elle

est continue, on choisit une suite (¢;); qui converge vers 0 dans Z(R”) et on démontre que
(<L,4,>), converge vera 0 dana IR.

En effet, si (¢;); est une telle suite, alors :

Mathématiques Juin 2018 Universite 08 mai 1945, Guelma.



Mémoire de Master 12 KHALFALLAQUI Roumaissa

G/(—E—26,) dz
I<Egy>| = @[S [ ou@ Mf'lfp(“z@: <L) de]

FE—280 ds
—\d
LH o )%

keN

21 5
eS| ooz

< @)yEy] f nPk@ f]zl llT;(cf +:;f)kl)l dz) a
)

IA

X

keN

s g,)
= (ZR)_TZJnPk(f) -fli— |¢,( ¢ =6, xdz )d& (¢ lemme3.1.)

keN

' lemme 3.2. [l existe une constante strictement positive C telle que, VE € R”,Vp € G

f}ng—E—z@k)l < CNg, (@)1 + &) |

‘ keN

Démonstration du lemme 3.2. : on sait :

£°5(&)=Dag(&)=

e D%(x) dx

(2'1"'.',')-2’£ Rn

donc :

EP(€)= J. e D%p(x) dx

et lafonction & — £*%(£) se prolonge en une fonction holomorphe de la variable { = & +in e C”

(2m)?

telle que :

[ — W)=

o J' e D%(x) dx

Par conséquent :

ol = L[ et ax
K

(2m)*

p(x)|- e dx

IA

7o

suplD“w(x)l] =]

(Aﬂ') ¥R
( sup|D“ x)lf 1 dx
fKe"” dx
(2m)2
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Autrement dit : Y € C”,
22110 < 5up| D ()
Donc:
(sup [ZDIF) < ¢ sup [D%g(x)]
Ja|<n+1 ;aﬁf,ﬁ l
Mais :

S(1+[CPF < sup |27
|lal<n+1

et il s’ensuit alors que :

A+ BT PO < . Ng par ()

En particulier pour { =—& —z0, ,ona:
(14— = 26,) T [9(—€ —26,)] S e:Ng o a(9)

Dou:
_—_
csup(1+|—& —z6,[)7 sup [o1—E —26,)| < e} Ng 11 (@)

lzl=1
keN keN

et cela implique que :

e(1+]—& =i, )F sup |F—E —26,)] < ;N ,.4(9)
Donc:
o(1+ 15[2 # |6k|2)T Sllllg 17 = == z0,)| < ClNK,n+1(9°)
keN

Par conséquent :

n+l Cpac
1+ [EFYF sup [~ —26,)| < Ny us(g)
keN

€t comime : {
SA+IED <1+

On arrive 3 :
c, P ~
L1 ) it =) S 1 N ()
et finalement :
S}’_P |p(—€ —20,)| < CNK,nH(QD)(l + lﬂ)uﬂ_li
e
ou:
2

k=

G

Retour 2 la démostration de la proposition 3.1. :
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De ce qui a précédé et du lemme 3.2. il découle que :

. CNg a1 ) 1+ €)™
|<E,p;>| < (Zﬂ)_EZJHPk(g)(%Ll_I il ) dz)dg,

EeN G
| Rﬂmﬁ]}v&nmm

a noter que I'intégrale :

1
I‘L(iﬂfnfm o

est convergente pour les raisons que voici :

e Le passage en coordonées polaires nous donne :

= [ = _geas=([ = 4 46
_HJ‘Q _I;‘n—l (1+T)n+1 = _( Q (1+T)n+l T)(Ln—l )

e Lintégrale
1

o0

Th
— T
0 (1 + T)n-f-t

. > A o gl 5 voq- A
est convergente puisqu’elle est de méme nature que | | T 4T, Cest-d-dire de méme nature

que flm ;Igd o
e Dintégrale _fS”_, d 0 est finie vu qu’elle désigne ’aire de la sphére unité de R” (que I’on calculera

un peu plus loin).

Par conséquent, on a:
_=CI
VreN, |<E,p;>|<(2n) TNK,nH(S”j)s

et cela prouve que si :

PR
o
J joen
alors ;
3
(E’ 90;') o 0,
j—oo
ot que £ ect une dictribution sur It”, L

Fin de la démonstration du théoréme 3.1. :
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Pour tout ¢ € 6,°(R”), ona:

5 P DY (—E —20,) d

keN
_ ﬂ__."z_ L 7 é’ ng) d
= @nty | npk(f)(zm R T
= ety [ p@-g)aE
keN /R
= i3 [ e oK) de
keN J R*
= (2n)7? Zpk: l(ga
kenN
= ((zn)-%zpk,ﬁ-l(w))
keN
= {@n) 5,2 (p))
(9(3)9’ (o)
= (3,9)
Ce qui démontre que, P(D)E = &, et que E est solution élémentaire de P(D). =]

3.1.2 Solution du probléme

Limportance d’une solution ¢lémentaire E pour un opérateur différentiel linéaire i ccefficients

constants P(D) réside dans le fait que, si Ly : &' — & est 'opérateur de convolution défini par :

Vue&'(R"), Lyu=E xu,

ona:
LyoP(D)=P(D)oL,=1d,
Gar;
[Lp o P(D)]u=Ly[P(D)u]=E «[P(D)u]=[P(D)E]+u—38+u=u,
ot

[P(DYoLy|n=P(D)L#)=P(DYE+u)=[P(D)E]*#=8+#=n.

Dong, la connaissance d’une solution fondamentale de P(D) permet de construire une inverse bila-
tere Ly pour P(D), de résoudre I’équation P(D)u = [, et de décrire la régularité de cette solution.
En effet :

(PDye=f) = (u=Lgf) = n=Exf)

etsi f est de classe €* pour un certain % € N, la solution # I’est également.
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3.2 Le caslocal

Dans la section précédente, nous avons utilisé essentiellement la transformée de Fourier pour

obtenir des solutions explicites de I’équation aux dérivées partielles :

P(D)u = f sur R". (63)
Dans la présente, nous utilisons les séries de Fourier pour démontrer I’éxistence de solutions locales
pour cette derniere. De fagon plus précise, nous nous proposons de démontrer que :

Vxy, 3R> 0tel que: Yf € Z'(B(x,,R)),du € 9’(B(xG,R)) (64)
vérifiant P(D)x = f sur B(x,,R)

et cecl équivaut a :

AR > O tel que : Y € 2'(B(0,R)),3u € 2'(B(0,R)) 65
vérifiant P(D)u :f sur B(O,R) ( )

car, en remplagant x, par 0 dans (64), on obtient (65), et en supposant que (65) est vraie, que x, est un
point quelconque de R”, que R est un nombre réel strictement positif, et que 7_,_est la translation

de vecteur (—x,), on arrive a :

7_,,(B(x,R)) = B(0,R)
Vf € 9'(B(x,R), t_,f €2 (B(O,R))
du € 7'(B(0,R)) /P(D)x =7_, f sur B(O,R)

c’est-3-dire que :
7, (P(D))u = f sur T‘,Q(B(U,R))

et comme P(D) commute avec 7, , on conclut que:
dve _@'(B(xo,R))('v =7, #) tel que : P(D)v = f sur B(xy, R),

et cela démontre (64). =

| Proposition 3,2, Pour tont a € K", lu résolution du probléme (64) éynivant & celle |
de Péquation : :

P(D + a)v = g sur B(Q,R). (66) ‘

Démonastration
Ona:

PDu=f <= P(D)e"* e “*y]=Ff
P(D)[e*=p]=F.

= {u:e‘“'xv

Mathématiques Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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Mais

Dje**v] = [a;e""v]+e**Div

et en supposant que :
R k
Dile**v]=¢*"(D; +a;)"v,

on obtient :

k41 jiax _— ky iax
D" [e***v] = D;[Dj(e"*v)]
= iax k
= D;e"**(D; +a;)"v]
= e‘“"‘(D]v+aj)(D]v+a'j)kv

= ia-x k+1
= e D;+a;)" 0.

Par conséquent,
e Bis iax ia-x B
Y= Lowuolit, D}.’(e = (D].—|—a_rj) iv,

et comme
P(D)="5 asD "BL%... 00,
Benin

Bsm

on arrive a:

P(D)(e"**v) = €** > ag(Di+a,)P (D, + )% ... (D, +a, )0
Penn
B<m

= ¢“*P(D+a)v,
d’ou:

e**P(D+a)v=f

iqx
v

PDu=f < { 3 s

o {FBere

u=e**yp
PD+aypw=g.

< u=evry
g =fe—:a-x .

En composant avec une homothétie de centre I’origine et de rapport %, et en prolongeant en une
fonction 27-périodique la composée de g par ladite homothétie, on peut supposer que g est 27-

ériodique, c’est-a-dire que g est dans 2'(T”), ou T” = R* /27 Z" est le Tore plat de dimension 7.
p q que g p
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Bt

‘ Theéoreme 3.2. Pour presque tout @ € R” tel greNji=1,...80=< a; < 7, Popéra-
' teur P(D+a) est un isomorphisme de € *°(T") sur € °(T"), et de D' (T") sur 9'(T™). 1

o

Démonstartion :
e Soit g € €*°(T"). Donc g s’écrit sous la forme :

g(x)= > g(k)e™* (©7)
kez»
ou:
gR)=@2m)™ | g(x)e™*dx,
=
et il existe un entier positif ¢ tel que :
Vg €N, sup(1+k|)[g(k)| < co. (68)
keZn
En choisissant f telle que :
fx)= 3 [P(k+a)] g (k)e™, (69)
keZn
On obtient :
P(D+ea)f =g,

car, P(D) étant de la forme P(D) = >\Bl<m aﬁDﬁ, ona:

P(D+a)e’* = Z ag(D; + a,)P o (D, +a,)Pret*
|Blsm
= D aglki+a)r.. (b, +a,) et
|1Blgm
|Bl<m
= P(k+a)e’**,

et il reste donc & démontrer que £, ainsi définic, est bel et bien dans € *(T"). D’aprés la proposition
7.2 (p.34) de [8], pour presque tout @ CR” el que, Vi =1,...,n, 0< ¢ j < 1, il existe des constantes

C et N’ telles que :
Ve € Z",|P(k+a)|~' < C(1+ kY,

et cela implique que :
VNEN, VR Z",(1+[k)|P(k +a) ' [2 (k)| < C(1+ [k (1+ [P |5(E).

Mais :
1+ RV < (14 R,
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car:

WHEPY [ 1HRE Y LR VW
o = L ~(Twrazm) <%

et on arrive donc a :
YNEN, VeeZ", (1+|k)V|P(k+a)7'|g(k)| < C(1 + |k (k).
Comme g € €°°(T") on obtient :

VYN,N'€N, YEeZ", sup(1+|k])"**N|5(k)| < o
keZn

cela implique que :

YNeN, YeeZ®, sup(1+|k|)"|P(k+a)[|g(k)| < oo

keZn
c’est-a-dire que :
fee=(T"),
et cela prouve la surjectivité de P(D+a) en tant qu’opérateur de 6 *°(T") dans € *°(T").
e D’autre part, si 'on suppose que :

P(D+a)f =0

on obtient :

> P(k+a)f (k) =0

keZn

et ceci équivaut 2 :

VEeZ", f(k)P(k+a)=0

Comme :

P(k+a)#0
pour presque tout @ € R” tel que 0 < @; <1 pour j =1,...,7, on conclut que :
VekezZ", f(k)=0
c’cst-a-dire que
f=0
et cela démontre l'injectivité de P(ID + ) : 6 (1) — &~ ("1").

* En conclusion, P(D + «) est un isomorphisme de € *°(T") sur € (") ct, par un raisonncment
similaire, on peut facilement voir que P(D + ) est aussi un isomorphisme de 2'(T") sur 2'(T").1|
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4 Solutions élémentaires des opérateurs les plus classiques

4.1 Equation de Laplace

Le Laplacien est 'opérateur du second ordre sur R* :
p P
n 2
A= E —
eed 3 52
=t b

Le casusuel est le cas 7 = 3. Cet opérateur apparait dans un trés grand nombre d’équations provenant
de la physique, de la mécanique, ou de problemes géométriques. Une raison de son universalité est la
suivante : de nombreuses lois de la physique ont tendance a se traduire par des EDP du second ordre,
invariantes par déplacement (translations et rotations). Or les seuls opérateurs linéaires du second
ordre invariants par déplacement sont les aA + b, a,b constants, de sorte que A doit apparaitre
dans la plupart des problémes linéaires, en particulier de perturbation, provenant de la physique.
L’équation Af = g apparait en particulier en électrostatique, ot c’est I’équation qui lie un potentiel
f ala densité de charges électriques g (dans ’équation de I’électrostatique figure aussi la constante
diélectrique €,, qui vaut 1 dans un systéme d’unités convenable). Le potentiel engendré par une

charge 1 placée au point y € R® est
1

:47r|x—yf

Comme I’équation de Laplace est linéaire, le potentiel engendré par la densité g est (principe de

fo=| 2

4rt|x—y|

superposition) :

(pourvuyue g e suil pas Lrup gt ande desorte yue l'iulégl ale conver ge). Celle [ormule sert 4 résoudre
I’équation de Laplace dans de nombreux cas. Un autre probléme classique provenant de la physique
est le probléme de Dirichlet : trouver le potentiel / dans un domaine 2 C R’ vérifiant Af =0
lorsque f est connue sur le bord Jf). Plus généralement on étudie le probléme aux limites (bien
posé?, comme le suggére I'intuition physique)

{Af:g dans 2
| F=f srdll

4.1.1 Solution élémentaire

Une solution élementaire de A est une distribution E telle que AE = §. On cherche E invariante

pat solation. Daus e eas, L esl de la furine L(a) —8(|+]) uu & est uue luuctivn (géuc'x alisée) de |A.|

5. e probleme est dit bien pose s'1l admet une et une seule solution, et s cette solution depend continument et
différentiablement des données g et f;.
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On se place donc en dehors de 'origine et, d’un coté, on a :
AE(x) = A[®(x])]

- $ 2 o
"fwwwﬁrﬁguﬂ

(<D

= (x| I|

d’un autre coté :
Vo € 2R\ 0), (AE,9)=(3,9)=¢(0)=0,
ce qui veut dire que :

Vx eR"*\0, AE(x)=0,

donc:

(n—
|x]

Sur R?, la solution générale @ de I’équation différentielle :

(n— )

Yx eR"\0, ®"(|x|)+

@(l =o.

(1) +—=(t)=

est telle que :
[ ®(5)=0()
| W)+ E20() =

d’oti :
{ d(t)= f\lf(t)dt

_ [ (a=1) # . .
Y(t)=ae =" 4t 4 érant une constante arbitraire,

Cesta-dire: { (£)=[ W(t)d
(e

i wl , ol est une constante arbitraire,

et par suite :

B(1) = f tf_ldt

[at-]-b sin=1
; u].ué-i—b st —12

\ . .
, ol ct b zont des constantes arbitrares.

sin=>3

a_l
la—m o
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Par conséquent, pour x # 0, E est de la forme :

alx|+ 5 sin=1
Bl alndlxl-i-bl sin=2
; +b sin>3

@=m 2 T

ol 4, b sont des constantes 4 déterminer, et 'on se propose de chercher E telle que :

x| gl n=1
E(x)=+ ¢;Inlx] sin=2
&l sinz3d

o o

[ Proposition 4.1. ladistribution sur R* définie par la fonction localement intégrable : |

| x| =
— stipr—12
2
- el = ;
= siR=2,
@)= 5 /
- 1 27 2
4 sin>3 (avec—:(Z—n)ﬂT)
|x["=2 ¢ I(3)
| est solution élémentaire du Laplacien.

Démonstration.
e Casoun=1:VYp e 6~R),

o]

(AE,0) = (E,¢")
(x)¢"(x)dx
=l
R 2
— J; x¢"(x) dx
= —J:ogaj(x)dx
= 9(0)

= (8’59)'

Donc: AE=8,etE = % est solution élémentaire de A.

Y

R

l
—

@"(x)dx
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e Casoun=2:VYpe€ 6,°(R?, telle que ¢(x) = ¢(]x|), on a:
(AE,9) = (E,Ag)
= JRZE(x)Aﬂx) dx

= [ S arg(ep s

= Liﬁfqaﬂlrnﬂ¢Wﬂ]

= L L l;1—7;ng”(r)+;c;t’)'(r)]:"d?’dé’
- L - r(lm)[q&”(r) i -:7525'(7):, o

= Lm r(lnr)gS”(r)dr+Lw(Inr)¢’(r)dr

= —J;m &'(r)dr —J:o(ln r)¢'(r)dr +J;°o(ln r)d'(r)dr
= $(0)=¢(0)=(3,9).

Donc AE = 8, et E est solution élémentaire de A.
e Casoun>3:VYope 6,°(R), telle que (x) = ¢(|x|), on a:

(AE,p) = (E,Ap)

= J. E(x)Agp(x)dx
o R

= | ESals(eh)
B»

e
WMEJFWMD ﬁ;l(mﬂdx

— f f r:—z é" r)+——-n_1¢’(r ]r""_‘drda
"
= |5 f (rs”( ‘r+—n‘;’(ﬂ] n gy

— Al r”rdrc—-”_l-m’rdr
cIs |j;m¢<) +en—1)-8 1LM¢(>
= —clS”_I|-JCJ q5'(r)dr+c(n—1)-]$”_1|-L ¢'(r)dr
= eln—2)s)5" J $(r)d
T z 1"”
= 1) 1.0 = L 15 pi0)= L 51 (8,

2 275”/2 27‘6”/2
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Mais,
fR” e dx
fom e ro-ldr
IRH e—(xitag+.4x7) de dxn
et T di
l:fm e—(F+s7) dtds]j
s et de
(1205 e dpas]’
1(3)

571 =

Zﬂ.n/z

I(3)

et il en découle que
Vo € 67 (R"), (AE,9) =(3,¢)

c’est-a-dire que
AE =g

et que E est solution élémentaire de A. [ ]

4.2 Equation des Ondes

Lopérateur des ondes (D’alembertien) sur R” est 'opérateur

92
=———A,,
G at? *

ol la variable de R” est notée (¢,x) avec t =x; € R et x =(xy,...,x,) € R*.
4.2.1 Cordes Vibrantes (Ondes en dimention 1+1)

L’équation des Cordes Vibrantes (dimention 1+ 1) est :

S
(e au) =8

ou v est la vitesse de propagation. En posant :

X—x=vt, Y—x4vt, FX,Y) [f(t,x), el G(‘Y,Y)zig(l,x),

on obtient :
o ¢ vye L rcere X E gy 3Y BF o OF . OF
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donc :

a*f __#F d*F J*F J*F

722 9= KN gragE )+ Fms (R )+ 55 (X0 T),
De méme :
af a _HX JdF Y @F _ JF
——(t,x)= [F(X ¥)l= aX(X,Y)+—-8—t-a—Y(X,Y)_ (X Y)-!-‘U——-—(X ¥

et il en découle que :
Ezf 5 B°F s G°F y BF
— X, Y)— , Y )—
TR =Y Y ) e K )~ oy ay?

Sil’on suppose maintenant que f est de classe 62, I’équation des cordes vibrantes devient :

(X Y).

(X,Y)+2?

F_ xv)=6x Y)
axay r
g2
Donc F(X,Y) = E = G, ot E est une solution élémentaire de I'opérateur %37 En fait, E =

H, ® Hy, ou Hy et Hy sont les fonctions d’'Heaviside, car :

FH@H,) \ 5%
< IX0Y ’?’> = (HX®HY’ )

S pX.0))
= ¢(0,0)
4272 Prohléme de Cauchy

Soit f — f(t,x) une distribution tempéréc, ct notons %, f sa transformée de Fourier partielle en x.

Pour les fonctions test ¢ on a:

Z08) =i | )
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Si f vérifie le probléme de Cauchy pour I’équation des Ondes,
L (0= 0f(00)

{ f0,x)= fox),

G2
500 =),

sa transformée de Fourier partielle en x vérifie le probléme de Cauchy :

32
L) 0,6 =P, 10,6
FF=F I agf—ﬂ'xfl, pour ¢ =0,

dont 'unique solution est : &, f = (cost|&|)Z. fo(&)+|E| ' sint|E|Z A (E)

4.2.3 Solution élémentaire

Soit E__la distribution tempérée dont la transformée de Fourier partielle en x est :

sint|&|

FE(t,E)=Qn) 1H(1,E) 7

Pour toute fonction test ¢ dans 6,°(R"),on a:

<(j—2+|£[2) > <52 ZE +|ERZE, ;o>

=(eny (o (e 5 ) e, 2L o)

./ 3 inz|€
=(27) 2<§(3t®1551r‘1§: I+H(t,§)cost|£|)

sinz|&|
H "")

+HE[*H(2,€)

sint|&]
€]

+HEPH(2,E)

—_-(zﬂ)—%<az ® 1, — |EPH(2,E)

sinz|&]|
H "">
=(3, ®(2n)"? 15,90).

Donc

(3t1+|5|2) E . =8,0@2n) 11,
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Mémoire de Master
et 3 I’aide de la transformation de Fourier inverse on obtient :

2
(__Q_H_AI)E_!_ = 8: ®8x’

dt?
2
b Ax)E+=5',

(55~

C’est-a-dire :
et cela montre que E_ est une solution élémenaire de 'opérateur des ondes, portée par le demi-espace

t>0.
4.3 Equation de La Chaleur et Equation de Schrodinger

B=l A,

Les opérateurs de la chaleur et de Schrodinger sont respectivement :
1d
et
t1 ot

N
N

ad
C—E-—A

| Proposition 4.2. La transformée de Fourier inverse de la fonction :

f:R” — R
£ = exp(—w|C[?)

est la fonction :
g:R* — 1
; A P 1 — % f—ll'!z\)
i (2e)i P\ e |
Démonstration.
Ona:

= ixE—wlflldg

x)= - e .
g(x) (Zﬂ)if"
Trane
"
g ) (27‘:)7 Rn
Comme :
5 Ié-[z |x|2 | X + /'_E 3
—xf —wl|f} = —— wfl|,
4o 124/ ¥
on obtient ; ,

P 1 |2 ) o @

glix)=——e% | ¢ st/ d&.
(27’{ z B2
3
Juin 2018 Université 08 mai 1945, Guelma.
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€t en posant :

on arrive 3 :

et par suite :

Ce qui implique que :

4.3.1 Equation de la chaleur
le probléme bien posé associé est le probléme initial :
d
Rl
o )
f=7i(x) pour ;=0

ou f; est tempérée.
Si f en est une solution tempérée, et si f est la transformée de Fourier partielle en x de £, alors:

a o 2 7y
S =—ier7
=1 pour t =0
Cela implique que :
_~ L ZA
f=etet]
et que :

fltx) = @OT[F ("N, f,

= a2
= 1 z(i)ze " *, fo
(271')1 2t

1 2
= [ 6_%]*xf0.

(4mt)3

= Solution élémentaire : On pose F(t,&)  (20) 7 TT(1, &)™ e, pour wute fonction test ¢ ¢
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(™), ona:
<(§? + Iflz)ﬁx&r, ga> = <%9x5+ % |§|2g15+,¢,>
= (2“)_%<%(H (£,€)e™#0) + |EP(H (2, £)e T, §a>
= (@r)7H(8, @ Lee ™ —|EPH(z, )T
HEPH (2, E)e T, )
= (8. @(2n) F1,0),

Donc 2
AT -1
(3:“‘5' )E 5, ® ()i,
Qou encore : a
7|(5-a)E]=21505,)

autrement dit : P
G .
( at )E ‘

et ainsi, I’équation de la chaleur admet une solution élémentaire E telle que :

Blt. %) = 9':1E
= #7(@n)y BH(t, E)e Y]
_ (Zﬂ)"%ﬁ;l[e_‘mz] sit>0
o sit <0

= H(t,x)dnt) 2.

4.3.2 Equation de Schrodinger

e 0 1 .
Pour L'opérateur de Schrodinger sur R*+!, § = v% — A, on cherche une solution au probléme

Sf:O
f=fle) pour =08

initial :

sachant que f; est tempérée.

Ce probléme initial se réécrit :

)

W
~

—i|EPf

}; pour t=0

e

ey

Sa solution est telle que :

A

f = e""’iflz}';,
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donc

flt,x) = @ay I F e )], fi(x)
= [(rityie 5], fi(x)
= [(drey it 5mi ]« fi(x)

e Solution élémentaire : On pose £(2,&) = (2)" 2 H(t, & e " et, pour tout @ € EP(R™1), on

a.:

<(§E+ i|5|2)g«*xﬁ,¢>=<%9ﬁ +if§lzﬁxﬁ,sﬂ>
:(2n)—%< %[H(I,E )e“'"f'l] +ilEP[H(2,& )e“'"f'z],ffl)
:(zﬂ)—%é—iflﬂz[at ® 1, }-i|EPH(z, £ )eEr
+z‘|£|2H<t,E>e‘”'f'i¢)

=(8, ®[(2n) 1], 9).

Donc

(Z+iléP)E=5, @lCnr 1)

de sorte que :

(li—A)Eza

et que I’équation de la chaleur admet pour solution élémentaire £ = % 'E. En fait, E est la fonction

localement intégrable :

E(t,x) = FT'E=Z7[(r)TH(r,&)e ]
_ ey ig [P sit>o0
|0 sit<0

i1

R P
= H(t,x)4mit)y Ze” 5 —H(t,x)(4mt) e+ "7,

5 Fonctions harmoniques :

A

! Définition 5.1, Soit 4" -+ T mwﬁmmﬁm e elasse 67 awr oo aseviert veone e l
l U CR”. On dit gue u est harmonique dans U si, et seulement si : Au =0 sur U, [

el )

Pour tout x € R” et tout réel » > 0, on désigne par B(x, r) (resp. dB(x, r)) la boule (resp. la sphére)
de centre x et de rayon r, et on se propose de démontrer que si # : R” — R est une fonction
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harmonique dans un ouvert non vide U C R”, alors, quel que soit x € U et quel que soit r € R},
tels que B(x,r) C U, le nombre #(x) est a la fois égal 4 la moyenne de # sur B(x, r) que ’on note
jCB(x r) #(y)dy et 3 sa moyenne sur JB(x, r) notée jCaB(x ) u(y)dS(y), ou:

1
dy= d
J(B(x,r) u(y) d a’(n)r” J;i’(t,r)”(y) d

1
na(n)r=1

et:

]f WISy = | woyaso)
JB(x,r) B(x,7)

et ot na(n)r™ " est le volume de la sphére de rayon 7.

/ R

| Théoréme 5.1. (Formules de la moyenne pour I’équation de Laplace) : Soit |
u : R” — R une fonction de classe 6* sur un ouvert non vide U C R”. Si u est
harmonigue dans U, alors :

u(x) :J[ #(y)dS(y) = #(y)dy, (70)
FB(x,r)

B(x,r)

| pour toute boule B(x,r) C U. j

Démonstration :

Soit :
dr)={  utdso)
4 3B(x,r)
donc:
d(r)= u(x+rz)dS(z)
3B(0,1)
et:

$'(r) = J[ Vu(x+rz)-zdS(z)
3B(0,1)

= ]L Vi(y)- L=2ds(y)
FB(x,r)

¥

u y =%
=Jf oMl e sl
IB(x,r) dv

5 st L L)

na(n)r*=t Jope.) v
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Comme v est le champ normal unitaire sortant ® de dB(x, ), la formule de Green” implique que :

v
na(n)rr1

#(r)= f Aoy )

et en supposant que # est harmonique dans U, on arrive 4 ;
Au=0 sur B(x,r)
d’our:
$'(r)=0

et ainsi, ¢ est constante eton a:

#0) =l ) =lin]  u)ds0) = (o),

2B(x,t)

c’est-a-dire :

#lx)= u(y)dS(y).

3B(x,7)

Enfin, la formule de passage en coordonnées polaires® donne :

J;(x,r)u(y)dy - fo , ( LB(x,S),,,(y)dS(y))ds
= |, (retnr )(aﬁ(x’s)u(y)dS(y))ds

- JO y (71(:(71)5"_1 u(x))ds

= a(n)u(x) rns""ds

0
= a(n)r"us(x)
ce qui conduit a :
i
= uldy
a(n)r B(x,r)
¢eut-a-dire ¢
u(x)= u(y)dy O
B(x,r)

6. Soit U= {x €R" | ¢(x) <0} ol ¢ : R” — R est de classe 6. Alors, la normale sortante en un point x, de U
Vn(xg)

IV (xo)l] "

7. Formule de Green : Si » € €*(U), alors : f” Andx = J’_:” 5-dS, ot v est la normale sortante 3 JU.

8. S1#:IR" — I est unc fonction continue et intégrable, alors, quel que soit » > 0,

i(J’ u(x)d.t):f udS.
dr \Jp(z,.r) 2B(x,y7)
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\

‘/Théoréme 5.2. (Réciproque de la propriété de la moyenne) : Soiz # : R” - R |
une fonction de classe 6> sur un ouvert non vide U CR™. Si u est telle que :

u(x) :](: u(y)dS(y), pour toute boule B(x,r) C U,
3B(x,r)

alors u est harmonique dans U. |
\\ '//

Démonstration :
Soit # : R” — IR une fonction de classe € sur un ouvert non vide U C R” et, pour tout x fixé dans

U et tout réel strictement positif r tel que B(x,7) C U, on pose :

B(r)= #(y)dS(y),
3B(x,r)
et on suppose que :
#lx)= #(y)dS(y), pour toute boule B(x,r) C U,
dB(x,r)
ce qui implique que :
@'(r) =0 sur un certain intervalle 10, r,[. 72)
Mais, d’apres (71), on a:
#
$n=24 o)y
n JB(x,r)

et 51 # n’était pas harmonique, il existerait x € U tel que An(x) 3 0, et il y aurait un » > 0 tel que
Aun(y) soit > 0, ou < 0, pour tout y € B(x, r). cela impliquerait que ¢’(r) est soit > 0, soit < 0, et

contredirait (72). Par conséquent, # est harmonique dans U. [

7

- Théoréme 5.3. (Principe du maximum) : Soit U un ouvert borné de |
R, et soit u une fonction continue sur U, de classe €* sur U, et harmo-
nigue dans U. Dans ce cas :

. @Ona:

max# —maxu
T au

2. Si U est en plus connexe , et s’il existe un point x, € U tel que :

u(x,) = max#,
U

alors u est constante sur U. /

Démonstration :
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e On commence par le deuxieme point, et pour ce faire, on suppose qu’il existe x, € U tel que? :
#(x,) = max #.
U

Pour 0 < r < d(x,,d U), 'égalité de la moyenne implique que :

7

max# = J[ u(y)dy,
B(xp,r)

dou:

J( [ maxu —u(y)]dy =0,
B(xg,7)

U

et comme la fonction x — maxz; # — #(x) est positive et continue sur B(x,, 7 ), on conclut que :
#(y) = max » pour tout y € B(x,, 7).
7

Mais, U est connexe. Dong, le seul sous-ensemble non vide de U qui soit 4 la fois ouvert et fermé
dans U est U lui-méme. Comme I’ensemble non vide A = {x € U | #(x) = maxz#} est 1 la fois
ouvert (car, pour tout x € U, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U ) et fermé dans U (car A =
U N~ ({maxg #})), on conclut que A= U, que, quel que soit x € U, #(x) = maxy; #, et que # est

constante dans U.

o Pour ce qui est du premier point, on constate que U est borné, donc U est compact, et comme #
est continue sur U, # atteint son maximum en un point x, € U. Si x, € U, la question est réglée,
et si x, € U, le deuxieme point du présent théoréme implique que # est constante sur la composante
connexe de U qui conticut 1, doue # atteint aussi son waxiun sur le bord de cere composante
connexe, donc sur le bord U de U. ]

=

Remarque 5.1. Le théoreme 5.1 (principe du maximum) reste valable si I'on remplace

| partout dedans, « max » par « min », Pour le voir, il suffit d’y remplacer u par (—u).
\ J
&

' Remarque 5.2. Le deuxieme point du principe du maximum implique, en particulier,
gque si U est connexe et u est une fonction continue sur U, de classe ‘6* sur U, et telle que :

{ Au=0 dans U g

=g gl

; Alors, u est positive sur U tout entier si g est positive an moins en un pnint de 1.
. =

9. Ce qui est siir, c’est qu'il existe x, € U tel que : #(x;) = maxg; #, car U est compact (puisqu’il est fermé et borné)

et # est continue sur U.
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Théoréme 5.4. (Unicité) : Soit U un onvert borné de R”. Alors, |
pour tout f € G(U) et tout g € €(JU), il existe an plus une
fonction u € €*(U)N E(U) solution du probléme de Dirichlet :

(73)

—Au=f dansU
un=g surdU.

Démonstration :
Soit #,, #, deux solutions du probléme (73). Alors, la fonction # = £(#;—u,), qui est dans €*(U)N

%(U), est solution du probléme :

{ —Ax=0 dans U
=0 surdU.

La fonction # étant harmonique, d’apreés le principe du maximum, on a :

au T
min# =min# =0,
U U

et vu que:

on conclut que :

et que :

7 \
A\

Proposition 5.1. 1. La fonction n:R” — R définie par :

1
i
el

1

S e F 1 dx

n(x)=
0

st|x|< 1

st|x|=>1,

(74)

est radiale, de classe € > et & support compact égal & B(0, 1), et telle que [, n(x)dx =1.
2. Pour tout ¢ >0, la fonction 7, : R — R définie par :

g

gl est 6 a support compact égal & B(O,¢), et telle que [, n.dx =1.
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3. 8i f : U— R est une fonction localement intégrable, sa régularisée f* est définie sur\
Pensemble ,

U={x€U|d(x,dU)> ¢}

par:
fe=n,xf sur U

cest-a-dire par :

Vxe U, f"(x)=L m(x*y)f(y)dyzL 7.(0)f (x—y)dy,

(0,5)

et c’est une fonction de classe 6 sur U..

\
| Théoréme 5.5. (Régularité) : Soit U un ouvert borné de R” et u l
i une fonction continue sur U. Si, pour toute boule B(x,r) C U, u E
| vérifie la propriété (70) dite de la moyenne, alors u est €°° sur U. |
\ )

Démonstration : Soit 7 la fonction définie par (74) et, pour tout £ > 0, considérons la fonction #?

définie sur U. par :
& =,

On sait, d’apres la proposition 5.1., que #° € €*°(U.), et pour démontrer que # est de classe €*°

sur U, on va démontrer que # = #° sur U_. En effet, pour tout x € U,, on a:
) = | o=y
= L . n.(x—y)u(y)dy (car Suppy, =B(0,¢))
= L( )ﬁ's(]x —y)u(y)dy (ou7, est une fonction de R, dans R, car 7 est radiale)
N f ) ﬁf(r)( J N ‘u(y)dS(y))dr Gomailinhlsamoarionmbepeiied
0 FR(x,)
= u(x)fs F.(r)na(n)r™'dr (d’apres (70)
0

= (x) f 7.0 L BMdg(y))dr

= (%) f n.(v)dy (coordonndes polalres)
B(0,€)

= u(x)
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Donc:
nw=wu"sur U

ce qui prouve que, pour tout ¢ >0,0na:

n€E=(U,)
et comme :
U=l i,
>0
on conclut que :
we €=U 0
_{/ Théoréme 5.6. (Théoréme de Gauss-Green) : Pour toute fonction u € €' (U), ona: \{
I |
I j uxdx:f uv,dS, i=1,n
| - 2u
;
| onv=(%,...,v,) est le champ normal sortant. J
[

Démonstration. ¢f. [3]

un onvert borné de R* et u une fonction harm
B(xy,7) C U et tout multi-indice y, ona :

27 n(x)] < —
Awvec:
1
Ja(n)
C =
[
a(n)

L

Théoréme 5.7. (Estimation locale pour les fonctions harmoniques) : Soit U

onigue dans U. Pour toute boule
LY (B(x0,7))? (76)
st|y|=0

(77)
si [y #0.

Démonstration : On démontre cette inégalité par récurrence sur |y/|.
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e Pour |y| =0, onay =0, donc &7# = « et, d’aprés ’égalité de la moyenne :

ool = |4 atid 79)
B(x,,7)

= . J. u(x)dx 79)
a(n)r® Jpu,r

< | |l 0)
a(n)r” B(xg,7)

1
= ;(‘;;)‘;||”||L1(3(xo,r))a (81)

ce qui confirme (76) et (77) pour |y| =0.

e Pour |y|=1, il existe 7 € {1,...,n} tel que d"u = u,, et comme # est harmonique, #_ Dest

également eton a:

|97 u(xy)] = J[ uxj(x)dx (d’apres la formule de la moyenne) (82)
B(x5,3)
231
= j u, (x)dx (83)
a(n)rr Bz
2”
= f u(x)vi(x)dS, (d’apres le théoreme de Gauss-Green)  (84)
a(n)77 ) 280, )
2”
= f |#|dS (car |v.(x)| < 1) (85)
a(n)r™ Jap(e, 1y
271
= m l’ulll,w(é'ﬁ(xn,{))J ds (86)
a(n)r dB(x,%)
2n

= THHHLm(aB(xO,g))- L

et le fait que # soit continue sur le compact B(x;, 5 ) implique 'existence d’un élément x dans B(x,, )
tel que :
3¢l 025, 5 = |5 (- (88)
Muis Mindyalivé ;
[y =%l S|y —x[+|x — x| (89)
implique que :

Vye B(x, ;), ¥ C B(xg, 1),

c’est-a-dirc que :
B(x, %) CB(xy,7)C U, (90)
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et maintenant :

1
) < gy (daprés (1) o1
wim oy ey (4o
1 72V 2
= a(n)<?> Il gy (dapres (90)). (92)

Enfin, en combinant les inégalités (87), (88) et (92) , nous déduisons que :

p ¥y, 1
(x| < ———||u si =1
137 ()] < s il st 1]

ce qui prouve (76) et (77) pour |y| = 1.
e On suppose a présent que |y| > 2, et que

(76) et (77) sont vraies pour toute boule B(x,,7) C U et ©3)
tout multi-indice ¥’ de longueur inférieure ou égale a |y|—1.

Dans ce cas,
VB(x, 1) C U, Yy eN(y| 22), i€ {1, n}, Iy eN'(ly|=lyl—1) [ 9u=(2"w),,

et de (87), nous déduisons que :

n '
el < Ao ) . o4
r LW(E‘B(xD,ﬁ))
Comme 37" est continue, et que B ( T I_:r_l) est compact, il existe x € B (xo~ ﬁ) tel que :
187 u| =197 (), 95)
et vu I'inégalité (89),on a:
—1
yE B(x, |Y|| | 'r) =y € B(x,, r), (96)
Y
d’oti :
lyl=1
B x, F JEBlxsr) € U, (97)
Iyl
et il s’ensuit alors que :
' 27ty (ly|—1)]In-1
E0 I ) (aprés (93) %)
=1 vyt Iyi=t
2}y (5 )
27t y(ly|—1)]rH ;
sy (@aprés (7). ©9)

OC
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Enfin, de (94), (95) et (99), il découle que :
@yl

a(n)rmthl

|37’(x0)| =

11|18y,

et cela prouve (76) et (77) pour |y| = 2. |

-\‘

| Théoréme 5.8. (Théoréme de Liouville) : Toute fonc- |
[ tion : R — R, /mrmonique et bornée, est constante. ‘

\
b

Démonstration : La fonction # étant harmonique, d’aprés le théoréme 5.7. (avec |y| = 1), pour tout
xo €R”, tout » >0, et tout : €{1,--- ,n},ona:
n2n+1

0< l“x,-(xo)l = W”M”U(B(xo,r))'

Comme :
“M I |L‘(E(x0,r)) = a(n)‘r” | | u I lf_m(B(xc,r)}

et comte tenu du fait que # est bornée, on a aussi :

”u”L""(B(xﬂ,r}) < [ #]] ooy < 00

Par conséquent :
n+1

! n2
Vie{l,--+,n}, 0< |“x,-(xo)| = T”“”men)‘;_,_m’ 0

et cela prouve que, Yz €1{1,---,n}, Yx €R?, #, (x,) =0, c’est-a-dire que # cst constante. [ |

N\,

| Théoréme 5.9. (Formule de représentation): soit f une fonction de classe 6% |
sur R” (n > 3), a support compact. Alors, toute solution bornée de équation :

—Au=f surR" (100)

est de la forme :

Mﬂ=—J_@w—yUUMy+C (101)

. on C est une constante, et @ est une solution élémentaire du Laplacien.

Déuoustration :
Tout d’abord, #(x) = — [ z 2(x —2)f (¥)dy est une solution de (100) car # = —® * f. On vérifie
ensuite que si # > 3, alors # est bornée. Enfin, si v est une autre solution bornée de (100), alors

w = # — v est harmonique et bornée, donc constante d’apreés le théoréme de Liouville. [ ]
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/ \
Théoreme 5.10. (Analyticité) : Toute fonction harmonigue
sur un ouvert borné de R” est analytique "®sur cet onvert.

b LU b

[.
i\

Démonstration :

Soit U un ouvert borné de R” et # : R” — R une fonction harmonique sur U. Du théoréme 5.5, il
découle que # est de classe C™ sur U, et d’apres la formule de Taylor avec reste de Lagrange, pour
tout x, € U et tout x tel que [x,,x] C U, il existe t €[0,1] tel que :

VNEN, ux)=> M(x—-—xo)r+RN(x) avec Ry(x)=3 ‘?y“(t’%;(l_”x)(x—xo)r.
s 1 s

Pour démontrer que # est analytique dans U il suffit alors de démontrer que, quel que soit x, € U,

il existe 7, > 0 tel que B(x,, ,) C U et tel que :
Yx € B(x,, 7,), ]\lrim Ry(x)=0,

et c’est ce que nous allons faire maintenant. En effet, pour tout x tel que [x,,x] C U, il existe

t €[0,1] tel que :

8 HlLX, o X
Ry () < S 1P7ALE °‘Jf,“ L T (102)
= '

Soit a présent r = %d(xo, d U). Pour tout x € B(x,, r), I'inégalité :
|y —xo| < Iy — x|+ ]x — x|

montre que :
Vx €B(xy, 1), B(x,7) CB(x4,2r)C U,

et Pharmonicité de # et le théoréme 5.7. impliquent que :

@+ nly )" (@l
4 <— < :
Vx EB(xO! T)s Ia M(JC)I = a'(n)r”"'h’l “u“Ll(B(x,r}) = a(n)r”+|Y| ”u”L’(B(xo,Zr))
Par conséquent, si :
1
M= o “””Ll(,s(xo,zr)) (< o0),

10. Une fonction # : R” — R est dite (réelle) analytique sur un ouvert U de R” si, pour tout x, € U, il existe v, >0
tel que B(xy, ry) C U, et il existe une famille de nombres réels {a_} oy, vérifiant :

Pour tout x € B(xy, ), la série Z fz:,(x —x, ) est convergente et #(x) = Z enn 4, (% —x ).
Si c’est le cas, # est alars de classe € sur T7, r"ga]P 3 son r‘]F"VP]anPmPnT de Tavlar an vnicinage de v, Autrement dit -
A u(xy) " IV n(xg)

e et #(x)= (x—x) si |x—x| <7
' ¥ = €
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alors :

2n+1 n ¥l |
197 4| ooz, ) < M( " ) ly |, (103)
Mais, la formule de Stirling nous dit que :

,Iek+% 1
lim = .
k—oo klek V21

et comme toute suite convergente est bornée, il existe une constante strictement positive C telle

que :
kk"'z
YEeN, 2 =6
ce qui implique que :
. /e
keN, — < —
Yk e rew ‘/_

et par suite, pour tout multi-indices y on a:

friell

c’est-a-dire :

yl" < Celjy|t (104)

D’un autre c6té, le théoréme multinomial :

1
Vx:(x,,xz,---,xn)eRns VE €N, (xr+x?+...+x,,)kzzl-}/—!'xr

=t
Iri=+
implique que :
!
F=(14 1)t = Z M
Irl=F
d’ou : ‘
iy
r!
PAr gty
ylt <y, (105)
et en combinant les inégalités (103), (104) et (105), on arrive 4 :
2n+1 2 Iyl
|22 “”wa(r ) = CM( . ) yh (100)

Maintenant,
Vx €B(x,,7), Yt €[0,1], [tx,+(1—2)x] € B(x,, 1),
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et de (106) on déduit que :

7n+1nZe

i
Vi € B(x,, 7), |3r(tx0+(1—z)x)igCM(“ . )Y}/!. (107)

On a aussi :

YAi=(A,....,A)€R”, Yy eN", |X|=|AJ"...]A | <|A7,
et cela prouve que :
Vx € B(x5,7), [(x—2%0)| < | — x| (108)

En posant :
-

F oy o= e
0 ’
In+2yle

il découle de (102), (107), (108) et (109) que :

(109)

Vx €B(xy, 1), YNEN', [Ry(x)] £ CM Z (2ﬂ+1n2g)N( r e)N

lrl=N 4 2rH2n?
1
< CM
Py Iyl=N
N 1 n—1
&£ ¢ M&)
(2n)N
et comme :
n—1
Jim CM%— = lim C M N0 —n@2m)] _ o pp p+ool—ln@n)] _ g
—0c0 n —00

on conclut que :

d(xy, dU) :
Yy, el I (1‘0 — WEIL”% ) el que: B(xg, 1) CU ct, Yx €DB(xy, 1), A!'glgoRN(x) = ;
et que # est analytique dans U. =
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