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Introduction

Un résultat classique de la théorie des fonctions holomorphes, connu sous le nom de prin-
cipe du maximum, affirme que, pour une fonction f, holomorphe dans un ouvert connexe
borné Q du plan complexe et continue sur Q, le maximum de |f| ne peut pas étre atteint
qu’en un point du bord de () sauf si f est constante dans ().

Le but de ce mémoire est de montrer que cette propriété n’est pas désénervée uniquement
pour les modules des fonctions holomorphes, mais qu’elle est partagée pour classe plus
vaste de fonctions.

En dimension 1, on connait des fonctions u de [a,b] dans IR qui atteignent leur maxi-
mum sur le bord ; ce sont les fonctions strictement convexes. Pour celles qui sont de classe
C? cela ge traduit par la condition u”(x) > 0,Yx € [a, b].

Dans ce mémoire, on se limite aux probléme elliptiques. On donne les deux grand cadres,
le cadre dit « fort », ou l'on s’intéresse aux solutions au sens classique, et le cadre dit
« faible » ou 'on considére des solutions variationnelles (faibles). Plus précisément, on
traite les deux cas :

Principe du maximum faible. Si () est un ouvert borné et u € C(Q) harmonique sur (),

alors

max u(x) = maxu(x),
JQ Q

et de méme pour les minima.
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Principe du maximum fort. Si de plus Q est connexe, alors s’il existe v € Q tel que u(y) =
maxu(x), i est constante, et de méme pour les minima.

L? principe du maximum est un outils fondamental pour étudier I'unicité ainsi que la
positivité des solutions de certains problémes elliptiques linéaires d’ordre deux. Ce prin-
cipe se comprend assez bien intuitivement lorsque on pense a un champ de température
exercé sur le bord d’'un domaine Q borné. En effet, dans ce cadre, qui est justifié physi-

quement, la temperature en tout point du domaine ne peut pas dépasser la température

initiale imposée sur le bord dQ). Ce phénomeéne se traduit Mathématiquement par

¥Yx e Q),infu(x) < u(x) < sup u(x).
a0 a0
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Comme v(y) = 0, puisque ‘y - xol =R, on en déduit que pour t assez petit, £ <0,on a
u(y+tv)—u(y) <—e(v(y+tv)—v(y)),

d’ott

u(y+tv)—u(y) 5 Ev(y +1v)—v(p)

t t

Faisant tendre t vers zéro on obtient

ov v -
d’ou
a—u( )= —é‘i{ ;= x0i)[=2A(p; — x0;)] ex —Al —x |2
Ty vz - Yi — Xoi Vi 0i p V—Xo| -
1=
ie
du : 4
—(y) = 21eRexp—-AR" > 0.
dv
Preuve de théoréme 3.1. Considérons 'ensemble F = {x € () : u(x) = M} ou M = sup u(x).

xell
Par hypothése F est non vide. D’autre part F est évidemment fermé dans () car u est

continue. Si nous montrons que F est ouvert dans () qui est connexe on aura F = (), ce qui
est la conclusion désirée.

Soit z € F ¢ Q). Comme Q) est ouvert il existe 6 > 0 tel que B(z,6) C Q) (toutes les boules
considérées ouvertes).

1) Sl existe un voisinage de z contenu dans F on a terminé.

2) Sinon, dans tout voisinage de z il y a des points x ou #(x) < M. Posons

I ={A>0:B(xq,A) C{x:u(x)<M}}.

Cet ensemble possede les propiélés suivantes :
a) I est non vide car pour |x — x| < ¢ assez petit on a, par continuité de u, u(x) < M.
b) I est un intervalle carsi A €I et A" < A, B(xp, A”) C B(xp, A).

o o
c)Ic {O, 5] carsi A > g on a z € B(xg, A) puisque |xg—z| < g,et u(z) =M.
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26 )
d) Si A €I, B(xg,A) € Q. En effet B(xg, ) C B(z,?) C B(z,0) Cc Q, car |x—z| < |[x—xp| +

6 26
-xgl <A+ < —.
|z — xo 353 5
e) I est fermé. En effet soit (A,) € I,A, — A dans [O, ;}. S’il existe ng tel que A, > A alors
S )

B(xg, A) C B(xg, A,0) € {u < M}. Supposons A, < A.

Soit x tel que |x—xg| < A, il existe alors nq tel que |x — x| < A,0 < A et donc u(x) < M, i.e.
Bixg,A) C{u<M}let Ael.

Donc il existe R > 0 tel que I = [0, R]. Alors B(xy, R) C {x : u(x) < M}.

Par contre il existe un point y de la frontiére de B(x,R) ou u = M. En effet, si sur la
frontiére de B on avait # < M, par compacité on aurait ¥ < M sur une boule B(xy, R + €),
i.e. R+e€l,e>0. Enrésumé:

Nu(y) =M > u(x),¥Vx € B(xy,R) C B(z, %5) c ), d’apres d).

2) Lu(x) = 0 sur un voisinage deB(xg, R).

On déduit du lemme 3.1 que g—:(y) > 0. Mais y € Q (car y € B(z,0)) et en ce point u atteint

du : . du :
un maximum. Donc a—(y) =0,i=1:#5n,dou a—(y) = 0. Ceci est une contradiction, donc
Xi v

F est ouvert.

4. Extensions

L'opérateur L défini en (1.1) ne contient pas de terme d’ordre zéro. Dans ce paragraphe,
nous allons prolonger les versions du principe de maximum en présence d’un tel terme.

Soit donc

n 32 i 8
L= Z“"f(x)—ax,-axj + Z{bi(x)ﬂ +c(x)

17=1 1=

TutorEME 4.1. (principe du maximum faible) Supposons que L défini en (4) et (1.2) et (1.3)
el que c(x) < 0 dans Q. Soit u continue sur Q et C? sur Q telle que Lu(x) 2 0 (resp. Lu(x) <0)

dans Q. Possons u™(x) = sup(u(x),0) (resp. u™ (x) = inf(u(x),0), alors :



4 Extensions 19

u(x) < sup u™(y), YxeQ
yedQ)

> inf u (y), YxeQ
u(x)_ylsgnu (v) %

DémonsTRATION. Posons Q. = {x € (3 : u(x) > 0}. Si Q, = ¢, alors u(x) < 0 dans Q. Si
Q. # ¢ c’est un ouvert borné et Lu(x) > 0 dans Q2 .. Par conséquent
Hn i
d*u du
Zaij(x)—j—_(x) 1 ij(x)f{x) > —c(x)u(x) > 0 dans Q,
= 0x;0x; - ox;
On peut appliquer le théoréme 2.1 &4 L—c, u et (O,. On en déduit

0<u(x)< sup u(y)=u(yy)=u"(y),Yx€Q ouyyed.,
yedQd,

On a yg € JQ. En effet si yy € Q, il existerait un voisinage de yy dans () dans lequel on
aurait u(p) > 0 et donc yj serait intérieur 4 Q,, ce qui contredit yy € Q. On a donc pour

xel),

u(x) <u'(yo) < sup u™ () (4.1)
yedQd
Pour x tel que u(x) < 0 l'inégalité (4) est encore vraie vu que le membre de droite est

positif. g
TrEOREME 4.2. (principe du maximum fort )

Soit L défini en . Supposons que L vérifie (3.1) et (3.2) et que ¢(x) < 0 dans (). Soit u
continue sur Q et C? sur Q telle que Lu(x) 2 0 (resp Lu(x) < 0) dans €). Si u atteint en

x9 € 0 un maximum (resp. un minimum) strictement positif (resp.strictement négatif)

alors u est constante dans ().

Preuve. C'est une conséquence du théoréme 3.1. Notons M = sup u(x)>0et F={xeQ:u(x)= M)
alors F est fermé dans () et non vide par hypothese. Montrons%u'il est ouvert. Soil xq € F.

Il existe un voisinage V de x, dans () dans lequel #(x) > 0. Dans V on a

n azu(x) n ’ du(;\') . -
Zaij(x)m . ;bv(l)“b“;_l 2 - c(x)u(x) = 0. (4.2)

ij=1
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On peut appliquer au membre de gauche de (4.2) le théoréme 3.1 avec O = V. On en

déduit que u est constante dans V ,i.e. V.CF

Remarque 4.1. Dans le théoréme ci-dessus la condition c(x) < 0 est trés importante. Voici

un contre exemple dans le cas ou elle est violée.

La fonction u(x) = sin x est solution de I’équation

. T ; : .
sur [0, 7] et elle atteint en x = 7 un maximum strictement positif.
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Dermvrrion 0.1. On appelle domaine de IR” tout ouvert connexe D de R™.

Dirmition 0.2. La frontiére d’'un ensemble D (notée dD) est l'intersection de la fermeture

de D et la fermeture du complémentaire : dD = Dn (]R”\D).

Dernition 0.3. On note par A l'opérateur de Laplace (ou le Laplacien) :

a? 72
= a—x% + o £ g%
Dermnition 0.4. Si la fonction u vérifie I'équation Au = 0 sur D, on dit que u est harmo-
nique dans D.
Si Au > 0 sur D alors u est dite sous-harmonique dans D.

Si Al < 0sur I alors i est dite sur-rharmonie dans 1.

Dermrrion 0.5, La dértvee directionnelle de u au poutl p suivaul la direction v est pa
définition :
Au du(x) du(x)

Esiﬂ(v.Vza(x)]:igx};(vl e F s +v, P,

si la limite existe.

Prorosition 0.1. Si u : R" — R admet un maximum local en p € D(u), alors

ou 2%u )
a_xI_(P) =0, —?(p) <0, VYi=1l..n
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1. Opérateurs elliptiques

On introduits les définition et notations suivantes.

DermniTioN 1.1, Les opérateurs de la form

H 82
T L1
) el (1.1)
i,j=1
ou a;; = aj; et x = (X1, X2, -eeene ,X,) sont appelés elliptiques au piont x = (x1,X5,........ #0811

existe une fonction positive u(x) telle que

n n

Zaij(x)fieij(x)Zeiz, V(El,fz, ....... ,E”)EIRH. (12)

ij=1 i=1
On dit que L est elliptique sur D si il est elliptique en tous les points de D. Il est unifor-

mément elliptique sur D si il est elliptique sur (D) et si il existe une constante ug > 0 telle

que p(x) > po pour tout x € D.

Dermvition 1.2. Par définition, l'opérateur

n 22 " 3
(L-l- ”l) = Zaij(x)iaxiaxj iES Zbl'&—x—:‘ +h

ij=1 i=1

est elliptique en point x si I'opérateur

est elliptique en x.

Dérvirion 1.3. La matrice (c¢;;) € M, (R) est dite orthogonale si

CjiCki — Ojk
i
Lemme L1, Supposons gue l'vpéraleus
H , -)'_1
U
Lm Y iy (x)=—s
AL"& ,j( k}CI'JC,-C)JC]'
I]:

est elliptique. Alors il existe une transformation orthogonale
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pour laquelle l'opérateur prend la forme

De plus, Uopérateur Ly est elliptique.

D
Preuve. De (3.2), on voit que a—f:[ On a
j

n 82 i a a
Z aij*“axiaxj = Z a;‘j(a—xi(a—xj))

i,j=1 =
= i a;; i%iéﬂ
) ijkd=1 1" Iy dx; Iy Ix;
- i aff(ickfic,-)
e 9% o j
H 32

n
On définit by, = Z a;;Ck;C1j, nous voyons que la premiere partie du lemme est prouvée. I
ij=1
nous reste l'ellipticité de L; pour compléter la preuve.

Considérez le n-uplet (&1, &, ......... ,€,)- On peut écrire

H H

L} 4 i
Lbklfkfl = L AijCki€rC1E]

k1=1 ik I=1

On définit maintenant
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Alors ., .,
Z buerer = Z ajjnifl;
k=1 ij=1
Puisque L est elliptique
n I
Zbkrfafﬂ = Zﬂimﬂ?; (1.4)
k=1 ij=1

A%

p(x) i’?f
=1

M

A
= Wx) ) crekaie
ik, 1=1
1 n
Or {c,-j] est orthogonale, donc Zc;ﬁ-ch- = 0y, et 'expression (1.4) se réduit a p(x) Zef
. i=1 k=1
D’ou L est elliptique.

LemME 1.2. Un opérateur différentiel d'ordre deux est elliptique en x, s'il existe une transfor-

mation linéaire (changement de base)

n
Z = thx}
j=1

telle que dans la nouvelle base {z;}, l'opérateur L devient l'opérateur Laplacien A.

Preuve. Rappelons que toute matrice A = (a,-j-) réelle et symétrique est diagonalisable
dans une une base orthonormale, i.e. il existe une matrice orthogonale C = (c,-j) telle que

la matrice B = (b,-j) =CAC,

n

bij = Z CikakiCjl

k.i=1
soit dlagonale,. f.c. b, =031 1= j)

On rappelle que b;; de B sont les valeurs propres de A, et les colonnes de C sont leurs
vecteurs propres correspondants

Si la matrice est diagonalisable dans une base orthonormale, il en résulte que

i

n n
Z brpe = Zbkkmf > p(x) Ziyf (1.5)
k=1 k=1

k=1
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a2
ou Zbk; e est l'opérateur elliptique L; du lemme précédent et (173,72, -+.o--- M) ER”

est un vecteur arbitraire.

On suppose maintenant que pour un point particulier X, l'opérateur L a été mis sous la

forme diagonale

1}

1 82
L=) bal®o~
e vi
Si on introduit la transformation linéaire

1

Yk

Vhri(x)

on peut voir facilement que ce changement de base transforme l'expression différentielle
n 92

de L a la forme Z#E’

i oo

Zr =

ce qu’est le Laplacien A dans les nouvelles coordonnées z.



u

Principe du maximum en dimension 1

1. Résultats de base

Soit 1 une fonction deux fois continiiment différentiable sur 'intervalle |a, b[. On suppose

que u satisfait I'inégalité différentielle :

u” +g(x)u’ >0, (1.1)

ol g(x) est une fonction bornée sur I'intervalle ]a, b[. Alors, on montre que u n'admet pas

un maximum local dans |a, b[.

On sait bien que, si xg est un un maximum local, alors

w'(xy) = 0ctu’"(xp) =0. {1:2)

1l est clair que la fonction u = Cte vérifie I'inégalité différentielle

u” +g(x)u’ >0,

et tout point intérieur de l'intervalle |a, b réalise un maximum local.

Dans ce qui suit, on montre que la seule solution u vérifiant (1.1) et admet un maximum

local dans 'intervalle ]a, b[ est u = Cte.

TrEoREME 1.1. On suppose que que u = u(x) satisfait U'inégalité différentielle

Llu]=u"+g(x)u’">0, Oa<x<b, (1.3

iz,
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o1l g(x) est une fonction bornée.

Si 1(x) < M dans (a,b) et si u = M pour un certain point intérieur ¢ de (a,b), alors u = M.

Preuve. Dans la preuve de ce théoréme, on va supposer qu’il existe un point d dans (a,b)
tel que u(d) < M et que cette hypothése nous rameéne a une contradiction.

On distingue deux cas : (d <¢) et (c <d). La preuve des deux cas est identique, donc, on
prouve uniquement le cas (d <c).

On introduit la fonction auxiliaire z donnée par

z(x) =exp(—a(x—c)) -1, (1:24)
avec a une constante positive qui sera déterminée plus tard.
Il est clair que que z> 0 pour a <x <c, z< 0 pour c<x<b et z(c) =0.

En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient

Llz] = 2z"+g(x)z' = azexp(—a (x—c))—g(x)aexp(—a(x—c))
= afa-g(x)]exp(-a(x-c)).

On choisit a telle que a > sup g(x), alors on peut voir que L[z] > 0 pour a < x < b (car a
a<x<b
est positive).

On définit la fonction
w(x) = u(x) +ez(x),

ol € > 0 vérifie la condition
M—u(d)

z(d)
Le fait que u(d) < M et z(d) > 0 nous permet de définir un tel choix de ¢ positif.

Puisque z est négatif pour ¢ < x < b,, on a alors w(x) <M pour ¢ < x < b (car u(x) < M dans
(a,b)).

Par définilion de ¢, on peul écrire

w(d) u(d)+é&z(d)
< u(d)+M-—u(d)

= M
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alors
w(d) < M
Au point ¢, on a
w(c) = u(c)+<&z(c)
= M+&.0
wic) = M

En combinant les remarques précédentes (w(x) < M dans (c,d);w(d) < M et w(c) = M), on
peut conclure que w atteint une valeur maximale > M dans (d, b).
Mais
Llw]=L[u]+&L[z]>0
et donc w ne peut pas atteindre son maximum en un point intérieur de (d,b). Contradic-

tion.

CoroLLAIRE 1.1. Supposons que u satisfait I'inégalité différentielle

Llu)=u"+g(x)u’ <0, a<x<b, (1:5)

o1 ¢(x) est une fonction bornée.

Si u(x) > m dans (a, b) et si u = m pour un certain point intérieur ¢ de (a,b), alors u = m.

2. Cacmples

(R

) ot g(x) = —cot(x),

Exemple 2.1. La fonction u = cos(x) satisfait u” + g(x)u’ = 0 dans (—%, Q

et pourtant u dament un maximum en x = 0..

Cet exemple montre que la condition g(x) est bornée est nécessaire dans la preuve. La

fonction u admet un maximum en point intérieur est dii du fait que u n’est pas bornée en
Lero.

Exemple 2.2. Dans cet exemple, on montre que la solution u de :

n”‘i-ng-_wp(r)u':—l (2.1)

ne peul pus alleindre un min sur (U, 1).
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Explication : Posons

Lu] =u" +exp(x)u’. (2.2)
Il est clair que toute solution u de (2.2) vérifie L{u] < 0. Puisque exp(x) est bornée sur
(0,1),
on voit que L[u] satisfait le corollaire 1.1, ainsi u nadmet pas un minimum sur (0, 1) sinon

u = const ne satisfait pas (2.1).
3. Comportement de la solution aux extrimités

TutorEME 3.1. Supposons que u est une solution non constante de I'équation (1.3), et soit u’(b)
la dérivée d gauche de u en b. On suppose aussi que g(x) est bornée sur chaque sous intervalle

fermé [a’,b'] C (a,b). Si le maximum de u est atteint en x = b, alors u’(b) > 0.

Preuve. Supposons que u(b) = M, u(x) < M pour a < x < b et que pour un certain point d
dans (a,b) nous avons u(b) < M. On sait que que nous pouvons trouver un tel d parce que
u n’est pas constante.

On introduit la fonction auxiliaire z donnée par
z(x) = exp(—a(x—b)) -1 (3.1)

ol a > 0 est choisie de facon que @ > sup g(x) pour a <x <b et pour que L[z] > 0.
a<x<b
Posons

w(x) = u(x) 1 £z(x)
avec & choisi de fagon que
M —u(d)
z(d)
Puisque L[w] > 0 sur [d, b], la valeur maximale de w doit étre atteinten d ou b

<& <

On a w(b) = M > w(d), ainsi le maximum doit se produire en b.

En conséquence, 1a Aérivée 4 ganche de w en h ne peut pas étre négative, sinom, w(h—a) >
w(b) pour certains & > 0, donc nous avons w’(b) = u’(b) + £2'(b) = 0.

D’ou z'(b) =—a < 0 et donc u’(b) > 0.

Si le maximum atteint en z = a, on a le méme résultat.



Principes du maximum en dimension supérieure

1. Notations et hypothéses

Dans tout ce qui suit, on note par () un ouvert borné de R”, n> 1, et 0 sa frontiére (le
bord ), 9Q = Q\Q.

On considére un opérateur différentiel du second ordre sur (), défini par

H

Lu(x)= Zﬂf]‘( ax ax +Zb 5’11 (1.1)

i,j=1

On fait les hypothéses suivantes :

Les coefficients a,;, b, sont des fonctions bornées sur (2. (1.2)

Pour tout x € (),1a matrice (a,-}-(x)) est symétrique, positive et
(1.3)

b [t L [— ,1} et cg > 0 tels que a;;,(x) > co, Vx € Q)

e L'exemple le plus simple d'opérateur vérifiant les conditions ci-dessus cst le laplacien
a?

=g

o Rappelons qu’une malrice symétrique A € M, (R) est dite positive (resp. définic positive)

A=

sl (AL, &Y 2 0 pour tout & dans R" (resp. (AL, &) » 0 puut oul 0 7 & € IR". 81 A esl pusilive

(resp. delinte positive) elle sera notée A > 0 (resp. A > 0).
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2. Principe du maximum faible

TuatorEME 2.1. On suppose que l'opérateur L défini en (1.1) vérifie les conditions (1.2) et (1.3).
Soit u une fonction réelle continue sur Q et C* sur Q telle que Lu(x) > 0 (resp. Lu(x) < 0) pour
tout x dans Q). Alors

u(x) < sup u(y) YxeQl

yedQ
(c2-4)

¢) > inf YxeQ
u(x) ylegou(y) x

La conclusion du théoréme 2.1 peut aussi s’écrire :

sup u(x) = sup u(p).
xeQ) yedQ)

Elle signifie que le maximum de u sur Q est stirement atteint en un point de J(2; cepen-
dant cela n’exclut pas le fait que ce maximum puisse aussi étre atteint en un point de (1.
Ceci explique pourquoi on parle de principe du maximum faible.

Preuve du Théoréme 2.1. Notons S, l'espace vectoriel des matrices carrées n x n syme-

triques et réelles.
n

Pour A = (a;;) € 5, on note ir(A) = Zaﬁ la trace de A.
i=1
Avant d’entamer la preuve du théoréme, on introduit les lemmes techniques suivants.

LemmMme 2.1. Soient A,B€ S, telles que A> 0, B< 0. Alors tr(AB) < 0.

DimonsTraTION. Comme A est symétrique, alors il existe une matrice P orthogonale
telle que P~ AP soit diagonale. Notons P~ AP = diag(};) et P~'BP = (b;)).
On utilise les propriétés suivantes :
i) tr(AB) = tr(P ' ABP) = tr(P"'APP™'BP) = iaiéﬁ
H)A>0=>P1AP>0=4;20,i=1:n -
iii) B<0=P'BP<0=b;<0,i—1:n.
O

LemME 2.2. Soient L et u comme au théoréme 2.1. Supposons gue Lu(x) > 0,¥x € Q2. Alors,
PP q

u(x) <supu(z) = sup u(y),¥x € Q.
zel} pedQ)
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Autrement dit, le maximum de u n’est atteint que sur la frontiere.

DEmoNsTRATION. Puisque u est continue sur () qui est compact, elle atteint son maxi-

) 2
mum en un point xy de 2. Si x5 € (), en ce point on a g_:::( xg)=0etB= (ax,-ax]- (xg)) <0.
: n 21,{
Notons A = (a;;(xo))- On a Lu(xo) = Ea,—}.—(xg)m(xo) — tr(AB).
1=

Comme par hypothése on a A > 0, le lemme 2.1 implique que Lu(xp) < 0, ce qui est

contraire a lypothese. a

Supposons maintenant que Lu{x) > 0 dans (). soit i; I'indice défini en (1.3). Comme b; est

K
borné, il existe K > 0 tel que !b,-o(x)l < K pour x dans (. Soit A > o Pour tout € > 0 posons
0
v(x) = u(x) + eexp(Ax;,), x € Q.

Comme () est borné il existe 6 > 0 tel que |xi0l < & pour x dans Q. D’autre part

Lv(x) = Lu(x)+ (fz,-o,-o(x))L2 +bj,(x)A)eexp Ax;,.

Par conséquent, pour x dans (), on a

K
Lv(x) > Lu(x)+ /\2(CU - I)Eexp—,lé >0,
car Lu(x) > 0et Cy > {;: D’aprés le lemme 2.2, on a
v(x) < sup (u(y) + cexp Ay;) < sup u(y) + eexp Ao

yedld Yadl)

En faisant tendre € vers zéro, on obtient

u(x) < sup u(y), Yxell
yedQ

De la méme maniére on montre le cas Lu(x) < 0.

3. Principe du maximum fort

Soit I. l'opérateur défini en (1.1)
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On suppose qu’il vérifie les conditions suivantes :

aij' b,ELm(Q,IR) (31)

n

Ja>0: Zaij(x)g,-gjzmaz, Vx e Q,VE e R™ (3.2)

ij=1

Remarque 3.1. La condition (3.2) implique que la matrice (a;;(x)) est définie positive pour

tout x € Q0.
Sous ces conditions, on a le théoréme suivant.

TutoriMme 3.1. Supposons que L vérifie les conditions (3.2) et (3.2) et que () soit connexe. Soit
u une fonction réelle continue sur Q et C? dans Q telle que Lu(x) > 0 (resp. Lu(x) <0), Yx e Q.
Alors si u atteint son maximum (resp. son minimum) en un point de Q), u est constante dans

£

Preuve du théoréme 3.1.

Résultats préparatoires

a) Soient xg € 2, R> 0 et B={x: |x—xg| < R} € Q. La frontiere de B,

dB = {x:|x — xg| = R} est une hypersurface de IR". En tout point y € dB il y a un vecteur
normal v qui pointe vers l'extérieur de B. On a v(y) = y — xy (= x03/). Soit u une tonction
C! sur un voisinage de B. La dérivée normale de u au point y est la dérivée de u dans la

direction du vecteur v(y) au point y. On a

a n a - t B
B_z(y) - Z(%‘ “xﬂi)a_;:!—(y) i A v(y)) “(3’),

: t—0 t
=1

(on prend t < 0 pour que y + tv(y) € B).

h) Temme de Hopl,

Lemme 3.1. Soient xg, R, B comme ci-dessus. Supposons qu’il existe un point y € dB tel que

u(y) > u(x),Vx € B. Alors %(;}) >0
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Autrement dit u est strictement croissante dans la direction du vecteur normal extérieur v.

Preuve du Lemme 3.1. D’aprés les conditions (3.1), il existe une constante K > 0 telle que

Z ai(x Zw I <K.

i,j=1
Fixon p € |0, R[. Prenons A > 0 assez grand pour que

App? - ZAK -ZAER > 1, (3.3)

ol a est la constante apparaissant dans (3.2).

On introduit la fonction

v(x) = exp—A|x — xg|> —exp—AR?, p < |x—xl.

Notons que v = 0 si |x — xg| = R et que v > 0. Il est facile de voir que pour p < |x—xy| <R:

Lv(x) = (4A22az—j(x)(x- — %i0)(x} = %oj) (3.4)

_2,12 a;; ZAZb —xpi)exp—Alx— x0|'

Il résulte de (3.2) et (3.3) que
Lv(x) > (4A*ap? —2AK -~ 2AKR)exp-AR? >0, p<|x—xo| <R

Nous allons appliquer le principe du maximum faible a la fonction u(x)— u(y) + ev(x) et a

l'ouvert Qg = {x: p <|x—xp| <R}.

i) Si |x — x| = p on a par hypothése u(x) < u(y).Par conséquent il existe ¢ > 0 tel que u(x)-
u(y)+ev(x) <0.

ii) Si |x—xg] = R on a u(x) < u(y) car u(x) = nl_i)rfmu(xn) ou |x, —xg| < R et u(x,) < u(p).

Comme v =0 on a u(x)— u(y)+ev(x) < 0.

1) L(u(x)— u(p) + ev(x)) = Lu(x) + eLv(x) > 0, x € 2y, d'aprés I'hypothese, et (3). 1] résulte

du théoréme 2 1 que

u(x)—u(y)+ev(x) <0, palr—x|~R



