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Introduction générale

Il existe de nombreuses sortes de problemes d’optimisation. Tous ces pro-
blémes possédent des structures différentes et ne peuvent étre traités de la méme
facon. Le présent projet & pour vocation de se focaliser sur les problémes d’op-
timisation continues et non linéaires. Ceux-ci sont habituellement définis par un
ensemble X appelé ensemble de solutions admissibles et une fonction objectif f
: X — R qui associé a chacun des éléments de X un nombre réel, ou un cout
(nous désignerons d’ailleurs parfois également cette fonction par Pappellation
fonction de cott ; au sujet de X, la dénomination d’ensemble admissible ou en-
core de domaine admissible sera utilisée tantot, dans un souci d’abréviation ).
Nous considérons le cas ot X est un sous-ensemble de R™. Ses &léments sont
donc des vecteurs de nombres réels a4 n dimensions de la forme(iy s, o i2a) 5
avec r; € R Vi € {1, 2,...,n}. Le probléme consiste a trouver I’élément de X
dont le cout est minimal ou maximal, mais cela ne change rien 4 la difféculté ou
aux types de méthodes employées.Cela peut étre formulé de maniére plus concise
comme suit :

minimiser f(z)
sous contrainte x € X

X est généralemnt défini par une collection de contraintes exprimées sous
forme d’égalités et d’inégalités. Nous admettons que f est continue et continuel-
lement différentiable. Les dérivées seconde et premiére jouent un role important
aussi bien dans la caractérisation des solutions optimales que dans les idées qui
conduisent & la plupart algorithmes utilisés et implémentés au cours de ce projet.
Par optimisation sans contraintes, nous désignons le cas particulier ou X = R™.

L’optimisation semi définie positive a connu un essor important dans les an-
nées 1990 pour au moins trois raisons.D’abord, bien qu’ils soient non linéaires;
les problémes d’optimisation (SDP) peuvent &tre résolus en un nombre d’itéra-
tions polynomial. En suite, un grand nomhre de problémes convexes ont pu étre
exprimés dans ce formalisme, ce qui montre par conséquent qu’ils sont polyno-
mialement résolables, certains problémes non convexes ont une relation (SDP)
précise, qui permet de leur trouver rapidement une solution approchée de qualité.

la programmation semi définie positive est I'un des problémes de I’optimisa-
tion continue. L’¢tude de ce genre de problémes a connu un fantastique regain
d’intéret depuis les années 90, entres autres parce que I’on a disposé depuis d’al-
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L. Efficacité théorique : il est possible de prouver que ces méthodes s’exécutent
en temps polynomial (ce qui n’est pas le cas de I’algorithme de simplexe, de
nature exponentielle ( dans le probléme linéaire)).

2. Efficacité pratique : Jes temps de calcul et de réponse de ces méthodes
sont compétitifs (et battent Palgorithme du simplexe dans le cas de problémes
de grande taille ( dans le probleme linéaire)).

3. Traitement de trés grands problémes : ces méthodes permettent de résoudre
des problémes de tres grande taille qu’aucun autre algorithme connu ne pourrait
traiter en un temps acceptable.

4. Adaptation au cas non linéaire : il est possible d’adapter ces méthodes 4 13,
programmation non linéaire, plus particuliérement a la programmation convexe,
ce qui permet de traiter de nouveaux types de problémes pour leg quels on ne
connaissait jusqu’a présent aucune méthode de résolution efficace.

présentation de la mémoire :

Dans cette mémoire, on s’interesse 4 le probléme (SDP)en particulier,'impact
des méthodes de points intérieurs est sans précédent,dans cette mémoire on pré-
sente I’étude algorithméque de la méthode de trajectoire centrale.

Le mémoire est divisé en Lrois chapitres organisés comme suit, :

Le premier chapitre contient un rappel introductif sur I'ananlyse convexe.

Le second chapitre s’intéresse la programmation mathématique,

Le troisiéme chapitre est consacré 4 la programmation semi-définie,



Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce premier chapitre est de présenter quelques notions fondamentales
de calcul différentiel et ’analyse convexe, de la programmation linéaire et ’étude
asymptotique de la convergence d’un algorithme d’optimisation. Ces notions sont
utiles pour démontrer les résultats théoriques dans les chapitres suivants.

1.1  Quelque notations

1- Pour tout n € N*, R*désigne l'espace euclidien R x R x ... x R (“produit
n fois”). En général un vecteur z € R™ sera noté z — (z1, @3, ...zp)" (vecteur
colonne).

?- On note ey, ey, ...¢, les éléments de la base canonique de R" og e; est le
vecleur de R" donné par -

Osii#j L
(ei)j=5ij: {lsii:j » V] € {1 Zceyi}

(symbole de Kronecker).
3- Pour tous z,y € R™ on note par (z,y) € R le produit scalaire de z et Y,
qui est donné par

n
(@) = Z Tl
i=1

4 Pour tout z € R" on note par ||z|| > 0 la norme cuclidicnne de x, donné par

el /{2y ) =

5- Pour tout 2z € R™ et r )0 on notera par B (z,r) la boule ouverte du centre z
et rayon r , donnée par
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B(z,y) ={y e R", ||y — z| L
6- Si a,b € R™ on note [a, 0] le sous-ensemble de R™ donné par
[a,0] ={a+t(b—a)= (1-t)a+1b,t€0,1]}.

Sia,b € R" avec a(b alors on retrouve le fait que [a,b] désigue lintervalle des
nombres z € R tels que a <z <bh.
7- Rappellons aussi I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(@)l < llzl. fly]| vz,y € R™.

1.2 Rappel sur le gradient et le hessienne

1.2.1 Notion de la dérivée partielle

Soit & C R™ un ouvert et f:80—R"

1- On dit que f est de classe C™ sur Q(f € C™(Q)) si toutes les dérivées
partielles jusqu’a 'ordre m existent et sont continues.

2- Pour tout z € Q et tout 5 {1,2,..n} on note (quand 3)

o () = limd (7 (0 te) — £ (2.

(c’est la dérivée partielle de f en z de direction ;).
3- Pour tout z € §) on note (quand 3)
"of af  of
J. =(z— =, .= R" 9
7 () (82:1’8x:>_’ ge. ) ERMVz €
(la Jacobienne de f en z). On a

V="
4- Pour tout z € Q et h € R™ on note (quand 3)
of . 1 _ . g
o ) — = [ f (2 + th) — £ ()] = g'(n).
(c’cot Lo, dérivés: livectionnello do J en 2 de dizection h) ou on a noté g{ &
2 8f —
l) 80 (z'L') =0

.o\ B a
i) 5—::; () = 8—;% (z).
Nous rappellons aussi la formule

g%(:c) =(Vf(z),h), Ve QVheR"
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1.2.2  Rappel sur le gradient

J admettant en un point z des dérivées partielles du premier ordre. On posera,
T = (z1,Zs,...7,)" les éléments de Q sont assimilés & des vecteurs colonnes on
note et on appelle gradient de J au point z le vecteur colonne :

_ [ of of f

Proposition 1.2.1 (Gradient de Ig composée)

Solent les deux fonctions f: Q — R et g : U — R et supposons qu’on
deux ouvets 2 C R” et U C R avec en plus f(£2) C U (on peut alors définir
gof : @ — R). Supposons que f, g sont de classe C'. Alors gof est aussi de
classe C! avec en plus

Vi(gef)(z) =g (f(2))Vf(z) Vzeq.

1.2.3 Rappel sur le hessienne

Définition 1.2.1 Siles dérivées de [ possédent & leur tour des dérivées partielle,
on dit que f admet des dérivées partielle d’ordre 2, on pose :

V(@) =V (V@)",

c’est a dire :

A2F ro Y 07 0
( 32.1:15 (L) 6::1283:3 (:E) 6-":126“,"‘«"'71 (Z)
Ff (=~ &Ef = Ef i
9x08x) (35) 98z (l’) Oz20zn (I)
2p 00 _ BfF i .. 28 TS 8f (=
V(@) = Feas () - axia{cj & e owm 2l @)
By ' ' 62f' =~ ‘ - 62f"-‘-
i amnaxl ( ) e B anaxj (.L) . - 6_1'"2_: (I‘) J

\Yali s’appelic le hessien de f.

Remarque 1.2.1 Si f est une fonction de classe C? (admet des dérivées par-
tielles d’ordre 2 continues), le hessien de [ est une matrice symétrique H (Z)
d’ordre n x n.

Proposition 1.2.2 soit H (Z) la matrice hessienne de la fonction f, si :



1. Préliminaires 8

a) La matrice H (%) est dite semi-définie positive (SDP) ssi :
Vz e R, 2'H (Z)z > 0.

ou si les vecteurs propres de la matrice & (Z) sont positives.
b) La matrice H (%) est dite définie positive (DP) ssi :

¥z € R/ {0zn}, 2'H () > 0,

c-a-d les vecteurs propres de la matrice H (Z) sont strictement positives.

Quelques exemples importants :
I-Si f:R™ — R est une fonction constante alors
Vi=V?f=0
2- Soit f: R® — R définie par
f(z) =(a,z) VzeR"

ou a € R™ est un vecteur donné (c’est a dire, f est une fonction linéaire). Alors
on calcule facilement : 6;97{ = q; , donc

Vf=a

(le gradient est constant).
Ceci nous donne
Vi =0.

3- Soit f:R™ — R donnée par
f(z) = (Az,z) VzeR",

ot A € M, (R) est une matrice carrée, réelle, de taille n (c’est a dire, f est une
fonction quadratique associée & la matrice A). Alors on détermime le gradient :

Vi(z)=(A+AT)z, vzeR~
et la matrice hessienne :
Vif = A+ AT Yz e R®

Remarque 1.2.2 En particulier, si A est symmétrigue (c’est a dire A = AT Ak
Alors
V{(Az,z) =24z, VzeR"

V3 (Az,z) =24, VYzeR"
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1.3 Eléments d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour ’étude
théorique et numérique des problémes d’optimisation. A ce Propos, nous présen-
tons dans ce paragraphe quelques notions de base d’usage courant.

1.3.1 Ensembles et fonctions convexes

- Un ensemble C de R™ est dit convexe si
A+ (1-NyeC Vz,yeC, Ve 0 1
- C est dit affine si
Ar+(1-XNyeCVz,ye C,VAeR.
- C est un polyedre convexe s'il est de la forme -
C={zeR": Alz < b;,i = (.

ot 4; est un vecteur non nul de R” et b; un scalaire pour i = 1, ey L

C peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
C:{meR"/Awgb},

o A est une matnee de R™M o b un vecleur de [R™,
Soit f: C — R uue lonction et ¢ un ensemble convexe de R™.
e f est dite mid-convexe sur (' si :

e ge O f<w-2w) < f(ar);f(y)_

e [ est dite quasi-convexe sur C si :

f(Az+ (1= A)y) < max (F (=), f(v), YVAe[0,1], Yz, € C.
o [ est dite convexe sur ¢ si 'inégalité suivante est satisfaite
FQAz+(1-N)y) SAf(@)+(1-X)f(y), Ve [0,1) Y4 e
® / est dile strictement convexe sur (7 sj -
FQz+(1=Ny) < A (2)+0 = M) VACIO 1], Vi, &€ C el 2,

* f est dite fortement convexe sur C' §'il existe a >0, tel que :

VA€0,1], Yo,y € Cet z #y,
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on a :
FO+(1=29) S0 (@) + (L= 2) £ ) = T (1= 3) o — .

(‘on dit aussi que f est a-convexe).
® f est convexe sur C si seulment si / est mid-convexe et quasi-convexe sur (.,
® Si f est une fonction continue sur un convexe C, on a :

— [ est convexe sur C si seulment s; [ est mid-convexe C.

— f est a-convexe sur C si seulment si:

Vz,y € C, f(m—fzg) sf—@%(i)kgﬂm—yHQ-

1.3.2  Formules de Taylor

Soit  C R™ ouvert, f:Q — R,a € Qet h e R tels que [a,a+h] C Q.
Alors :

1- Si f € C1 () alors

i) Formule de Taylor & 'ordre 1 avec reste intégral

1
0

fla+h)=f(a) +/ (Vf(a+th),h)dt.
i) Formule de Taylor - Maclaurin & lordre 1
il existe 6 € [0,1] tel que fla+h)=f(a)+ (VS (a+6h),h).
@) Formule de Taylor - Young a Iordre 1
Flath)=f(a)+(Vf(a),h) +o(||h).
2- Si f € C%(Q) alors
i) Formule de Taylor a I’ordre 2 avec reste intégral
1
fla+h)=f(a)+ (VF(a), ) +/ (1= ) (V*f (a+th) b, h) dt.
0
i) Formule de Taylor - Maclaurin 4 ’ordre 9
il existe 6 € [0,1] telque f (a + h) = f(a)+(Vf (a) ,h)—!—é (V*f(a+06h)h, h).
wz) Formule de Taylor - Young a l'ordre 2

Fla+h)=f(a)+ (V/(a), )+ % (V3 (@) h k) +o (|IA])

Remarque 1.3.1 Dans les Jormules précédentes, la notation o (Hh”‘“) pourk €

N* signifie une expression qui tend vers 0 plus vitue A" (cest a dire, si on la
divise par ||h||* | le résultat tend vers 0 quand h tend vers 0).
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1.4 Probléme général d’optimisation

L’optimisation a un vocabulaire paticulier, pour cela nous allons intro-
duire quelques notation et définitions classiques. Tout d’abord, nous donnons 1a,
formulation général d’un probléme d’optimisation, donc on a besoin -

- Une fonction objective ou fonction de cot ou critére & minimiser, noté
1 R™ — R de plusieurs variables (B={z1;2; 5...., #dl,

- Un ensemble A C R™ ou 'on chercher la solution, on dit que A est ’ensemble
des élément admissibles du probléme ou ’ensemble des contraintes.

On cherche a minimiser f sur A c’est & dire on cherche 7 € A tel que :

f@) =minf (@) <= £ () < f () vz € A.

On a deux types d’optimisation : sans et avec contraintes, dans les deux cas,
le but consiste & trouvés les valeurs qui maximisent une fonction. Toutes dans
I’optimisation avec contraintes, les solution sont soumises & des restriction.

1.5 Conditions nécéssaires de minimum

Soit une fonction f : R® — R. Les minima locaux et globaux de Jf sur R®
sont définis de la maniére suivante -

Définition 1.5.1 :
1-On dit que la fonction f de probléme (P) posséde un minimum globule
(ou absolu) en T c R™ ssi :

Vz eR", f(Z) < f(x).

2-On dit que le point T € R™ est un optimum locale (ou relatif) du (P) s%l
eziste un voisinage V de T tel que :

Ve eV (@), f(2) 2 £(3).
8-On dit que T € R™ est un optimum local strict de (P) ssi :
AV(T) tel que ; Y e V(7), J(w) > f ().
4-Un dit que it & R* est un optimum local atricl isnlée do (P) oui :
IV (x) telque : T est la scule solution oplimal de (P)

Nemargue 1.8.1 ¢ -Un naenemum, global est clairement un minimum local.
- 8% on dit simplemend mindmum on comprend minimum global,
-Pour la mazimisation, faire la minimisation de lg fonction (—f) :

max f (z) = —min f (—z)
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Soit une fonction f : R* — R,etZ e R

1- On dit que Z est un point de maximum absolu (respectivement relatif) de
Jfosur R si 7 est un point de minumum absoly (respectivement relatif) de — f
sur R™,

2- On dit que 7 est un point d’extremum absolu (respectivement relatif)de
f sur R™ si 7 :s0it un point de minumum absolu (respectivement relatif ) de —f
sur R™, soit un point de maximum absoly (respectivement relatif)de f sur U.

Lemme 1.5.1 Soit U e R",a € R™ et u* un élément appartenant & lintérieure
delU (u*€U). Alors les deur assertions suivantes sont équivalentes -

I- {a,u — u*) >0, VueU.
2-a=0.

Définition 1.5.2 Soit U c R 4, ensemble et u* € U. on dit que w € R"™ est
une direction admissible pour u* en U s’il existe ty > 0 tel que u* +tw € U
vt € [0, ).

Exemples :

1. 8i w* e I} alors tout vecteur w € R” est une direction admissible pour u*
enstr;

2. 8i U est convexe alors pour tout v € U le vecteur v — u* est une direction
admissible pour u* en /.

Lemme 1.5.2 Soit O ¢ R"® uyn owvert, U € Q, f: Q) — R une fonction de
classe C" el u* € U un pownt de minimum relatif de S surU. Soit w € R™ une
direction admissible pour u® en U. Alors

(VI (@), w) >0.

Lemme 1.5.3 Soit Q) c R™ un ouvert, U C 2 un ensemble conveze et f:0—
R une fonction de classe O » u* € U un point de minimum, relatif de f sur U.
Alors

I(Vf(u),u—u") >0, Vuel.

(c¢’est Uinéquation "Fuler)
'

2. 51 en plus u* est dans | intérieur de [V ( u ey ) alors la condition

(V/(u)u-u*) >0VuecU
est équivalente wu

VW) =0 (cest l'équation d’Euler).
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Théoréme 1.5.1 Soit ) C R* un ouvert, U C Q) un ensemble conveze s J 5
2 — R une fonction de classe C? et convezxe et u” € U. Alors les trois assertions
suwantes sont équivalentes :

I- u™ est un point de minimum global de f sur U,

2- u”est un point de minimum local de f surU.

- (VF(u*),u—u*) >0, Vuel.

Remarque 1.5.2 Dans le cas ot u* € U alors Uassertion 8 du (théoréme 1.5. 1)
peut étre remplacée grice au (Lemme 1.5.3) par Uéquation d’Euler -

Vf W)=,



Chapitre 2

Programmation mathématique

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche dans
'analyse numérique. Elle traite plusieurs modéles mathématiques et problémes
pratiques importants.

2.1 Probléme d’optimisation sans contrainte

Nous allons étudier le probléme d’optimisation sans contraintes ol on efectue
la minimisation de la fonction J:R® = R sur tout 'espace R", Nous considérons
donc le probléme formulé de 1a fagon suivante :

(P) {min f(z);x & B"} .
qui peul s’éerire sous la torme

{trouver z € R” tel que f(z) < flz); vze R“} .

2.1.1 L’existence et d’unicité

Nous avant intéresser maintenant 3 la question de I’existence de minima pour
des problémes d’optimisation sans contraintes.

Théoréine 2.1,1 (Fxigtence) Hoil [ : B — R une upplicalion lelle que :
(3) f est continue.
() t est coercive (c’est-a-dire lim f(x) = +oo lorsque ||z|| Lend vers +00).
Alors, il emiste 7 C R™ tgl quo [ (%) < f(y) powr Lout Y e R,
Preuve. Soit (z,,) une suite minimisante deR" c-a-d: lim f (z,) = inf Flz)s

n—00
la fonction f est ceercive donc 1a suite (z,) est bornée, on peut extraire une
sous suite notée (z,,) qui converge vers un point Z € R, et par la continuité de
fona:
lim £ (2,) =  (7),

n—oo

14
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d’on

(@) = inf f(z),

zER?
donc Z est une solution du (P). m
Toutefois, on n’a pas forcément 1’unicité. Nous donnons ci-dessus un critére
pour "unicité.

Théoréme 2.1.2 : (Unicité)
Soit f : R™ — R strictement conveze alors il existe au plus un T € R™ tel
que :
F@)<fy), vyeR"

Preuve. Supposons 7, et #, deux solutions distinctes du probléme (P) c-a-d :

f(Z1) = f(22) = min f ().

TeR™
Onaz* = @;@ € R", et par la stricte convexité de la fonction, on obtient :

fj-+ Eé
2

Z

zeR?

" 1 s - ;
£6) =1 (252) < LU @+ @) - min s ).
cela est contredit, donc : 7, = 7. m

Nous pouvons maintenant énoncer un deuxiéme résultat d’existence et d’uni-
cité dans le cas particulier on f est a-elliptique.

Théoreme 2.1.3 : Soil une fonction f de classe ', on suppose quiil criste
a > 0 (appeléc la constunle délliplicitd), tel que V (z,y) € R* x R"*, on a :

(VI(@)=Vi@), e—y) 2 allz—y|? (- liptique).
alors f est strictement conveze et coersive.

On va chercher & montrer que cette solution est une solution de certaines
équations, de sorte qu'il sera plus facile de calculer.

2.1.2  Condition d’optimalité

Dans cette section, nons allons chercher & obtenir des conditions nécessaires
et parfois suffisantes de minimalité puisque ces conditions d’optimalité seront le
pluo souvent utulisées pour Lenter de caleuler un mmimnm (Ces conditiong vont,
dune s'exprimer o Paide de la dérivee prewitre ou seconde.

Les deux conditions nécessaires d’optimalité sont les suivants :
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Condition nécessaires du premier ordre

Etant donné un vecteur 7 e R™, nous souhaiterions étre capables de détermi-
ner si ce vecteur est un minimum local ou global de la fonction f. La propriété
de la différentiabilité continue de Jf fournit une premiére maniére de caractériser
une solution optimale.

Théoréme 2.1.4 : Soit f: R* — R une fonction différentiel au point T € R™.
Si T est un optimum locale du (P) alors :

Vi) =0 (2)

Remarque 2.1.1 :

1-Un point T de R™ vérifiant Vi(Z) =0 est appelé point critique ou point
stationnaire,

2- Le théoréme précédente n'a pas de sens si la fonction f nest pas différen-
tiable.

J- La condition (a) est une condition du premier ordre car elle ne fait inter-
venire que la dérivée premiére de la fonction f.

Il existe des situations ou la relation (a) est une condition nécessaire et suf-
fisante :

Théoréme 2.1.5 : Soit f : R* — R une fonction de classe C! et convere.
Un point T réalise un minimum de f sur R™ ssi Vf(F) = 0.

Preuve. On a vn que la condition est toujours néccesaire, montrons qu’elle
est est suffisante. Soit 7 € R” tel que V [ (Z) = 0. Comme f est convexe, donc

VZER" f(2) 2 f @) +(Vf(@),2-7) = f(3).

On a donc immédiatement le fait que Z réalise un minimum de fom
Nous donnons maintenant une condition nécessaire permettant de préciser
encore les éventuels minima. Ce condition va intervenir la scconde dérivée de b

Condition nécessaires du seconde ordre

Théoréeme 2.1.6 - Soit fiR* — R de classe C°. Sy I posséde un min local en
T alors -

1-Vf(@) =0, et

2- La matrice Hessien H (%) esl une matrice semy définie positive.
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Condition suffisante du seconde ordre

Les conditions données précédemment sont nécessaires, c’est-a-dire qu’elle
doivent étre satisfaites pour tout minimum local, cependant, tout vecteur vé-
rifiant ces conditions n’est pas nécessairement un minimum local. Le théoréme
suivant établit une condition suffisante pour qu’un vecteur soit un minimum
local, si f est deux fois contintiment différentiable.

Théoréme 2.1.7 : Soit f : R® — R de classe C?, si :

I-Vf(@)=0. et

2- H (Z) est une matrice definie positive, alors f possede un minimum local
en .

Preuve. La fonction f est deux fois différetable en Z, alors :
3 = O | ~ o - - - 5
vz €R", £ (z) = f @)+(VS (@) (¢ = B+ (o — B H (8) (@ ~ Bt — 3P a(3, o 7).
Supposons que 7 n’est pas un min local strict :

YW (F), 3TV (@), f@) < f(@).

Notons
Ty — T s o~
dk=m, flzx) — f(z) et f(z) < f(Z) Vk € IN.

donc [|dx|| = 1, d’aprés le théoréme de Bolsano weirstrass il’ éxiste sous suite
converge {dy}
dy — d et [|d]| = 1.
k—sco

F(@e)=F @) = Vf @) (@ = 245 (o8~ D H (7) (0~ Dt o — 3P 0 (3, 20 -3).

one flz) = f(Z) 1
e) —J &) 1 N R o
W_2£H(m)dk+a($a By «
or
donc

1 o
vk, Edch (Z)dp +a (T, —7) <0.

passant & la limite

k— +oo = dH(#)d<0d £0.

car dp — d et ||E|| =1, donc H (Z) n’est pas définie positive. m



2. Programmation mathématique 18

2.2 probléme d’optimisation avec contrainte

On défnit un probléme d’optimisation avec contraintes comme suit

(P) { min f (z)

zelC

f: R" — R continue, D C R" I'ensemble des contraintes
Si (C = R™), (P) est appelé probléme d’optimisation sans contraintes.

2.3 programme mathématique

En général, un programme mathématique est définit comme suit -

min f(z) . _J reRYg(z)<0,i=1,...,m
(PM) { zeC o C_{ hi(z)=0,j=1,...,p

et f, gi, h; sont des fonctions données de R™ vers R.

On appelle f la fonction ob jectif et C' I’ensemble des solutions réalisables ou
ensemble des contraintes ou tout simplement "le domaine",

On appelle solution réalisable de (PM) tout point z° vérifant les contraintes
(ie., (z° € D)).

2.3.1 Classitication et résolution d’un prograuuine mathé-
matique

La classification de (PAM) et son traitement numeérique sont établis & partir
des propriétés fondamentales des fonctions f> gi, h; & savoir la convexité, la
différentiabilité et la linéarité.

parmi les cas particuliers les plus étudiés on note :

* La programmation linéaire (f linéaire, g;, h; affines).

* La programmation convexe (f, g; convexes, h; affines, C' convexe).

¢ La programmation en nombres entiers (C' est un ensemble discret, c’est 4
dire les variables sont entieres).

2.9.2  Lkxistence et Unicité de solution
Dans ce paragraphe, nous donnons les deux théorémes d’existence et le théo-

reme d'uniclé

Théoréme 2.3.1 S C est compact non vide de R™ et si f est continue sur C
alors (PM) admet au moins une solution optimale z* € C.
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Théoréme 2.3.2 Si C est fermé non vide de R™, f est continue et coercive sur
C (c’est-a-dire lim f (z) = +oc0 lorsque || tend vers +oo) alors (PM) admet
au moins une solution optimale.

Théoréme 2.3.3 Si C est conveze non vide de R™, f est strictement conveze
sur C' alors (PM) admet une solution optimale au plus.

2.3.3 Conditions d’optimalité

Avant de donner les conditions d’optimalité de (PM), on exige que les contraintes
doivent satisfaire certains critéres dits "critéres de qualification".

Une contrainte g; est dite active (ou saturée) en T € C'si g; (T) = 0.

® Un point 7 € C est dit régulier (on dit également que les contraintes sont
qualifiées en Z) si les composantes de gradient, correspondant aux contraintes
saturées en 7, sont linéairement indépendantes.

Il existe aussi deux critéres usuels de qualification en tout point de C, a
Savoir :

e Si toutes les contraintes sont affines.

e Si C est défini uniquement par des inégalités, on a le critére de Slater
suivant : g; () est convexe pour tout i = 1,...,m et qu’il existe un point z° tel
que g; (z°) < 0, (int (C) # @).

2.3.4 Dualité Lagrangienne
Soit :
S={zeDCR":g(z)<0, i= L.k, hi(z) =0, j=1,..,m}
et on considére le probléme primal :
m:ix;lf[f(a:), z € S]
Le Lagrangien associé a ce probléme est la fonction I : D x [0, +oo[* xR™ — R,
définic par :

™

J‘\
Laidm) L) 0D )+ N )

i=1 7=1
On pose :
a(z) = su [L(;};’,\,H) t hll] = { f_(-f) S.l gi(x) <0 et h](m) =0
Ap oo sinon
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donc :
a= igga(:c) =inf[f(z):z€ 9]

Le probléme dual associé au probléme primal est :

B = supinf [L(z, A,

pup o) [L (2, A, )]

On a l'inégalité de dualité _
—o<f<a

Théoréme 2.3.4 (Karush - Kuhn - Tucker)[13] :

SoitT € C satisfaisant I'une des conditions de qualification et supposons que
[y 9y hy sont CY(R™), on a :

St T est un optimum local pour (PM ), alors il existe des réels dits multipli-
cateurs de Lagrange :

pER Y, i=1,... met N eR, j=1,...,p tels que :

m P
Vi) + Z,uz- Vg (T) + Z)\thj (&)= (conditions d’optimalité)
i=1 =1
i (@) =0, 3=1,...,m, (conditions de complémentarité)
hj(f)=0, j=1,...,p.

Si de plus, f, g;, h; sont convexes, les conditions précédentes sont & la fois ne-
cessaires et suffisantes pour que T soit un optimum global pour (PM).

2.4 Algorithme d’optimisation

Nous allons présenter un algorithme permettant de converger vers une so-
lution optimale du probleme (PM). La plupart des algorithmes d’optimisaton
avec contraintes exploitent les conditions d’optimalité pour déterminer des mi-
nima locaux. Nous donnerons ici quelques définitions.

2.4.1 Description

Un algorithme est défini par une application A, de C dans C, o C est en-
semble des solutions réalisables, permettant la génération d’une suite d’éléments
de (0 par la formule :

Zo € C'donné, k=0 Etape d’initialisation )
{ Tee1 = Alze), k=k+1 Itération °
St on remplace (7' par son intérieur, en supposant que int (C') £ @, lalgo-
rithme est dit un algorithme de points intérieurs.
Définir un algorithme n’est autre que construire une suite (Tk) ey de C et
réaliser une étude pour montrer sa convergence.



2. Programmation mathématique 21

2.4.2 Convergence

Définition 1 :
On dit que l'algorithme A est convergent si la suite (Tk)en engendrée par
I’algorithme converge vers une limite z*.

2.4.3 Taux de convergence

Un critere de mesure de la vitesse (ou le taux) de convergence est 1’évolution
de I'erreur commise & chaque itération (e = ||z), — z*||).

Avant de donner les notations des convergences, nous donnons les définitions
des notations asymptotiques suivantes :

Définition 2 (Notation O) Soient deux fonctions f, ¢ : N — R*. On note
f(n) = O(g(n)) lorsqu’il existe des entiers ¢ et ng tels que pour tout n > ng,

f(n) < cg(n)

Intuitivement, cela signifie que la valeur de la fonction f est inférieure & celle
de g & une constante multiplicative prés, pour les instances (données) de tailles
suffisamment grandes. De méme on définit :

Définition 3 (Notations o, 2, ®) Soient deux fonctions f,¢ : N — R*

- On note f(n) = o(g(n)) lorsque pour tout réel ¢, il existe un entier ny tel
que pour tout n > ng,

f(n) < cg(n)

- On nate f(n) = 2(g(n)) lorsqu’il exiete des enticrs e oty Lels que pour

tout n > nyg,

cg(n) < f(n)

- On note £(n) = ©(g(n) lorsque f(n) = O(g(n)) et f(n) = Q(g(n)).

Soit (z1)ey une suite donnée par I'algorithme A et convergente vers z*.

La classification de la vitesse de convergence d’une suite est basée sur les
notions de comparaison des fonctions au voisinage de +co.

En effet, si on suppose que l'erreur e, ne s’annule pas, la vitesse de la conver-
gence pourra étre :

v e s 5 L. .
- Linéaire : Si |lex] = Q ([lew1]]) et (”i'llﬂ) < 1, pour k assez grand, On dit

'\ (J’h )

aussl que 'erreur ¢, déerolt lineairement c'est-a-dire :

3c € [0,1[, Tko € N,Vk > kg, ery1 < cey.

-Superlinéaire : Si |lex1]] = o (||ex]]), ou Verreur décroit de la maniére sui-
vante :

Jay, une suite positive qui converge vers 0 tel que epyq < apey.
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-D’ordre y avec v > 1: Si|lexs||=O (Heknv) et (M) < 1, pour k assez

llexl”

grand, ot l'erreur décroit de la maniére suivante :
de € [D, 1[, 3;430 = N, Vk = ko, €pr1 < c(ek)T.

Dans le cas v = 2, la convergence est dite quadratique.

2.5 Programmation linéaire (PL)

Un programme linéaire (PL) est un probléme d’optimisation qui consiste &
maximiser (ou minimiser) une fonction objectif linéaire de n variables de décision
sujet & un ensemble

de contraintes exprimées sous forme d’équations ou d’inéquations linéaires.

a)Forme général

min cz
s.c
(PL)& Am=b
Dx>e
r € R™.

ou A € R™" et D € RP*™ sont des matrices données, ¢ € R™,b € R™ et
¢ C RP oont des vecteurs donnés.

Ou peut montrer que tout programme linéaire peut se ramener 4 l'une des
deux formes suivantes :

b)Forme canonique :

min c'z
(PLC) il:cc > b (ou <)
z > (.
C)bure standard ;
min ot
e e,

z > 0.
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ol A est une matrice réelle de type (m,n) supposée de plein rang (c’est-a-dire :
rg(A) = m < n), b un vecteur de R™,

Dans toute la suite, on s’intéresse au probléme (PL) sous forme standard
suivant :

min c'z
s.c

Az =b
z 2> 0.

(PL)

Le dual du programme linéaire (PL) est un programme linéaire défini par :

max by
s.c

(DL) Aly+s=c¢
s>0, seR”
y € R™,

On note par :

Fpry={zeR*: Az =b, z > 0}, Pensemble des solutions primales réali-
sables de (PL).

Un vecteur z € Fipr) est appelé solution réalisable de (P

Un vecteur z* € F(py) minimisant la fonction objectif de (PL) s’appelle
solution optimale de (PL).

Un programme linéaire (PL) réalisable est borné si la fonction objectif est
bornée sur Hipry:

o

Frpy={zeR": Az =b, z > 0}, Pensemble des solutions primales stric-
tement réalisables de (PL).

Fopry = {yeR™: Ay +s=¢, s> 0}, 'ensemble des solutions duales
réalisables de (DL).

Un vecteur y* € F(pry maximisant la fonction objectif de (DL) s’appelle
solution optimale de (DL).

Fipry = {yeR™: A'y+s=c, 5 >0}, 'ensemble des solutions duales
strictement réalisables de (DL).

Q 0
£ = Fpry x Fipr), 'ensemble des solutions primales-duales strictement
réalisables de (PL) et (DL).

Donnons quelques résultats fondamentanx de dualité en programmation li-
néaire :

Sil'un des problemes (PL) et (DL) admet une solution optimale, il en est

de méme pour l'autre, et leurs valeurs optimales correspondantes sont égales.

S5i I'un des problémes a une valeur optimale non finie, 'autre n’a pas de

solution optimale.

Théoréme 2.5.1 (Dualité faible) Siz et (y,5) sont respectivement des solu-
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tions réalisables pour (PL) et (DL) alors,
dz > bty.

Théoréme 2.5.2 (Dualité forte) SiZT et (7,5) sont respectivement des solutions
réalisables correspondant une valeur optimale finie pour (PL) et (DL) telles que

7z = by,

alors T est une solution primale optimale de (PL) ety est une solution duale
optimale de (DL).

Remarque 2.5.1 On peut remarquer facilement que si T et (¥,3) sont respec-
tiwement des solutions réalisables de (PL) et (DL), alors on a la Propriété sui-
vante :

T=btjeors=0a75=0,
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4 la place de M,, on travaillera habituellement dans S, qui est isomorphe &
R, oit ¢(n) = C2, ) = 2t
Pour A,B € S,,on a

(4,B) = tr(AB) et|A]| =

Toute les valeurs propres d’une matrice symétrique A € S, sont réelles et en
plus il existe une matrice orthogonale P € M, qui diagonalise A , c’est-a-dire

PTAP = Dy ott Dy est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux
sont les valeurs propres de A. Ainsi les valeurs propres sont les solutions du
polynome caractéristique p, () = det(A — AI). On note par A; la i®*™¢ ligne
de A et par A ; la j*™¢ colonne de A. pour nos besoins, il convient d’écrire les
valeurs propres dans l’ordre croissant,

}\min(A) = AI(A) < )\Q(A) KK )\n(A) == Amax(-A)

pour une matrice A € S, avec rang(A) = k, la décomposition spectrale de
A, A= PD,PT

est donnée par une matrice diagonale D4 € Si, dont les éléments diagonaux
sont les valeurs propres non nulles de A sur sa diagonale principale, et une matrice
P € M, telle que PTP =1,

On étudie maintenant les matrices semi-définies positives, bien qu’il est pos-
sible de définir ce terme pour des matrices carrées quelconques, on va 1'utiliser
exclusivement pour des matrices symétriques.

3.1.2 Matrice symétrique semi-définies positives

Définition 3.1.1 A € S, est semi-définie positive (A € S} ou A > 0) sizT Az >
OvVzeR"
A€ S, est définie positive (A € S+ ou A >0) si 2T Az > 0 Vz € R™\ {0}

On énonce certaines conségences immédiates de ces définitions qui seront
utiliaéea par la suite,

e Toute sous-matrice principale d’une matrice semi-définie(resp.définie) posi
bive esb ausst serd-define(tesp.dlinie) pusilive. B particuller, lous les eléments
diago-naux d'une matrice semi-define (resp.definic) positive doivent étre positils
(resp.strictement. poaitifa).

ePour A € S |l existe i € {1,--- ,n};ay; = max|ay;|; 1,7 €
si A € Stoeta; =0 pour certain ¢ € {1,---,n} alors a;; = 0
=

L
pour tont,

Proposition 3.1.1 Soit B € M, une matrice non singuliére .Alors A € S} si
et seulement si BTAB € S} et A € ST+ si et seulement si BTAB € Si+.
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Preuve. Pour z € R™ et y = B~z ,on obtient 27 Az = y"BTABy m

Théoréme 3.1.1 (caractérisation des matrices définies positives)
pour A € S, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Ae St
2 AM(A)>0Vi=1,.--.n
3. Il eziste C € M, avec rang(C) =n tel que A = CTC

4. Pour une suite arbitraire A; € S;, 1 = L,....,n; de sous-matrices principales
de A

det(4;) > 0 pouri=1,...,n
Il est facile de constater qu’une matrice A € St si et seulement si A7 €
S5+, car les valeurs propres de A= sont T(I.T} pour tout i =1,....,n.

Théoréme 3.1.2 (complément de Schur)

sotent A€ Sp, B € Mypm et C € S, avec A inversible . Alors on a :

8i A € SF* la matrice ( ;T g ) est définie(semi-définie)positive si et
seulement si (C'— BTA™'B) est définie(semi-définie )positive.

Théoréme 3.1.3 (Factorisation de Cholesky) Pour A > 0,il y a une seule
matrice triangulaire inférieure et inversible L telle que A = LLT.

Définition 3.1.2 Une matrice A € M,, est & diagonale strictement dominante
81

|lag| > Z laij| pour touti=1,...,n
i#

Théoréme 3.1.4 Si A€ S, est a diagonale strictement dominante si et seule-
ment st tous les éléments diagonaux sont strictement positifs . Alors A est définie
positive.

Théoréme 3.1.5 (caractérisations des matrices semi-définies positives)
Pour A € S, les propriétés suivantes sont équivalentes :

L. A€ 8
3. Il existe C € M, tel que A= CTC avec rang(C) = rang(A).
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3.1.3 Produit de Kronecker

le produit de Kroneker est une application ® : M n X My — Mk i définie
par

G.HB s aljB EE alnB
A ® B = aﬂB R az-jB suisin aijB
0t B o BB o BB

En relation avec le produit de kronecker on doit transformer souvent une
matrice AeM,, , en un vecteur dans R™" ,en utilisant lopérateur Vec : My, n —

R™*"  définie par :
A

Vee(4) = (A)

On liste certaines propriétés importantes du produit de kronecker

Proposition 3.1.2 soient A, B,C et D des matrices des tailles appropriées

(A® B) = AT @ BT (1,2)

AR (B®C)=(A®B)®C (1,3)
(A+B)®(C+D):(A®C)+(A®D)+(B®C)+(B®D) (1,4)
(A® B)(Cw D) — (AC) w (1) (1,5)

tr (A® B) =tr (A)tr (B) (1,6)

Vec(ABC) = (CT ® A) Vec(B) (1,7)

Vec(AB+ BC)= (I® A+ CT @) Vec(B) (1,8)

Proposition 3.1.3 Soient \;et y; pouri =1, ....,n les valeurs propres de A etB
respectivement avec z; ety; € C™ les valeurs propres orthogonauz correspondants.
Alors toutes les valeurs propres de A& B sont données par A\;iji; avec les vecteurs
propres orthogonawr correspondants Ty & Y.
Prenune
(A®B)(z; ®@y;) = (Az)® (By;) (d’aprés (1.5))
= (Aiz:) ® (m95)
= At (T3 ® U5)

2 .U;) (n Sye)  (duprés (1.2))

(2 @ 'yj')f (Th @) = (
= («fzn) @ (47 v)
=0
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Nous nous intéressons a ’étude des fonctions qui dépendent des matrcices et
leurs dérivées.Initialement,les dérivées des matrices variables peuvent causer des
confusions dues aux problémes d’arrangement des térmes ,dans ce cas on utilise
I'opérateur Vec. Cependant on définira seulement le gradient pour les fonctions
dépendantes des vecteurs , mais on réarrangera aussi le jacobien résultant dans
certaines autres formes matricielles.

Soient z un vecteur dans R et f : R* — R™; & +—— (fy(@)......fm(z))T
une fonction continument différentiable.Le jacobien de f(z) pa rapport & x est
la matrice de type n x m suivante :

On(e) . 8fi(z) ., Ofm(z)
oz Oz, 8z,
i _ | ) oils)  Ofmle)
f (Zl'f) - 311‘3‘ U 83:_7- B.rj
o | Ofe) . Om()
Brﬂ Ba:n 6-'1711.

L’approximation du premier ordre de f(zp+ Az) est

flzo+ Az) ~ f(zg) + f(zo)Az
Proposition 3.1.4 (Régle de composition) étant donnée
f:R*" —R™ et g:R®” — R*
deuz fonctions continument différentiables alors
(92 f)(z) - g (F@)) (=)
En particulier si A est une matrice de type m x n et f(z) = Az alors
(g0 f)(z) = ¢'(Ax)A
On illustre Uapplication de la derniére proposition aux matrices pour le produit
AX et XA ou X, A € S,. pour AX on a Vec(AX) = (I ® A)Vec(X),et d’aprés

(1.7)
VxVec(AX) = (I® A)
el pur unuloyie
VxVee(XA) = (A® ).
puur vbivssir dew voprcovnbubiony wyrdubles dey ldurtsaliony on obacrve gue (1w A) Vee(AXN) —
Vec(AAX) et par conséquence :
[VxVecAX))" Vec(AX) = (I @ A)Vec(AX) = Vec(AAX)
et
[VxVee(XA) Vee(AX) = (A® I)Vec(AX) = Vec(AX A).
Plus intuitivement, on écrira AAX et AXA les linéarisations de AX et XA
respectivement.
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3.1.4 le cone des matrices semi-définies positives

Nous allons maintenant considérer le cone des matrices semi-définies positives
comme un sous-ensemble de S,.

Définition 3.1.3 Un ensemble C C R™ est un cone s’il est stable pour la multi-
plication par des scalaires positifs et Uaddition.(z,y € C = z+y € C et Az € C VA > 0)
un cone C est pointu si C N (—C) = {0}.

Remarquons ,que cette définition implique qu’un cone est un ensemble convexe.

Proposition 3.1.5 ST est un cone (conveze),pointu et fermé de pleine dimen-
sion dans R{™,

L’ensemble des matrices définies-positives S+ n’est pas un cone car 0 ¢ S;+.
il est facile de voir que S} est I'intérieur du cone S et que la frontiere de S;f
est constituée par les matrices semi-définies positives ayant au moins une valeur
propre nulle.

le lemme suivant montre que le cone des matrices semi-définies & un angle
d’ouverture égale a5,

Lemme 3.1.1 Soient A, B € S;7 .Alors (A,B) > 0 et en plus (A, B) =0 si et
seulement si AB = 0.

Définition 3.1.4 le cone polaire C* d’un cone C est U'ensemble{y : (z,y) = 0 pour tout z € C}.

Pour un cone Clle cone C* peul élre vu comme 'ensemble des inégalités
strictes valides pour C ou comme ’ensemble des plans tangents & C.Il est donc
naturel de parler de C* comme le cone dual de C. un cone qui vérifie C = C*
est appelé identité-polaires (self-polar) ou idendtité-dual(self-dual).

Lemme 3.1.2 S = 5=,

Preuve. S € SF* d’aprés le lemme 11 pour démoutrer que S C SF,
notant que pour tout z € R™ la matrice zz7 est semi-définie positive. soit A €
Sren g <A,m:.cT> =2TAzVzeR*, do0 A€ S;. =

Le lemme 12 cst équivalent au théoréme de trace de Fejer (Fejer’s trace
Theorem), qu’on le formule comme un corollaire.

Corollaire 3.1.1 (théoréme de trace de Fejer) A € Sy si et seulement si
(A,B) >0VB € S;.

le cone des matrices semi-définies positives induit une relation d’ordre partiel
sur ensemble des matrices symétriques.
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Définition 3.1.5 (la relation d’ordre partielle)
Soient A,Be€ S,, A>B+= (A-B)e S .

C’est I'origine de la notation A > 0 dans la définition 3 pour A € S;.
Définition 3.1.6 Soient © = (z1, 22, ..... ,xn)T ER" et X = (z;5) € M, .on

définit les deuz opérateurs diag et diag par :
dﬁa’g{X) = ($111$22: ----- :mnn)T € R".

£, 0 - 0
digglz) = 0z € M,
; O I ()
0 -+ 0 Zun

le produit d’Hadamard ou produit de Schur , pour A,B € M, ,,est défini
par :

Ao B = [aij.bij]

Théoréme 3.1.6 (théoréme du produit de Schur)
si A, Be S} alors AoBe St.si A,B € S alors Ao B e St

3.2 La programmation semi-définie

3.2,1 Les programmes semi-définis

Définition 3.2.1 un programme semi-défini, dit primal,sous forme standard s’écrit
comme suit :

Min (C,X)
(PSDP){ scAX =b 2,1)
X220

ot b e R™ et A est un opérateur linéaire de S, tel que

(A1, X)
AX = :
(A, X))
Coet A, i=1,....m, sont des malrices de M,. suns perle de génralilé on

peut supposer que (' ot lea A, sont saymétrigues.

Proposition 3.2.1 un programme semi-définie est un programme conveze .
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Preuve. En effet , le probléme (2, 1) n’est autre que

Min  (C,X)
s Xe{YeSt: AY =b}

11 est facile de voir que la fonction objectif est une fonction linéaire ,donc
démontrer qu’un programme semi-définie est convexe ,revient a démontrer que
Pensemble {Y € S : AY = b} est un ensemble convexe.En effet ,soient X; et X,
deux éléments quelconques de {Y € 57 : AY =b} et A € [0,1].

Il faut démontrer que AX; + (1 — A\) X3 € S;' car pour tout z € R" on a

(PSDP) { (2,2)

IT()\Xl + (1 - }\) Xg)x = )\.CCTXlI i (1 - A) .’L'TXQ.'E > 0
En plus
(A1, AX1 + (1 — A) Xo)
AMX +(1-X0) X)) = :
(Am, AX1 + (1 — A) X3)
A <A11X1> < (1 - )‘) (A11X2)

AAn, X7) + (1 — ) (A, Xo)
Aby + (1 = )\)bl

Ao + (1 — A)br
=b.

La programmation semi-définie est la programmation linéaire sur le cone des
matrices semi-définies positives.En comparaison avec la programmation linéaire
standard le vecteur de variables z € R’} sera remplacé par une matrice variable
X € S7. Autrement dit ,le cone de Porthant positif z > 0 sera remplacé par le
cone des matrices semi-définies positives X > 0. Pour déclarer cette similitude,on
utilise I'opérateur Vec, on obtient

Min Vee(C) Veo(X)
(PEDP) sc AVec(X)=1b

X >0
A,
ol A = ; VA, = Vee(A)T pouri=1,... ,m.
A'ﬂ'.").
En posant ¢ = Vec(C'), x = Vec(X) done (PSDF) sécrit
Min cf'z
s.c Az =10

X2>0
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ol ¢,z € RV b e R™ et A € M, 2. Afin de définir le dual de (PSDP) nous
avons besoin de opérateur adjoint de A.

Par définition , c’est ’opérateur AT : R™ — S, vérifiant (AX,y) = (X , ATy)
pour tout X € S, et y € R™ Ainsi

(AX,y) = ZyitT(AiX) =tr(X Z%Ai) = (X, Ay)
i=1 i=1

on obtient

ATy = ZyiAi
i=1
Pour écrire le dual de (PSDP), on considére la fonction lagrangienne associée
a ce dernier

LX,y)=(C,X)+ (- AX,y), X €S, yeR™

et on calcule la fonctionnelle duale associée H (y) :

Hy) =Min(C,X)+{(b— AX,y) X €8F
= Min (C, X) + ZZl(bl == (Ai)X))yi- X € S:
=M'm(C’—EyEA1,X)+EnyZ XES;'
= (b,y) + Min[(C — ATy, X)] XeSt

1l facile de voir que

0 siC-ATy>0

—00 sinon

(e~ 47001 = {

C AT
maX:{Ma:c(b,y) siC— ATy >0

H(y) —oc  sinon

Ainsi le probléme dual (DSDP) de (PSDP) s’écrit sous la forme suivante :

Maz  (b,y)
(PSDP){ sc ATy+Z =0 (2.3)
yER™ Z>0

L’utilisation de la variable libre y dans (DSDF) peut créer un doute si
(DSDP) est un programme semi-défini.Pour éliminer ce doute, on donne une
présentation légérement diftérente de (PSDP) et (DSDP) soulignée par Nes-
terov et Nemiroviskii[71].On suppose que le systtme AX = b est vérifié,i.e,il
existe un X € S, satisfait AX = b.dans ce cas on peut éliminer le variable y
dans (DSDP) .On exprime tout d’abord la fonction de cout en fonction de Z
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(b,y) = (A)?,y> = (}?,A%) = <5€,C — z>

Notons maintenant Im (AT) l'image de AT,et Ker (A) est le noyau de A,
il est facile de voir que ces deux sous-espaces sont orthogonaux,Im (AT) =
(Ker(A))" ce qui nous permet de remplacer les programmes (PSDP) et (DSDP)
respectivement par les représentations suivantes :

min (C, X) = max <)’€ & — z>
e XES%"O()?—FK@TA
| Bedtn (C+ (KerA)*)

par conséquence,(PSDP) et (DSDP) sont des programmes semi-définis et
n’'importe quelle propriété prise dans la formulation primale a son analogue dans
la formulation duale. m

3.2.2 Théorie de la dualité

E déduisant le probléme dual de (PSDP) par une approche lagrangienne,on
obtient le probléme (2,3).

Le saut de dualité entre une solution réalisable duale (y, Z) et une solution
réalisable primale X est

(C.X) = (y) —(ATy+ Z,X) = (AX,y) — (£, X) 2 0

dlaprés le lewnne 11 1a propriélé gue la valeur objective de chague solutblon
réalisable primale est plus grande ou égale & la valeur objective de chaque solution
réalisable duale et la différence positive est appelée la dualité faible.

Contrairement a la programmation linéaire ,il n’est pas toujours vrai que
I'optimalité de (PSDP) et (DSDP) implique que (Z, X) =0
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Exemple 3.2.1 Concidérons le probléme semi-défini suivant :
[ 0 % 0
min < 00 |.X >
0

( 40 =L g
(o))
1
0

o

I
o

tn

O

A

T

o

s T )

O OO0 O M=, OO OO

Il
(@n]

00
< 01 ).x)=0
X =0.
qui est équivalent a :
min Ijs
0 T2 0
sc X = Too 0 > 0
1+ 192

L Ecivunld le pervbléine duul ussuLié,uie vbiliend .

max
sc Z=C—yA — Ay —ysAz —ysA4 > 0

Le probléme dual peut s’écrire sous la forme suivante :

max
yo
sec Z-—= 0 -y | =0
\ —U1

Une conditivn nleessube pour yue Lo melrice primoele svil seri-définie posilive
est que T190 = 0 car xz;; = 0, de la méme maniére obtient que z;» = 0 car
zon = 0,1.e. y; = —1,dans le probléme dual.le saut de dualité entre deuzr solutions
optimales primale et duale est égal a 1.

On retourne maintenant aux conditions qui assurent la dualité forte, et 'exis-
tance des solutions primales et duales.
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Définition 3.2.2 (Réalisibilité stricte) Un point X esl dil strictement réali-
sable pour (PSDP) sl est réalisable pour (PSDP) et vérifie X > 0.

Un point (y, Z) est dit stricternent réalisable pour (DSDP) sl est réalisable
pour (DSDP) et vérifie Z > 0.

Théoréme 3.2.1 (La dualité forte[15]) Supposons qu’il existe une solution
strictement réalisable (yo, Zo) pour (DSDP) .Soient

p* =inf{(C,X):AX =§,X =0}
et

g =sup {{b,y) : ATy +Z=C,Z >0}

alors p* = q* et si p* est une valeur finie,elle est atteinte pour une certaine

matrice
Xe{X>0:AX =b}.

Corollaire 3.2.1 Soient p* et ¢* définis comme dans le théoréme de dualité forte

1- Si (PSDP) est strictement réalisable avec p* finie,alors p* = g~ et cetle
valeur est atteinte pour (DSDP).

2- Si{DSDP) est strictement réalisable avec g* finte ,alors p* = ¢* et cette
valeur est atteinte pour (PSDP).

3- Si (PSDP) et (DSDP) sont strictement réalisable,alors p* = q" et ces
deuz valeurs sont atteintes pour les deux problémes.

3.3 Meéthodes de points intéricurs

3.3.1 Introduction

Dans le cadre de la programmation mathématique avec contraintes,on désigne
par méthode de points intérieur,toute procedure de résolution générant une suite
de points appartenant a l'intérieur relatif du domaine réalisable et convergeant
vers une solution optimale.

De meme,on appelle fonction barriére toute fonction f qui vérifie,

— f est & valeurs finies & l'intérieur relatif du domaine réalisable.

— f(z) — oo quand z s’approche de la frontiére.

Ces méthodes sont réputées pour leur convergence polynomiale,leur rapidité
et efficacité et se sont révélées comme de véritables concurrentes des méthodes
classiques (simplexe,pivotage de Lemk,etc) .La littérature sur ces méthodes a
connmu une grande expansion et s’est enrichie plusieurs classes et variantes dans
le but de réduire la complexité et améliorer la convergence et l'efficacité.le lec-
teur peut se reporter,par exemple,les livres de Ye [19] et Wright [16] qui retracent
I’évolution des méthodes de points intérieurs.
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Il y a pratiquement trois catégories des méthodes de points intérieurs :les
méthodes affines,les méthodes de réduction de potentiel,et les méthodes de tra-
jectoire centrale.

En ce qui concerne le probléeme (SDP) en particulier,l'impact des méthodes
de points intérieurs est sans précédent,dans cette mémoire on présente l'algo-
rithme de méthode de trajectoire centrale.

3.3.2 Meéthodes de trajectoire centrale

Ces méthodes sont le fruit direct d’une grande partie des études acharnées
menées par plusieurs chercheurs vers la fin des années 80,et pleinemet dévelop-
pées au début des années 90.Elles possédent les propriétes théoriques les plus
esthétiques :complexité polynomiale,convergence superlinéaire et caractere algo-
rithmique newtonien.Ces qualitées de confort placent cette classe de méthodes
au centre de linteret primordial des chercheurs pour résoudre effectivement des
programmes mathématiques avec contraintes.

Revenons & notre probléme (SDP),en rappelant ses formulations primale et
duale :

Min (C, X) Maz (b,y)
(PSDP){ scAX=0b  (DSDP){ scATy+Z=C
X>0 yeR™,Z22>0

D’aprés le théoréme de la dualité forte et son corollaire une condition suffi-
sante pour atteindre des solutions optimales primales et duales ef. pour assurer
1o, dualilé forte esl Nexistence des solutions primales et duales strictement réali-
sables.

Proposition 3.3.1 Supposons qu’il existe une solution strictement réalisable X f
pour (PSDP) et une solution strictement réalisable (3°, Z°) pour (DSDP).

comme les algorithmes de points intérieurs démarrent avec un point appar-
tenant & 'intérieur du cone des matrices semi-définies positives,on remplace les
deux problémes initiaux (PSDP) et (DSDP) par deux suites de problémes de
barriéres auxiliaires,(I,) et (D,) paramétrées par le scalaire p > 0, pour rester
a lintérieur de S

Min {(C,X) — plog del(X) Max (b,y) + plog det(X)
(Py) sec AX =10 (£;;) se ATy+Z=0C
X>0 y e 2 >0

Comme les fonctions objectives de (P,) et (D,) sont respectivement stricte-
ment convexe et concave,alors les solutions X, de (P,) et(y,, Z,) de (D,,) existent
et sont uniques.
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Ici p > 0 est appelé le paramatre de barriere et log (det (Y)) (Y € ST+) est
la fonction barriere.Cette fonction tend vers I'infini quand une valeur propre de
la matrice Y tend vers zero,i.e.quand Y s’approche de la frontiere de g

On transforme les problémes de barriéres en des problémes sans contraintes,en
utilisant les multiplicateurs de lagrange pour les contraintes d’égalité :

LP# (le) = <C7X)_#logdet(X)+(b_AX:y>
Lpu(X,9,2) = (b,y) + plogdet(Z) +(X,C — ATy~ Z)

En écrivant les conditions de Karuch-Tucker(K KT), on obtient

_ —i AT
=iyt (O )

b— AX
-2 — 4%y
0=VLip,(X,y,2Z)= b—AX
uZ ' —X

On peut réécrire ces conditions comme :

AX=b ,X>0
(S Aly+2Z=C ,Z2>0 (2,5)
XZ =pul

les deux premiéres conditions correspondent au réalisabilité primale et duale.Pour
0, la troisitme condition correspond a la condition de complémenterité

= [)s

On note par (X, Y, Z,)la solution de (Sy1) pour - 0 fixe.

I’ensemble des solutions (X, ¥y, Z,) pour tout u > O forme La trajectoire
centrale qui converge vers une solution optimale (X*, v, Z *) quand p tend vers
0.

si on résout (S,) par la méthode de Newton,on obtient le systéme linéaire
suivant :

U

o

2|

FANES

AAX = —(AX -b) =R,
ATAy+AZ = —(ATy | Z-C) = Ry (2,6)
AXZ+AZX —ul —XZ =R

La résolution de ce systéme donne une matrice symétrique AZ, par contre

la matilea AN 170 P ndeusball eenl sywdtrique. Comrmao Pitérd muivant doit
atre symétrique(défini positif),cela pose un vrai probléme. Pour ccla on introduit
l'opérateur de syinéliisalivu 11, poue aine matrice inverviblo donnéo P € 5, .soit

M € M,, on délinil

Hy= (PMP™ + (PM P

| =
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Différents choix de P coresspondent & différentes directions de recherche. Nous
citons ici les trois approches les plus célébres.
La premiére approche de (H.R.V.W. [4)), (K.S-H.[8]), et (M .[9]) correspond

a P =2}

la deuxiéme approche de (A.H.0.[1]) correspond & P = I.

La troisiéme approche de (N.T.[11] ) correspond & P vérifiant PTP=W=
X4 (X352 X4)" Xb.

Avant de résoudre le systéme (2, 6), nous faisons un changement de variables
pour faciliter le calcul, En posant

VEC(A]_)T
c:Vec(C),erec(X),szec(Z) et A= : ;
Vece(Am)T

le systeme (2,6) peut s’écrire comme

AAX =Tp
ATAy+ Az =1y
EAz + FAz =1,

ot E=Z®I F=I®Xetr="Vec(R).Lesysteme (2,6) est résolu en expri-
mant Az en fonction Az dans(2,9),Ar = E-'(r,— FAz), et Azen fonction de
Ay dans (2,8), Az = rq—AT Ay.En remplacant Az = E (ro—F(ra— AT Ay))
dans (2,7) on obtient

My =1,4 AE V(Fry 1)

ot M = AE'FAT M € Si* si on suppose que A est de plein rang en
lignes.Le travail le plus couteux est la formation et la factorisation de M a
chaque itération.

Définition 3.3.1 (Voisinage de la trajectoire centrale) On dit que (X, Z)
est dans le voisinage de la trajectoire centrale (noté Vi (6)) s'il vérifie :

| 1p (XZ) - p (X, 2)T < 00X, 2)
pour certain 8 € (0,1).

Nous préesentons Itainleuant la description générale e ’algerithme de points
intérieurs pour résoudre le probleme (SDP).



3. La programmation semi-définie 40

Algorithme
Début algorithme
Initialisation
k=0;
Entrée :A,b,C et un point initial(X®, y©, Z®) e Vr (0)
[ =0;
Pour un choix convenable de 0 < § < 1,0 <o <1
Un paramétre de précision € > 0;
( X)), Z(k))
e = "7
Tant que ny, > € faire :
Etape 1 : On résout le systéme suivant pour trouver (AX,Ay,AZ).
AAX =0
ATAy+ AZ =0
Hp (AXZ® + XWAZ) = o — Hp (X*2¥)
Etape 2 : (X(k),y(k),Z(k)) = (XU“) +AX,y® + Ay, Z%) + AZ)
Etape 3 : Calculer p, = (1 —0)
[=104+1;
Fin tant que;
Etape 4 La solution optimale est (X*,y", Z*) = (), 48, Zk)
Le nombre des ’itération néssisaire d’éxuction cet algoriteme est : i
Fin algorithme.

3.3.3 FEtude de probléme perturbé(SLF),

On commence par le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 {Y € S} : (C,Y) <0,(4;,Y) =0,i=1 ~-m} = {0}.

Preuve. Nous savons que 'ensemble des solutions optimales de SD P (Sol (SDP))
est convexe fermé borné et non vide. Par conséquent, son cone de récession Sol
(SDP)* est réduit aux singleton{0} . Mais

Sul(SDP)® ={Y € 5} : (C,Y) <0, (A, Y)=0,i=1 —-m} ={0}.
]

Théoréme 3.3.1 Le probléme (SDP)M admet une solution optimale unique.

Preuve.
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1. Existance : Il suffit de prouver que le cone de récession de ’ensemble
convexe fermé
Sy={X: (A, X)=b Vi, fu(z) <A}AER.

est réduit 4{0}. On a :
Calculons la fonction de récession f°. Soit X € S7, alors pour Y € Sn,

IP0) = liw M Fu(X)

t—+oo
S ={Y : (A, Y)=0,i=1,...m}n{f>(y) <0}.

Il est clair que si Y ¢ S, pour ¢ assez grand, X + tY n’appartient pas &
S+ et donc f, (Y) = +00. Supposons que Y € SF. Alors :

(V) = (C,Y) — p lim Indet(X +tY) — Indet(X)

t—-+co t

Puisque X est définie positive alors il existe une matrice symétrique défi-
nie positive Z telle que ¥ = 72 11 existe une matrice P et une matrice
diagonale semi-définie D telle que

z7%vz7'=PP=1I
Il résulte que :

det (X +tY) = det (ZP* (I +tD) PZ) =det [ [ (I +tds),

i=1

ol les d; sont les éléments diagonaux de la matrice D. Donc

=) =(C, #Ztgglm 204 _ o).
Comme
S ={Y (A, Y)=0,i=1---m}n{f2(y) <0}.
il s’ensuit ;
5 (Ved) HOYIvo A, YY) =00eT )

En appliquant le lemme 3.3.1, nous obtenons

Sy ={0}
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2. Unicité : Comme f, est strictement convexe, il en résulte que la solution
optimale de (P,)
est unique.

3.3.4 Condition d’optimalité pour (F,)

Le probléme (P,) est convexe, donc les conditions de K.K.T sont nécessaires
et suffisantes. X € S+ est une solution optimale pour le probleme (F,) si et
seulement s’il existe y € R™ tel que :

C—HX_I - ZE] yAi =0 ()
(A, X)=b,i=1...m

Posons Z = pX 7, le systéme (a) devient :

S wA+Z=C, ZeSH
(At,X>:bz i B =1 e 10 XES:-F (b)
XZ =ul, p>0.

Qui est le systéme paramétrisé du systéme (a). On note par (X (1) ,y(w),Z (@)
une solution du systéme (b). Nous savons déja que X (u) ( et aussi Z (1) ) est
définie de facon unique. En supposons que les matrices A;(i=1,...,m)sont
linéairement indépendantes, alors, y (1) est aussi définie de maniére unique.

Théoréme 3.3.2 [8/Si (X (1),y(p),Z (1)) est une solution optimale de (Pi)
avec . > (),alors :

lim (X (1), y (1), Z (1)) = (X*.9", 27),
est une solution optimale de (SDP).
Pour faciliter I’étude, nous considérons dans la suite la notation (X,y,Z) au

liew de (X (1) ,y (1), Z (1))
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Conclusion générale

Les méthodes de points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité de
convergence, simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problemes de
grandes tailles. L’inconvénient principal dans ce type de méthodes est I'initiali-
sation, ¢'est-a-dire la détermination d’un point initial qui se trouve & I'intérieur
du domaine.La plupart des résultats théoriques supposent que ce point initial
est connu, mais numériquement l'obtention de ce point initial prend beaucoup
de temps.

Dans cette mémoire nous avons présenté une partie de I'introduction sur
les problémes semi-définis positifs (SDP), nous avons commencé par donner
quelque rappels sur les matrices : Elément d’analyse convexe, probléme général
d’optimisation,..... ; puis la programmation mathématique : probléme d’optimisa-
tion avec contrainte, programme mathématique, algorithme d’optimisation,.... ;
et enfin la programmation semi-défini positive qui a connu grace aux méthodes
de points intérieurs une évolution considérables sur tous les aspects : théorique,
algorithmique et numérique et on a fait une présentation algorithmique avec une
méthode pratique et connu (T'C') qui se base sur la méthode de Newton qui
a comme méfait la difféculté de choisir (X°,7°%, Z°), et comme bienfait lorsque
(X9,4°, Z°) appartient a certain voisinage V' elle converge théoriquement.

Les recherches futures pourraient se concentrer sur 'extension des autre type
d’optimisation et les tests numériques pour étudier le comportement d’algo-
rithme afin d’tre comparée avec d’autres approches existantes.
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Résumé

Dans le présent travail, on s’intéresse a I’étude algorithme de méthode de trajectoire
centrale (TC) de type primal-dual pour résoudre les problémes de la programmation
semi définie positive (SDP). Cette méthode est basée sur une nouvelle classe de
direction de Newton. Plus précisément , on donne [’étude algorithmique de
I’algorithme de la méthode (TC).

Mots Clés : Programmation Linéaire, Programmation Semi Définie positive,
Meéthode de Points Intérieurs, méthode de trajectoire centrale.

Abstract

In the present wark, we are inferested in the study algorithm of method of central
trajectory (TC) of primal-dual to solve the problems of the semi defined positive
programming ( SDP). This method is based on a new class of directionof Newton.
More exactly, we give the study algorithmics of the algorithm of the method (TC).

Key Words: Linear Programming, Semi Defined Positive programming,
Interior Points Methods, Method of central trajectory.



