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Résumeé

Ce mémoire s'inscrit dans la continuité des travaux sur le point fixe commun

dans des espaces b-métriques généralisées.

Notre travail consiste a étudié quelques résultats d'existence et d'unicité du point
fixe commun pour des opérateurs univoque et multivoque sur des espaces b-
meétriques généralisées sans utiliser I'hypothése de la continuité. De plus, cette
étude est cloturée par une application pour les systémes d'équations

opérationnelles dans un espace vectoriel b-normé complet.

Mots clés : point fixe commun, univoque, multivoque, espaces b-métriques

généralisées, I'hypothese de la continuité, b-distances généralisées.



Abstract

This thesis included in the continuous work onthe common fixed point in

generalized b-metric spaces.

Our work is to study some results of the existence and the uniqueness of the
common fixed point for single-valued and multivalued operators on generalized

b-metric spaces without the use of the hypothesis of continuity.

Furthermore, an application is presented for a system of operator equations in

complete b-normed vector space.

Key words: the common fixed point, generalized b-metric spaces,the hypothesis

of continuity,generalized b-distances.



Introduction

Qu’est-ce qu’un point fixe ?

La théorie de point fixe est un des outils les plus puissants des mathématiques
modernes et peut étre considérée comme la branche cardinale de I'analyse
non-linéaire. L’analyse non-linéaire a été développée dans les années 1950
par des mathématiciens comme Browder comme une combinaison d’analyse
fonctionnelle et I'analyse variationnelle. Cependant, les résultats tous pre-
miers avaient déja été obtenus en 1920. Les résultats d’analyse non-linéaire
sont applicables a une vaste gamme de domaines. Plusieurs problémes de
la physique, la chimie, la biologie et I’économie ménent aux modeles non-
linéaires. Les équations différentielles non-linéaire, les équations intégrales,
les inégalités variationnelles et les problemes d’optimisation plus généraux
sont certains des sujets importants dans ’analyse non-linéaire. On le ren-
contre partout et sur touts les chemins : que vous étudiez les fractales, les
cours de la bourse, les équations de la physique mathématique ou vérifiez un
conteur électronique vous rencontrez des point fixes.

Un pomnt hixe est un point qui reste immobilc par une application ou une
transformation. Autrement dit, soient X un ensemble et T : X — X une ap-
plication. Une solution d'une équation T'(z) = z est appelée un point fixe de
T. Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains probléemes
mathématiques, par exemple trouver les racines d’un polynéme, ou pour mon-
trer existence des solutions numériques des équations différentielles sans les
déterminer explicitement.

Le théoréme de Brouwer est prouvé en 1912, ce théoréme est un résultat
de Lopologie algébrique, sous sa forme la plus simple, ce théoréme exige uni-
quement la continwte de 'application d'un mtervalle termé bornd dans lui-
méeme. Bt de tagon plug générale, I'application continue doif éfre définia dans
uw convexe cutpach d'un espace euclidien dans Tui-néiue.

Le théortme de Tapplication contractante prouvé par Danach en 1Y22
dit qu'une contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet
un poinl fixe unique. De plus, il fournit un algorithme d’approximation du
point fixe comme limite d’une suite itéré. Mais d’une part, montrer que la



fonction est contractante peut entrainer de laborieux calculs, d’autre part les
conditions sur la fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas
aux quels on peut appliquer le théoréme.

L’activité dans la théorie de point fixe métrique a été limitée aux exten-
sions secondaires du principe de contraction de Banach et ses applications
variées. Pourtant, le théoréme du point fixe de Schauder établie en 1930, est
une généralisation du théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est
pas nécessairement unique.

Mais la théorie a gagné la nouvelle motivation en conséquence du travail
de Felix Browder au milieu de 1960 et la contribution majeure au développement
de I'analyse fonctionnelle non-linéaire comme une branche active et essentielle
de mathématique.

En 1989, Bakhtin [2] a présenté la notion des espaces b-métriques comme
une généralisation des espaces métriques et cette notion a été largement
utilisée par Czerwik dans [9].

Bakhtin a prouvé la contraction principale de la contraction dans les
espaces b-métrique qui généralise la fameuse contraction principale de Banach
dans les espaces métriques.

Cette mémoire est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons le théoréeme du point fixe d’une
fonction et on présente une généralisation du théoréme de la contraction de
Banach. Nous choisissons le probleme de I'existence et I'unicité des solutions
de certains problemes afin de démontrer les résultats en détail. On présente
le théoréeme de Brouwer sur la boule unité de R™. Enfin on présente aussi
le théoréme de Schauder qui prolonge le théoréme de Brouwer pour montrer
Iexistence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons deux cas de théoréme du
point fixe :

* 17 cas d’une seule fonction qui contient théoréme de Kannan et Cirié.

* 2éme cas de plusieurs fonctions qui contient la contraction généralisée
ct quasi contraction.

Dans le troisieme chapitre, nous construisons une théorie de point fixe
dirl.]rlﬂ ‘:Iﬂﬂ VI 1 h ]|||Jlf,]"|{l]]ﬂ i\TCIHH Hn“l“ll|||I)'|I_l?ll‘_l I_Il_'l_.l_' ]l_l I_I['(:'UI_'[LL[_l.t.il_\]_]_ I_]_l'_' ]_[_l
notion d'un espace -wélrigue el nous dounons quelques exemples d’espaces
f-méfrique. Dans la denxieéme partie de ce chapitre, nans présentons quelques
résultats de point fixes communs pour des opérateurs univoques et multi-
voques.



Chapitre 1

Introduction a la théorie du point

fixe

1.1 Préliminaires

Définition 1.1 : Une distance sur un espace X est une application d : X x X —
R, vérifiant les trois propriétés suivantes :

1edle, =10 e=p=19,

S

¥z, y€ X; dlz, y) = d(y, ),

3:Vz, y, z € X; d(z, 2) <d(z, y)+dy, z).

Une paire (X, d) s’appelle un espace métrique.

Définition 1.2 :(Qu’est-ce qu'un point fize ?)

Soit I CR, T:R — R, on dit que l'intervalle I est stable par la fonction T si et
seulement si T(I) C I.

Soit T : I — R une fonction continue sur I. On dit que x est un point fize de T
lorsque :

Pla =

En d’autres termes, les points fizes de T sont les solutions, lorsqu’elles existent de



Véguation T(z) = x.
Définition 1.3 : Soient E et F deuz espaces métriques. Une application T : E — F

est dit k—lipschitzienne s'il existe une constante réel k positive telle que :
d(T(z),T(y)) < kd(z, y).

Définition 1.4 : On dit que T est une application contractante si T est une appli-
cation k—Ilipschitzienne avec 0 < k < 1.

Définition 1.5 : Une suite {x,},., d'un espace métriqgue (X,d) est de Cauchy si :
Ve>03INeN, Vn, m2N; dlz,,z,) <c¢

Définition 1.6 : On dit que (X,d) est un espace métrique complet si et seulement si
toute suites de Cauchy est convergente.
Définition 1.7 : (Ensemble conveze)

Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. On dit que A conveze si :

Vo, y € A;VA€]0,1], dz+(1—- Ay € A

1.2 Théorémes du poinl [ixe

Théoréme 1.1 :
Soit T' une fonction continue sur l'intervalle [a,b] telle que [a,b] soit siable par T.
Alors la fonction T admet au moins un point fire dans lintervalle [a, b].

Preuve : En effet considérons la fonction continue g définie sur [a, b], par :
o) =5~ T(2).

Alors g est continue sur [a, b].



On a par ailleurs ;

Y
)
I
o
|
=
=
v
o

car T'(a) et T'(b}, par hypothése, appartiennent a [a, b]. D’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, I’équation g(z) = 0 posséde au moins une solution sur [a,b]. Il en est de
méme de équation f(z) = z et on peut affirmer que f posséde au moins un point fixe.

Remarquons que la stabilité de l'intervalle I ne garantit pas ’existence dun point
fixe, sauf le cas que nous venons d’étudier d’un intervalle fermé borné. Par exemple la
fonction exponentielle est une fonction de I = R dans I = R, mais on sait bien que
Péquation exp z = z n’a pas de solution dans R.

Théoréme 1.2 : Soient I un intervalle fermé non vide et T : I — I une application
contractante sur I. Alors :

1. T admet un unique point fire T dans 1.

2. Yug € I, on a la suite v, : N — R, définie par :

Uy € _Lr,
Vn €N, upy =T (un),

(L.1)

converge vers T.

Remarque 1.1 : On peut remplacer ’hypothése 7' : I — I contractante par T :
I — R contractante et telle que : T(I) C I.

Preuve : Remarquons que ug étant dans I et I étant stable par T, la suite (u,) est
bien définie, et Vn € N, u, € I.

Existence d’un point fixe : Montrons, par récurrence sur » € N, la propriété .

P(n) | ttny1 — e | & {1y — g |

On a évidemment P(0).



Montrons que pour tout n € N, P(n) = P(n+1):
Soit n € N, supposons P(n). Alors :

T contractante i
[tnt2 = Uny1| = [T (2n41) — T (un)| < klunts — un| K Jup —up |,
T(Ncr

d’ott P(n+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

Vn €N, P(n):| tUnt1 — U [<E* | u1 —uo | -

Déduisons que (u,,) est de Cauchy :
Soit £ € RY,. Soit (p,q) € N? avec ¢ > p > 0.

Notons r = g — p.

Ona:
ptr—1 p+r—1 pr—1
| g =t =l tptr —wp |= D wa—w < Y Jwp—w|< Y K lu—ul,
i=p i=p i=p

or:

ptr—1 =1

Z E' ws —ug |= kP | wg —ug | Zk",

i=p i=0

el comnme & € [0, 1], 1a série ppomélrique de terme pénéral B comverge et majorée par
1

1-k
Dot :
< il
Uy — Uy | % | uy —ug |-
Et enfin,
P
kelo, 1: — 0, quand p — oo.

1T=14



En conséquence :

P

dNeN, ¥peN, [pzN=>1 A

|ug —up |[S e =y, —u, [Le).

Ce qui prouve que la suite (u,) est de Cauchy, et comme R est complet, (u,) converge.
Notons 7 sa limnite. Comme 7 est fermé, ona 7€ I,

Or, T est continue en T (puisque contractante sur I) donc :

lim T(u,) = T(lm u,),
n—00

lim w1 = T(7),
T = Ti7).

On a donc démontré que 7" admet un point fixe 7 dans I et que {u,) converge vers 7.

Unicité du point fixe : Supposons: 37, 7 € [, T(r)=7et T(7") =1

Jomme 7' est contractante sur 7 :

I TEl—Te] | & kg -7,
lr—7"| < k|7-7"],
1-k)|7-7] < 0.
Or k € [0,1], donc :
e I,
T = 7.

Le théoréme cst démontré.
Remaraue 1.2 : Te théardme dn peint fixe ne s'appliaqne pas si Pon remplace Thy-

potheése 1' contractante sur / par |'hypothese 1 L hpsclutaenne sur 1.
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Contre exemple 1.1 : Soit 7" une application définie par :

T = I-=I

T — T4+ -—
bt
Soient z et y dans I = [1, +o0] avec x < y.

Comme T est croissante sur [1,+o00[, on a :

T) - T@) <T@ -T(z) Sy-z+—FL Sy-z<ly—al.

Ce qui prouve que T est 1—lipschitzienne sur /.
Cependant T n’a pas de point fixe sur I. (L’équation 7'(z) = z n’a pas de solution).

Exemple 1.2 : Etudions la convergence de la suite définie par :

ug € [—1,+o00|

Untt = V1t Uy

On introduit Papplication f définie sur [—1,4o00[ par :
VzeR, f(z)=vV1i+z

Point tixe de [ :

14
2

1%

Pl g ltz=a<=a2>0eta’—a—1=0<=a=¢=

On montre facilement f que est dérivable sur [—1, 400, croissante sur [—1, 400/,
puis que : f ([—1,+0c0[) = [0, +o0[ C [-1, +o0[.
Lintervalle I = [—1, +o00[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie.
1 1
Deplus: Vz € R4, |f '(2)| = ———= £ .
€ plus z +|j (J’)l 2‘\/1‘!'—7'22

D’aprés I'inégalité des accroissement finis :



Y(a,b) € Ry x Ry, |f(b) — fla)] < 1|b—al. Donc f est 3-lipschizienne sur I, donc

contractante sur 1.

En outre : f(R,) = [—1,400] C R, donc R est stable par f.
'Ur[) E R+

Un+i = v/ 1+ Up

D’aprés le théoréme du point fixe, la suite (u,,) définic par :

converge donc vers ¢.
Enfin, si uy € [—1,0] alors u; € R, et d’aprés ce qui précéde, (u,) converge encore

vers ¢.

1.3 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom théoréme de I'ap-
plication contraction) est un théoréme simple & prouver et qui s’applique aux espaces
complets et posséde de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorémes
d’existences pour les équations différentielles, équations intégrales ct convergence de cer-
taines méthodes numériques comme celle de Newton pour la résolution d’équations.

Théoréme 1.3 : Soient (E,d) un espace métrique complet et T une application
contractante de E dans E. Alors T admet un unique point fize © € E de plus toute suite
d’élément de E vérifiant la récurrence xny = T(w,) converge vers .

Preuve :

Existence : Soit ¥ € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite {z,},_,
donnée par :

To =Y

Tpt1 = T(fﬂn), n 2 0.

On doit. pronver que (x,,) est une suite de Canchy dans E. Pour m < n, on utilise

Finegalilé (riangulaire ;

d(Wmy Wn) X (Wi Wmpy) | Wy, Wimazy | oo | Wiy, Wiy

12



et comme 7" est contraction :

d(2p, p1) = A(T(2p-1), T(2p)) < kd(2p-1,2,),Vp > 1.

Alors :
d(wma xn) S kd(.‘fﬁm_]_, $m) + kd(mma :Cm—i—l) T k‘d(:ﬂn_g, -"371—1),
S k2d(mm—2:3:m—l) T kzd(xm—lz Tm) Frunef k2d(mn—31 3771,—2):
< k™d(x1,20) + K™ d(z1, %0) + ... + K" (21, 0),
< (K™ + k4 2+ K Yd( (20, 7)),
< K1 +k+E+ ...+ B Nd(m, 1),
1
S kml = kd((ﬂmml).

Car :1+k+k*+ ...+ k" ™1 suite géométrique; et on déduit que (z,,), est de Cauchy
done (z,),, Converge vers x dans E.

T est continue on a :

%= Hmigy = B Pe, )= T g, ) =T1).

Donc x est point fixe de T
Unicité : On suppose deux point fixe de 7.
Donc z = T'(z) et y = T(y) alors :

d(z,y) = d(T'z,Ty) < kd(z,y)

Ce qui implique que
d(z,y) =0

Alors z = y (puisque & < 1).

13



1 .
Exemple 1.3 : Considérons f(z) = = (=22 + 2% + 6z + 2) pour z € [0,1]; On wvoit
3 P

1
que 2 < =223 + 2% + 6z + 2 < 7, par conséquent, f[0,1] C L—l,g] c [0,1].
1 5
f@) =~ @) = g|-22°+-2"+2" — " + 62— Gy
1 g :
= §[x~y||—2x2—2y3—2$y+a:+y+6]
1

IA

7 |z —y|, pout tout z,y € [0,1].

Cela montre que [ est une application contractante sur [0,1] ; qui est complet, alors

il existe une solution unique pour
1 3 2
= g(—2m + 2° 4 62 + 2)

23+ 22 —-9224+2=0

Sur [0,1]; on peut obtenir cette solution numériqguement par processus itératif en
commencant par n'importe quel point initial de [0,1] : Par exemple, pour zo = 1; on

obtient

z; = f(zg)=0,875
2y = f(z,)=0,8345
z3 = f(z3)=0,8176
zs = flas)=0,8101
zs = f(z4) = 0,8067

s = flzs) =0,8051

Notons que Uéquation cubique —27° + 72 97 1 2 =) admet trois racines, ot sioom,
souhaile calculer celles qua restent on dott fabriguer autres contractions sur des inbervalles

ApPTOPTIES.

14



Contre exemples 1.4 : Les exernples suivanl montrenl que chacune des hypothéses
du théoréme est réellement nécessaire.
1. X n'est pas stable par f: f(z) = V1+ 22 sur X = [0,1].

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus, f'(z) = =

—— <
v1+zd

1 = sup|f(z)] < 1= f est contractante.
Mais f n’a pas de point fize car f([0,1]) = [1,v2],i.e X n’est pas stable par f.
2. f nest pas contractante : f(z) = v/1+ 22 sur [0, 4+o0].
Or f: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.
Mais sup|f'(z)| = 1 donc f n'est pas contractante.

3. X n'est pas complet : f(zx) = sz(x) SUT [n, %[

or f(]0,%]) = ]0, ‘/Tﬁ] C ]0,%], et sup|f'(z)| = 1 < 1, done f est contractante.

Mais X n’est pas fermé dans R donc pas complet.

1.4 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Ce théoréme est une application du théoréme Banach. En effet, nous verrons qu’une
fagcon de le démontrer est d’appliquer le théoréme précédent avec £ un ensemble des
fonctions et ¢ une application bien choisie.

Solent U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application continue. On introduit
le probléme de Cauchy (C') suivant :

Etant donné (fg,y0) € U, trouver une solution y : I € R — R™ de ’équation
différentielle ¢’ = f(¢,y) € U telle que ¢y € I et y(ta) = vo.

Défnition 1.8 : Soient T > 0 et rg > 0. On dit que C = [tg—T,t9+T] % B#(yo, 7o) est
un cylindre de sécurité pour (C) si toute solution du probléme de Cauchy y(tg) = yo avec
I Cllg—Tylg+T)| reste conlenue duns B(yo, vo).

Délinitlon 1.9 « On dil yue [ est localerment Hpsclileienne pur rapport ¢ lu verluble
g oow U ot Vira, ga) € U, o cwisle wn vaisinuyge Voode (1o, y0) duns 17 ¢l wne conslonle

k=k(V) telle que Y(t,11),(t, y2) €V, on ait ||[f(t,11) — f(t, )|l < kllyr — vl .

15



Théoréme 1.4 :[10] (Cauchy-Lipschilz)

Si f: U — R™ est continue et localement lipschitzienne par rapport a y sur U, alors
pour tout cylindre de sécurité C = [tg — T,tq + T'| x Bf(yo,1¢), le probléme de Cauchy
admet une unique solution y : [to — Tt +T] — U.

De plus, si on pose ¢(y)(t) = yo + fzz flu,y(u))du, il existe p € N telgue la suite
itérée oF(z) converge uniformément vers la solution ezacte.

Preuve : On commence par construire un cylindre de sécurité pour (C).

Soit V' un voisinage de (fy,ys) sur lequel f est k-lipschitzienne par rapport a y, et
soient Ty > 0 et Cy = [to — To, to + To) x B(yo,70) C V un cylindre. Cy est un fermé borné
de R™"! donec compact, et on en déduit alors que f est bornée sur Cj.

Soit M = supg,ec, |1/t y(#))|l. On pose T = min(7p, 33). On va montrer C' =
[to — T, tg + T x Bf(yo,r0) qu'est un cylindre de sécurité pour (C).

Soit y : I C [to — To,t0 + To] — R™ avee y(to) = yo ct ¥’ = f(,y) Vt € I. Supposons
qu’il existe 7 € [tg,to + T'[ tel que y(7) n’appartient pas a By(yg, o). De plus, supposons
que J = {t € [tg,to +T[: y(t) € B;(yo,70)} soit non vide. On pose 7 = inf.J. Alors Vi €
[to, 7] on a y(t) € By(yo,70), et de plus d{yo, y(7)) = 19. Comme (t,y(t)) € Co, ¥t € [to, T}

et ¥’ = f(t,y) on a, par le Théoréme des Accroissements Finis,

ro = [lyo — y(7)Il = lly(to) — y(7)|| < lto — 7| e ly' (@) < M x T <o
Donc par passage & la limite (Bj(yo, 7o) ¢tant fermé) on a y(t) € Bf(yo, o) Vi € [to,fo +
TINnI.
De méme on montre que y(t) € By(yo,mo) Yt € [to — T,to] N I et donc y(t) €
By (yg, o)Vt € 1.
Dans la suite on bravaille avec ce cylindre de séeurité. On remarque gque par construc-
tion on a supe|f] = M et [ est k-lipschitzienme par rapport & y sur C. On note

F =%ty — T,to + T}, B(yo,70)) muni de la distance d = ||.[|s-
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Vy € F on associe ¢(y) définie par :
14
o)) =y + | flu,y(w))du
< tq

On montre d’abord ’équivalence suivante : y est solution de (C) < y est un point fize
de ¢ :
(«) Supposons que y est un point fixe de ¢. Alors Yy € F on a ¢(y) = y d’on
y(t) =yo+ f f(u,y(u))du. Or f est continue sur U donc y est continue sur U. De plus,
y est dérivable sur [T, — ¢, Ty +t] et sa dérivée égale f(t,y(t)), i.e. ¥'(¢) = f(¢,y(t)). On a
aussi y(to) = yo + f:} f(u,y(u))du = yo. Donce f est solution du probléme de Cauchy (C).
(=) Supposons que maintenant y est solution de (C). On a alors /(L) = f(L,y(l)) et
y(to) = yo. On peut intégrer y’ par rapport & u car y'(u) = f(u,y(u)) et u — f(u,y(u))

est continue sur un segment et donc intégrable sur ce méme segment. Alors on obtient :
[ s = [ supin= i, =0 - ) =50 -

Donc, on a bien y(t) = yo + Li flu,y(u))du = ¢(y)(t) et donc y est point fixe de ¢.
On veut appliquer le théoréme du point fixe & " (pour p bien choisi).
1. On montre d’abord ¢ qu’est une application de F dans F'. Pour cela on montre que

o(y)(t) € Belyg,mo)Vt € [tg—T,t+T). Soit y € F. On remarque quesi t € [tg—T, tq+7,

6@ ® —wll = | / 1 (u, ()
/ 1Py du

t
S M / du
to

Mt — ty|

IA

IA

ML vy

Done Vi & [ty — T tg + T, o) (t) € Belya,ma) Aot d(3) & F et on a évidemment 1a
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stabilité de F' par ¢”.
2. On montre maintenant ¢ qu’est contractante. Soient y, z € F. On note y, = ¢P(y)

et z, = ¢”(z), Vp € N*. Par récurrence sur p on montre qu'on a :

lupt) — ()] < el o - ol 4y, 2) (1.2)

- Initialisation : C’est évident dans le cas p = 0.
- Geénéralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé on ait

(1.2). Alors

9p+1()) — 21 < | [ Fllyp(u) — zp(u)]| dua],

iu

t P
< | khpg— d(y, z)du|
p!
k})—i—l
< Srdw. ) ] fu — tolrd
e iy, )[BT )™ | gl
p p+1 .. (p+1)

ce qui acheve la récurrence.

Comme |t — tg| < T, on a d(yp, 2,(t)) < kPTpd(y, z), donc ¢ est lipschitzienne de
rapport kp%. Et il existe un p € N* tel que kp% £ i

(Car limp—. 40 kT’i—;’ = (). Donc, pour q > p, ¢7 est contractante.

3. Le théoréme de Banach nous donne la complétude de F.

On déduit du théoréme Banach ¢? qu’adinet un unigue poiut fixe y. De plus ¢*(d(y)) =
#(0%(y)) = ¢(y) donc @(y) est un point fixe de ¢?, et par unicité du point fixe de ¢? on a
&(y) = y. Comme les points fixes de ¢ sont des points fixes de ¢¢ on en déduit que y est
I'unique point fixe de ¢. Finalement, y est 'unique solution de Péquation y' = [(t,y).
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1.5 Théorémes du point fixe topologiques

1.5.1 Théoréme du point fixe de Brouwer (1912)

Le théoreme de Brouwer est un théoréme du point fixe qui donne ’existence d’un
point fixe (mais pas nécessairement I'unicité) pour une fonction continue sur une boule
fermé dans un espace de dimension finie.

Théoréme 1.5 : Soit K une partie non vide, compacte et convere de R* et f: K —
K une fonction continue. Alors il existe x € K tel que f(z) = z.

Remarque 1.3 : Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le théoréme de Brouwer prend donc dans le cas n. = 1 la forme particuliére suivante :

Théoréme 1.6 :

Si f : [a,0] — [a, 0] est une fonction conlinue, alors il existe € [a,b] tel que f(z) = w.

Preuve :

Si f est continue de [a, b] dans lui-méme, la fonction, g : z — f(z) — x est continu.

Prend en « :

f@)—a>0

eten b :

f6)-b<0

Alors pur le théoréme des valeurs intermédiaires, lo fonetion g a’annule en un point
Zp, qui est un point fixe de T

Afin de démontrer le théoréme, on va d’abord le réduire dans le cas o K = By(0,1).

1.5.2 Théoréme du point fixe de type Schauder (1930)

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour monirer Uexistence
d'un point fixe pour une fouction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.
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Le Théoréme du Point fixe de Schauder est plus topologique et aflirine qu’une appli-
cation continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique. Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.7 :

Soit K un sous ensemble non vide, compact et conveze d’un espace de Banach X et
Supposons T : K — K une application continue. Alors T admet un point fize.

Preuve :

Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, T est uniformément

continue ; donge, si on fixe £ > 0, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z, y € K, On ait :
IT(z) — T(y)i| < € dés que |jz —y]| < 4.

De plus, il existe un ensemble fini des points {z1, z,...,2,} C K tel que les boules
ouvertes de rayon § centrées aux x; recouvrent K, ie K C 125}98 (z;,0). Si on désigne
L := Vec(T(z;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* := K'NL est compact convexe
de dimension finie.

Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue : ¢, : E — R par :

0 st le—zj)| =26
Jz—zl

1
0

sinon.

et on voit que %, est strictement positive sur B (z;,d) et nulle dehors.

i
On a done, pour tout 2z € K, > 1, (#) > 0 et donc on peut définir sur K les fonctions

=1
continues positives ¢; par :
v; (x)
pi(e) = 5+—.
2. ¥; ()
7=1

p I -
Pour lesquelles on a 3 ¢, (z) = | ponr tout = € K.

=1

»
On pose alors, pour z € K, g(x) := > ¢, (z) 1'(x;). g est continue (car elle est la
j=1

20



some des fonctions contines) et prend ses valeurs dans K* (car g{z) est un barycentre
des T (z;)) Donc, si on prend la restriction g | : K* — K* par le théoréme de Brouwer,

g posséde un point fixe y € K*. De plus :

T(y)—y = T(y) —9(),

P P
= > 0T @)_D 0T (=),
j=1 j=1
P
= > 0, IT@) - T(z;)].
i=1
Orsi p; (y) # 0 alors |ly — x;]| < é et donc {|T(y) — T'(x;)|| < . Done, on a pour tout

|o; () 1T () — T(z)|| < ep; ()

et donc

ITwW -yl < D llei@ ITw) — T,

i=1

< Zssoj ()

= g
Done, pour tout cutier e, on peub trouver un point y,, C K el gue :
| T(ym) — ym < 27
Et puisque K est compact, de la suite {ym }mez On peut extraire une sous-suite (Ym, )

qui converge vers w point gt C KL Ao 7' Gluanl conbinue, lo suile (7'(ym, ) converge

vers T'(y*), et on conclut que T'(y*) = y*, (i.e. y* est un point fixe de 7" sur X).
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1.6 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii (1955)

Nous donnons un théoréme d’existence du point fixe concernant les applications de
la forme T = U + C, ot C' est continue el compacte et U une contraction (voir [14], [19],
21]).

Théoréme 1.8 : Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé
borné et conveze.

U, C deuz applications de D dans X telles que :

U est une contraction (de constante k) et C est compact et continue.
Ur+Cye D, Yz,ye D

Alors il existe x € D tel que Uz + Cy = z.

Preuve :

Soit y fixé dans D, comme U est une contraction, ’équation 2 = Uz + C'y admef une
solution unique = dans D.

On définit P’application :

L:D—-D
y—Ly==x
telle que :
Ly=ULy+Cy (1.3)
Ona LD CD.

On montre que L est compacte et continue et d’apres le théoréme de Schauder, on

pourra, conclure qu’il existe y € D tel que Ty =gy, d'on Ty +Cly =y
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Soit 4, un point arbitraire de D, alors de (1.3) :

Ly—Ly, = ULy—ULy,+Cy—Cyn

| Ly — Ly, || < ULy — ULy,|| + ||Cy — Cy,|

et puisque U est une contraction on a :

|Ly — Lyn|| € k||Ly — Ly, + ||Cy — Cynl|

< ﬁ ICy — Cyal| (1.4)

d’ot la continuité de L.

Il reste & montrer LD qu’est relativement compact.

En effet, comme CD est relativement compact,

Ye > 0, 3(1 — k) & -réseau Cy,...Cy, c’est-a-dire les boules B(Cyy, (1 — k)e) telles
que :

CD c | B(Cyn, (1 — k)e).

k=1

Alors de (1.4), Ly, ....Ly, est un £ -réseau de LI).

1.7 Comparaison entres quelques théorémes du point
fixe (Banach, Brouwer, Schauder et Krasnosels-
kii)

Le théoréme de poiub fixe est uu résullal qui perel d’alliier gu'une fonction f
admet sous certaines conditions un point fixe, ces théorémes révélent etre des outils

trés importantes en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des
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équations différentielle. Le théorémes du point fixe de Banach s’appuie sur le fait que la
fonction étudiée soit contractante d'un espace métrique complet & valeur dans lui-méme
et ces itérations tendent vers le point fixe.

Trés différent, le théoréme du point fixe de Brouwer garantit I’existence d'un point
fixe d’une fonction continue définie de la boule unité fermée euclidienne sur elle méme et
le théoréme du point fixe de Schauder prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour
montrer 'existence d'un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Mais le théoréme de Krasnoselskii a joint les deux résultats de Banach et Schauder
afin d’entirer son théoréme qui affirme sous certaines conditions sur I'espace de Banach,
Papplication de la forme : Uz +Cz ; Ou U est contractante et ' compact admet un point

fixe.
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Chapitre 2

Généralisation du théoréme de

Banach

2.1 Cas d’une seule fonction

2.1.1 Théoréme du point fixe de Kannan

Dans le théoréme de Banach (0 < %k < 1) est une constante, 7" admet un point fixe
unique. Noter que n’'importe quelle contraction est continue sur X.

Définition 2.1 : Soient (X,d) un espace métrique, et T : X — X. On dit que T
est une application de Kannan s’il existe un nombre réel k € [0, %[, tel que pour tout

z, y€ X, ona:
d(T(x), T(y)) < kld(z, T'(z)) + d{y, T'(y))] (2.1)

Remarque 2.1 : Les conditions de contraction et le condition (2.1) sont indépen-
dantes.

Théoréme 2.1 (Kannan 1968) : Soit (X,d) un espace métrique complet, et T :
X -+ X unc application de Kannan,

Alors T' admet un point five unigue duns X, i.e.Jlu € X lel yue T'(u) = w. On vulie
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ce poinl peul-élre oblenue comine limite de toule suile (2n)nen définil par Uiléralion :

ZTpir = T(z,) =T"(z), n € N, avec zg élément arbitreire de X.

Preuve : Soient zp un point arbitraire de X, et (z,)n,en la suite engendrée par

Vitération ci-dessus. Alors, la condition (2.1) doune :

d(w11x2) = d(T(;ED):T(;El)):
k [d(wo, T(w0)) + d(wy, T(21))]

IA

IA

kd(ﬁg, T((Bg)) 1= kd(&’:l, $2).

k
1 — kd(:l?g, T(Sﬂg))

IA

Done :

et de la méme fagon, on a :

d($2:$3) = d(T(:rl)T(’L'g)).
< k@, T(21)) + d(z2, T(22))] =
< kd(zy, T(z1) + kd(z2, 73).

Done

k
d(zs,73) < 1_kd(f’?1,9?2),

E A%
(1 h) d(zg, 1)

Aingi, pour n queleonoque on nurn.

k

o tner) = AT @), ) < (12 ) dloo )

26
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En appliquant I'inégalité triangulaire on obtient pour des entiers arbitraires n, p € N*

d(Im $n+p) < d(men+1) T d($r1+la 3'311+2) + ok d($n+p—1: $n+p)-

k
posons T—— = « <1, Vk € [0, %[, on utilisant I'inégalité (2,2), on trouve :

it ag,) = (o:” R SR 3 a”"’p‘]) d (zg, 1)

< a"(l+a+..+a” ) d(x,21)

n(1— P
- )
a'ﬂ.

A

g ad(:rg,a:l) — 0, sin — oo.

par conséquent {z,}.cy est une suite de Cauchy, et comme (X,d) est complet, elle
converge vers une limite u € X, c’est 4 dire lim T™(z) = u. On va montrer mainte-

nant que T'u = u, comme lim 7"z = u, alors on a :

00

d(u,Tu) < d(u,T"z)+d(TT" 'z,Tu),
< d(w,T"z) + k [d(T" 'z, T z) + d(u, Tu)] .

D’ou

(1 — k)d(u, Tu) < d(u, T"z) + kd(T" 'z, T"z).
Ce qui implique, on utilisant U'inégalité (2.2)

1
1—k

1 A
S md(u,TnSC)Jr‘(H) d(I(]:xl).

d(u1 T’L-'.) = d(uv Tn'r) & %d(Tn_lma Tnm):

Quand n tend vers oo nous avons ;
0 <d(u,Tu) <0.
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Qui donne T'u = wu. Pour prouver 'unicité, supposons que 'on a deux points fixes u, v

différents. Donc :

0 < d(u,v) =d(Tu,Tv),
< kld(u,Tu) + d(v,Tv)],

= 0.

Avec k € [0, 3{ or ceci est absurde.
Exemple 2.1 : Soient X = R, ’ensemble des nombres réels muni de la distance usuel

et T : X — X définie par :

() = 0 size€l—00,2

st x € [2,400].

[

Alors T satisfait (2.1) avec k = %, T n’cst pas continue.
Un des conditions les plus généraux de contraction obtenus de cette fagon, concernant

I’itération de Picard qui converge toujours au point fixe unique, a été donné par Ciric.

2.1.2 Théoréme du point fixe de Cirié

Contraction généralisée :
Soient 7" une application défini sur un espace métrique (X,d) vers lui méme, et A

C X. On note par 6(A) le diameétre de A, défini par :
8(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.
Définition 2.2 « Soit f1 X X wno orbitoc do T & @y cst un suite définit par :

‘{xn 1Ty = T(:C‘n—l)? n= 17 2? } %
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Oh = 8T8 esT™ g =12
Olzo0) = Az Tlz)... T2, ..}

Définition 2.3 : On dit que T : X — X est une contraction généralisée, s’il existe
des nombres positifs q, s, v et t indépendantes de x et y, tel que g+s+r+2t=X<1

et:
d(T(z), T(y)) < qd(z,y) +rd(z,T(z)) + sd(y, T(y)) + t[d(z,T(y)) + d(y, T(z))]. (2.3)

= Si T satisfait la condition de contraction, alors T satisfait également la condition

(2.8) pour chaque nombres positifs q, s, v et t, tels que :
0<r+s+2t<l—g—c (0<c<1—g).

= 8i T satisfait lo condition (2.1), alors T satisfait également la condition (2.3) pour
chaque nombre non négatif q tel que 0 <g<1—2k—c(0<c<1-2k/keR").

Maintenant nous donnons un exemple qui prouve qu’il existe des applications qui ne
satisfont pas la condition de contraction ou (2.1), mais satisfont la condition (2.3).

Exemple 2.2 : Soient (X, |.|) un espace métrique, X = [0,2] C R, et 1" défini par :

] $500<z<1
T(z) =

o
msal<:c§2

; e ) g g . . 999 S
L’application 7" n’est pas contractante sur X, par exemple, si = 5=, ¥ = 1565, 2lors

981  _ 180
d(T(x), T(y)) = e = B = 5d(z,y).

Mais T satisfait (2.3) avec g =+, r=s=1, t =%, pour tous z, y € X.
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Exemple 2.3 : Soient (X, |]) un espace métrique, X = [0,10] C R, et 7" défini par,

3
Fa= z:r: pour tout x € X

Par exemple si ¢ = 0 et y = 8, alors d(T(z),T(y)) = 6 > 2k = kd(z,y) T n’est pas
application de Kannan pour k < 3.
Mais T satisfait (2.3) sur X avec g = %, r=8§=1= g, pour tous z, y € X.
Théoréme 2.2 : Soit T une contraction généralisée d’un espace métriqgue complet X
dans lwi-méme, alors :
(z) T admet un point five unique u € X.
(7)) lim T"(z) = u.
o n
(1) d(T"(z),w) < T2

Preuve : (i) Soit = un point arbitraire de X, On définit la suite {z,}, . par:

d(z,T(x)), pour tout = € X.

ah =, B ST, ey TS T 0] = T o
Comme T est contraction généralisée on a :

Al ) = TR ) FlE)
"‘_: qd (j—:ﬁ.fl 3 1 ‘t:rflfll}) + 'rd(xnfl ) 1‘{117171 ))
+Sd ('Tm T(‘Ln)) + t [d (xn——l .} T(ibn]) 7+ d (xm T(:Ln—l))]

= Q‘d {mn—h mn) + rd (mn—l 1 J;n) + sd (-Tn-, xn—}-]) + td {mn—l: ?I:n-}-l) ,
D’aprés inégalité triangulaire on trouve :
i Cliny iy 1) < (g +0)d Cin 1, 0m) + 85U Gy itin 1) F 0 Gl 1yim) + i Gliny ting 1)) -

Par conséquent :
g et

d (mc,“ $n+1) = md (:Bn—l-. lf.n) d (24)
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Comme A < 1, alors :

g+rH+t+As+ M <),

nous avons cela
g+r+t

- < A
1—(s+t) ~

Pour tout z, y € X, et ainsi 'inégalité (2.4) on obtient :

ATy, L1 ) € ALy B ) (2.5)
Donc
d(.‘?’.‘,“.‘i’,’n_{_l) < Ad {mn—l;mn) w4 Atd (3:0; 'Tl) .
En application I'inégalité triangulaire on a pour tout n, p € N*.
d(;l’.'ﬂ, m;n.+;p) é d(mn; In+l) + d(zn-i—l} $n+2) o d(:Enijfl 3 -rner);
p
< Z d(lﬁn+i—1=15n+i):
i=1
p B
& Z Nl iy ) s
g=1
Par conséquent
AL — AP X
d{ITl!$1l+P) g %A)d(moj :E}_) < 1 Ad(l‘{]}xj_) (2.6)

D’out {Zy}nen est une suite de Cauchy, et comme (X, d) est complet, elle converge

vers une limite u € X, c’est A dire :

~—
e
~

o

e )= Wi g—

Nn—0oo =00

31



Maintenant nous montrons que « est un point fixe de 7', ¢’est a dire :

T(u) = lim ()= lIm 2, =u% (2.8)

Puisque 7T est une contraction généralisée, la condition (2.3) plus I'inégalité triangu-

laire donune :

d(Tu,T(z,)) < qd(u,z,)+rld(u, zns1) + d(zns1, T ()]
+8d(Zn + Tnt1) + tld(u, T(zy,)) + d(zy, T(u))],

I

Ad(t, ) + (7 + 8)d(t, Tns) + (@i, T(w)

+5d(Tn, Tnt1) + (T (u), T(xn)) + A(T(Tn), 7)),

IA

Ad(u, z,) + Ad(u, Tnya) + (1 + 8)d(u, Torr) + Ad(Z,, Tir),

IA

Md(u, z,) + d(u, Tpy1) + d(@Tn + Tusr)] + AT (w), T(z5)).
Par conséquent :
A \
ATW), T(@a)) € T2 [ 20) +d @, Tni) +d (@0 +Tns)] (2.9)

D’aprés (2.7) et (2.9) on obtient (2.8).
Montrons enfin que u est unique, supposons que # est un autre point fixe de 7". Alors

d’aprés la condition (2.3), on trouve :

d(u,v) = d(Tu,Tv),
< qd(u,v) +rd (v, Tu) + sd (v, Tv) + t|d (u,Tv) + d (v, Tv)],

4 Ad{wn)

avec A € [0,1], or ceci est absurde. Puisque z est arbitraire, de (2.7) il suit que (ii) est
prouvé.

Passant & la limite (p — o) dans (2.6) nous obtenons 1a relation (4ii) .
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Quasi-contraction

Définition 2.4 : Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui-méme.
T est dite quasi-contraction s’il existe un nombre réel q € [0, 1], tel que pour tout z,y € X,

on a .
d(T(2), Ty)) < gmax {d(z,y), d(z, T(x)), d(y, TW)), d(z, T(y)), d(y, T(@))}  (2.10)

Remarque 2.2 : Il est clair que (2.1) implique (2.3). L’exemple suivant prouve qu’une
quasi-contraction n’a pas une contraction généralisée.

Exemple 2.4 : Soient :
= 4mfn,m=0,1,39, ...;n=14, ..., 3k+1, ...}

X = {mfn.m=1,8,9.27 ... =208, ..., 3&+2, ...}

et X = X;UX>, est un espace métrique muni de la distance usuel, on défini T : X — X,

par :
g 3?1:, St T € Xl,
3, Stz € Xy

L’application T est un quasi—contmctz’on avec q = % En effet si x et y dans X; ou

I ?l-’v—yl siz,y€ Xy

Xo, alors : d(Tz, Ty) = 0 ,
|E—¥=3lzr—y|<iz—y|siz,ye Xy

Done, d(Tz,Ty) < 2d(z,y) pour tout =, y € X.

Soient maintenant x € X; et y € Xy, alors :

siz >y =d(Tz, Ty) = |§—5§ - ¥ = 3‘-3;—- E%y‘ < 2 I:c— éyl =3 2 |dz, Ty,
siw < gy =>d|Te, Tyl =18 -¥ =4 '24,{;— w| <3y -l =Ed(=,y).

Par conséquent, T sur X satisfait la condition

d(Tz,Ty) < Emux{d.(:v, y),d(x, Ty),d(y, Tz)}.
[
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d’ot (2.3). Pour prouver que T r’esl pus une conlraction généralisée sur X, posons
r=1lety= é , alors on trouve :

gd(z,y) + rd(z, Tz) + sd(y, Ty) + tld(z, Ty), d(y, Tz)] = g5 + 2 + s +t5

83
9¢)>2
< (g+r+s+ )160
83 43
B e i .
160 < 160 ~ 4T=TY)

Puisque g+r+s+2t < 1. Donc la condition de coniraction généralisée n'est pas satisfaite.

Théoréme 2.3 (Ciric 197}) : Soit T une quasi-contraction d’un espace métrigue
complet (X,d) dans lui-méme. Alors :

(a) T Admet un unique point fixze u € X.

(b) lim T"(z) = u.

n—co

(¢) d(T™(z),u) < (3'3:5) d(z,T(z)), pour tout z € X.

Preuve : (voir [7]).

Théoréme 2.4 : Soit T une application d’un espace métrigue complet (X,d) dans
lui-méme. Si la existe un entier positif k tel que litération {T"‘{z}} est quasi-contraction,
alors :

(o) T admet un point fize unique u € X,

¥) lim T"(2) = u,

() d(T”(x]),m) < (g;fifl), pour toul « € X.

Avec a(z) = ma;c{d(T"(:r:),Ti"’k(x)), 1=012.....k—1}, stm =8 (%) est le plus

n
grand nombre entier n'excédant pas -

Preuve : Supposons qu’il existe un entier positif & tel que I'itération 7% est une quasi-
contraction, alors d’aprés le théoréme 2.3. T%(z) Admet un point fixe unique u € X,
donc :

T*(Ty) =T ([T50)) =Tlu).

Par Punicité on a T'(1) = u, ¢’est A dire que u est un point fixe pour 7.

Pour démontrer 'unicité de point fixe de 7', supposons que v est un autre point fixe.
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Alors ;

el = PP, = Tk(?,-').

Donc v est aussi un point fixe pour 7%, Ainsi v = v.
Pour montrer (¢ ), soit n un entier tel que n = mk+j,0<j <k, m > 0, et pour
tout r € X,

(=) = (T*)" ().
Puisque 7% est quasi-contraction, d’aprés I'inégalité (c) de Théoréme 2.3 on obtient ;

T

dT"@)w) = d(T)"T(a)w) < ;- d(T(a), TT(2)),

T

q
—4q

<

maxA{d(T(z), T (), 1=10,1,2, ...,k= L}.

Ce qui prouve (¢), et d’ou (b').

2.2 Cas de plusieurs fonctions

Dans cette section nous énongons et prouvons des théorémes généraux de point fixe
commun pour des applications satisfaisant quelques conditions et états (généralisés des
types quasi-contraction et contraction généralisée,.....).

Soient X un cspace métrique complet, f une application continue sur X ¢t S une

application sur X tels que,
S{XYCT(X). (2.11)

Nous définissons une suite des points {z,} comme suit. Pour zy € X arbitraire, comme
S(X) € T(X) nous pouvons choisir un point z; dans X tel que S{zg) = T(z;). En
général pour le point 2, € X nous pouvons prendre le point x,.; € X, tel que S(z,) =

T(z,.41). Posons que
Sz, = TPlz.41) =3, (8 =0,1,2,...). (2.12)
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Notous par O (yx; n) Vensernble des points {ye, Ye+1, -y Yrin}-
Maintenant on suppose que T et § satisfont la condition suivante :

Tl existe une constante g € (0,1) tels que pour chaque z,y € X :

d(S(=), S(y)) < gmax{d(T(z), T(y)), d(T (=), S(x)), d(T(y), S(y)), d(T (=), S(y)), d(T(y), S(x))}

(2.13)
Lemme 2.1 : Pour tout k > 0 et n € N, supposent 6 [O (yx;n)] > 0, alors :
3 [O (yr; )] = d(yr y5)
Tel que k < j < k+n. En outre :
0[O0 (yk;n)] < @0 [0 (Yr—15n+1)], (K21) (2.14)
Lemme 2.2 : Sous les hypothéses du lemme 2.3 :
810 (y;n)] < 1{Eqd(3}u,y1)- (2.15)

Théoréme 2.5 : Soient (X,d) un espace métrique complet, et S, T : X — X deux
applications faiblement compatibles, satisfaits les conditions (2.12) et (2.14) Alors S, T
admettent un point fire commun unique.

Preuve : Nous remarquons d’abord qu’il est suffisant de prenant un point y tels que

T(y) = S(y), alors :

d(S(Sy),S(y)) < qmax{d(T(Sy),T(y)),d(T(Sy),S(Sy)),d(T(y),S(y)),
(T (Sy), S(y)), d(T(y), S(Sy))},

= qd(5(Sy), S(y)).

Par conséquent Sy est un point fixe de S. Comme S et T sont faiblement compatibles,
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on obtient :

T(Sy) = S(Ty) = S(Sy) = S(y).

Donc Sy est un point fixe de 7. D’apres (2.11), on définit la suite des points {z, }nexn
par (2.12). Si 6 [O (yx;n)] = 0, pour un certains n et &, alors yp = ypy1. Clest a dire,
T(zr+1) = S(@r41). Autrement, si 8 [O (yx;n)] > 0, d’aprés (2.15) et pour ¢ > 0, on peut
prennent ng € N tel que :

qmd (yﬂayl) & (1 i Q) g,

avec m > n > ng;

A(Yims Yn) < 0[O (Yno;m — mp)] < €.
Ce qui montre que {y, }» est une suite de Cauchy, et comme X est complet, elle converge
vers une limite y € X, c’est & dire :

Jlim y, = lim S(z,) = lim f(z,41) =y. (2.16)

Comme S(X) C f(X), il existe un point u € X tel que y = T(u). D’aprés (2.13) on

obtient :

d(S(u): S($n+l)) =+ d’(‘g(xﬂ--i-l)a y):
q max{d(T(u-), T(Iﬂ-f—l))s d(T($n+ 1): S(J:n))u
d(T(u), S(w)), AT (Tnt1), S(w)), d(T'(w), S(Tns1))} + A(S(@ns1), y).

d(5(w),y)

[

IA

Quand n — oo nous avons :

d(S(u): y) g gd(S'(u), y):

d'ott T(u) = S(u) = y. Comme S et T sont faiblement compatibles, on obtient :

T{Su) = 8(Ty) = 8(8u) =8u) =u.
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Donc Su est un point fixe commun de S et 7.
L’unicité du point fixe commun est immeédiate de (2.13). Supposons que Pon a deux

points fixes y, y* différents tels que :

d(S(y),8(y*)) < gmax{d(T(y),T(y*)),d(T(v),S®)),d(T(y"),S(y")),
d(T(y),S(y")), d(T(y*), S},
= ¢d(T(y).T(y")) = ¢d(S(y), S(y"))-

Ce qui implique :
(1—-q)d(S(y),S(y")) < 0.

Ce qui est une contradiction. Donc y = y*.

2.2.1 Contraction généralisée pour plusieurs fonctions

Le résultat de cette section est donné par un théoréme de point fixe commun pour
deux paires d’applications faiblement compatibles dans les espaces métriques complets.

Théoréme 2.6 : Soient f, S, g et T des applications d’un espace métriqgue complet
(X,d) dans lui-méme, tels que :

(a) F(X) cT(X), g(X) C S(X).

(b) Pour tout x, y € X, les applications f, g, S et T vérifient la condition suivante :

d(fz,gy) < qd(Sz, Ty) + rd(fz, Sz) + sd(gy,Ty) + t [d(fz,Ty) + d(gy, Sz)]. (2.17)

Ouq, s tel0,1] tels que g+r+s+2t =A< 1.
Si un sous-espace T (X) ou S(X) est fermé dans X. Alors {f,S} et {g,T} ad-
mettent un unique point coincidence dans X, de plus si {f,S} et {g,T} sont faiblement

computible, alors [, S, v el 1" wdmel we poind five coman el e duns X
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2.2.2 Quasi-contraction pour plusieurs fonctions

Le résultat de cette section est un théoréme de point fixe commun pour deux paires
de applications faiblement compatibles dans les espaces métriques complets en utilisant
un module contractive.

Définition 2.5 : Une fonction ¢ est dit un module contractive si, ¢ : R, — R, et
@ (t) <t pour tout t > 0.

Définition 2.6 : On dil que une fonction ¢ de valeurs réels défini sur X C R
est semi-continue supérieur si, T}I_l’lgo sup ¢ (t,) < @ (t) pour chaque suite {t,},cy, avec
ﬁﬁ}c =%

1l est clair que chagque fonction coniinue est aussi semi-continue supérieur mais l'in-
verse ne peut pas vrais.

Théoréme 2.7 : Soient f, g, S et T sont des applications d’un espace métrique
complet (X,d) dans lui-méme, satisfaisant les conditions suivantes :

(1) T(X) C F(X) et S(X) C g(X).

(2) d(Sz,Ty) < 6 (A(z, y)), tel que ¢ est un module contractive semi-continu supé-

TIEUT, QUEC ©
A(z,y) = max {d (fz.gy) ,d(fz,Sz),d(g9y, Ty), % (d(fz,Ty) +d(gy, Sm))} :

(3) Les paires (S, f) el (T,g) sond faibletneni compatibles. Alors f, g, S el T ad-

mettent un point fire commun et unique dans X.
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Chapitre 3

Théorémes du point fixe commun

dans I’espaces b-métrique généralisé

3.1 Définitions de base

Définition 3.1 :Soit X un ensemble non vide ¢t s > 1 un nombre réel donné. On
appelle b-distance & valeur vectoriel sur X la fonction d de X x X dans Ry (resp R} )
telle que, pour =, y, z € X toutes les conditions suivantes sont satisfaites :

l1:d(z,y)=0&z=y,

2:d(z,y) = d(y, =),

J:d(z, 2) < sld(x,y) + d(y, 2)).

Une paire (X,d) s’appelle un espace b-métrique (resp un espace b-métrique généra-
lisé).

La classe des espaces b-métriques est plus grande que la classe des espaces métriques,
car un espace b-métrique est un espace métrique lorsque s = 1 dans la froisieme hypothese
de la définition ci-dessus. Notez qu'un espace métrique est évidemment un espace b-
métrique. Cependant, Czerwik [9] a montré quune h-métrique sur X n’a pas besoin
d’étre une métrique sur X.

Exemple 3.1 : Soit X = {z, 25,23} et d: X x X — R, tel que d(z),z2) = a > 2,
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d(wy,x3) = d{we, x3) = 1, d(n, ©,) et d{@n, 2x) = d(xg, x,), pour n, k = 1,2,3.
Puis

d{z,, 1) < % [d(zn, z:) + d(z:, 22)], pour n,k,i=1,2,3.

Alors (X, d) est un espace b-métrique. pour a > 2 I'inégalité du triangle ordinaire ne
tient pas et (X, d) n’est pas un espace métrique.

Exemple 3.2 : Soit (X, d) un espace métrique et p(z,y) = [d(z,y)]", pour p > 1 est
un nombre réel. nous montrons que p est b-métrique pour s = 2771,

Il est clair que les conditions (1) et (2) de définition 3.1 sont satisfaites. pour 1 < p <

oo, d’apré la convexité de la fonction f(z) = z? on obtient :

(a+b)p£_§(aﬁ+bp)_

2

Ainsi, (a + b)F < 2771 (o + bP) est vérifie.

Efin, pour tous z, y, z € X nous avons :

plz,y) = [dz,y)f
< ld(z,2) +d(z,9)]
< 227 d(z, 2)P + d(z,y)P]

227 [p(z, 2) + p(2,9)].-

Remarques 3.1 :

1) Si n = 1 dans la définition précédente, on obtient le concept de b-métricue présenté
par Bakhtin. De plus, si on considére s = 1 on obtient la définition de I'espace métrique
généralisé.

2) Sia, f€R”aveca = (aq,02,...,a,), 8=1(81,8s-..,8,) et ¢ € R alors par
a < [ (respectivement a < ), cela veut dire que o; < 3; (respectivement o; < 3;), pour
tous i = 1,n et par a < c cela veut dire que o; < ¢, pour tous i = 1,n.

Notons que dans un espace b-métrique généralisé les notions de suite convergente,
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suite de Cauchy, complet, la compacité, sous-ensemble ouvert et fermé sont similaires a
ceux pour les espaces métriques habituelles mais en général la b-distance généralisé n’est
pas continue, par exemple, on peut voir [12].

Dans tout le reste de cette mémoire, on désigne par M, x,(R.) 'ensemble de tous
les matrices n X n avec des éléments positifs, par © la matrice nulle et par / la matrice
identité. Notons également que pour la simplicité, on fait une identification entre les
lignes et les colonnes dans R™.

Définition 3.2 : [23] Une matrice C € M,xn(Ry) converge vers zéro si et seulement
s8i:

C"— 6, quant n — oo.

Pour la preuve des résultats principales, on a besoin du théoréme suivant qui est un
résultat classique dans I'analyse des matrices, voir ([16], [18]). Pour d’autres exemples et
considérations sur les matrices qui convergent vers zéro, (voir [22]).

Théoréme 3.1 :[16] Soit C € M, (Ry), les relations suivantes sont équivalentes :

i) C est une matrice qui converge vers zéro.

ii) La matrice (I — C) est inversible et :
I-C)'=I+C+C?*+...+C*+...,

iii) La matrice (I — C) est inversible et (I — C)™" a des éléments non négatifs.
Les résultats suivants sont utiles pour certaines démonstrations dans ce chapitre.

Exemple 3.3 : Quelques exemples de matrice convergente vers zéro :

a a
(a) : toute matrice ,poura,be Ry eta+b< 1;
b b
a b
(h) « tonite matrice spour a, b e Ry el a+0 < 1;
a b
a b
(¢) : toute matrice ,pour a,h,c e R, et max{a,c} < 1.
0 c

42



d(zy, 23) = d(zg, 23) = 1, d(@n, 2,) =0 et d(2,, ) = d(zg, x,), pour n,k=1,2,3.
Puis

d(z, z1) < % [A(2n, z:) + (i, 21)], pour n, k,i=1,2,3.

Alors (X, d) est un espace b-métrique. pour a > 2 I'inégalité du triangle ordinaire ne
tient pas et (X, d) n’est pas un espace métrique.

Exemple 3.2 : Soit (X,d) un espace métrique et p(z,y) = [d(z,y)]’, pour p > 1 est
un nombre réel. nous montrons que p est b-métrique pour s = 2771,

11 est clair que les conditions (1) et (2) de définition 3.1 sont satisfaites. pour 1 < p <
oo, d’apré la convexité de la fonction f(z) = 2P on obtient :

a4+ bd\? .1
< = (aP +1P).

Ainsi, (@ + b)? < 2771 (a? + 0P) est vérilié.

Efin, pour tous z, y, 2 € X nous avons :

[z, y)f
[d(z,z) +d(z,y)F
< 2°71[d(z,2)" +d(z,y))

p(z,y)

IA

= 2"V p(z,2) + p(z,9)].

Remarques 3.1 :

1) Si n = 1 dans la définition précédente, on obtient le concept de b-métrique présenté
par Bakhtin. De plus, si on considére s = 1 on obtient la définition de 1’espace métrique
généralisé.

2) Sia, f € R" avec @ = (a1,a9,...,0,), 8= (81,8s,...,8,) et ¢ € R alors par
a < 3 (respectivement o < f3), cela veut dire que o; < 3, (respectivement «; < 3,), pour

tous i = 1,n et par o < c cela veut dire que a; < ¢, pour tous i = 1,n.

Notons que dans un espace b-métrique généralisé les notions de suite convergente,



Pinégalité triangulaire :

d(Ty, xn+p) = Sd(xns 3771-4—1) + Szd(xn-Pl: $n+2) i & Sp_zd($n+p*31 mwt+p—2)

+5p“ld'($n+p—2; In-l—p—l) + Sp_ld(mn-l—p—l; 'Tﬂ-f-p)

< sC™d(zo,71) + s°C™d(zg, 21) + - - - + P2C™P3d(xp, 71)
+8P71C™ P 2d(xp, 1) + sPTLC™P (g, 7y)

= sC"d(xg,z1)[I +sC + -+ 72072 + 271077

< sC"d{xg, zi)[I +8C + 822002 4 s# 0P

< sC™d(zo, z:)(I — sC)™*

< (sC)"d(zp, z)(I — sC)™.

Notons que (I — sC) est inversible puisque sC converge vers zéro. Cela implique que
la suite (z,,),ex st une suite de Cauchy.

Dans le cas de I’espace b-métrique, le lemme précédent sera comme suit :

Lemme 3.3 : [20] Soit (X,d) un espace b-métrique et {z,} une suite dans X, tels
que :

@, Tagp1) 2 Cdlzn_1,&n),

o 0 < C < 1. Alors la suite {z,} est une suite de Cauchy dans X & condition que
sC <1

Pour le cas de I'espace métrique généralisé ou ’espace métrique, il suffit de remplacer
s par 1 dans le lemnme 3.1 et le lemme 3.2 respectivement.

Dans ce chapitre, on généralise et améliore le théoréme suivant de M.Boriceanu [5].

Théoréme 3.2 : Soit (X, d) un espace b-métrigue généralisé complet. Supposons que
Uopérateur f: X — X satisfait les conditions suivantes :

a) f est continue.

b) il existe des matrices M, N, P € M,x,(R,) avec :

i) (I — N — Ps) est inversible et (I — N — Ps)™! € Mx.(R,);
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i) sC converge vers zéro, o4 C = (I — N — Ps)"Y(M + N + Ps);
iwi) d(f(z), f(y)) < Md(z,y)+N{d(z, f(z))+d(y, f))+Pld(z, f(y)+d(y, f(2))], pour
tout z, ye X
Alors :
1) f a un point fize z* dans X.
2) Si de plus, (I — M — 2P) est inversible et (I — M —2P)™! € M,x.(R,), alors z*

est unique.

3.2 Théorémes des points fixes dans ’espace b-métrique
généralisé :

Théoréme 3.3 : Soit (X, d) un espace b-métrigue généralisé complet. Supposons que
les opérateurs f,g: X — X satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M, N, P € M,,.(R.) avec :

i) (I — N — Ps) est inversible et (I — N — Ps)™! € M,yn(R,), (I — sN — s*P) est
inversible et (I — sN — s?P)™! € Mpun(Ry);

ii) sC conwverge vers zéro, o0, C = (I — N — Ps) (M + N + Ps) ;

iif) d(f (), 9(y)) < Md(z,y)+Nld(z, f(z))+d(y, 9(y))}+Pld(z, g(y))+d(y, f(z))], pour
tout ¢, y € X.

Alors :

1. f et g ont un point fize commun z dans X.

2. Si de plus, (I — M — 2P) est inversible et (I — M —2P)™' € M,x,(R,), alors z
est unique.

3. 5i (I — s{M + P) — s*P) est inversible et (I — s(M + P) — s?P)7'€ M,x.(R,)
alors le probléme du point five (de [ el g) est bien posé.

Preuve :

1) Soit 75 un point dans X, on considére (2, ),.cx la suite d’approximations successives



pour [ et ¢ défini par :

Tan+1 = f(:c2n)3 n= 'U, 1, —

T2n+2 :g($2n+1); n=8: 11

Ona:

d(zon, Tont1) = d(g(zon-1), f(Z2n))

< Md(zan-1,%2n) + N{d(zon, f(T2n)) + d(@20-1, 9{T2n-1))]

+Pld(2, 9(T2n-1)) + d(D2n-1, f(220))]
= Md(zan_1,Ton) + Nd(Ton, Tons1) + A(Tan—1, Tan)] + Pd(Ton—1, Ton+1)
< Md(zon-1,T2n) + N{d(Z2n, Tont1) + A(T2n-1, T2n)]

+Ps[d(@m-1, Tan) + d(Ton, Tani1)]-
Cela implique que :
d(Zon; Tony1) S (I — N — Ps)™ (M + N + Ps)d(@2n-1,%2,) = Cd(T2n-1, Ton)-
De méme, on a :

d($2n+l: 3;2-114—2) = d(f('r2n) 3 g(xgﬂl 1))
-ﬂ'fd($2n1 33271—1—1) + AMEd(-‘TQns f(:c?n)) i d($2n+1: 9(372?1-}-1))]

IA

+P[d(w2n; 9($21z+1)) I d("ﬁZ‘n—t—l; f(“’ln.))f

Md(zon, Zons1) + Nd(22n, Ton+1) + A(T2nt1, $2n.+2)] + Pd(z2,, T2,+2)

I

Md(mzm $2n+1) T N[d(ﬂ?zm $2n+1) i d($2n+1,332n+2)]

+P5[d‘l($2m x2n+1) + d($2n+1> 3:271-1-2)]-
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Done :
d(Zont1, Tans2) < (I — N — Ps) Y (M + N + Ps)d(zo,, Tany1) = Cd(Ton, Tans1)-

Alors :

d(I2n+1=1’2n+2) = ng(iﬂzn—la $2n)-

On obtient :
A(p, Tni1) < C™d(xp, 1), mneN.

Pour monter que {z,},, est une suite de Cauchy, on estime d(z,, z,1) en utilisant

ne

Pinégalité triangulaire :

A(Tns Tntp) < ST, Tnt1) + S ATns1, Tng2) + -+ + 8 A i3 B3]
+87 Yd(@r 1 2, Fnip-i) + LU B ip-1, Trtp)
< sC™d(zg, 1) + 80 (g, 1) 4+ -+ + PT2C™P3d(2g, 71)
+5P7 1O P2 (20, 1) + SPC™TPd (2, 241)

= SO+ C+ -+ sP~2CP2 + P10V d(zo, 71)

< SOOI 480 4w+ 8P 207 % 467107 d{mo, 1)
< sC™(I —sC) 'd(zo, 1)
< (sCY(I — 5C) d(z0, 7).

Suivant les mémes étapes du lemme 3.2, on obtient que (z,).ex est une suite de

Cauchy.
On sait que (X, d) est complet donc (z,,),.en converge dans X. Ainsi, il existe z € X

tels que d(z,, z) — 0, quand n — oo.
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Maintenant on prouve que z est un point fixe de f, en estimant d( f(z), z) on obtient :

d(f(z)sz) S Sd(f(z)u Q(IZR—E—I)) + Sd(mZ?H-Z} 2)
d(f(z): z) S Sd($2n+2a Z) i Sd(f(z)a g($2n+1))

A

et
(ﬁ(f(z))g($2n+lj) S M'd(z, m?nwl-l) =+ f\(r[d(z’ f(zj) + (£(m2n+1:g(3:2n-+l))]
+P[d(Z, g(xﬁn-p-l )) + d($2n+1 , f(2))]
= M’d(_z, $Qn+1) 4 JV[d(Z, f(zj') + d(:’:Qn«l—l 1 x?n-%-?)]
+P[d(z, Tony2) + d(Tony1, f{z))].
On obticent :

d(f(z)= z) — sd(Tany2, z)

IA

sMd(z, Ton11) + sN[d(z, f(2)) + d(ZTan+1, T2ns2)]
+5P[d(2, Tani2) + A(Ton i1, f(2))]
sMd(z, Tan+1) + sN{d(z, f(2)) + d(@2n+1, Tans2)]

+SP[d(_Z, 332-,,_4.2) -+ S(d(:rgn.g.l, Z) o+ d(z, f(z)))]

A

Passant & la limite et en tenant compte que (I — sN — s*P) est inversible et (I — sN —
s2P)~' € M,»n(R,) on trouve que 2 est un point fixe de f.

Pour montrer que z est un point fixe de g, on utilise la condition (iii) avec :

d(f(2),9(2))
Md(z,z) + Nld(z, f(2)) + d(2, 9(2))] + Pld(2, 9(2)) + d(2, f(2))]-

d(z,9(2))

IA

On obtient :
(I — N — P)d(z,9(z)) <0.
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Comme (I — N — P) est inversible et (I — N — P)™' € M,,,(R,) on conclut que
z = g(z). Alors, z est un point fixe commun pour f et g.
2) Maintenant on montre que le point fixe commun de f et g est unique. Pour cela,

on suppose qu’il existe un autre point w fixé par f. En utilisant la condition (iii), on a :

I

d(w, 2) a(f{w), g(2))
< Md(w, z) + Nld(w, f(w)) +d(z, ()] + Pld(w, g(2)) + d(z, f(w))]

< (M +2P)d(w, z).

On obtient :
(I — M —2P)d(w,z) <0.

En tenant compte que (I — M — 2P) est inversible et (I — M — 2P)™! € M,x,(R.)
cela implique que 2z est un point fixe commun unique pour f et g.

3) D’apreés les résultats précédents, on sait que f et g ont un point fixe commun
unique z dans X. Soit (z,)nen une suite dans X tels que lim,—o d(f(z,),z,) = 0 ou

Nty d{g (), ) =0, o0& :

d(z,,2) < s(d(2, 9(2,)) +d(g(z,), f(2)))

et

I

Md(x,, 2) + Nld(z,, g(z,)) + d(z, f(2))] + Pld(za, [(2)) + d(z, g(x,))]
< Md(zn, 2) + Nd(z,, 9(x,)) + Pd(zn, 2) + Psld(z, z,) + d(zn, g(z,))]

d(g(zn), [ (2))
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on obtient :

d(Zn,2) < 5d(Zn, 9(2n)) + $[Md(20n, 2) + Nd(24, 9(2))
+Pd(x,, z) + Ps(d(z, Ta) + d(zn, 9(7n)))]
= 8d(xn, g(T,)) + sMd(z,, z) + sNd(z,, g(z,))

+5Pd(z,, z) + s2Pd(z, x,) + s Pd(Ty, 9(2Zx))-
Cela implique que :
(I — s(M + P) — s*P)d(z,z,,) < (sI + sN + s*P)d(z,, 9(z,)).

Passant 4 la limite et en tenant compte que (I — s(M + P) — s*P) est inversible et
(I —s(M + P) — s*P)™! € M,n(R,), on trouve que d(z,z,) — 0, as n — oco.

Nous obtenons la notion d’espace métrique généralisé dans le théoréme précédent si
s=1,danscecas on a :

Corollaire 3.1 : Soit (X,d) un espace métrique généralisé complet. Supposons que
les opérateurs f,g: X — X satisfaisant les conditions suivantes :

il eriste des matrices M, N, P € M,x,(R4) avec :

i) (I — N — P) est inversible et (I — N — P)™! € Myxn(Ry).

it) C' converge vers zéro, o0 C = (I — N — P)"*(M + N + P).

i) d(£(2), 9(y)) < Md(z,y)+N{d(z, £(@))+d(y, 9(u))+Pld(z, 9(9))+d(y, (z))], pour
tous z,y € X.

Alors :

1. f et g ont un point fize commun z dans X.

2. 8i de plus, (I — M — 2P) est inversible et (I — M — 2P) ! € Mpx.(R,), alors :

- z est unigue.

- le probléeme du point fize (de f et g) est bien posé.
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Preuve. On suit les mémes étapes du lemme 3.2, on trouve :
d(Im:ﬁn—i—p) = OE(I - C)_ld(mﬁaajl)-

Notons que (7 — C) est inversible puisque C' converge vers zéro, cela implique que la suite

(#n)nen est une suite de Cauchy. En utilisant le fait que (X, d) est complet on obtient que

(%n)nen converge dans X. Aingi, il existe z € X tels que d(z,,,z) — 0, quand n — oo.
Maintenant, on montre que z est un point fixe de f pour tous les entiers positifs n,

en utilisant la condition (iii), on trouve :

d(f(2), Zami2) = d(f(2), 9(an11))

Md(z, xon+1) + Nd(2, f(2)) + d(z2n+1, 9(T2n+1))]
+Pld(z, g(@ons1)) + d(@2041, f(2))]
= Md(z,23,41) + N[d(z, f(2)) + d(Tan41, Tans2)]
Pld(z, Tan42) + d(T2041, £(2))].

IA

+

Passant a la limite (la distance d’un espace métrique généralisé est continue) et en tenant
compte que (I — N — P) est inversible et (I — N — P)™! € M,,»(R.) cela implique que
z = f(z), donc z est un point fixe pour f.

Le reste de la preuve, on suit les mémes étapes que dans le théoreme 3.3.

On obtient le concept d’espace b-métrique dans le théoréme précédent si n = 1, dans
ce cas on a:

Corollaire 3.2 : Soit (X, d) un espace b-métrique complet. Supposons que les opéra-
teurs f,g: X — X satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M, N, P € M,x.(R;) avec :

i) d(f(z),9(y)) < Md(z,y) + Nld(z, f(z)) + d(y, 9(y))] + Pld(z, 9(y)) + d(y, f(z))],
pour tous z, y € X.

i) sC<1avec C=431LF sN+5°P<lee N+ Ps<1
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Alors :

1.f et g admettent un point fire commun z dans X.

2. i, de plus, M + 2P < 1 alors z est unique.

3. Si (s(M + P) + s*P) < 1 alors le probléme du point fize (de f et g) est bien posé.

Preuve. En appliquant le lemme 3.3 (nous pouvons également voir[20] et [11]) et en
suivant les mémes étapes que dans le théoréme 3.3, nous obtenons le résultat.

Ensuite, on donne la définition d’un espace vectoriel b-normé.

Définition 3.4 : Soit X un espace vectoriel. une b-norme sur X est une fonction :
X >Ry

quz satisfait les trois conditions suivantes :

1.zl =04 =1,

2. lazll=af|lzl, VreX, VaeRets>1,

8. o +ull < s(llall + Iyl), Vaz, yeX, s>1.

Un espace vectoriel muni d’une b-norme est appelé un espace vectoriel b-normé.

Remarque 3.2 :Notons ici que cerlains avantages d’une norme & valeur vectorielle par
rapport aux normes habituelles (scalaires) étaient bien indiqués, par plusicurs exemples
dans Precup [16]. Plus précisément, on peut montrer qu’en général, la condition que la
matrice C' converge vers zéro est plus faible que les conditions de contraction pour les

normes suivent :

[zllar =izl + [l22]l
lellc = max{|lzi]], lzall}
lellz = (lzl? + 2l

Comme application du théoréme 3.3, on présente ce théoréme pour un systéme d’équa-
tions opératoriels.

Théoréme 3.4 : Soit (X,|.|) un espace b-Banach et soit f, g: X x X — X deuzx
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opérateurs. Supposons qu’il existe my;, nig, pi; € Ry, 1,7 € {1,2} tels que :

myy Mmy2 nyy M2 P11 Pi2
_A‘f — s j\‘r: : P —

Mgy a2 Nig1  Tigg P21 P22

pour chaque = = (z1,z4), y= (y1, ) e X x X, on a :

(1) [filzr, 22) — g1lyr, 1) < mulzr — wi + maalze — yo| + nu(jz — filz, z2)| +
[y1 — g1(y1, 92)|) + maa(|z2 — fo(@1, 22)| + [y2 — g2(y1, ¥2)1) + Prullz1 — 01(y1, ¥2)| + |1 —
fi(z,z2)]) + +pallze — g2(yn, y2)| + [y2 — falw, 22)))

(2) [fa(z1,22) — 92(v1, 92)| < man|@1 — y1| + man|za — yo| + noa(lz — filzs, z2)| +
lyr — 91(y1,92)|) + naa(|ze — falmr, 22)| + |y2 — g2y, w2)]) + par(|@r — g1{v1, 92)| + |11 —
fi(zy, z2)|) + pa2(|2 — g2(y1, v2)| + lye — fal@1, 22)))-

En outre, on suppose que la matrice (I — N — Ps) est inversible et (I — N — Ps)™!
€ Muxn(Ry), (I —sN — s2P) est inversible et (I — sN —s2P)™" € Mun(R,) et que sC

converge vers zéro. Alors, le systéme :

Uy = fl(’ifrhuz) == 91(“1;“2),

ug = foluy, uz) = go(us, ug),

admet au moins une solution z € X x X. En outre, si en plus, la matrice (I — M — 2P)
est inversible et (I — M —2P)™' € M,,.(R,) alors cette solution est unique.
Preuve. Considérons = X x X el les opéralews [ el g soul dounés par 'expression

suivante :

flxy, 22) = (filzy,22), fa(zy,22))
9(y1,92) = (:{v1,%2), 92w, %2))-

Alors notre systéme est maintenant représenté comme une équation du point fixe de

la forme suivante : w = f(w) = g(w), w € E. Notons aussi que la condition (1) + (2)
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peut étre représenter comme suit :

17@) — gl < Mllz - yll + N(lle - 7(@)]| + lly — 9@)I})
+P(llz — gl + ly — £(@)]) pour tous z, y € X x X.

Par conséquent, le théoréme 3.3 s’applique dans (E, d) avec :

Uy —v
d(u,v) = lu—v| = i =]

[ug — s

3.3 Conclusion

La théorie du point fixe a une importance capitale dans I'étude de I'existence de so-
lution pour les équations d’opérateurs non linéaires. De nombreux théorémes d’existence
sont obtenus & partir des théorémes de Banach et Schauder, en transformant le probléme
d’existence en un probléme de point fixe. Mais celui de Brouwer est particuliérement
célebre.

Le théoréme de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques du domaine
de définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante.

Le résultat de Brouwer est I'un des théorémes clef caractérisant la topologie d'un es-
pace euclidien. Tl intervient pour établir des résultats fins sur les équations différentielles,
il est présent dans la géométrie diftférentielle. Il apparait dans diverses branches, comme
la théorie des jeux.

Ce théoréme est généralisé en 1930 aux espaces de Banach. Cette généralisation est
due a Schauder. Ce théoréme affirme qu'une application continue sur un convexe com-

résoudre plusicurs problémes.
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