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Résume

Dans ce mémoire , nous fournissons plutdt vastes caractérisations de fermeture den-
sément défini Fredholm et les opérateurs de semi - Fredholm sur un espace de Banach , et
leur les classes de perturbation. Nous utilisons les notions de mesure de noncompactness
, égalités de normes particuliéres , et certains "pseudo " concepts d’algébre de Banach
comme ils se rapportent aux opérateurs fermés . Classes de perturbations de Fredholm
et fermé opérateurs semi- Fredholm sont effectivement identifiés , respectivement , avec
des classes des perturbations du Loup , Schechter et Gustafson - Weidman essentiel Les
spectres pour les opérateurs fermés. Un sous-produit de cette identification est une géné-
ralisation du théoréme de Weyl céleébre qui caractérise le spectre essentiel d'un opérateur
auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert . On obtient spectral théorémes de carto-

graphie pour certains spectres particulier essentiel Wolf et Schechter . Fredholm
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Introduction

Ce la théorie de I'opérateur Fredholm a joué un rdle de plus en plus dans enquétes
sur les différentes classes d’ équations intégrales singuliéres , en la théorie de la perturba-
tion des opérateurs hermitiens par hermitienne et summands non hermitiennes, dansla
théorie des opérateurs dans les espaces avec métrique indéfinie , et & obtenir des estima-
tions a priori pour déterminer propriétés de certains opérateurs différentiels . En effet, les

opérateurs linéaires qui résultent de différentiel ordinaire expressions de la forme
T=a,D"+ap1D" '+ -+ ayD+ag

o1 D = d/drt et les coefficients sont a; fonctions complexes d'une valeur d’une variable
réelle,, donner des exemples significatifs de fermeture densément opérateurs de Fredholm
sans bornes defini sur les espaces de Banach Familar de les fonctions. Dans ces notes,
nous fournissons plutét vastes caractérisations de fermeture densément défini Fredholm
ct semi-Fredhalm apérateurs sur un espace de Banach, et leurs classes de perturbation.
Nous utilisons la notions de mesure de noncompactness, égalités de normes particulieres,
et certains "pseudo” concepts d’algébre de Banach comme ils se rapportent a fermé les
opérateurs. Classes de perturbations de Fredholm fermé et semi Opérateur de Fredholm
sont efficacement identifiés, respectivement, par le classes de perturbations du Schech-
ter, Wolf et Gustafson- spectres essentiels Weidman pour les opérateurs fermés. Un sous-

produit de cette identification est une généralisation du théoréme de Weyl célébre qui
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caractérise le spectre essentiel d’'un auto-adjoint compact opérateur sur un espace de Hil-
bert. Nous obtenons des théoremes de cartographie spectrale pour certains spectres par-

ticulier essentiel Wolf et Schechter.
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Chapitre 1

Opérateurs fermé de fredholm et semi
fredholm

Soit X un espace de Banach. Par un opérateur A sur X, nous entendons un linéaire
opérateur de domaine D(A) X et de I'image R(A) c X. Le null 'espace d'un opérateur A
a X estreprésenté par N (A). La nullité de A, qui est la dimension de N (A), est désignée par
a(A), alors que b(A) représente le défaut de A, soitla codimension de R(A) dans X. Lorsque
al(A) ou b(A) est fini, 'indice i(A) est donnée par: i(A) = a(A) — b(A). Un opérateur fermé

au domaine danse A sur X est dit étre un opérateur de fredholm si elle satisfait a la suivante

(i) a(A) estfini,

(ii) b(A) estfini,

(iii) R(A) est fermée dansX.
opérateurs fermés Densément définis sur X vérifiant (i) et (iii ) ci-dessus sont dits opéra-
teurs supérieurs semi- Fredholm, et ceux qui satisfont (ii) et (iii ) sont appelés opérateurs
semi Fredholm inférieurs. Soit ®(X) désignent I'’ensemble des opérateurs de Fredholm ,

@, (X) I'ensemhle des semi- stipérietire apérarenrs de Fredholm , et @ ([ X) 'ensemhle des
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bas semi- Fredholm les opérateurs. Observez que si X est de dimension finie, chaque den-
sément opérateur défini sur X est trivialement un membre de chacun de ce qui précede
les classes , donc ci-apres nous supposons que X est de dimension infinie . Etant donné

un sous-ensemble Q de X, la mesure noncompactness de g(Q) est Défini par

inf{r|Q peut étre recouvert par un nombre fini de sphéres de rayon 1},
si Q est borné.

oo SiQ estillimitée,

/- {
Nous observons qu'un sous-ensemble Q de X est totalement bornée si et seulement si
q(Q) = 0, et par conséquent la fermeture Q de Q est compact si et seulement si gQ)=0.1
est également clair que, compte tenu des sous-ensembles Q;, Q> de X, g(Q;+Q2) < g(Q)+
q(Q>) autre avis que si Q est un sous-ensemble de X et A € B(X), qui est, A est un opérateur
linéaire bornée sur X avec D(A) = X, alors g(A(Q)) = || Allg(Q). Soit A un opérateur sur X.
Alors une suite singuliére dans X par rapport a A est la suite {x}, k=1,2,---dansD(A) de
telle sorte que

@ llxxll=1,k=1,2,--+

(i) {xx}k=1,2,---,n'apas de sous-suite convergente dans X;

(iif) Axy converge vers 0 lorsque k tend vers l'infini.

Soit Aun opérateur sur X. Soit U la collecte de sous-espace fermé W de X avec codimension

finie de telle sorte que W N D(A) # {0}. Définir v(A)

v(A) = sup/{ inf | Axll}
WeU xeWnD(A)
lxl=1

Lemme 1.1. (Kato [1, 31). Soit K (X) 'ensemble des opérateurs compacts sur X avec des
domaines tout l'espace X. Supposons A€ @, (X) U®_(X) etK € K(X). alors
(i) A+ K aimage fermédans X, (D(A+ K) = D(A)).

Master Matlh Appliqué -z DALI 30UMIA
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(iD) i(A+K)=1(A).

(iti) Pour scalaires c, a(A+ cK) et b(A+ cK) ont constant les valeurs m, n, respecti-
vement, a l'exception peut-étre des points isolés. Au points isolés a(A+ cK) > m et
b(A+cK) > n.

Une conséquence immédiate du lemme ci-dessus est le suivant.

(i) Pour Ac ®(X), et Ke K(X), A+ Ke ®(X) aveci(A+ K) = i(A).

(ii) PourAc @, (X) etKe K(X), A+Ke®,(X) aveci(A+K)=i(A).

(iii) Pour Ac ®_(x) etKe K(X), A+ Ke ®_(X) aveci(A+ K) = i(A).

Lemme 1.2. (Yood [2, 41). Supposons A € ®(X). Alors il existe Ay € B(X) et des opérateurs
a image de dimension fini F1,F, dans K(X) de telle sorte que

(i) AgA=I-F sur D(A).

(i) AAg=I1-F, surX.
de plus, si Ae ®(X) N B(X), Ay € ®(X) aveci(A) = —i(Ag). A l'inverse si A est un opérateur
fermé a domaine dense dans X et il existe Agdans B(X) et de K, K; dans K(X) satisfaisant
ApA=1-Ki dansD (A), et AAy = I — K5 dans X,alors A€ ®(X).

Lemme 1.3. Soit A un opérateur fermé densément defini sur X. Alors A € ®.(X) avec

i(A) < 0 si et seulement si A = Ag+ F dans D (A), oit Ag € ©,.(X) avec a(Ag) =0 et F

est un opérateur de rang fini sur X.

Preuve . Supposons A = Ay + F avec 4y et F comme précédemment. Alors c’est clair
dulemme 1.1 que A€ @, (X) avec i(A) = i(Ap + F) = i(Agp) < 0. Supposons maintenant que
Ae T (X) et i(A) = 0. Suil w(A) = n. 8l n =0, le 1ésultat est clah davec F consldérd conune
l'opérateur zéro. Supposons que n > 0. i(A) < 0. Par conséquent b(A) > n. Par conséquent,

Il existe n éléments y1. ¥2..... ¥» en X qui sont linéairement indépendants module R(A). Soit
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{x1, X2, ..., X5} une base de N(A). Soit x;da.ns I'espace dual ¥ deX,i=1,2,---,n est choisi

de telle sorte que
1 pouri=j

xi(xj)={ o pouri#j (i,j=1,2,---,n).

Définir F € B(X) par
n

Fx=) x,(x)y; pour chaquexeX.

i=1

F est clairement un opérateur de rang fini. Défini Ay sur D(A) par Agx = Ax — Fx pour
x € D(A), Ap € @, (X) parlelemme 1.1 que a(Ap) = 0. En effet, supposons x € N(Ag). alors

n !
Ax=Fx= in{x.)yi
i=1

. Le y; sont module R(A) linéairement indépendants. Par conséquent, x; (x) =0pouri=

1,2,---, n. Par conséquent,Ax = 0. Par conséquent, x € N(A). Ainsi
n
x= Z CiXj,
=

ol le ¢; sont scalaires. Maintenant x:. (x) = 0 pour tout i et x;. (xj) = 6;;. Ainsi ¢; = 0 pour

touti. D’'oux=0.

Théoréme 1.1. SoitA un opérateur fermé a domaine danse sur X. Ensuite, les équivalentes
suivantes sont :

(i) Ae D (X).

(i) Il existe constante positive C telle que pour chaque bornée sous-ensemble Q de

D(A),q(Q) = Cq(A(Q)).

(iii) A n'a pas une séquence unigque.

(iv) v(A) #0.

(v) Pour chaqueK € K(X), a(A-K) est fini.

Master Math Appliqué 4 DALI SOUMIA
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Preuve Nous montrons d’abord que (i) implique (ii) implique (iii) implique (i) et en-
suite : (i) si et seulement si (iv) et (i) si et seulement si (v). (i) implique (ii). Soit A € . (X)
et Q est supposons partie bornée de D(A). Non plus A € ®(X) ou i(A) < 0. Supposons
A€ @(X). Ensuite, par le lemme 1.2, il existe F € K(X) et Ap € B(X), tel que AgpA=I-F sur
D(A). Ainsi,

4(Q) = q((AA+F)Q) = q(Ac A(Q)) + g(F(Q)) = q(A A(Q)) =[| Ao || g(A(Q)).

Supposons maintenant que i(A) < 0. Supposons Q une partie bornée de D(A). Si g(A(Q)) =
oo, le résultat est clair. Supposons alors que g(A(Q)) < co. D’apres le lemme 3 il existe

Ape @, (X) avec a(Ap) =0 et F € K(X) de telle sorte que Ag = A— F sur D(A). Ainsi,
q(Ac(Q)) = g((A-F)Q) = g(A(Q)) < oo.

En conséquence de la théoreme de l'image fermé I'opérateur fermé injectif dans un espace

de Banach, il existe M > 0 tel que pour chaque x € D(A),
| xllsM| Apx|l. (1.1)

Soit yy, yz, -, yu Cre un ¢ — net Ag(Q). Pour chaque yi donte - sphtre a interscction non
vide avec Ag(Q), consldérer Nensernble des x dans Q de telle sorte que || Agx — yr lI< €.
Choisissez 'une et I'étiqueter xx, maintenant Soit x un peint quelconque de Q ct soit yi
étre telle que || Agx — yx l|< €. Ensuite, il y a un x; de mentionné ci-dessus définie de telle

sorte que || Apxg — ¥k Il < €. Ainsi
Il Ao(x— xi) I=ll Aox—yx | + Il ¥ — Aoxx < 2e.
Par inégalité (1.1), || x — x ||< 2Me. Ainsi, le x; forme a 2Me — net pour Q. Par conséquent

q(Q) < 2Mg(Ay(Q)) = 2Mq((A- F)Q) < 2Mq(A(Q)).

Master Math Appliguéd 5 TIATT SOTTMVITA
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(ii) implique (iii). Supposons que A a une suite singulier x;, k=1,2,---. Soit Q 'ensemble
des points de la suite Q,alors Q sous ensemble bornée dans D(A) satisfaisant et n’est pas
compact. cependant, par (ii), g(Q) < Mg(A(Q)) ou un M > 0. 1l est clair que A(Q) = {0}.
Ainsi g(Q) = 0. Donc Q est compact. (Contradiction). (iii) implique (i). Supposons que A
ne soit pas un membre de @, (X). alors soit a(A) = co ou a(A) < oo etR(A) ne sont pas
fermés. Supposer a(A) = co. Par I'utilisation répétée du lemme de Riesz, on obtient faci-
lement un suite {xx}, k=1,2,--- dans N(A) de telle sorte que || x; [=1avec k=1,2,---, et
2= 1= % pouri # j Il est clair que la suite {Ax}, k= 1,2,---, converge vers 0 lorsque K
tend vers l'infini. Par conséquent {x}, k = 1,2, -+, est une suite singuliére pour A et par (iii)
nous avons une contradiction. Supposons maintenant que a(4) < oo et R(A) ne sont pas
fermés. N(A) a dimension finie; par conséquent, il existe sous-espace fermé Xpde X tel
que X = N(A) @Xo,. La restriction de A a Banach I'espace Xj est un opérateur fermée in-
jectifde X; a X avec'image R(A). Ainsi, par théoréme a image fermé R(A) est fermée dans
X si et seulement s’il existe C > 0 tel que pour chaque x€ XgnD(A), || x|< ¢ || Ax | .Par

conséquent pour chaque entier positif K il existe x; € D(A) tel que
Ixkll=1 and | xgl>k| Axgl

Il est clair que {Ax} converge vers 0 lorsque R tend vers I'infini. De plus, {x;} n’a pas sous-
suite convergente. Pour supposer que {x,} est un suite de {x;} qui converge vers x comme
n tend vers l'infini. Maintenant {Ax,} converge vers 0 quand »n tend vers l'infini et A est
un opérateur fermé sur X,. Par conséquent x € D(A) N Xpet Ax = 0. Ainsi x € N(A)n Xy qui
est une contradiction puisque || x [|= 1 et N(A)n X, = {0}. Ainsi {x;} est une suite singuliere
de A qui contredit notre hypotheése (iii). (I) implique (iv). Soit A membre du @, (X). Alors,
la dimension N(A) est finie. Par conséquent, il existe un sous-espace fermé W de X tel

que X = N(A4) @ W. Lopérateur A a domaine dense dans une espace de banach X. Ainsi

Muster Muth Appliqgué G DALI SOUMIA
deuxiéme année Année scolaire
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W nD(A) # 0. Larestriction de A I'’espace de Banach W est un opérateur fermé et injectif
de W a X avec I'image R(A) fermée . Ainsi, il existe M > 0 de telle sorte que pour chaque
xeDANW, | x|[l= M| Ax |l. En particulier, pour x € D(A) n W satisfaisant || x ||= 1
) Ax ||= 1/M > 0. Ainsi,

inf | Axl=1/M
xeWnD(A)
xll=1

Par conséquent, v(A) > 0. (iv) implique (i). Supposons que A ne soit pas un membre de
®, (X). alors soit la dimension de N(A) est fini et R(A) ne soit pas fermé ou la dimension
N(A) estinfinie. Supposons que a(A) est finie et R(A) ne sont pas fermées. Soit W un sous-
espace fermé de X avec codimension finie X tel que W n D(A) # 0.Alors il existe alors de
dimension finie sous-espace X; deX tel que X = X; @ W. 1l existe également fermé sous-

espace Xy, X tels que X = Xo P N(A). Clairement,
WND(A) = (WnNA)EPUWn (Xon D(A))

Par conséquent,

AWnNnD(A) = AWnXon D(A)

et
R(A) = A(XinD(A)+ A(WnXonD(A)

. Maintenant R(A) ne soit pas fermé dans X etA(X; n D(A)) est de dimension finie; donc
A(WnXynD(A)) n'est pas un sous-espace fermé de X. Uopérateur Arestriction al'espace
de Banach Wn Xj, est un-a-un opérateur fermé de Wn Xj, a X avecla gamme A(WnNXpn
D(A)) pas fermé dans X. Par conséquent, nous concluons que plus tot dans des situations

similaires il existe une suite {x}, k= 1,2, ---, dans Wn XynD(A) de telle sorte que || x; [|=1,

Master Math Appliqué 7 DALI SOUMIA
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k=1,2,--- et {Ax;} converge vers 0 a k de I'approche infini. Ainsi,

inf | Ax||=0
xe WnD(A)
Ixl=1
W était arbitraire . Par conséquent , v(A) = 0. Supposons maintenant que la dimension
N(A) estinfinie. Soit W donnée ci-dessus. W a codimension finie; par conséquent, la di-
mension X/W est fini. Nous allons montrer que W n N(A) # {0} et il suit comme ci-dessus
quev(A) = 0. Supposons au contraire que Wn N(A) = {0} . Soit {x;, X2, ---} un dénombrable
linéairement indépendant sous-ensemble de N(A) . Suppose
n —_—
cix; =0{x=x/W
=1

1
alors

n
Z c;ix; estmembrede W.

i=1

Maintenant W n N(A) = {0}. Ainsi,
n
Z CiX;i= 0
i=1

Ainsi, ¢; =0 pour i = 1,2,---, n. Ainsi X/W est de dimension infinie (contradiction). (i)
implique (v). Etant donné que A est un membre du @, (X) et K est un membre de K(X),
puis A— K est un membre du @, (X) par le lemme 1.1. Ainsi, a(A— K) est fini. (v) implique
(i). Supposons que A ne soit pas un membre de @, (X). (iii) implique (i). Par conséquent,
A une suite singuliere. Ainsi, il est clair qu’il existe x; dans X tel que || x; [|= let || Ax; ||<
27!, Par théoréme de Hahn- Banach il existe xrl dans X tel que | xr1 l=1et xrl (x1) = 1.

. I !
Supposons maintenant que les ensembles {xy, X3, -+, Xg, =+, Xp—1}, Xp € X, et {x}, %5, -+, Xy '+

wXpqh X, € X, avec K = 1,2,---,n— 1, ont été construit de telle sorte que || xx lI= 1, |

Axg |l<2172F | x;c <251, et x:.(xj) =6;j,1=1i,j=n-1.Soit My I'espace nul de x;c pour
Master Math Appliqué 8 DALI SOUMIA
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K=12,..-,n—1. Soit
n-1
M= ﬂ M;
k=1
. Chaque My a codimension un dans X ; ainsi, M a codimension finie dans X. A a une suite

singulier dans X. Ainsi, il existe x, en M de telle sorte que || x, |[=1 et || Ax, |I< 2128 goit

x dans X de telle sorte que || x I=1et x (x,) = 1. Ensuite, la fonction linéaire
! | 4 n_l & 1
X =K — Z X (xp)x;
k=1
satisfait x’n X)) =01, K=12,---,n,et] x;, l< 2™ !. ainsi, par I'induction, il est possible

de construire des ensembles
! ! !
{lex?_!""xkr"'} et {x]_lxzr"')xkr"'}r
ot | xx =1, [ xp. li= gk-1 I Axr < g2k of x;(x;) = §;. Définie K, dans K(X) par

n
K= Z X, (X)Axy, pourchaque xdansX.
k-1

Pour m, n entiers positifs (disons m < n),

n
| Rp=Ed il 3 SIS0 x B ]
k=m+1

Ainsi, il existe K en K(X) tel que K,;, converge vers Kdans B(X) en tant que n tend vers'in-
fini. L'ensemble dénombrable {x;, x, -, X, - -} est clairement linéairement indépendants

et satisfait K(x) = Axy, k=1,2,---. Ainsi a(A - K) est infini.

Définition 1.1. Soit A un opérateur sur X. Soit V la collection de sous-espaces de dimen-

sion infinie W de X tel que W n D(A) # {0}. Soit t(A) étre défini par

t(A) = sup{ inf | Ax |1}
wev xeWnDA)
xl=1
Master Math Applique Y DALLSUUMIA
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Lemme 1.4. (Lacey [5, 31). Suppose B est un élément de B(X). alors B est précompact si
et seulement si pour toute > 0, il existe un sous-espace N ayant une déficience limite dans

X tel que B limité a N est de norme ne dépassant pase.

Théoréme 1.2. Soit A un membre du @, (X). Supposons que E est un opérateur sur X telle
que

(i) D(A) c D(E).

(ii) A+ E est un opérateur fermé sur X.

(iii) t(E) <v(A).

Alors A+ E est un élément de @, (X).

Preuve Il est clair que A+ E est un opérateur fermé au domaine danse sur X. D’ol
le théoréme 1.1, il suffit de montrer que a(A + E + K) est finie pour chacun des K dans
K(X). En effet, supposons qu'’il existe Kdans K(X) de telle sorte que a(A+ E+ K) est infini.
A+ E+K estun opérateur fermé sur X. Ainsi N(A+ E+K) est un sous-espace de dimension
infinie fermée de X. Soit W une quelconque sous-espace fermé de X avec codimension
finie tel que W n D(A) # {0}. Soit € > 0 &tre donné. Par le lemme 1.4 ci-dessus il existe sous
espace de dimension infini M de X avec codimension fini tel que K la restriction sur M a
norme ne dépassant pas €. Soit @ = WnMn N(A+ E + K). Il est clair que Q est un sous-

espace de dimension infini de X satisfaisant Qn D(A) # {0} # Qn D(E). Pour chaque x dans
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Q,detellesorteque || x |=1, || Ex|=| (A+ K)x ||>]| Ax || —e. Ainsi,

inf | Ex|| inf (I Ax || —e)
x€ QnD(E) xeQnD(E)
lxl=1 lxli=1
= inf I Ax |} —e€
x€QND(E)
lxl=1
{ inf | Ax I} —¢€
xXeEQnND(E)
| xll=1

v

v

Maintenant W était un sous-espace fermé arbitraire de X avec codimension finie de telle

sorte que Wn D(A) # [O]. Ainsi

mfxEQnD[E) | Ex|l= v(A)—¢

%=1

Par conséquent (E) = v(A) —e. Ainsi, t(E) = v(A), puisque ¢ est arbitraire (contradiction).

Définition 1.2. Soit A un opérateur sur X. Supposons N(A) est fermé. Ensuite, le module

minimum de A, y(A) est définie pur

yA) = inf | Ax]/d(x, N(4).

011 0/0 est défini comme oo.

Lemme 1.5. (Kato et Sz.-Nagy [I, 3, 61]. Supposons que A est un membre @, (X) U ®_(X).
Soit E un opérateur sur X avec D(A) c D(E) pour lesquels il existe des nombres positifs a,

b satisfaisant
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() |Exll=al x| +bl Ax | pour chaque x dans D(A),
(i) a+by(A) < y(A)

. alors
(i) A+ E est un opérateur fermé a image fermée dans X.
(ii) a(A+E)<a(A) etb(A+E) < b(A).
(iii) i(A+E)=i(A).

Corollaire 1.1. Soit A un membre de ®..(X). Soit E un membre de B(X) et supposons t(E)

est inférieure a v(A). Ensuite, A+ E est un membre ®,(X) eti(A+E) = i(A).

Preuve Il est clair que D(A) < D(E) et A+ E est fermé. ainsi, par Théoréme 1.2, A+ E
est un membre du @, (X). Nous procédons a que i(A+ E) = i(A). Il est une conséquence
immédiate de la définition de #(E) pour ¢ dans I'intervalle fermé entre 0 et 1, t(cE) = ct(E).
Ainsi, pour chacun de ces ¢, 1(cE) < v(A) et A+ cE € @, (X). 'application f de I'intervalle
fermé entre 0 et 1 dans I'ensemble étendu des entiers définis par : f(c) = i(A+ cE) est
continue par rapport a la topologie habituelle sur [0,1] et de la topologie discréte sur la
jeu étendu de nombres entiers. Pour suppose ¢y est dans [0, 1]. Alors A+ ¢E est en @, (X).
Ainsi y(A+ ¢oE) > 0. Supposons maintenant ¢ dans [0, /] satisfait | c—cg ||| E ||< y(A+ ¢ E).
Ensuite, par le lemme 5 nous concluons que (¢ — ) E + A+ ¢yE est un élément de @, (X).

De plus, i((c=cg) E+ (A+ ¢oE)) = i(A+ ¢oE). Ainsi
fle)=i(A+cE)=i((c—co)E+ (A+ coE)) = i(A+ cE) = f(co)

. Continuité of f est donc établie. Par conséquent, f est constante. Par conséquent i(A) =

f0)=f() = i(A+E).
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Définition 1.3. Un espace de Banach X est appelé subprojective si pour chaque sous es-
pace de dimension infinie V de X il y a sous espace fermé de dimension infinie W c V et

une projection bornée T de X sur W.

Remarque 1.1. Il est clair que chaque espace de Hilbert est subprojective. De plus, les

espaces ¢y, lp, | < p < o0, et L,(0,1),2 < p < oo, sont également subprojective [7].

Définition 1.4. Un opérateur fermé A sur X est un diviseur gauche de zéro Module K(X)
s'il existe un opérateur noncompact T dans B(X) de telle sorte que R(T) c D(A) et AT =K

dans X sur un certain K en K(X).

Théoreme 1.3. Soit X subprojective. Soit A un opérateur fermé a domaine danse sur X.

Alors, si A nest pas diviseur gauche de zéro module K(X), A est un élément de @, (X).

Preuve Supposons que A ne soit pas un membre de @, (X). Ensuite, par le théoréme
1.1 il existe K en K(X) de telle sorte que la dimension de N(A — K) infini. X est subprojec-
tive. Ainsi, il existe une sous espace fermé de dimension infinie N(A— K) et une projection
homée T de X sur W. Tl est clair que T(X) < NDIA). T est non compact, pour une telle
hypothése implique clairement en particulier que la sphére unité fermée en W est com-
pact et donc W est de dimension finie. Nous observons par ailleurs que (A-K)T = 0 sur X.
Ainsi AT = KT. KT estbien stir compact. Ainsi, A est un diviseur a gauche de zéro modulo
K(X). Etant donné un opérateur fermé densément défini A sur X, on note A I'adjoint ou
le conjugué de A défini sur X\ Compte tenu de M c D(A), M° désigne I’ensemble des x
de )i' satistaisant x’(xJ = U pour chaque x dans M. Compte tenu $ < U[Arj,b' represente

doncl’ensemble des x dans D(A) de telle sorte que X (x)=0 pour chaque x dans S.
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Lemme 1.6. (résultat standard [4]). Soit A un densément dejined fermé opérateur linéaire
sur X. Alors,

(i) siR(A) estfermédansX, R(A) =N(A)° par conséquent est fermé dans X :

(i) SiR(A) estfermédans X , alors R(A) = N(A)® et est donc fermé dans X.

Théoreme 1.4. A est un membre de ©_(X) si et seulement b(A— K) fini pour chaque K
dans K(X).

Preuve Supposons que A est un membre du ®_(X). Alors , b(A — K) est finie pour
chaque K dans K(X) par le lemme 1. Supposons maintenant que A est pas un membre
®_(X). Alors, soit b(A) est infini ou b(A) est fini et R(A) ne soit pas fermé dans X. Si b(A)
est infini, nous sommes finis, puisque K = 0 est compact. Supposons que b(A) est fini et
R(A) ne soit pas fermé dans X. Nous montrons d’abord qu'’il existe une suite {x;c} avec x;c,
un Membre de D(Ar). k=1,2,---, et une suite {x;} avec x dans X, k=1,2,---, de telle sorte
que

M lxelsk+D5 k=12,

@) Il xl=1;

i) | A'x < 172801 ¥;

v 2, (r) =8 ] =125
Par hypothése, R(A) ne soit pas fermé dans X. Ainsi le lemme 6, R(A) est pas fermé dans
X'. Ainsi par le théoreme de 'image fermé, il existe xfl a D(Af) de telle sorte que || x’1 =1
et A’x; < i Par définition de norme, il existe x; dans X tel que || x; [|< 2 et x; (x1) =1.
Supposons maintenant que xj, X2, -+, Xp—1 €t x;,x;, “unng x;!_l ont été trouvés satisfaisant (i)
a (iv). Remarquez que R(A') non fermé dans X implique que A (D(A') N{xy, X2, -,xn_l}ﬂ

! 4 !
n'a pas été fermée en X . Il existe donc x,, dans D(A) N x1, X2, -, Xn—1° telle que || x,, = 1
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et] A’x; |< 1/2"(n+1)". 1l existe aussi x dans X tel que x;,(x) =1let| x| <2.Soit
n-1 |
Xp= = ¥ o5
k=1
. Alors,

n—1 n-1
Ixa sl xl @+ Y Ixx <20+ Y (k+DF < (n+D)"
k=1 k=1

. Xy(xn) = 1 et x,(x;) = 0 pour k = 1,2,---,n— 1. Ensuite, x, (x,) = x,(x) - x,(x) = 0 pour
k=1,2,---,n—1.1'existence de notre paire de biorthogonal suites est établie par induction.
Nous définissons maintenant rang fini opérateurs Kn par
L] P
Knx=) Ax (x)xx
k=1
pour x in X ,n=1,2,---. Soit 1, m soit des nombres entiers positifs arbitraires avec m < n.

alors

| Knx—kmx ||

IA

Ll roI
2 A X Il x Il xe

m+1

(X275

m+1

2™ ixl

IA

IA

pour x dans X Ainsi, la suite {K,;} convergent dans B(X) pour un opérateur compact K
o1 K est donné par

0 r I
kx=Y Ax.(x)xe
k=1

Il est clair que pour x dans D(A) et pour chaque k, x;c (K(x)=A x;c (x)= x;c(Ax) . Ainsi, cha-

cundes x;canm'hile R(A-K).Le x;csont linéairementindépendant. Par conséquent b(A—-K)

est infini.
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Théoréme 1.5. Soit X un espace de Banach réflexif. Soit A un dense defini opérateur fermé
sur X. Alors,

(i) A estun membre du ®_(X) si et seulement si A’ estun membre D, (X ').

(i1) A estun élément de @, (X) si et seulement si A’ est un membre®_ (X).

Preuve Il est immédiat que A estun opérateur fermé bien défini sur X " Par ailleurs,
D(A) est dense dans X . Pour y" suppose "en X satisfait y" (x)=0 pour tout x dans
D(A)). Alors y" = 0. Supposons que X n'est pas réfléxif. Ainsi, il existe xy dans X tel que
y" (x) = x’(xg) pour chaque x dans X . Tl est clair que xp # 0. A est un opérateur fermé.
D’ou son graphe G4 = {(x, Ax) | x € D(A)} est un sous-espace fermé de X x X. (0, xg) est
pas membre de G4. Il existe z dans (X x X}J de telle sorte que zr(GA) = {0} et z (0, xg) # 0.
Définir x dans X et y’ dans X par

X (x)=2z (x,0) pour chaque x dans X,

yr (x) =z (0, %) pour chaque x dans X.

Maintenant, z (x, Ax) = 0 pour chaque x dans D(A). Ainsi, pour chaque x dans D(A),
¥ (Ax) = —x (x). D’olt y est un membre de D(A). Donc y () = 0. Mais ¥ (xo) # 0. Ainsi
y" ( y’) # 0 (contradictoire). Supposons maintenant que A est un membre de @, (X)U®_(X)
ou A est un membre du D, (X ') Ud_(X r). Ensuite, par le lemme 6,
(i) R(A)estferméen X,
(i) R(A) estfermé dans X,
(i) R(A)=N(A)",
(iv) R4) N
Ainsi, si A estun membre ®_(X) ou A’ est un membre du D, (X), b(A) = dimensionX/R(A) =
dimensi onX/N{A"J“ =dimension(X/N(A)% = dimension(N(A)%)® = dimensionN(A) =
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a(A'). D’ol1 A est un membre du ®_(X) si et seulement si A est un membre @, (X r). Main-
tenant, si Aestun élémentde @, (X) ou A'est un membre du ®_ (X r), a(A) =dimensionN(A) =
dimensionN(A) = dimensionX /D(A)® = dimensionX /R(A) = b(A). D’ol1 A est un

membre @, (X) si et seulement si A’ estun membre du ®_ (X r).

Corollaire 1.2. Soit X reflexive et soit A une opérateur fermé a domaine danse sur X.
Alors, les suivantes sont équivalentes.

(i) A estun élément de k(X).

(ii) Il existe C > 0 tels que q(Q) < C(A’(Q)] pour chaque Q de sous-ensemble borné

D(A).

(i) v(A)#0.

(iv) A na pas de suite singulier dans X -

@) a(A -K) pour chaque fini K dans K ().

Preuve Ceci est une conséquence immeédiate de théorémes 1.1 et 1.5.

Corollaire 1.3. Soit X réflexive. A est un membre du ©.,(X) si et seulement si b(A — K) est

fint pour chaque K dans K x).
Preuve Conséquence immédiate de théorémes 1.4 et 1.5.

Définition 1.5. Soit A un opérateur fermé sur X. A est un droit diviseur de zéro module
K(X) s’il existe un opérateur T noncompact en B(X) et opérateur compact K dans K(X)
telle que TA = K sur D(A) . L'opérateur A est le module inversible K(X) s'il existe T dans
B(X) el K, K, duris K(X) tels que AT = I+ Ky, sur X el TA= I+ K dans D(A). Un espace

de Banach X est superprojective si chaque sous-espace V ayant codimension infinie dans
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X est contenu dans un sous-espace fermé W ayant codimension infinieen X etily a une
projection P de X bornée sur W. Exemples d’espaces superprojective sontl,, 1 < p < oo, et

Ly(0,1),1<p=2[9].

Théoréme 1.6. Soit X super projective et supposons A est une opérateur fermé a domaine

danse sur X qui est pas un diviseur droit de modulo zéro K(X).Alors A est un membre du

@_(X).

Preuve Supposons que A ne soit pas un élément de ©_(X). Alors, par le théoréme
1.4 il existe K dans K(X) tel que b(A — K) est infini. X est superprojective. Il existe donc
sous-espace fermé W de X qui contient R(A — K), et a codimension infinie dans X. Par
addition, il existe une projection bornée P de X sur W. Maintenant / — P est un non-
compact Membre de B(X) satisfaisant (I — P)(A— K)x = 0 pour tout x en D(A). Ainsi
(I—P)A=(I- P)K sur D(A). D’ol1 A est un droit diviseur de zéro module K(X).

Théoréme 1.7. Soit A un opérateur densément defini fermé sur X. alors
(i) A estun membrede®(X) si et seulement si a{A— K) est fini et b(A— K) est fini pour
chague K dans K(X).
(ii) A est un élément de ®(X) si et seulement si A est le module inversible K(X).
(iii) siX estreflexive, A est un élément de ®(X), f et seulement si A’ estun membre de
O(X), auquel casi(A) = —i A).
(iv) SiX est un espace de Hilbert et A est autoadjoint, alors A est un membre de ®(X)

si et seulement si A est un élément de @, (X) U ®_(X), auquel cas i(A) = 0.

Preuve

(i) estune conséquence immeédiate de théorémes 1.1 et 1.4.

Master Math Appliqué 18 DALI SOUMIA
deuxiéme année Année scolaire
Statistique des processus 2015/2016



Universté 08 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

(ii) estune conséquence immédiate du lemme 1.2.
(i) est immédiat conséquence du théoréme 1.5 et sa preuve. Depuis un espace de
Hilbert est réflexive et en plus peut étre identifié avec son espace dual, (iv) est une

conséquence de (iii).

Corollaire 1.4. Si X est a la fois subprojective et superprojective et A est un opérateur
fermé densément défini sur X qui est ni un diviseur a droite Module de zéro K(X), ni un

diviseur gauche du module zéro K(X), alors A est le module inversible K(X).

Preuve . Conséquence immeédiate de théorémes 1.3, 1.6, et une partie (ii) du théoreme

Laifs

Lemme 1.7. (Gokhberg et Krein [lo, 41). Supposons que A et B sont des membres de ®(X).
alors

(i) AB estun membre de ®(X). (Avec D(AB) de defini dans Uhabituel facon).

(i) i(AB) =i(A)+i(B).

P

Remarque 1.2. Une relation d'équivalence est définie sur ®(X), par le relation, pour A,
B dans ®(X) A est équivalent a B si i(A) = i(B). Maintenant l'ensemble ®(X) des classes
d'équivalence par rapport a cette relation est comme un résultat du lemme 7 ci-dessus, un

semigroupe commutatif avec lidentité sous l'opération binaire A-B = AB.

Définition 1.6. Un espace de Banach de dimension infini est un shift-espace si les condi-
tions suivantes sont remplies.
() 1l a une base de Schauder. Autrement dit, il existe un dénombrable ensemble

X1,X2, 1 Xn, o+ d €léments de X tel que pour chaque x dans X il existe une suite
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singulier ayx, k=1,2,-- -, des scalaires satisfaisant

(oo}
F=3 @’
k=1

(ii) Il existe une fonction f application de l'ensemble des suites de scalaires dans 'en-
semble des réels positifs qui satisfait :

(a) des séquences Compte tenu de scalaires {ay} {by} telle que pour chaque occur-
renice d'un scalaire non nul au ¢ dans {ay}, il y a aussi un événement de ¢ dans
{by}, alors f({ax}) < f{bg})-

(b) Compte tenu de x dans X, si

m
=Y Gy
k=1

»alors || x |= f({ax}.

Remarque 1.3. Chaque espace de Hilbert séparable est un espace de shift est en effet I,

l=p=<eo.

Théoréme 1.8. Soit X un espace de shift. Alors ®(X) est un groupe abélien qui est iso-

morphe au groupe additif Z des entiers.

Preuve Il est clair par le lemme 1.7 que I'application g de ®(X) dans Z définie par
g(A) = i(A) pour chaque A dans ®(X) est un monomorphism. Nous allons montrer que
g est sur et notre preuve est terminée. Rappel que X est un espace de shift. Ainsi X a
une base de Schauder {x}, x», - - -} par rapport a laquelle la mise en correspondance x; —

Xk+1, k=1,2,---, Etend clairement 4 un opérateur fermé 4 domaine dense que défini une

Master Math Appliqué 20 DALI SOUMIA
deuxiéme année Année scolaire
Statistique des processus 2015/2016



Universté 08 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

position fermée A dans ®(X) tel que i(A) = —1. Soit x; représentent le vecteur zéro dans
X. Alors, observer que I'application x; — x3—;, k=1,2,- -+, se prolonge & un opérateur B
dans ®(X) vérifiant i(B) = 1. Soit »n un entier positif arbitraire, puis par le lemme 1.7, A"
et B” sont membres de ®(X) avec g(A") = i(A") = —n, g(B") = i(B") = net g(A"-B") =
i(A™ +i(B™) = 0. Ainsi g est surjective.
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Chapitre 2

Spectre Essential et perturbations

2.1 Perturbation

Définition 2.1. (i) E dans B(X) est une perturbation de Fredholm si A+ E est un
membre de ©(X) pour chaque A dans ®(X). On note I'ensemble des perturbations
de Fredholm par F(X).

(ii) E dans B(X) est une perturbation supérieure de semi-Fredholm si A+ E est un
membre de @, (X) pour chaque A dans ©.(X). F,(X) désigne la collection des per-
turbations supérieures de semi Fredholm.

(iii) E dans B(X) est une perturbation inférieure de semi-Fredholm si A+ E est un
membre de ®_(X) pour A dans ®_(X) . Lensemble des semi-bas des perturbations

de Fredholm est indiquée par F_(X).

Théoreme 2.1. Soit E un membre de B(X). alors
(i) E est un membre de F_(X) si et seulement si b(A— E) est fini pour chaque A dans
D_(X).

(ii) E est un membre de F.(X) si et seulement si a(A— E) est fini pour chaque A dans
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@ (X).
(iii) E est un membre de F(X) si et seulement si soit b(A— E) est fini pour chaque A
dans ©(X).

Preuve On suppose que E est un membre F_(X) et A est un membre des @_(X). Il est
clair que A— E est un membre du ®_(X). Ainsi b(A — E) est fini. Supposons maintenant
que E est pas membre de F_(X). Ensuite, il existe A dans ®_(X) tel que A — E ne fait pas
partie de @_(X). D’olile théoréme 1.4, il existe K dans K(X) tel que b(A—E—K) estinfinie.
Maintenant, A — K est un membre de ®_(X) par le lemme 1; Ainsi b(A — E — K) est fini.
Contradiction, et la preuve de (i) est terminée. (ii) est prouvée d’'une manieére utilisant le
théoréme tout a fait analogue Je plutdt que le théoréme 1.4. La validité de (iii) est considéré
comme suit. On suppose que E est un élément de F(X). Il est clair que pour chaque A dans
®(X), A—E est également un élément de ®(X). Ainsi, a(A— E) est fini et b(A - E) est fini.
Supposons maintenant que b(A - E) est fini pour chaque A dans ®(X). Compte tenu de
A dans ®(X) et arbitraire scalaire ¢ # 0, puis pour chaque K dans K(X), (A— K)/c est un
membre de ®(X) par le lemme 1.1. Ainsi b(A — cE — K) est fini pour tous les scalaires c.
Ainsi A - cE est un membre de ®_(X) par le théoréme 1.4. Maintenant, en raison de la
compacité de U'intervalle lenmné entre 0 et 1, et le lenune 1.5, a{A - E) = a(A).a(A) est fini
et donc est donc a(A— E). A—E est bien siir un opérateur densément défini fermé sur
X. Ainsi A— E est un membre des ®(X). Par conséquent E est un élément de F(X). On
montre dans un tout a fait de maniére similaire en utilisant le théoréme 1.1 et Lemme 1.5

que (A - E) est finie pour chaque A dans ®(X) implique que E est un élément de F(X).

Corollaire 2.1. (1) K(X)C Fi(X)C F(X).
(i) K(X) < F-(X) c F(X).
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Preuve Les premiéres inclusions dans (i) et (ii) sont des conséquences immédiates du

lemme 1.1. Les deuxiémes inclusions suivent directement le théoréme ci-dessus.

Remarque 2.1. Soit X = 1,[0,1]. Définir E application X dans X par
1
(Ef)t= f k(s, ) f(s)ds
0

pour chaque f en L;[0,1], et k(s, 1) est défini sur[0,1] x [0,1] par

2. (5,0 izt 1 %2120 2422, §=0:1--2"2—1

0. (S D el AR RRFR 2741127, j=01 2% =],
k(s,t)=
0 lorsque s=0 ou t=0. n=12,---

E est un élément de F, (X) N F_(x) et E ne fait pas partie K(X). (Voir [3].)

Remarque 2.2. Soit X = I x Ly(=1,1), avec1 < p < g < 2. Alors,
(i) F(X) # F4(X).
(i) F-(X) #K(X).
(i) Fy(X)#F-(X).
(iv) F(X)#F-(X).
(Voir [11].)

Théoréme 2.2, (i} Chacune des F_(X), F,(X) et F(X) est un sous-espace fermé de
B(X). Par conséquant, F(X) est un idéal a deux faces en B(X).
(ii) chacun des éléments suivants est valide.
(a) Pour A dans®(X) etE dans F(X), i(A+E) = i(A).
(b) Pour Adans®.(X) et E dans F.(X), i(A+E) =i(A).
(c) pour Adans®_(X) etE dans F_(x), i(A+E) =i(A).
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Preuve E =0 est un élément de F(X). Il est clair que ®(X) est fermé sous multiplica-
tion par scalaires nonzéro; ot F(X) est fermé sous multiplication scalaire. E; et E, dans
F(X) et Adans ®(X), A+ (E; + E) = (A+ E;) + E», qui est dans (X)), ainsi E; + E;, est un
membre de F(X). Maintenant, nous allons Ej, soit une suite dans F(X) converge vers E en
B(X) en tant que n tend vers l'infini. Soit A un arbitraire membre de ®(X). Pour n suffi-
samment grand, || E,—E || < y(A). Ainsilemme 1.5, A+ (E—E,) + E, = A+ E est un membre
d'un ©(X). Par conséquent F(X) est un sous-espace fermé de B(X). Dans un tout a fait
analogue maniére, on montre que F, (X) et F_(X) sont également fermés sous-espaces
B(X). Nous allons maintenant montrer que F(X) est un idéal & deux faces B(X).

(1) Soit E un membre de F(X) et A,A; les membres de ®(X) N B(X). Ona AE+ A; est

un élément de ®(X). Nous voyons cela ci-apres. D’aprés le lemme 1.2, il existe A
dans ®(X) n B(X) et K3, K> dans K(X) telle que AAg=1—-Kj et AgA=1-K>. AgAy
est un membre de ®(X) par le lemme 1.7. Ainsi E + Ay A;, est membre de ®(X). Par
conséquent

A(E+ AgA))=AE+(I-Ky)A1 = AE+ A1 — K Ay,

est un membre de ®(X). Ainsi
AE+A=(AE+ A - KA+ KA

est membre de ®(X), par le lemme 1.1.

(2) Soit E un membre de F(X), B un membre de B(X), et A membre de ®(X) n B(X),
puis BE + A est un membre de @(X). Car il est clair que, étant donné c scalaires
suffisamment grandes en valeur absolue, chacun de B — ¢! et ¢l est un élément de

@(X) N B(X). Ainsi

BE+A=(B-c)+c)+A=(B=ch+(clT+ A
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est un membre de ®(X) par (1). Enfin, on suppose que E est un élément de F(X), B
estun membre B(X), et A estun membre ®(X). D’aprés le lemme 2, il existe Ag dans
B(X), K}, K;dans K(X) de telle sorte que AAg = I - K; dans X et AgA = I— K, dans
D(A). I+ ApBE est un membre de ©(X) par (2). Par conséquent

A(l+AyBE)=A+(I-K\)BE=A+BE—-K{BE
est un membre de @(X). Ainsi
A+BE=(A+BE-KiBE)+ KiBE

est un membre de ®(X). Ainsi BE est un membre de F(X) et F(X) est un idéal a
gauche en B(X). En apportant des changements évidents dans le développement
ci-dessus, on montre que F(X) est également un idéal en plein B(X). Il résulte du
lemme 5 quel'application de f dans [O, 1] en Zu{oco}u{—oo} défini by f(c) = i(A+cE),
respectivement, pour A dans ®(X), E dans F(X); Adans ©®.(X), E dans F.(X);et A
dans ®_(X), E dans F_(X) est continue. Ainsi i(A + E) = i(A) pour A,E pris dans

chaque des trois situations ci-dessus.

2.2 Spectra Essential

Définition 2.2. Soit A un opérateur fermé densément défini sur X. Soit C l'ensemble des

nombres complexes. Soit
ef(A)=C—{c|lA-ceD.(X)},

e(A)=C—-{c|A-ceD_(X)},

e3(A)=C—{c| A-ce@(X)},
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e4(A)=C—{C|A-ce®(X) et i(A-c)=0}.

e1(A) et ex(A) sont les spectres essentiels Gustafson et Weidman A [8]. e3(A) est le spectre
essentiel Wolf A [12]. e4(A) est le Schechter spectre essentiel de A [13]. Les classes de pertur-
bation P;(X), i = 1,2,3,4, prémentionné Les specires essentiels sont définis comme suir.
P;(X) est I'ensemble de tous les E en B(X) tel que e;(A) = e;(A+ E) pour chaque densé-

ment défini opérateur fermé A sur X.

Remarque 2.3. Dans le cas particulier oit A est un auto-adjoint borné opérateur sur un
espace de Hilbert, pour chaque i, e; (A) est 'ensemble des points limites du spectre A (avec
des valeurs propres ont été comptabilisés en fonction de leur multiplicités). Un théoréme
célebre par Weyl [14] indique que e;(A) = e;(A+ K) pour chaque opérateur compact au-
toadjoint K. Rappelant que K(X) c F.(X) n F_(X), on observe que le théoréeme suivant le

lemme indiqué ci-dessous est une extension du résultat Weyl.

Lemme 2.1. Supposons que A est un élément de B(X), B est un membrede la B(X) etBA
est un élément de ©(X). A est un membre de ©(X) si et seulement si B est un membre du

D(X) [4].

Théoréme 2.3. @) Pi(X)=F:(X),
(i) Po(X) =F-(X),
(iii) P3(X)=F(X),
(iv) P4(X) = F(X).

Preuve (i) Supposons que E est un membre de la P;(X). Soit A un membre @, (X). 0

est ensuite pas membre de e; (A). Par conséquent 0 est pas un Membre de e; (A + E). Ainsi,
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A+ E est un membre du @, (X). Par conséquent E est un élément de F.(X). A I'inverse,
supposons que E est un membre F, (X). Soit A un opérateur fermé densément défini sur
X. Supposons c¢ ne fait pas partie de e; (A). Alors A — ¢ est un membre de @, (X). Ainsi
(A+ E) — ¢ est un membre de @, (X). D’oli ¢ est pas membre de e; (A+ E). Ainsi e; (A+ E) <
e1(A). Etant donné que l'inclusion est valable pour E arbitraire et A du type ci-dessus,
nous concluons que e; (A) = e;(A+ E+ (—E)) c e; (A+ E). Par conséquent E est un membre
du Py (X). (ii) et (iii) sont établies d'une maniere tout a fait analogue. Nous procédons a
déterminer (iv). Soit E un membre de F(X). Soit A étre un opérateur fermé densément
défini sur X. Supposons c est pas membre de e4(A). Alors A— ¢ est un membre de ®(X)
avec i(A—c) = 0. Ainsi A—C+E est un élément de ®(X) avec i(A—C+E) = 0 par Théoréeme
X. Par conséquent ¢ ne fait pas partie de e4(A+ E). Ainsi e4(A + E) < e4(A). Cette inclusion
est valable pour arbitraire A et E du type ci-dessus. Par conséquent es(A4) = es(A+ E +
(—=E)) < e4(A+ E). Par conséquent E est un membre de P4(X). Inversement, supposons
que E est un membre de P4(X). Soit A un membre de ®(X). D’apres le lemme 2, il existe
Ap € B(X) et KidansK(X) de telle sorte que AAg = I — K7 dans X.Pour ¢ > 0 suffisamment
grand, il est clair que Ay — c1 est membre de ®(X) avec i(Ap — ¢l) = 0. Nous remarquons
aneri que clet (1/ )T eont memhbres de M(Y) avee i(el) =0 et i((I/0)1) = 0. Aingi 0 cst pas
wewbre e ((170)1). Alusi 0 est pas un metnbre eq((1/¢) I+ E). Par conséquent (1/¢) I+ E est
un membre de @(X) avec i((I/c)] + E) = 0. Ainsi le lemme 7, I+ cE = cI((I/¢)I + E) est un
membre de ®(X) N B(X) avec i(I + cE) = 0. Ag— cl estun élément de B(X) n®(X). Ainsile
lemme 2, il existe By dans ®(X) N B(X), et K, dans K(X) telle que By(Ag—cl) = I-Kp sur X
avec i(Bg) = —i(Ag—cl) = 0. Ainsi By (I + ¢E) est un Membre de ®(X) avec i (By(I+cE)) =0.
Donc 0 est pas membre de es(By(I + cE)). Par conséquent 0 est pas membre e4(By(f +

cE) + E). Par conséquent By (I + cE) + E est un membre de ®(X) avec i(Bg(I + cE) + E) =0.
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Maintenant

Bo(I+ AgE)— (Bo(I+cE)+E) = Bo(I+ ((Ag—cl)+cE)—By—cByE—-E

By+(I—-K2)E+cByE—By—cByE—-E

Il

= —-K;E.

Ainsi

Bo(I+ ApE) = (Bo(I+ cE)+ E) - KGE
. Ainsi By(I + AgE) est un membre de ®(X), par le lemme 1. Rappelons que chacun de By
et I + ApE est un élément de B(X). Ainsi, par le lemme 8, I + AgE est un élément de ®(X).
Par conséquent, A(J + AgE) = A+ (I - K1)E = (A+ E) — KiE est un élément de ®(X). Par
conséquent, A+ E = ((A+ E) — Ky E) + Ky E est un élément de ®(X). Par conséquent E est

un membre F(X).

Théoréme 2.4. Soit X un espace de Banach complexe. Soit A un Membre de B(X). Soit f
une fonction de valeur complexe qui est analytique dans un voisinage de o (A), le spectre
de A. Ensuite, l'opérateur f(A) dans B(X) est bien defini par le calcul fonctionnel com-
plexe [15]. Supposons mairdeniind que e3(A) = o (A), alors

(D) fles(A) = es(f(A)),

(i) es(f(A)=0o(f(4),

(iii) f(es(A)) = es(f(A)),

(iv) es(f(A) =o(f(A).

Preuve Soit d un nombre complexe quelconque. Supposons que pour chaque ¢ de
e3(A), f(c) # d. Puis f(z) — d est une fonction analytique a un voisinage de ¢(A) qui ne

disparait pas sur o (A). ainsi, par le complexe de calcul fonctionnelle f(A)—dI auninverse
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borné sur X. Ainsi d est dans la ensemble résolvante de A. En particulier, d est pas un
membre e3(f(A)). Ainsi e3(f(A))  f(e3(A)). Supposons maintenant que d = f(c), olt ¢ est

un membre de e3(A). Ensemble

(){(f(z)—d)/(z—c), 5i 2#c
Bied = f’(c), si z=t.

Alors g(z) est analytique dans un voisinage de o(A) et g(z)(z - ¢) = f(x) — d. Ainsi, par le
calcul fonctionnel g(A)(A—-cI) = f(A)—dI = (A-cI)g(A). Supposons que d soit pas un
membre e3 f(A)). Puis f(A) — d est un membre de ®(X). Notez que comme conséquence
des égalités ci-dessus, N(A—c) c N(f(A) - d), et R(f(A) —d) < R(A-c). Ainsi, a(A—c) <
a(f(A)—d) <ocoetb(A-c) = b(f(A)—d) <oco. R(f(A)—d) estfermédans X et X = R(f(A-
D)) @ N, olt N est un sous-espace de dimension finie de X. D’ot1 R(A—¢) est fermé en vue
de I'inscription ci-dessus. Ainsi A— c est un membre de ®(X). Par conséquent ¢ ne fait pas
partie de e3(A). Par conséquent f(e3(A)) € e3(f(A)), et la preuve de (i) est terminée. Par le
théorgme de I'application spectrale standard, f(o(A4)) = o(f(A4)). Observer en outre que,
pour un opérateur arbitraire A, e3(A) < es(A) € o(A), et en utilisant (i), on obtient (ii), (iii)

et (iv) immédiatement.

Corallaire 2.2, Snient X ot A sant camme i dessus Suppnsans ey(A) est un spectre en-
semble de A. Autrement dit, il existe des ensembles ouverts disjoints U, V tel que e3(A) c U
eto(A)—e3(A) c V. Soit

P= z/zm'fr(z— A ldz

la projection spectrale de A, oi.T se compose d'un certain nombre fini de simple couverture
fermée et est la limite d'un ouvert W de telle sorte que e3(A) € W c W c U. Comme est bien
connu, A est complétement réduit par R(P) et N(P). Supposons que N (P) est de dimension

finieet définir A; : R(P) — R(P) et A; = A| R(P). Ensuite, pour chaque f analytique dans
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I un voisinage de e3(A), f(e3(A)) = es(f(A1)).

Preuve Comme cela est bien connu, e3(A) = 6(A;). Nous montrons maintenant que
e3(A) = e3(A1). On suppose que ¢ ne fait pas partie de e3(A;). Alors ¢ — A;, est un membre
de @(R(P)). 1 est clair que a(c— A) = a(c— A;) +dimension N(P) < co et b(c— A) <
b{c— Aj;) +dimensionN(P) < oco. En outre, R(c — A) = (c— A))R(P) + (¢ — A)N(P). Main-
tenant (c — A;)R(P) est fermé en position R(P) et R(P) est fermée dans X, o1 (c— A)R(P)
est fermé dans X. (c— A)N(P) est de dimension finie. Ainsi, R(c— A) est fermé dans X. Par
conséquent c— A est un élément de ®(X) et ¢ ne fait pas partie de e3(A). Supposons main-
tenant que c ne fait pas partie de e3(A). Puis ¢ — A est un élément de ®(X). Clairement et

<alc— A1) =alc—A) <co

b(c—A;) = dimensionR(P)/((c—=A)R(P))

IA

DimR(P)/((c—=A)R(P)+ (c— AN(P))+dimN(P)

IA

Dim(R(A)+NP)/((c—ARP)+(c—AN(P))+dimN(P)

= blc—A)+dimN(P) < co.

R(¢— Ay) est [erné dans R(P). Pour {x,} une suite dans R(P). Supposons (¢ — A;)x, — ¥
dans R(P) n — oo Maintenant R(c — A) est fermé en X. Ainsi y = (c— A)(x + z) avec x
dans R(P) et z en N(P). Maintenant (c — A)x est un membre de R(P) et (¢c— A)z est un
membre N(P). Ainsi y—(c—A)x = 0. Par conséquent y = (c— A)x. Ainsi y est un élément de
R(c—A;) et R(c—A;) estfermé dans R(P). Par conséquent c— A; est un membre de ®(R(P))
et ¢ ne soit pas un membre de e3(A;). 'égalité e;(A) = e3(A;) est ainsi établie. Rappelons
qu'un o(A;) = e3(A) ; clairement o(A;) = e3(A;) et il est une conséquence immédiate du

théoréme ci-dessus que f(e3(A1)) = e3(f(A1)). Ainsi f(e3(A)) = es(f(A).
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