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Résumé

Ce mémoire comporte U’étude de la théorie de Darbouz et quelques ap-
plications pour déterminer des intégrales premiéres des systémes différentiels
planaires polynémiauz de la forme :

{ & = P (z,y)
ot P et Q) sont des fonctions polynomiales. Nous étudions la méthode de

Darbouz, celle-ci demande l’existence des courbes algébrigques invariantes avec
lesquelles on peutl construire une intégrale premiére ou un facteur intégrant.
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Introduction

Depuis une trentaine d’années, un changement profond s’est accompli
dans l'orientation des études mathématigues. Darbouz a montré que l'on peut
construire une intégrale premiére (ou un facteur intégrant) d’un systéme dif-
férentiel polynomial planaire qui posséde un nombre suffisament des courbes
algébriques invariantes. Dans ce mémoire, on étudie lexistence d’intégrale
premiére par la méthode de Darbouz. Il a prouvé que si un systéme polyné-
mial de degré m a au moins m(m + 1)/2 courbes algébriques invariantes,
alors il a une intégrale premiére. La meilleure amélioration des résultats de
Darbouz est grice a Jouanolou en 1979. Jouanolou a montré que si le nombre
des courbes algébriques invariantes d’un systéme polynémial de degré m est
aw moins (m(m+ 1) /2) + 2, alors le systéme différentiel a une intégrale
premiére rationnelle, et par conséquent toutes ses solutions sont des courbes
algébrigues invariantes.

Ce mémoire comporte trois chapitre. Dans le premier chapitre, on rappel
certaines notions préliminaires sur les systémes différentiels planaires. Le
second chapitre est consacré a la recherche des intégrales premiéres pour des
champs de vecteurs polynémiaux. Nous introduisons les notions des courbes
algébriques invariantes et les facteurs intégrants. Dans le dernier chapitre on
utilise la théoréme de Darboux pour trouver une intégrale premiére pour des
systemes différentiels polyndémiauz planaires, et on fait quelques applications.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre contient quelques motions générales pour l’étude qualitative
des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

1.1 Systéme dynamique, Systéme quadratique,
Flot d’une équation différentielle
Systéme dynamique

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur E est une application conti-
nuement différentiable

P:RxFE—=FE
ou E est un sous ensemble ouvert dans R™, tel que ®,(z) = @ (t,z)
satisfait
1.8 (z)=2 VzeE
2. @tu®q(‘.b)m$f+c(ub) \Vrb.,LER el el
Remarque 1.1.1 Un systéme dynamique sur E est linéaire si
®(t,az+ By) =ad (t,z) + P (t,y) Va,BtcRetz,ycE.

exemple 1.1.1 Soit lapplication

d:RxR? > R?



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

3t 0
B = ( eo e )x

@(o,x):(é 2)3::3:

e 0 et 0
q)sO@t(m) == ( 0 8723 ) ( 0 6—21 )I
e
€

3s e3t 0
0 ~28,~2t T

63(S+t) 0
= ( 0 e—2s+t) | T

= Bylny.

L’application ® est un systéme dynamique dans R2, et pour z, € R?,
® (t,z0) est la solution du probléme a valeur initiale

e

A:(g _02)

Un systéme quadratique dans R? est de la forme

définie par

1.Ona

2. et

o1

Systdmo quadratique

T = ago + a10T + a0,y + A207% + a117Y + ap2y°
Y = boo + b0z + b1y + baoz? + by 12y + b 2y?

Un systéme quadratique dans R3 est de la forme

(& = agpp+ a0 + ag,0,0* + ag10Y + a1,107Y + ag,2,0Y° + 000,17+

01,01T2Z + Qp11YZ + g0 27°

4 Y = bo,0,0 + 1,00 + ba,0%® + bo1,0Y + br1,0TY + ooy + boo1z+
10122 + bo1.1yz + by o222

Z= 0,0 + €100 + €200 + Co1,0Y + C1,1,0TY + Co20Y? + Co012+

L 10122 + €o11Y% + € 0227
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1.2. POINTS CRITIQUES, PLAN DE PHASE

Flot d’une équation différentielle

Définition 1.1.2 Soit le systéme différentiel non linéaire

&= f(a) (L1)
avec la condition initiale x (0) = x9, o € E, E est un sous ensemble
ouwvert de R™ et f € C'(E). soit ® (t,z0) la solution de (1.1).
L’ensemble des applications ®; défini par

®; (zg) = P (¢, z0)
est appelé le flot de Uégquation différentielle (1.1).

Remarque 1.1.2 Le flot est dit autonéme si f ne dépend pas explicitement
du temps t, sinon il est dit non autonéme.

1.2 Points critiques, Plan de phase

Points critiques

Définition 1.2.1 Le point zo € R™ est appelé un point critique ou point
d’équilibre du systéme (1.1) s’il vérifie

f(zo) =0.

Définition 1.2.2 Le point critique xo est dit hyperbolique si aucune des va-
leurs propres de la matrice jacobienne D f (zg) n'a pas de partie réelle nulle.

Plan de phase
Soit le systéme différentiel

{ & =Pz, p) (1.2)
J=Q(z,y)

Le portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans [’espace des phases.
En particulier, pour les systémes autondmes d’équations différentielles ordi-
naires de deux variables, les solutions (z (t),y(t)) du systéme (1.2) repré-
sentent dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques
de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainst que ces points critiques représentent le portrait de phase,
et le plan (z oy) est dit plan de phase.
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.3 Linéarisation, Nature des points critiques
Linéarisation

Le systéme différentiel
T=Azx

ou

A = Df(zo) (1.3)
- (3 @)....

est appelé le systéme linéarisé du systéme (1.1).

exemple 1.3.1 Soit le systéme différentiel

$1=2$%+$%—2
To = Ty

272 + 13 — 2
T2

r@=(

Les points critiques sont
(1,0) et (—1,0).

prw = (5 %)

Df(1,0)=(§ ?)

alors le systéme linéarisé est
if1 = 4:L'1
.’J!"Ig = Tq

Df(~1,0) = ( S i’)

4

Un a

1. Au point (1,0)

2. Au point (—1,0)



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

alors le systéme linéarisé est
.’.i?l = —43&'1
Ty = Iy

Remarque 1.3.1 La linéarisation du systéme d’équation différentielles nous
ramene 4 l’étude de la nature des points critiques.

Nature des points critiques

Soit le systéme différentiel linéaire (1.3) ou A est une matrice d’ordre
2 et soient Ay et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les

différents cas selon ces valeurs propres
I) M\ et Ay sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique
(0,0) est un point selle, il est toujours instable.

2 1/] W
A | NN
T o e e
_—w't::::?:?__ | 7 A.,-—F”___A__
e /
- Moy Ve f
4 A4
W e
"i,ll (f

Figure 1 : Point selle (instable)

exemple 1.3.2 Soit le systeme

{a’:=2:c+y
y==—y



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Le point critique est (0,0), la matrice A est

2 1
0 -1
Les valeurs propres sont : \y =2 et Ay = —1
alors le point critique (0,0) est un point selle.
IT) Ay et Ay sont réelles de méme signe

1) §i A < Xy <0, le point critique (0,0) est un noeud stable.
2) Si 0 < M\ < Ag, le point critique (0,0) est un noeud instable.

1000l \ 1'5 |( / /‘/ d E=I \\ ,k\ { / i
\,\‘-‘ \ -‘.ﬂ 8 f{ _f,.-"- \ \%-7 " | /
500 “3__\\.“ \". / 3 )’ /‘, | sl F\' \\ ",lll\ {fﬁf P [-""fé’;f_ 7"’
s N, / L " \\ & 7 e
S P S| L
"_:/ e :x'\_\\ j // d i .ﬁ"‘\_\
-} - // 1, - e e 7 | "
ezt i ,\\: h‘ 100 % 1" ‘” 7
.r"f / \ N £ / \ |
b BT = o T i E - 0 T > X
Figure 2 : Noeud stable Figure 3 : Noeud instable



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

3) Si Ay = Xy = A, le point critiqgue (0,0) est un noecud propre, il est
stable si A < 0 et instable si A > 0.

\ ' h Moy o
- e Y / il
Y ,1:’/ L 7t
W o P e
# N, g
\\ b \\ /"f/
>t = e
‘!__,-" \'\ < /'JJ \-\'\
_,/ \\’\ /’/’ i
AT ™ ya
P A o ™ al W N N
Z - = ‘::__/ : 2 -\\
Figure 4 : Noeud propre stable Figure 5 : Noeud propre instable

exemple 1.3.3 a) Soit le systéme
{ix—%
y=-y

;\1 = 12¢t ’\Z — 1

Les valeurs propres sont

alors le point critique (0,0) est un noeud stable.

{i:Em
y=y

/\1:2613)\2:1

b) Soit le systéme

Les valeurs propres sont

alors le point critique (0,0) est un noeud instable.
¢) Soit le systéme
T =—-3z
{y:—w

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Les valeurs propres sont
)\1 = Ag = —3

alors le point critique (0,0) est un noeud propre stable.
d) Soit le systéme
{ & =3
y=3y

A1=A2:3

Les wvaleurs propres sont

alors le point critique (0,0) est un noeud propre instable.

IIT) A et Ay sont des complezes conjuguées et Im (A1 # 0), alors le
point critiqgue (0,0) est un foyer. Il est stable si Re (A\12 < 0) et instable si
Re ()\1,2 > O) 2

»-'ﬂf = e -~ s
‘f_:x iz et B _ﬁ ] __d__.r—“"'__“—h—
r// # 7% oy _\i ,/ 2 » \c\\ ]
{ f"( ¥l o Aﬂx\\ \'. n';f Z T L8
\ LY, Y LA ] \ '\} S |
\ R B 7] \ M P /l“
b el o
— ‘_‘,L S L x‘_‘%\_ _—
Figure 6 : Foyer stable Figure 7 : Foyer instable.

exemple 1.3.4 a) Soit le systéme

9=
y=—-T-y
Les valeurs propres sont
-1, .43
)\1,2 = 7 i 27
Re ()\1’2) <0



1.3. LINEARISATION, NATURE DES POINTS CRITIQUES

alors le point critiqgue (0,0) est un foyer stable.
b) Soit le systéme

T=1y
¥ = =l
Les valeurs propres sont
1, .43
A]_’g = 5 :I: 17
Re (/\112) >0

alors le point critique (0,0) est un foyer instable.
IV) A et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique (0,0) est un
centre, il est stable mais n'est pas asymptotiqguement stable.

T T
-~ S

.f : “y

o r’_,?l/ it Mﬁ"-‘:}“ J
Kl S ,f‘/ !/ m\A‘I\"" \'\ -
! ’.e'r \"I I'E
I'. ,"ﬂ }‘ III
it ',"\ Y / 7
\ b\x i~ %_/J
~ !__,f“

Figure R : Cenfre stahle

exemple 1.3.5 Soit le systéme

& = 3y
y=—2z
Les valeurs propres sont
Ara = +iV6
Re (/\1,2) =0

alors le point critigue (0,0) est un centre.

9



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.4 Systéme Hamiltonien, Orbite périodique
Systéme Hamiltonien

Définition 1.4.1 Soit E un ouvert de R* et H € C?(E) tel que

H = H (z,y) avec z,y € R".

Un systéme de la forme :

. OH
T ay
~ %Bn
YT T

ol

OH _ (0H oH OH\' 0H _ (0H oH  oH\"
Or \Ozy Ozy’ " 0z,) 8y  \dy By’ Oyn

est appelé systéme Hamiltonien a n degré de liberté dans F.

exemple 1.4.1 Soit le systéme différentiel

T=4y+x
) =—(47° +y)
e e a A
Posons f(z,y) =4y’ +z et g(z,y) =42 +y. Ona (’9_£ = —;—(; =1, donc

i existe une fonction 11 tel que

O0H OH
(B_y’('?—m) = (f(z,9),9(z,9)).
Le sysléie s'6eril
" oH
= ~9(5,9) =~ (@.1)
Yy=—g9\T,Yy)= B T,y

calculons H (z,y)



1.5. STABILITE DES SOLUTIONS

done
H(z,y)=y*+zy+u(x)
Mais 3
E=y+u'(m)=4m3+y

= v (2) =42 = u(z) =2+ cte.
On trouve ainsi
H(z,y) = z' +y* + zy.
Orbite périodique

Définition 1.4.2 On appelle orbite périodique toute trajectoire ®; (z) de
(1.1) telle qu’il existe un mombre T > 0, vérifiant

&, (t+T,z) =&, (t,7).

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.5) est appelé période.

1.5 Stabilité des solutions

Soit v (21, Ta, ..., T,,) une fonction différentiable
Soit le systéme :

dz

—(E :f'& (:Eln"'am‘n)v?:: 13""“ (16)

dv = 0v(z)d; < Ov(z) ’
T « Bz dt—_z1 o fi (z) (L.7)

g== =

Définition 1.5.1 Si pour le systéme (1.6) , il existe une fonction v (xy, Ta, ..., Ty,)
définie positive (ou négative) telle que :

dv < v
—= —fi (z1, ..., TH)
dt ; oz

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

est une fonction semi définie négative (ou positive) ou identiquement
nulle.

Alors le point d’équilibre (0, ...,0) est stable au sens de lyapunov.

v (z1, T, ..., Tn) est dite fonction de lyapunov.
Preuve. (Voir [3]). =

exemple 1.5.1 Soit le systéme non linéaire

dx 1
B
"
at "
0,0) est le point critique.
( p
Soit v(z,y) = z' + y* définie positive.
dv Ov ov
E o skl Y 3if il 4 3 a4y
= &cm—'—c’iy z® (—zy*) + 4y° (yz*) = 0

= ¢ (t) = (3) est stable au sens de lyapunov.
Les orbites vérifient x*(t) +y*(t) = ¢, (c > 0).

Théoréme 1.5.1 Si pour le systéme (1.6), il existe une fonction de signe
définie v (x4, ..., x,) telle que
dv " v

7= 2. B—%f: (s i)

est une fonction de signe défini inverse de v alors le point d’équilibre
dr— (0, O) vl wagmgbosbiapuesed. stable
Preuve. (Voir [3]). =

exemple 1.5.2 Soit le systéme

dz -
£
LY o g
% T — 3y

12



1.5. STABILITE DES SOLUTIONS

Soit v{z,y) =2+ 9% ona

% =2z(y—2°) + 2y (—z - 3y°) = —(2* +3y*) <0

=% B{f) = (g) est asymplotiquement stable.

Remarque 1.5.1 Les fonctions de lyapunov sont généralement de la forme :
v(z,y) = az® + by?, ax + by, azt + by?, ax? + by, ...

Théoréme 1.5.2 Supposons que pour le systéme (1.6) il existe une fone-

tion v(z1,...,z,) différentiable dans un voisinage de l’origine et telle que

d
o (0; ..o, 0) = 0, 58 d_it} = 3 0y 5;)—_)”2- (21, ...,x,) est une fonction définie posi-

tive et s’il existe aussi prés que l'on veut de lorigine (0,...,0) des points en
lequels v (z1, ..., z,) > 0 alors le point (0, ...,0) est instable.

exemple 1.5.3 Soit le systéme

=(%-( )0

A =1,A = —1=>(0,0) est instable. _ _
Mubntenant appllquony le thdoréme (1.0.1), posons v (e, y) — " = 4",
v(z,0) =z% > 0,Vz # 0.

D = 207 4 (~2) (=) = 20" +41) > 0

= (0,0) est instable.

13



Chapitre 2

Intégrabilité et courbes
algeébriques

Pour un champs de vecteurs de dimension deuzx, l'existence d’intégrale
premiére détermine complétement son portrait de phase. Les champs de vec-
teurs planaires les plus simples qui ont une intégrale premiére sont les Hamil-
toniens. Les champs de vecteurs planaires intégrables qui ne sont pas Hamil-
toniens sont généralement trés difficiles a détecter. Dans ce chapitre on étudie
lexistence des intégrales premiéres pour les champs de vecteurs polynémiauz.

2.1 Définitions et notations

Un systéme différentiel polynémial complexe bidimensionnel ou simple-
ment un systéme polynémial planair est un systéme différentiel de la forme

dz
at = P(z,y)
0 i
T
d’autre maniére équivalente
dz P (z,y)
dy  Q(z,y)

tels que P et () sont des polyndmes des variables x,y a coéfficients com-
plezes. Le degré m du systéme polyndémial (2.1) est le mazimum de degré des
polynémes P et Q.

14



2.2. INTEGRALES PREMIERES ET INVARIANTS

On note
m = max {deg P,deg Q} .
Et on suppose que les polynomes P et () sont relativement premiers dans
l'anneauz des polynémes complexes des variables x,y.
On veut montrer la relation entre lintégrabilité et 'existence des courbes
algébriques invariantes pour un systéme polynémial.

2.2 Intégrales premiéres et invariants

On note par F lensemble R ou C et par F'—polynémial le systéme po-
lynomial (2.1) des variables x,y & coéfficiens dans F, F[z,y] 'espace des
polynémes des variables x,y & coéfficiens dans F.

Définition 2.2.1 Le champs de vecteurs X associé au systéme (2.1) est dé-
fini par
d 0
e Bl
5 | Yoy

Le systéme F—polynémial (2.1) est intégrable sur un sous ensemble ou-
vert U de F? s’il eziste une fonction analytique non constante

H:U-F
appelé une intégrale premiére du systéme (2.1) sur U et elle est constante
sur toutes les courbes intégrals (z (t),y(t)) du systéme (2.1) contenues dans
U;ie H(z(t),y(t)) = cte pour toutes les valeurs de t pour lesquelles la
solution (z (t),y(t)) est définie et appartient @ U. Clairement H est une
intégrale premiére du systéme (2.1) si et seulement si

XH = PH, +QH, =0

Définition 2.2.2 Soit U un sous ensemble ouvert de F*. On dit qu’une fonc-

tion analytique
H(z(@),y@®),t):UxF - F

est un invariant du champs de vecteurs X sur U si H (z,y,t) = cle
pour toutes les valeurs de t telle que la solution (z (t),y(t)) est définie et
appartient a U.

Remarque 2.2.1 5% un invariant H est indépendant de t alors elle est une
intégrale premiére.
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CHAPITRE 2. INTEGRABILITE ET COURBES ALGEBRIQUES

2.3 Facteurs intégrants

Sotent U un sous ensemble ouvert de F? et R : U — F une fonction
analytigue n’est pas identiquement nulle sur U.

Définition 2.3.1 La fonction R est un facteur intégrant du systéme F—polynémial
(2.1) sur U si au moins une des conditions suivantes est vérifiée :

) 2BP) __0(RQ)
oz oy
i1) div (RP, RQ) = 0.
#41) XR = —Rdiv (P, Q).
ot la divergence du champs du vecteurs X est définie par

div(X) =div(P,Q) = g—}; + %%2

Proposition 2.3.1 Les conditions i),1i),1ii) sont équivalentes.

Preuve. i) = ii)

N amp) __amre) _ a(rP)  0(RQ)
oz oy oz g

= le (RP,RQ) =
d'ou ).
Maintenant
i) = i)
car div (RP, RQ) = Sgip) o 2 (PQ)

i o gor,

r<
8 0

—XR-I-Rdlv(PQ -—0
— XR = —Rdiv (P, Q)

d’ot i1).
En fin

R R
XR= P% Qa_y

16



2.3. FACTEURS INTEGRANTS

B aP  aQ
N R(@m * 6‘y)

_ _goP _poQ
oz oy
OR opP oR 919_, B

P___ L s =
P ol +Qay +R8y 0
_, 9(RP) 0(RQ) _
ox ay
9(RP) _ 0(RQ)
= or Jdy
dov i). ®
L’intégrale premiére H associée au facteur intégrant R est donnée par
H@u)= [ R@) P @) dy+h@ 22)
ou H vérifie
dr _OH dy B _aH
dat P—@y’dt_RQ_~ Oz &)

Inversement, si on se donne une intégrale premiére H du systéme (2.1),
on peut trouver un facteur intégrant R pour lequel (2.3) est satisfait.

Proposition 2.3.2 Si le systéme F—polynémial (2.1) a deuz facteurs inté-
grant Ry et Ry sur le sous-ensemble ouvert U de F?, alors dans l’ensemble
ouvert U/ {Ry = 0} la fonclion R;/Ry est une intégrale premiére.

Preuve. La fonction R,/R, est une intégrale premiére, provvu que R;/H,
koilt non constant.
Puisque R; est un facteur intégrant, il satisfait

XR;=—-R;div(P,Q) pouri=1,2.

Alors
x &) _ (XRy) Ry — Ry (X Rs)
R, B3
—R; div (P, Q) Rz + R1 Ry div (P, Q)
= 2 =0
2

par conséquent la proposition est démonirée. ®
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CHAPITRE 2. INTEGRABILITE ET COURBES ALGEBRIQUES

2.4 Courbes algébriques invariantes

Définition 2.4.1 Soit f € C|z,y| une fonction non identiquement nulle.

La courbe algébrigue f (z,y) = 0 est une courbes algébrique invariante du
systéme F'—polynomial (2.1) si pour un polynéme K € C[z,y] on a

af af
— P— —_—= K % 2.4
Xf=Po +Qg, = Kf (2.4)
Le polynéme K est appelé le cofacteur de la courbe algébrique invariante

7=0;
On trouve que, st le systéme polynémial a un degré m, le cofacteur K a
un degré m — 1 au plus.

Remarque 2.4.1 Dans la définition de la courbe algébrique invariante, on
suppose que cette courbe f = 0 soit compleze, c’est-a-dire f € C |z, y] méme
dans le cas d’un systéme polynémial réel. Car on verra c’est du au fait que
parfois pour les systéme réels ’existence d’intégrale premiére réelle peut étre
produit par l'ezistence des courbes algébriques invariantes complexes. Quand
on voit pour la courbe algébrigue invariante d’un systéme réel, on pense au
systéme polyndémial complexe.

Proposition 2.4.1 Pour le systéme (2.3), f = 0 est une courbe algébrique
invariante avec le cofacteur K si et seulement si f est une courbe algébrique
tnvariante avee le cofacteur K.

Preuve. On suppose que f = () est une courbe algébrique invariante avec
le cofacteur K du systéme polynémial réel (2.1). Puisque P et Q sont des
polyndmes réels, en prenant le conjuqué de (2.4), on obtient

f  OF  —

P—+Q=—= .

ox Qay !
Par conséquent, f =0 est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur
K du systéme (2.3).

La réciproque est similaire. m

Lemme 2.4.1 Soienl [,g € C[z,y]. On suppose que f et g sont premiers
dans Uanneauz C[z,y]. Alors pour un systéme polynomial (2.1), fg = 0
est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur Ky, si et seulement si
f =20 et g=0 sont des courbes algébriques invariantes avec les cofacteurs
K; et K, respectivement. Et K;y = Ky + K.
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2.4. COURBES ALGEBRIQUES INVARIANTES

Preuve. On a
X (fg)=(Xflg+ f(Xg). (2.5)

On suppose que fg = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme (2.1)
avec le cofacteur Kjy,.
Alors X (fg) = Kyofg et par légalité (2.5), nous obtenons

Kiofg=(Xf)g+ f(Xg)

puisque [ et g sont premiers entre euz, on obtient que f divise X f et g
divise Xg.0n a

(Kf+Kg) fg=(X[f)g+f(Xg) = Ksfg+ K,fg=(Xf)g+ f(Xg).

Divisons la derniere égalité par f, on obtient

Xf
K9+ Kog = (—f ) g+Xg
X X
si on note par Ky le quotient _-}i et K, le quotient 29 lors on obtient
g

Kig+ Kgg=Ksg+ Xg= K,g=Xg

alors g = 0 est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur K,, on fait
la méme chose on trouve aussi que f = 0 est une courbe algébrique invariante
du systéme (2.1) avec le cofacteur K;, K;y = K;+K,. On suppose que f = 0
ehoy — O sonid des couwnbes alyéloiyues invariunles du systéme (2.1) avee les
cofactcurs Ky et K, respectivement, alors X [ = K[ et Xg = K,g d’aprés
l’égalité (2.5) on a

X (f9) = K;fg+ fKeg = (Ks+ Ky) fg
on pose Ky + K, = Ky, alors X (fg) = K;,fg.

Par conséquent, fg = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme
(2.1) avec le cofacteur Ky ®

Proposition 2.4.2 Supposons que f € C[z,y] et soit f = fi*...f™ sa fac-
torisation en des facteurs irréductibles sur C|z,y|. Alors pour le systéme
(2.1), f =0 est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur K si et
seulement si f; = 0 est une courbe algébrique invariante pouri =1, ..., avec
le cofacteur Ky,. De plus, Ky = m Ky, + ... + n, Kjy,.
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CHAPITRE 2. INTEGRABILITE ET COURBES ALGEBRIQUES

Preuve. D’aprés le lemme (2.4.1), on sait que f = 0 est une courbe algé-
brigue invariante avec le cofacteur Ky si et seulement si fi* = 0 est une
courbe algébrique invariante pour i = 1, ..., avec le cofacteur K i
on outre
K= Kf?z- +-siot B g,

Il suffit de montrer que, pour i =1,...,r, fi"" = 0 est une courbe algébrique
invariante avec le cofacteur K si et seulement si f; = 0 est une courbe
algébrigue invariante avec le cofacteur Ky, et que Kymi = n; Ky,

On suppose que [ = 0 est une courbe algébrizque invariante avec le
cofacteur K i alors

Ky f7* = X (£%) = nef7 X ()
qui est équivalente @
1
X (fi) = EKf:ifi-

Donc on définit Ky, = Kmi [n;, on obtient que f; = 0 est une courbe algé-
brigue invariante avec le cofacteur Ky, tel que K = n; Ky,
La réciproque est similaire. |

2.5 Facteurs exponentiels

Le facteur exponentiel joue le méme réle que les courbes algébrique inva-
riantes pour obtenir l'intégrale premiére du systéme (2.1). Avant de définir
sa formule, on expligue comment la notion apparait naturellement.

Supposons gqu’on a des courbes algébriques invariantes

he=h+eg+0(e?) =0

avec le cofacteur Kj,_ pour € € [0,20| avec g9 suffisament petit. En uti-
lisant le fait que X (h.) = Kj_h., si on développe le cofacteur Kj;_ comme
une série entiére de €, on obtient que Ky = Kj, +eK + O (€%) ou K est un
polynome de degré m — 1 au plus. On peut maintenant faire une étude locale
au voisinage d’un point ot h est non nulle.
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2.5. FACTEURS EXPONENTIELS

Puisque
x he X (he) h— X (h) h,
h B h?
th (hs) h— (he) Khh
_ (Knt+eK+0(e*)(h+eg+0(®) h— (h+eg+O0(e?) Knh
= =3
K (h?) +eKjgh + eK (h?) + h?0 (£2) + KhO () —
= -
Kh (hg) — EgKhh — KxhO (62)
72
= eK+0 (62)
On a

m |-

(1)) - ) () (%)

- (h_)l (1+0(e)) (K + 0 (¢%))

e\ h
1
Bax e
= (K+0(e) T
Par conaéquent la fonction
‘h4eg+ O (e*)’ :
——
a le cofacteur K + O (€). quand e tend vers zéro, 'expression ci-dessus
tend vers
exp (%) (2.6)

et d’aprés (2.6), on obtient que

.:' fif’l\_ . 12\ .
X Lexp (h)) = K exp (h-) (2.7)
Par conséquent, la fonction (2.6) satisfait I’équation (2.4). De méme que

la courbe algébrique invariante, la fonction (2.6) posséde un cofacteur de
degré au plus m — 1.
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CHAPITRE 2. INTEGRABILITE ET COURBES ALGEBRIQUES

Définition 2.5.1 Soient h,g € C|z,y|, supposons que h,g sont premiers
entre euz dans C[z,y] ou que h = 1. Alors la fonction exp (g/h) est appelée
un facteur exponentiel du systéme F—polynémial (2.1) si pour un polyndéme
K € Clz,y] de degré au plus m — 1 satisfait ’équation (2.7). Comme avant
on dit que K est le cofacteur du facteur exponentiel exp (g/h) .

Remarque 2.5.1 1) On note que le facteur exponentiel ne définissent pas
des courbes algébrigues pour le flot du systéeme (2.1), parce gqu’ils ne sont
jamais nuls.

2) On remarque que dans la définition du facteur exponentiel exp (g/h),
nous supposons que cette fonction soit complexe, c’est-a-dire h,g € C|[z,y]
méme dans le cas d’un systéme polyndémial réel. La raison est la méme que
dans le cas des courbes algébriques invariantes c’est-a-dire, parfois pour des
systéme polyndémiaux réels 'existence d’intégrale premiére peut étre déduite
par l'existence des facteurs exponentiels complexes. Encore, en voyant pour
un facteur exponentiel d’un systéme polynémial réel, on considére le systéme
polynémial comme étant en C2.

Proposition 2.5.1 Pour un systéme polynémial réel (2.1) la fonction exp (g/h)
est un facteur exponentiel avec le cofacteur K si et seulement si la fonction
exp (g/h) est un facteur ezponentiel avec le cofacteur K.

Preuve. On suppose que exp(g/h) est un facteur exponentiel du systéme
polynémial réel (2.1) avec le cofacteur K. Alors légalité (2.7) est vérifiée.
Puisque P et QQ sont des pelyndmes réels, en prend le conjugué de(2.7), on

obtient qu _
0 g/h 0 g/h -
P EXI;SQ/—) +0 GX};E(IQ/ ) — Kexp (-g_/E)

par conséquent, exp (E/E) est un facteur exponentiel du systéeme (2.1) avec
le cofacteur K.

La preuve de la réciproque est similaire. m

Proposition 2.5.2 Si F =exp (g/h) est un facteur exponentiel du systéme
(2.1), alors h = 0 est une courbe algébrique invariante et g satisfait l’équation

nggKh—}-hKF (28)

ou K et Ky sont respectivement les cofacteurs de h et F.
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2.5. FACTEURS EXPONENTIELS

Preuve. Puisque F' = exp (g/h) est un facteur ezponentiel avec le cofacteur
Kp, ona Xg=gK; + hKp

Krexp(g/h) = X (exp(g/h))
= exp(g/h) X (g/h)

Ce qui est équivalent a
(Xg)h—g(Xh) = h’Kp (2.9)

Par conséquet, puisque h et g sont premiers entre eux, on obtient que h
divise Xh. On a

Xg—gKr = hKp
XF
= W
h(Xg) — g(Xh)
h2
= h
F

F

h(Xg) — g(Xh)
h

< h(Xg) — ghK, =h(Xg) — gXh

Comme h divise Xh on trouve Xh = Kph. Donc h = 0 est une courbe
algébrigue invariante avec le cofacteur Ky = X3 /h.

Maintenant remplagant Xh par Kyph dans (2.9) ,0n a

(Xg)h— gKph = h®’Kp = Xg=gK) + hKp. &
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Chapitre 3

La méthode de Darboux

Avant d’énoncer les principauz résultats du théoréme de Darbouz, on a
besoin de quelques définitions.

3.1 Définitions
Définition 3.1.1 Soit S (z,y) = Z;"fr;l ai;z'y’ un polynéme de degré m — 1
avec m (m + 1) /2 coefficients dans F, alors on écrit S € Fp_1[z,9]. On
identifie lespace vectoriel linéaire F,,_ [z,y] avec F™™+)/2 par Pisomor-
phisme

S — (ago, @10, o1, ---, Am—1,0, Am—2,0; -+ ao,m—l)

Définition 3.1.2 On dit que les v points (zy,y,) € F2 k = 1,...,r, sont
indépendants si l'intersection des v hyperplans

m—1
{(aij) & Fm(m+1)/2 ; Z aija:iyf; =hk= s ...,?‘}

i+j=0
est un sous espace linéuire de dimension (m (m+1) /2) — .

Définition 3.1.3 un point singulier (zp,yo) du systéme (2.1) est dit faible
si la divergence div (P, Q) du systéme (2.1) en (zg,y0) est nulle.

Remarque 3.1.1 D’aprés le théoreme de Bézout, le nombre mazimum des
points singuliers isolés du systéme polynémial (2.1) est m?. Le nombre maxzi-
mum. des points singuliers independants du systéme (2.1) est m (m+1) /2 et
m (m+1) /2 < m? pour m > 2.
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3.1. DEFINITIONS

Théoréme 3.1.1 (Théorie d’intégrabilité de Darbouz)

On suppose que le systéme (2.1) de degré m admet p courbes algébriques
wmvariantes irréductibles f; = 0 avec les cofacteurs K; pour i = 1,...,p, q
facteurs exponentiels exp (g;/h;) avec les cofacteurs L; pour j = 1,...,q et
r points singuliers indépendants (zy,yr) € C* tel que f;(zr,yx) # 0 pour
1= lyuayD €l powr-k =1, .7

1. Ils existent A;, u; € C non tous nuls tels que

P q
> MK+ pLi =0
i=1 =1

si et seulement si la fonction

@) @) e

est une intégrale premiére du systéme (2.1).
2.8 p+q+r>[m(m+1) /2] + 1, alors il existe )i, p; € C non tous

nuls tel que
P q
D NiKi+ Y L =0
i=1 i=1

3. Sip+q+r 2= [m(m+ 1) /2] +2, alors le systéme (2.1) a une intégrale
premiére rationnelle et par conséquent toutes les trajectoires du systéme sont
contenues dans les courbes algébriques invariantes.

4. Ils existent i, u; € C non tous nuls tels que

p q
STNK+ ) piL; = —div(P,Q)
=1 g=1

si et seulement si la fonction (3.1) est un facteur intégrant du systéme (2.1)
5. Sip+qg+r=m(m+1)/2 ct les r points singuliers indépendants sont
faibles, alors la fonction (3.1) est une intégrale premiére si

p q
Z}\ZK.B -+ Z,uij =0
=1 j=1
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CHAPITRE 3. LA METHODE DE DARBOUX

ot est un facteur intégrant si
P q
S ONK A+ Y pL = —div(P,Q)
=1 i=1

avec A;, p; € C sont non tous nuls.
6. S’ils existent A;, pu; € C non tous nuls tels que

P g
ZAZ-KZ- + Z,u,ij = —s, pour s € C/{0} alors la fonction
=1 7j=1

ot o () o (8] e

est un invariant du systéme (2.1).
Preuve. (Voir [2/). m

Remarque 3.1.2 Une fonction de la forme (3.1) est appelé fonction Dar-
bourienne

Maintenant, nous allons voir que si le systéme différentiel est réel, alors
lintégrale premiére fournie par le théoréme de Darbouz est réelle aussi.

Cela découle du fait suivant, puisque le systéme différentiel polynémial
(2.1) est réel, il est bien connu que si une courbe algébrique invariante ou un
facteur exponentiel apparait, alors son conjuguée doit apparaitre simultané-
mend (voir propusilion (2.4.1) el (2.4.2)). 8i purmi les courbes algébriques
invariantes du systéme réel (2.1) , une paire compleze f = 0 et f existe, alors

X
la fonction (3.1) a un facteur réel de la forme fAf" laquelle est une fonction
réelle.

[(Re i+ (Imf)z]REAexp(—ZImAarg (Ref+ilm f)),

avec Im (A) Im (f) # 0. Si parma les facteurs exponentiels du systéme réel
(2.1), une paire compleze F' = exp(g/h) et F = exp (g/h) eziste, alors
lintégrale premidre (R 'I) posséde an. facteur intégrant de la forme

. g#{ E It‘_ ng
(o (2))" (o (§)) = (e (7).
On résume que la fonction (3.1) est réelle quand le systéme différentiel
(2.1) est réel.
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3.2 Quelques applications de la théorie de Dar-
boux

Dans ce qui suit, on présente des applications du théoréme de Darboux
pour des systémes quadratiques, on a m(m+1) /2 = 3.

Exemple Soit le systéme quadratique suivant avec abc # 0

T=z(ax+c)
{ y=y(2az+ by +c) (3.2)

Ce systéme a cing lignes invariantes (i.e solutions algébriques de degré 1) .
En effet, soient f = ax + By + v la courbe algébrique invariante et

K =z + ny + o le cofacteur de f.

Alors on a

_ pof L 0 _
Xf = Pg+Q5 =Kf

Xf = azx(az+c)+ By (2az + by + ¢)
Kf = (dz+ny+o)(az+By+7).

On développe l’équation précédente, on trouve

Xf = aaz®+bBy*+2abzy + acz + Bey

Kf = daz®+8ny*+ (68 + na) ay+ (oo + 6v) o+ (o8 + yn) y + o
On obtient alors le systéme

p S = wu

fBn = bf
.m [ J)u —_ Qu.ﬂ
oca+ 0y = ac
o +n = Be
oy =20

\

Sivy=0,0#0,=0,a#0o0na

0 =g =00=ua}

alors fi = ax = 0, d'ott fi = © = 0 est une ligne invariante avec le
cofacteur K1 = ax + c.

Siv7#£0,0=0,=0,a#0ona

c
n=0,0=a,7= -«
a
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C
alors fo = ax+ —a =0, d'ot f = ax + ¢ = 0 est une ligne invariante

avec le cofacteur Ko 2 az.

Siy=0,0#0,8#0,a=00na

{o=¢,0=2a,n="0}

alors f3 = By = 0, d'ot f3 = y = 0 est une ligne invariante avec le
cofacteur K3 = 2ax + by + c.

Sivy=0,0#0,#0,a#0o0n a

{J:c,n:b,cf:a,a:%ﬁ

alors fy = Eﬁx + By =0, d'ott fy = ax+ by = 0 est une ligne invariante
avec le cofacteur Ky = ax + by + c.

Siv#£0,6=0,#0,a#00ona

iy =noin i i)

alors fs = %ﬁ:ﬁ + By + gﬁ =0, d’ot fz = ax + by + ¢ =0 est une ligne
wnvariante avec le cofacteur K5 = ax + by.

D’aprés le théoréme de Darbouz (2¢™°cas), le systéme (3.2) a une inté-

grale premiére
_ AL pA2 pA3 £ =
H = f" 52 f5° [ f5°

avec A; € C qui satisfont

5
i=1

Alors, on a

MK+ Ko+ MK+ MEKs+ AsKs = A (az +¢) + Aeaz + A3 (2az + by + ¢)
+As (az + by + ¢) + X5 (az + by)
= a(Mm+da+2 g+ A+ X))+
b(As+Aa+As)y+ (A + Az + Ag)
= 0

Ce qui conduit au systéme suivant

AMFA+223+M+25=0
A3+A+A=0
A+ A3 +2=0
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Sionpose A3 =0, \1=—1,alorsona As=—-1, =X =1.
Par conséquent, l'intégrale premiére est
_ (az +c) (az + by)
z (az + by + ¢)

Remarque 3.2.1 D’aprés le théoréme de Darbouz (3émecas), le systéme
(3.2) a 5 courbes algébriques invariantes, on a une intégrale premiére ration-
nelle, c’est ce qu’on a trouvé.

Exemple Soit le systéme quadratique
t=-y—b(z*+y*) =P
. 3.3
Jrastee 33)
soient f = ax?+ By? +yzy + Az + py + v la courbe algébrique invariante
et K =z + ny+ o le cofacteur de f. Alors on a

53 ol df
Xf = Po +Q5 =Kf
Xf = [~y(-b(z2®+ )] (22 + vy + ) + 2 (2By + vz + )
Kf = (bz+ny+o0)(ez®+ By + oy + Az + py + v) .

On développe l’équation précédente, on trouve

Xf = —2baz’—byy’—byz’y — Zbazy®+ (v — bA) 22+ (—y — bA) 2+ (—2a + 208) zy+
L — Ay

Kf = baz’+nBy’+ (87 + na) ey+ (58 + 1) zy*+ (0A + o) 2%+ (np + o f) y>+
(Op+nX+oy) zy+ (v + oX) z+ (nv + op) y + ov

ceci conduil au systéme suivant

( ov=>_0
nw+op=-—AX\
ov+oA=p

o +nA+oy=—-2a+243
np+afi=—y—bA
OA+oa =y — b

083 4+ ny = —2ba

0y +no=—by
nB = —by
doy = —2ba
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On utilise Maple, on trouve les solutions de ce systéme
{@a=0,=0,y=0,=-bnp=ib A=A\ p=i\v=0,0 =i}
{a=0,=0,y=0,0=-bn=—ib A=\ p=—i\v=0,0=—i}
alors, on a deuz courbes algébriques invariantes
fi=Ax+ily=0, dod f =z + 1y =0, avec le cofacteur
Ki=-bx+iby+1i
et fo= Az —idy=0, alors fo=x — iy =0, avec le cofacteur
Ky = —bx — iby — 1.
Donc on a

f=hfh=2+y*=0

est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur

K=K, + Ky = —2bzx.
Puisque div (p,q) = —2bzx = K, d’aprés le théoréme de Darbouz (4émecas) ;
g B= =

est un facteur intégrant, par conséquent

z2 + y?
oH i
e = B e
oz ¢ 2 + 9?2
OH _ =
or 22492

H —y —b(z? B
h(y) est calculé d’aprés I’équation %—y =Bp=" = fyj_ v)
_ oH y p

d apres (*) ‘*gy— = —m +h. (y)
D’on

Ri(y) = —b

hiy) = —by
alors

H = —%ln(a:2+y2) — by

H = (z°+y®)exp(2by)

est une intégrale premiére du systéme (3.3).
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