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0.1 Reésumé

Le travail de ce mémoire consiste en 1’étude des cycles limites de quelques classes des
équations de Liénard perturbées qui peuvent étre considérées comme des perturbations
particuliéres de l'oscillateur harmonique en utilisant la théorie de Melnikov. Cette étude
est illustrée par des applications.

Le grand partie concerne ’étude du nombre maximal de cycles limites des systémes
Hamiltoniens généralisés de la forme

&= 9 4 ef(z, ),

g=-5 +eg(z,pe)
ou H(z,y) est la fonction Hamiltonienne, f, g sont des fonctions dépendant dex, y,u =

(L1, oy -y [y ), € €St UN petit parametre.
Mots clé : Cycle limite, Méthode de Melnikov , équation de Liénard, systéme de
Liénard généralisés, bifurcation, perturbation.

Classification AMS : 34C25 — 58F21



0.2 Introduction

Un systéme dynamique, c’est quoi au juste 7 Disons que c’est essentiellement la donnée
de deux choses : un espace des phases représentant ’ensemble des états possibles du
systéme considéré et une loi d’évolution décrivant le changement infinitésimal (temps
continu) de Iétat du systéme, ou une loi d’évolution donnant I’état du systéme au temps
t + 1 en fonction de ’état au temps ¢ (temps discret). Le but principal de la théorie est
alors de comprendre I’évolution & long terme du systéme, en particulier ses propriétés
statistiques et asymptotiques. D’une certaine fagon, on cherche a passer du court terme
au long terme.

La théorie des systémes dynamiques est relativement récente puisque le pére fondateur
en est certainement Henri Poincaré. Ce dernier était particuliérement intéressé par la
mécanique céleste et le probléme dit des « n corps ». Les corps en question, ce sont par
exemple les planétes du systéme solaire, les satellites de ces planétes. .. et le Soleil bien
sir.

Beaucoup de systémes, notamment physiques, sont décrits par des équations différen-
tielles. Parfois, leurs solutions évoluent vers des cycles limites dont le nombre est 1’enjeu
du 16™¢ probléme de Hilbert. En 114 ans, on a maintes fois cru sa solution a portée de
main... avant qu’elle ne s’échappe. L’histoire de ce probléme est néanmoins jalonnée de
progrés en mathématiques et d’enseignements sur cette discipline.

Dans les années 1920, le statisticien Alfred Lotka et le mathématicien Vito Volterra
élaborent un modele qui décrit la dynamique de systémes écologiques ot cohabitent un
prédateur et sa proie. De fagon emblématique, il est souvent appliqué aux lynx et aux
lievres des neiges dont les recensements précis ont été établis par la Compagnie de la
baie d’Hudson au XIXe siécle. Ce modele est constitué d’une équation différentielle
qui traduit I’évolution des populations de chaque animal. Ainsi, quand les lynx sont
nombreux, la population de liévres décroit, ce qui entraine la diminution du nombre
de lynx (ils ont moins & manger), puis 'augmentation de celui de lidvres, libérés de la

pression des prédateurs... Ce type d’équations n’est pas réservé a la biologie et il est



également pertinent notamment en physique : au début du X Xe siécle, Balthazar Van
der Pol décrit de cette fagon les oscillations d'un circuit électrique doté d’une lampe dont
la résistance dépend de l'intensité du courant qui y passe.

Dans les deux exemples, & mesure que le temps croit, le comportement du systéme a
tendance & devenir périodique. Graphiquement, les courbes qui représentent les solutions
s’approchent d’un cycle : on parle de cycle limite. Rigoureusement, le modele de Lotka-
Volterra n’admet un cycle limite que dans une version modifiée par 1’écologiste canadien
Crawford Holling, mais nous n’entrerons pas dans les détails. D’autres systémes, plus
complexes, peuvent avoir plusieurs cycles limites. Le comportement asymptotique sera
encore périodique, mais la convergence aura lieu vers tel ou tel cycle limite selon la
position initiale. 11 est important de pouvoir déterminer le nombre de ces cycles limites.

Ce probléme, ouvert depuis plus d’un siécle, a été au centre de nombreux développe-
ments dans les équations différentielles. La principale difficulté du probléme de Hilbert est
que, méme si un champ de vecteurs polynomial est un objet algébrique, ses trajectoires
ne sont pas algébriques. Un cycle limite est algébrique s'il est obtenu par une équation
algébrique f (z,y) = 0. Le cycle limite de I’équation de Van der Pol n’est pas algébrique.

La deuxiéme partie du 16°™¢ probléme de Hilbert, est complétement ouverte. Elle
consiste en la recherche du nombre maximum et les dispositions relatives des cycles

limites du champ de vecteurs polynémial planaire :

j?:Pn(m:y): Q:QR(I,LIJ, (1)

ou P, et (), sont des polynémes de degré n . Méme si le probléme a été posé en 1900,
c’est en 1987 que Ecalle et Ilyashenko ont prouvé que le champ de vecteurs polynomial
poaacde i nombre fini de eyelen limitien. Ten deux épreuven oont un véritable «four de
force» et chacune nécessite un volume de 300 pages. Bien que le résultat de Ecalle et
Tlyashenko montre que chaque champ de vecteurs polynomial individuel a un nombre [ini
de cycles limites, il est impossible d’en tirer ume estimation uniforme sur le nombre de

cycles limites.



Ainsi, on sait qu’il y a un nombre fini de cycles limites, mais on n’a pas de majoration.
Les chercheurs considérent une classe spéciale pour laquelle il est facile de prouver la
finitude, mais pour laquelle aucune majoration n’est actuellement connue. Cest la classe

des équations de Liénard [Hirsch-Smale, 1974], elle s’écrit sous la forme

t=y—F(z), =gz, (2)

2n+1
ou Fiz) = Z a;z', qui vérifie F(0) = 0. Le probléme de Hilbert affaibli consiste &

i=1
trouver une borne supérieure pour le nombre de cycles limites (2) qui ne dépend que de

n.

Les résultats suivants sont connus :

Théoréme A . Systéme (2) avec F(z) = a,7 + asz% + azz® et a;a3 < 0 a exactement
un cycle limite. Il est stable pour a; < 0 et instable pour a; > 0.

Remarquant que si F(z) = z° —z alors (2) est ’équation de van der Pol avec un cycle
limite.

Théoréeme B . Systéme (2) avec F(z) = a1z + a3z® + asz® a au plus deux cycles
limites.

2n+1
Théoréme C . Pour € > 0 suffisamment petit, le systéme (2) avec F'(z) = Z a;zt,
i=1
a au plus n cycles limites. Il a exactement n cycles limites si et seulement si équation
de degré n

n+2 ) ag ,
22n+1

: 5a
—+ o+ g+ =0,
128 n+1
a n racines positives p; = r2, j = I,n. Dans ce cas, les cycles limites tendent vers les
cercles de rayons r;, j = 1,n, centrés a I'origine quand £ — 0.

Nous tenons & mentionner que S. Lynch a calculé la cyclicilé de origine du systéme

de Litnord généralio¢ de la forme

=y, y=-g(z)— f(z)y, 3)



pour différent degrés n et m respectivement des polynémes f et g a ’aide de Maple par
une approche algébrique.

Il'y a beaucoup résultats concernant I'existence de cycles limites de faible amplitude
pour (3). Notons par H (n,m) le nombre maximum de cycles limites de faible amplitudes
de (3), Blows et Lloyd (1984), Lloyd et Lynch (1988) et Lynch (1995) ont prouvé les
résultats suivants :

1) Si g est impair, alors f?(m, n) = [%] g

2) Si f est pair, alors ]?I(m,n) = n, .quelque soit g.

3) Si f est impair, alors H(m,2n + 1) = [mT_?'] + n.

4) Sig(z) =z + ge (z), o0 g, est impair, alors I?(Zm,Q) = #11.

En 1998, Gasull et Torregrosa (1998) ont obtenu des bornes supérieures pour H(7, 6),
H(6,7), H(7,7) et H(4,20).

Christopher et Lynch (1999) , Lynch (1998, 1999) et Lynch et Christopher (1999) ont
développé une nouvelle méthode algébrique permettant de déterminer les constantes de
Liapunov du systéme (3). Ils ont obtenu les résultats suivants :

1) H(m,2) =[],

2) H(2,n) = [2],

3) I;’(m,3) =2 [3’—“8‘53], pour tous 1 < m < 50,

4) H(3,n) =2 [22]] pour tous 1 < n < 50,

5) H(4,k) = H(k,4), k=6, 7, 8,9 et H(5,6) = H(6,5).

En 2006, Yu et Han (2006) ont donné des valeurs précises de H(m,n) = H(n,m)
pour {n=4,m=10,11,12,13}, {n =5,m =6,7,8,9} et {n =6, m = 5,6}, voir aussi
Llibre et al. (2010) pour un tableau avec toutes les valeurs spécifiques.

On note, par H(n,m), le nombre maximum de cycles limites que peut avoir ce systéme.
Maintenant nous allons décrire brigvement les principaux résultats concernant les cycles
limites de (3).

L) En L1990, 1996, Dumortier, 1d et Remssean omb, pronveé qne H(3,1) =1

2) En 1997, Dumortier et Chengzhi ont prouvé que H(2,2) = 1.



3) En 1998, Coppel a prouvé que H(2,1) = 1.

4) En 2010, Chengzhi Li et Llibre ont prouvé que H(1,3) = 1.

En utilisant des techniques différentes ( intégrales abéliennes, méthodes de la moyen-
nisation, la méthode de Melnikov,...) on a les bornes inférieurs suivantes des nombres de
Hilbert. On a H(2) >4, H(3) > 13, H(4) > 22, H(5) > 28 , H(6) > 35, H(T) > 50,
H(n) > kn?lnn , et

2

H(n) >4(n+1)> (1.4426951n(n+ 1) - é) +n— 5



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction

Ce chapitre contient quelques notions générales et préliminares pour ’étuide gaulita-

tive des systémes dynamiques et des équations différentielle ordinaire

Définition 1.1 Un systéme dynamique sur R* est une application p : RT x R* — R"

telle que

p(t,z) : RY — R™.est.continue
s = =

pls+t,z) = p(tU(s,z)) pour t,se R zeR”
Exemple 1.1 Soit le systéme différentiel
= Rr, »(N) = 7y mn
ou B est une matrice constante, x € R"*. la solution de (1.1) est

z(t) = zoe?

10



le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique

Définition 1.2 Soit le systéme non linéaire
i = f(z) (1.2

avec la condition initiale x (0) = zg, zg € E, E est un sous ensemble ouvert de R™ et

f € CHE). Soit ®(t,z0) la solution de (1.2).L ensemble des applications ®,; défini par
¢, (z0) = & (¢, o)

est appelé le flot de 1’égquation différentielle (1.2).

Définition 1.3 On appelle orbite périodique toute trajectoire ¢, (x) de (1.2) telle qu’il

eziste un nombre T > 0, vérifiant
o(t+T,z)=D(tz)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.

Définition 1.4 Le point zo € R™ est appelé un point d’équilibre, point critique, point

singulier ou point fize du systéme (1.2) s’il vérifie
f(.?.’;()) = 0

Un point qui n’est pas singulier est dit régulier.

Deéfinition 1.5 Le point d’équilibre xq est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres

de la matrice jacobienne D f (zg) n'a pas de partie réelle nulle.
Définition 1.6 Soit le systéme différenticl
&= Plz,g)
y=Q(z,y)

11

(1.3)



o, P et Q sont des polyndémes a coefficients réels de degré n. Le portrait de phase est
’ensembles des trajectoires dans espace des phases. En particulier, pour les systémes au-
tonomes d’équations différentielles ordinaires de deus variables. Les solutions (z(t),y (1))
du systéme (1.3) représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites. Les points
d’équilibres de ce systéme sont des solutions constanies et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan

(zoy) est le plan de phase.

1.2 Plan de phase d’un systéme différentiel linéaire

Dans cette section, nous étudions différents types des points d’équilibres dans un
systéme linéaire dont la matrice est inversible. Pour ce faire, nous considérons un systéme
linéaire dans R?.

Soit :

X = AX, (1.4)

oit X € R? et A est une matrice 2 x 2. Nous nous intéressons alors au portrait de phase
de X = CX, ot B= P *AP et C est sous forme de Jordan réelle.
Regardons les quatre cas suivants qui résument tous les cas ou les valeurs propres

sont différentes de 0.

Al
(1) 7 - ( ) oit A €0 <
0w

Nous sommes alors en présence d’un point de selle et nous pouvons représenter le

portrait de phase de cette singularité par la hgure L.1.

12



A0
(2) C = ou Ap < 0.
0 p
Si Ap < 0, nous sommes alors en présence d’un noeud stable. Il y a deux cas différents

selon les diverses valeurs que p et A peuvent prendre. On retrouve un autre cas de noeud

Al
faible lorsque nous avons une matrice de la forme : C' = avec A < 0. Voyons les

0 A

illustrations des portraits de phase respectifs a la figure 1.2, & 'inverse, nous retrouvons
un noeud, cette fois instable, lorsque A > 1 > 0

a - -~
(3) C= oua, b#0.

b a

Si a < 0, nous avons alors un foyer stable avec des trajectoires tournant dans le sens

donné par b. Regardons la figure 1.3 pour avoir une idée des trajectoires. a l'inverse,
notons que si a > 0, nous avons alors un foyer instable.

0
(4) C = ot b # 0.
b 0

Le systéme X = CX possede alors un centre a origine et cela peut étre représenté

par la figure 1.4. Encore une fois, le sens des trajectoires est donné par b. En effet, nous

pouvons écrire ce systéme en coordonnées polaires, soit

T =ar

. (1.4)
b =b.

Par la proposition 1.1.1 provenant de [16], nous pouvons conclure sur la nature d’un point
singulier & 'origine pour un systéme linéaire ayant deux valeurs propres non-nulles.

Proposition 1.1 Le systéme linéaire (1.3) est dit avoir un point de selle, un noeud, un
foyer ou un centre a l'origine si la matrice A est similaire a une des matrices C' dans les

cas 1 a 4 énumérés ci-haut.

13



Cette proposition peut s’expliquer si la matrice A posséde une paire de valeurs propres
1maginaires pures xiw, alors le portrait de phase du systéme linéaire est linéairement
équivalent @ un des deux portraits de phases illustrés a la figure 1.4.

Pour déterminer le plan de phase il faut savoir la nature des points critiques.

Définition 1.7 (Linéarisation) Le systéme
&= Az ot A = dDf (zq) (1.5)

zg le point d’équilibre de (1.2),le systéme (1.5) est appelé le systéme linéarisé du systéme
(1.2).
Az est une bonne approzimation de (1.4) au voisinage de xg

Un point critique xo est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A n'a de
partie réelle nulle.
Exemple 1.2 Soit le systéme différentiel

& =273 + 75— 2

.’1-32=.T2

Les points d’éguilibres sont

(0,-1) et (0,1).

4z, 3z}

0 1

Df (x)

Le systéme linéarisé au votsinage de chague point d’égquilibre cst donné respectivement

14



par

1.3 Le théoreme de Hartman — Grobman

Le théoréme de Hartman-Grobman nous permettra d’en dire un peu plus sur les points
d’équilibres du systéme (1.2). Ce théoréme permet de comprendre ’organisation des
trajectoires au voisinage d’un point d’équilibre. En fait, nous regarderons la partie linéaire
du systéme (1.2). De fagon intuitive, ce théoréme montre, qu’au voisinage d’un point
d’équilibre hyperbolique zg, le systéme non-linéaire (1.2) a la méme structure qualitative
des trajectoires que le systéme linéaire (1.5) ou A est la Jacobienne au voisinage de
point singulier zg; cela signifie que le systéme non linéaire (1.2) est topologiquement
orbitalement équivalent au systéme linéaire (1.5) au voisinage de .

La notion d’équivalence topologique orbitale sera donnée plus bas.

Définition 1.8 Deux équations différentielles ordinaires autonomes X = v, (X) et Y =
v (Y)ouX e UCR® etY € UC R" sont dites topologiquement orbitalement équiva-
lentes c’est-a-dire qu’ils ont la méme organisation topologique des trajectoires s’il existe
un homéomorphisme H envoyant U surV tel que les trajectoires de X = vy (X) dans U
sont envoyées sur les trajectoires de Y = vy (Y) dans V en préservant l’orientation des
trajectodres mats pas nécessatrement lo puramélrisation. St Uhoméomorphisime préserve

la parametrisation on parle alors d’equivalence topologique.

Théorédme 1.1 (de Hartman-Grobman) Soit X = v, (X), une équation différentielle
ordinaire (EDQ) de classe C' sur un ouvert U de R™ et X, un point sinqulier hyperbo-
liqgue. Soit A la Jacobienne au voisinage de Xy. Alors, X =u (X)) est topologiquement

dquivalent au champ lindaircY — AY aur un vorsinage V' de Xy

Définition 1.9 Une fonction différentiable (z,y) — h(z,y) est une intégrale premiére



du systéme différentiel si :

oh h
P@y) 5+ Q@5 =0 (16)

Définition 1.10 Les systémes Hamiltoniens constituent une classe particuliére de sys-
témes conservatifs. Ce sont les systémes pour lesquels il existe une fonction H (z,y) pour

laguelle le systéme s’ “ecrit :

OH 0H
P = — ) = —— 1_
=g V=7, (1.7)
Il est facile de vérifier que le systéme posséde la fonction H(z,y) comme intégrale pre-

TLETE.

Définition 1.11 On dit que le systéme différentiel (1.2) est intégrable sur un ouvert U

du plan, $’il admet une intégrale premiére sur U.
graie p

1.3.1 Les cycles limites

Définition 1.12 Un cycle limite v dy systéme (1.2) est une orbite périodique qui est
isolée dans l’ensemble des orbites périodiques, c’est a dire au voisinage de cette orbite on

ne peut pas avoir une autre orbite

Remarque 1.1 Les cycles limites sonl des phénoménes non linéaires. Ils ne peuvent

apparaitre dans des systémes linéaires.

Remarque 1.2 La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires de
son voisinage. Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, le cycle est

dit stable, sinon il est dit instable ou, semi-stable.

La notion de cycle limite stable esl (rés Lmportante car clle modélise des systémes
a oscillations auto-entretenues, c’est a dire qui oscillent sans étre soumis & une force

extérieure périodique, par exemple les battements du coeur.

16



Exemple 1.3 Soit le systéme

i=ar—y—oaz(@®+y?),

y=z+oay—oay(z®+3°%).

tel que o € R est un parameétre. En coordonnées polaires x = rcos@, y = rsind le systéme

précédent devient

r=ar(l—1?)
f=1
d’ot
r=0=r=0o0ur=1
Pour r =1, on a Uorbite périodigue (z(t),y(t)) = (cos (8 + 8y) ,sin (8 + 0p)) avec 6 (0) =
.

Définition 1.13 L’amplitude du cycle limite est la valeur mazimale de la variable z du

cycle limite

Remarque 1.8 Pour un cycle limite, la somme des indices des points critiques & l'inté-

rieur de ce cycle limite est égale a 1.

1.3.2 Bifurcation des trajectoires périodiques

Le terme de bifurcation & été introduit par Poincaré pour décrire les transformations
des points d’équilibres d’une famille de systéme, obtenue en faisant varier un paramétre.
Si la nature de point d’équilibre subit un changement soudain lorsque le paramétre varie,

on dit que le systéme subit une bifurcation.

Définition 1.14 (Bifurcation de Hopf) Soit le systéme d’équations

T = j(“t‘:y:u’)
y = g(x,y, 1)

(1.8)

17



ot p est un paramétre réel qui varie. Les points fives sont les solutions du systéme

flz,y,1u) =0
glz,y,p) =0

sont (z,y) = (z (1), y (1))

Le théoréme de bifurcation de Hopf prédit I’apparition de cycle limite autour du point
fixe quand la stabilité du point fixe change quand le parameétre change. Ce théoréme

donne les conditions pour lesquelles un cycle limite existe pour ce systeme.

Théoréme 1.2 Considérons le systéme (1.8), on suppose que f et g sont continues par
rapport & (z,y, 1) et ont des dérivées partielles continues par rapport a ces variables.

Supposons qu’on a le point five (T (1) ,Y (1)) qui dépend de p. Soit la matrice jacobienne

ar  f
Oz
Jw=1\ o g
oz Oy /J l(z(w)3(w)

Soient les valeurs propres de cette matrice
A2 (p) = a(p) £ib (1)
Svil = p*, uppelée valew de bifuscution telle que

a(u?)=0,b(u") #0

et quand p varie & travers p*, les parties réelles de ces valeurs propres changent de signe

¢’est a dire
fa = ()
A 4

pfp.'

Sous ces conditions, on a les deww possibililés.

13



(1) I existe un ouvert de valeurs de u

<<y

tel qu’une seule orbite fermée entoure le point fize (T (1) ,7 (1)). cette orbite fermée est

un cycle limite. Quand p varie, 'amplitude du cycle limite varie selon
ik
R(p) = |p— p*f?

Il n’eziste pas d’autres orbites fermées prés de (T (p),7y (1)).Ce cas s’appelle "bifurcation

supercritique".(2) Il existe un ouvert de valeurs de p
o < p < pt

tel qu’une seule orbite fermée entoure le point fize (T (1) ,7(1)). On a les mémes conclu-

sions que le cas (1). Ce cas s’appelle "bifurcation souscritique”.
Exemple 1.4 Soit le systéme

E=—y+z(p—2°-y?)
y=z+yu—2' -y’

En coordonnées polaires x = rcosf, y =rsiné, ce systéme s’écrit

io= r(p—r?)
f = 1

La matrice jacobienne au voisinage du point critigue (0,0) est

L —1.
J(p)=Df(0,0,n)=
I p
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Ses valeurs propres sont Ao = pxi. u* = 0 est alors la valeurs de bifurcation. Pour p <
0,7 <0 (z,y) = (0,0) est un foyer stable sinon7 > 0 (z,y) = (0,0) est un foyer instable.
Il y a un changement de stabilité du point critique (0,0). Or (z,y) = (/K cosb, /usinb)

est un cycle limite.
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Chapitre 2

Théorie de Melnikov du premier

ordre

La méthode de Melnikov (1963) est dans la lignée des méthodes perturbatives. Elle
permet d’étudier les perturbations des orbites homoclines des systémes dynamiques de

la forme

#=F{r) + ezt p) (2.1)

ot 0 <& << 1,z € R* avec u € R,

Notons que F'(z) est le champ de vecteur déduit du hamiltonien H(x).

La méthode de Melnikov peut étre aussi utiliser pour établir l'existence descycles
litnites des systémes planaires perturbés (2.1) avec o € R%. c’est & dire les systémes de la

formes :

&= [ (x) +eylz,l,p) (2.2)

oull < &€ << I,z € R* avec u est un parameétrereel. f € C* (R*) et g € C* (R* X R x R);
périodique en t de période 1.

Supposons que :
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(A.1) Pour € = 0, le systéme (2.2) a une orbite homocline

Thiz=7,(t),—c0<t<+c0

au point d’équilibre hyperbolique zg
(A.2) Pour € = 0, le systéme (2.2) posséde une famille & un parameétre d’orbites

périodiques 7, de période T & I'intérieur de ', avec 27, (0) # 0, Voir gure ci-dessous.

On s’intéresse aux solutions périodiques qui se produisent aprés perturbations des or-
bites périodiques du systéme(2.2), ¢’est-a-dire lorsque & # 0.Pour ce la, nous considérons
la courbe normale 3 des orbites I'y, , noud calculons I'application de retour de Poincaré

P (h,e,p) alors la fonction de déplacement est donné par

d(h,e,pu) =P (h,e,pu)—h

Les zéros (racines) de la la fonction de déplacement correspond au solutions pério-

diques de (2.2).
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Fraune: L'application de Poincaré : Plag) = ¢7¥9)

Fioune: Orbite périodique attractive

Soit Thep : Ynep (t) = (Thepu(t), Ynen(t)) un trajectoire de systéme (2.2), alors

d(h,e,pu) = / Hdt

I‘h,s,p
= / [%jzﬁ—%g}] dt
r‘h,e.u
— [ [0 +etme) + Z Y + colame))]
Fh,s,p
=c [ [fer0n% @ +o@n0n% @] d+0E)
Ph,c,p.
Th,z,p.
e / (F(@hon(®), Ynen (£)s 0 1) 2L (T (), Gne())

+g(xh,5,,u (t)) yh,e,,u(t)! 01 [J-) %_[: (CC},_,,,-_",,_(t) ] yh.,z,]t-(t)))dt + O (52)
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Pour une orbite ferme du systéme Hamiltonien perturbé (2.2), nous avons

d(h,e, 1) = Ejgg(w,y, 0, u)dz — f(z,y,0,w)dy + O (£%)

Ty
Ce résultat méne a la définition suivante de la fonction de Melnikov du premier ordre

Définition 2.1 Sous ['hypothése (A.2), pour h € I; la fonction de déplacement est
définie par
d(h,e,pn) = aj{M (h,p) + O (€°) (2.3)
Ty

quand € — 0, ot M (h, 1) est la fonction de Melnikov du premier ordre de systéme (2.2)

donnée par

M (h,p1) = fg(x,y,o,u)dm—f(:c,y,o,mdy (2.4)
Ty

Remarque 2.1 Nous savons que les cycles limites correspend auzx racines de la fonction
de déplacement, de plus la dérriveé de la fonction de Melnikov donne autre informations

sur le cycle limite sl existe comme U'hyperbolicité et la multiplicité.

Définition 2.2 Un cycle limite Ty, est dite hyperbolique si g—}: (hje,u) %= 1, & non 4l
est non -hypérbolique, l'hyperpolicité du cycle limite est importante car elle indique la
stabilite ou Uinstabilite du cycle limite. de plus si %% (h,e, 1) €10,1[, alors T'y, est stable,
et lorsque g—ﬁ (h,e,p) »= 1 T est instable
Définition 2.8 Un cycle limite T'y, est dite multiple de multiplicité k si

od tk-1g ok d
d(hye,p) = o (he,p) = ... = gramy (he,p) = 0 et ooy (hye, p) # 0.

Si k= 1,le cycle limite T'y, est dite simple.

Dans ce qui suit, nous citons quelques Théorémes qui sonl importants dans la dis-

tinction des cycles limtes du systéme (2.2).
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Théoréme 2.1 Sous Uhypothése (A.2), sl existe hg € I, ug € R™ tel que

oM
M(h(];p’(]) = 0 et ﬁ (hU:fU‘U) 7& 0

alors, pour e # 0 suffisament petit, le systéme (2.2) a un unique cycle limite hyperbolique

I'; tel que ', — T’y quand e — 0.

Théoréme 2.2 Sous l’hypothése (A.2), s’il existe hg € I,y € R™ tel que

oM 02M oM :
M (hUHU'U) = W (h'UnuU) =0et W (hoﬁu’()) # 0, W (h'oﬂu'[)) #0,7=1,n
J

alors, pour € # 0 suffisament petit, ils existent deux fonctions

h{e) = ho+ O (g)

pe) = pe+0(e)

tel que le systéme (2.2) a un unique cycle limite non-hyperbolique de multiplicité 2 tel que

'y — Ty, quand e — 0.

Théoréme 2.3 Sous Uhypothése (A.1), sl existe py € R™ tel que

oM
M (1) =0 Etﬂ(#o) # 0

alors, pour £ # 0 suffisament petit, le systéme (2.2) a une orbite homoclinique I, tel que

' = 'y, quand e — 0.

25



Chapitre 3

Application de Théorie de Melnikov

du premier ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous donnons quelques exemples pour illustrer 1'utilité de la théorie
Melnikov développée dans le chapitre 2. Les exemples consistent a la détermination de

nombre maximal des cycles limites d’une perturbation d’un centre linéaire non hyperbo-

lique par des polynomes de degre (2n + 1).

3.2 Perturbation d’un centre linéaire

On s’interesse tout d’abord a un systéme differentiel de type Lienard :

ol (3.1)
Y= &

pour lequel
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est un Hamiltonien. Le systéme (3.1) admet une famille des orbites periodiques
zp(t) = V2hcost, yp(t) = V2hsint

Son comportement sous une perturbation quadratique est complétement connu.Ce
systéme correspond a ’équation de Liénard symétrique de plus bas degrée, etudiée dans
differents contextes. Il joue un role crucial pour 1’étude de I’équation de Van der Pol et
de ses généralisation

Cependant, considerons un systéme le Liénard perturbée pour f(z,y,e) de degrée

impair et contenant toutes les puissance de z.

& =y+e [zt pusa® + ... + pign @,
(3.2)
y=-—x.
ou p = (,ul, L3, ...,,ugn_H) € R?"*1 ] fonction de Melnikov est donnée par
27
3 n+2 2n+1
M(h,,u)=2h] iy €08 T fis 008" Tt .ot Mo i1 cos“" T t| dT
n+1
0
2
comme h = %,
3 2n 4+ 2
M (e, ) = 2ma? et o TR o 0 #fn"'l - (3.3)
4 A 2 8 < 2&}& I-1 - + 1

On utilisant le Théoréme 1, en aurra la proposition suivante

Proposition 3.1 Le systéme (3.1), pour e suffisamment petit, posséde au plus n cycles

Lirnales, ils posséde exactement no cycles limites hyperboliques asymptotiques aux cercles
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de rayon r; j = 1,n si et seulement si le polynome

fongy [ 20T 2

22n+1

3 .
PP, a) = % ey g,usaz L i
n+1

2

posséde n racines positives r* = a?, j=1,n.

3.3 Quelques exemples

Exemple 3.1 Conséderons le systéme

i=y+e[pz— 2%+ 329,

y=-—r.
(3.4)

La fonction de Melnikov du premier ordre esr donnée par

4 15
M - 2 | M1 N 2 4
(o, ) = 27 |:ﬁ2 (3) T

On utilisant la Proposition 1, en aurra les racines

2 10
Fio = g (1 + 1- ?[.ﬂl)

Done o (es rdsullals sefownds

Propoaition 3.2 1, Si 0 < u, < 03 ot ¢ 7 0 suffissament petit, le systéme (3.4)
a eractement deux cycles limiles hyperboliques d'wmplitudesr, s = § (1 * /1 = %,uq)
quand ¢ — 0.

2. Pour ¢ # 0 suffissament petit, lil existe une fonction pu, (£) = 0.3+ 0 () tel que
e systéme (3.4) aun unique cycle limite de multiplicité deux d’amplitude r = % quand
e— 0.

3. Sipy = 0.3 ete # 0 suffissament petit, le systéme (3.4) n’admet pas de cycle limite.
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Exemple 3.2 Conséderons le systéme
t=y— [08z — 3z° + £2°],
Y= —z.
(3.5)

Poure =0,(3.5) est un systéme hamiltonien avec H(z,y) = 12;’”2, il a une seule famlile

des solutions périodiques
zp(t) = V2hcost, yn(t) = V2hsint

La fonction de Melnikov du premier ordre esr donnée par (selon 3.3)

08 3 /4 5 8
. 2 |_ 2(4) o . 4
M’(a,,u)-%roz[ 2+8(3)a +24( 25)&}

On wutilisant la Proposition 1, en aurra

; 0.8 3[4 5 8
2 e pe == 2 <O . 4
Pir*2) = 2+8(3)a +24( 25>a

Les racines sont donées par

71 = 1.003, 75 = 1.999
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Les deux cycles limites du systéme (3.5) avec I’amplitude respectivement 1.000,1.999.

Exemple 3.3 Prenons par ezemple le systéme suivant

e 32 .7 56 ,.5 98..3 18
& =y+e[gre’ - i5e” + B - 32 (3.6)

y=—x.

2 +y?

Pour e =0, (3.6) est un systéme hamiltonien avec H(z,y) = =5

, il a une seule famlile

des solutions périodiques

zn(t) = V2hcost, yn(t) = V2hsint
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La fonction de Melnikov du premier ordre esr donnée par (selon 3.3)

0.8 3 /4 ) 8
g | A P EN g B PR
M (o, p) = 27e [ = +8(3)a +24( 25)0{}

On utilisant la Proposition 1, en aurra

0.8 3 /4 5 8
2 s = | 2 o 4
Prs2) = 2+8(3>a +24( 25)a

Les racines sont donées par

r1 = 1.000, 79 = 1.989, 73 = 2.956

Les trois cycles limites du systéme (3.6) avec ’amplitude respectivement 1.000, 1.989, 2.956.
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conclusion

La recherche des cycles limites des équations différentielles dépendant d’un petit para-
metre peut étre étudiée au moyen de la méthode de Melnikov. Elle permet aussi de donner
une borne inférieure pour le nombre de cycles limites que peut avoir 1’équation différen-
tielle perturbée. Ceci est justement la seconde partie du seiziéme probléme de Hilbert, on
note qu'’il existe autre méthode nous sitons par exemple la méthode de moyennisation,
Iintegrale abelien ....ect, mais cette méthode provoques quelques problemes comme le
calcule d’integrale, le calcule des racines des fois on n’est besoin d’étuliser des méthodes

numériques.
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