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es probltimes inve
contrent dans diive

D'aprds I.B, Kel.ter t

fonnulati,on de l,un rrrLet ll,atr
traire, et fait jouer un r6lle s
tionL plus r:p6rationnel,le est
connaissant des effets,,Ainsi,
consistant A d6duire lls eftbts,
) Les probldmes inverrses son
Pos€s introduite par Ii[adarnim
Un probldrne bien pors6 au {;e

nral-pos6s car il ne r,ipondent
est instable que des p,etites rrari
sur la solution.

RODUCT'IOI\I

,,parfois appel6s probldmes d,identifiab:ilit,6, se ren_disciplines et sont dbriginers vari6es.
deux ;rrobldmes sont clits inrrr:rses l,un de lhutre si lae erl cause. Cette d6finition compelfg une part d,arbi_m6trique aux deux probldmes consider6s. Une d6fini_.'un pr.bldme inverse consiste d d6terminer des causesprobld.me est l,inver
rs c'uses etu't.onrrtllde 

celui appel6 prob'ldme direct,

souvent class6s dans la cat6gorie des probldrnes mal_
[11]au d6but de sidcle dernie.n 2.

d'Haclamard doit satisfaire les trois conclitions sui_t rmiclue et elle est stable. Dris lors que l,une de ces

tre que les probldmes inversres sont le plus souvent

;^:]i ":tridmes 
condition(laL stabilit6). Le probtdme

tion,s sur les donn6es entraineint de grandes variations

er. Math. Monthly, 83 (1976),707_11i3.
te en fait de 193ia,";11{1. 

"rrr.i., a,ff^aamard , il s,agissaitle de Cauchy i partir de ra condition initiale

\/antr3s : la solution ex:iste, ell:
conditions est viol6e le probl )
I'La r6alit6 exp6rimentale rno

est consid6r6 comme mal pos6.

1 I. B. Knrrrn, tnirse pr,tllems, .\r

^ ^?.^ ^t: qreyiel probldme 
",,,,if .,r.,'lqe reconstruire, la solution d,,un p."f,fi



Introduction

) Dans la litt6rature mLath6:r
lis6r:s pour r6soudr.e certaLinrt

cite:r :

o La m6thode it6rative altenra
m6tlhode consiste A r.6soudre ur

pour des donn,6es appa.rterLant
bldnre original.

o La m6thode de quasi*r\uersiL,i
ii transformer le prc,bldme de
clbrdre plus 6lev6 (dlbrdre 4)
tion),,Ia convergence a,u prob
0. Cette m6rthode a 6t6 r:nsui.te:

de Caruchy, :notamment Iiliban
on re:nvoie le lecteur i i.a r6f6r,e:

o La r6gularisation par les coriLd
kerim.ov [1] et qui a (it6 ensuitr:
de cette ap;rroche co:nsisrte ii pe
bldme nonlo,cal bien posti, saLns

trouve un bon expos6 ac:comDa

de cetrte m6tlhode.

> Ii6trnde des probldrne invers,:s
dernidres an:n6es. Celil elst du ) I
:r6ellennent pr6sents dans desi

La base fondamentale c1u,e forrne I
pa.rtielles. La physique, oril ni11s

des obr;ervati,ofls indirectes, les a

tiques, plusieurs m6thodes de r6gularisation ont 6t6 uti_protrldnres de Cauchy rnal po,s6s. parmi elles, on peut

ive initiialement propos6e par Kozolov et al. [16]. Cette

:::.:::j. 
probldmes_bien pos6s dont la solution converse,

cer:tai:nes classes admissibles, vers la solution dr pro_

itd i'itialement introduite par L,attds et Lions [21] consiste
)auchy mal pos6 d,ordre 2 en un probldme bien pos6

inlrodluisant un certain para,rndtre (terme de correc_
e dbrigine est assur6e quand ce paramdtre tend vers
)'se p'r plusieurs auteurs pou:r r6soudre le probldme
et liantosa [24],Bourgeois [3, 4]. pour plus de d6tai.ts,

ce de base [21].
ionr; nc,n locales (eBV._methorl) introduite par Abdul-
l6velopp6e r6cemment par H:ur et at. [9].Le principe

ber l6gdrement le probldnre original par un pro-
ifier l'op6rateur diff6rentiel. Dans le livre [30], on

6 d'une s6rie d,exp6rimentatiorrs justifiant l,efficacit6

connu un d6vellopement tr6s important au cours ses
richesse du sujet et au fait que ces probldmes sont
bre ux domaines. Les math6matiques bien sur, avec
th6orie des op6rateurs, et les 6quations aux d6riv6es
lenrent les chercheurs se sonLt trouv6s con.lront6s A
enant ii r6soudre des probldnres inverses.



]FIAPITRE 1
]]ESTILTII S PRELIMINI\IRESET

O'IATIONTS

'e est dr: rappeler quelques nol.ions et rdsultats quli se_rng rle ce travail.
es r6f6.rences d Ia litt6rature seront syst,6matiquem.ent

ctif de ce cfta11[1

utilisrls tout au I
plus ,Je cl6tails,

irbje

ront

Pour

1.1

On s,e p.lace dans un un ca<lre
sur K, = iR ou C, muni dle Ia;nor

R13f6rences

n I{. B.rezir;; Analyse llonc:tionnell

ilbertien (Ht 
- 

H
e ll; et r" p,oa,,it :!;ll"T;;:li:;T;." de Hi,bert

ltl /Dr€:ments cl,e th(i rie spectrale

Th6orie et Applications, Masson (j.g93).
athrimatique et calcul r
.ge tao-1s'0]. 

v! vqrLqr rlumdrique' rome 5 (spectre des op6ra-

lis bpectrale : Cours et Exercices Corrig6s, Dunocl (2003).



sr%,
It.1,1 Op6rateurrs Iirr
De rnanidre g6n6rrale, un o
lin6aire, on D@) est Ie d
sous-espace vectoriel de jl.,
A:D(A) = Flr --, H2 est dir:'

rres

IIAII

es1! finie. Dans ce cas.4 er;t
est dense dans F{,4 s;,6ternil
o 'Iou.t op6rateur ,4. erst ssnn
espace vectoriel de El1 x Lb <I

cooVierg,etce uniforme ;

L'appl.ication. S, si elle existe esrt

Int,(H1,H2)

rateur lin6aire est une applir:ation
tint: der d6finition de l,application
quer lbn suppose en g6n6ral dense
)rn5 si la quantit6

u eD(A), lula, =,1]

application lin6aire
manidre rrni^,,^ 

^ 
----:""rl"rz 

sur D(A), et lorsque D(.4)

;::j::"L:,:ue 
d un op6rateur born6 sur Fr,.

;'.;""i-i '^^-- nz , ' L

A: D(Ar) e H1 ____> r,t2
lin6aire A, qui est un
dans Il1. Lbp6rateur

tup{1A,u1,r,,

Pour tout op6rateur lin6airt: l;o^1' :Y) = {@' a'7, , ,'r'1a11.
: D(A) \l H1 --> IIr, on note p*r :

Itt eo1a1, Ah = ol (noyau de,r),

I{,(,41== 
{ 2 = Aht, fu eO(A)| (image de.,t).

1.7.2 Op6rateur$ bo.rn6

Or note L(H1,H2) (resp. L(Ht)
t?1 danr; FI2 (resp. d,es endntn(

l'eslracr: vectoriel des op\rateurs liniaires continut; d,e'phismes continus de l!) muni de la topologie de la

sous-

D6finLition 1.1.1. On d:it qu,un€
sible t;si il existe une application

BI e L(IJ,T, ), Wlllr6r,r1r1= sup IBulz--i-'
lult

applica,tion lin6airt
s, e LQ72,H1) telle: 

continue s; e L(H1,H2) est inaer-

SoS,=IHz.

renl \{0}

niqtre. rCn notera S, = 5-t aa

I-
= 15 € t:(Ht,H), S inversible 

,f.'l[h6ori:me 1.1.1. [Th\orinne des i
lbute bijection lin|aire c:ontinue ,S

m,orphismes de Banachl
L(L\, I{) est inuersible.



Les

Son

injectif :

Un 6l6im

Ah=S.pn

D6linition

teur

S" e L(.H2,

De plus, orr

Si S erst bijec

D6fimitiron ,t

A=A*.

1.1.3 {)p6

.Ddfinition t.
dans hll x H2,

clans ,F12, aLlors

1.1 Eldments de th6orie rale

lD6linition 1.1.2. ljoit zt ,=

p(,+):= 
{sr 

<:

I6mentai:re danl;
o(A)':= \ p(a).
Ctn appel

A e oolA,l est dit
Ibn appelle vec

(ilh1,l,r2,li,

les propri6t6s sui

(:+ inversiblt:lr,

.4. Soirt Iy' un esi

(H). Orr appelle ensemble r*solaantde A, l,ensemtrle

; As. - (^I - A) est inversible (<==1 bijectif )).
plan cornplexe s,appe lle Ie spectre d,e Aet sera not6

rayon spectralt ( ot6 spr(,zl)) la borne sup6rieur,e du spectre en module, i.e.,
spr('.A):= sup ltrl.

)eo(A)
> Le spec d'un op6ratetrr e$t un compact non vide.

est I'ensemble des ,t e C tels que .41 soit non

ponctuel de .rl (ln t6 or(A)',1

) e oo(A) e> N(a1) ;r {0}.

r propre correspond ant it ).
.1.3. (t:t propor;jt on) Soit S e L(H1,H2,1. Alors il existe un unique opr6ra_

1), appe16 adjoirrLt e S, gui v6rifie la relation suivante :

leur pr:opre de A, il lui corresrpond un 0*heFIte.l que

(h1, S.h)y Vh1 e H1, Vh2 € H2.

ll tt ^glll = ll) ll, S** - 1rq*)* - <r
| - r).

lors S* l'est aussi, et (S)-1

e de Hilbert. On dit que A

/^
\trx,y) = (x,Ay), Vx,y e H.

6s

5. On dit qu,un perateur .4 est ferm6e si son lgraphe G(,4) est ferm.6
iz dans Hr et /lun __> p

.€., pou.r toute snri (u") c D(A) tel\e qtr.e un _)

= (-s-1)".

e [.(H) est auto_adjoint si

ateur$ non

eD(A)e:ta=tttlt



l0

|> I,O

cte di6fi

Th6ro

l'espac€

Dr6finiti

d donrain

colmnle su

Dans ce c

une f651s1.i

feHi=H

>SiA:D(,
lierm6.

Ddfi:nitiion I

D6finiti,on l

Tlh6ordme I.
aaljoin,t si et s

Th6orrime 1.1

ito,it A,:D(A)
Le:; pro,pri6t6s s

(i) R(A) est fe

teur ferrn6 Apea
tonDQ{) muni rle

1.1.2. [1lh6ori,m
, alors ,i est bo,rn6

1.1.6. (et

dense. On

(4

propos

peul d

A.:D(4.)ch,2

D(A.) =,I'u e hr2:

la fonctionnell:
nelle lin6aire J- :

On a par conr;(q

la, Au)u ,=

) c ffr .-> I{2 e;st

1.7. On dlit qu,tur

y,u.,

.8. Lbp6rateur /{

Dl:,A) = D(tt.)

.3.SoitA:D(,A)
ement si o(A) a

4. [Car,actdrisatii
Ht 

-,H2, 
Unt opdr

vantes sctnt 6q,ui

ti, (ii) R.(A") est m6, (i,ii) R(A) = N(A.)r, (i z) R(,,a.) = N(,4)a.

R6sultats rnlnglgr et n,otations;

6tre consid6r6 com
ranormeo"r.,oi-Tii!,"J;;';;;,";;;;;Jffi ,,-u,n.

du graplhe fermir si ,op6rate'ar 
fermd A est d'finit sur tout

md et 
"D(A) 

= Hr --.4 born6\.

tion) soit A: D(A) c H1 __> II2
!finir Iirp6rateur non_born6,4..

un op6rateur non_born6
adjoint de lbp6rate:ur A,

c> 0 tel que l(u, A")l < clulnr, Vu eO(a)].
+ g(u) = (a,Au) elle se prol:nge de faqon uniquLe en

il;i ::tt":"". If tu)l s c!tz!,,,", vu . nr.par s;uitent la relation fondamentale qui lie A et A.
"a, u)nt, Vu eD(A), Va e:D(A.).

op6rateur non-born6 i dornaine dense, alors "4* est

6rateu.r A: D(A) c I{__+ H est sym6trique lorsque

eD(A), (Au,v) = (u,Au)

D(A) c j? 
-> H est dit auto_adjoint si A == A*, i.e.,

et (a, Au',|- (Au, u), yu,u eD(A).

Ff --+ ]f un op,irateur ferm6 s;ym6trique. A est auto_

des opitrateurs d image fermtil
teur non-born6, ferm6, arerDlr\ = Hr.
Ientes :



1.1 El6 ents de thdorie rale

T'h 1.1.5. Soit A:i,Dt1
L'(A\ = . Les propri6t6:; sui
(at) 4rt, iectif, i.,e., R(,A)
(b) il exii, e une co,nstante A: >

(c,) N(,4.) {0} ef It(,4.) est ofe

Corollai 1.1.1. ilo,lt A: Tt(

44=Hr. L'op1rateur A adtne
constqntes,

7 et mz telles q,ue

r.1.4 s ctre et

C -Ff -+

\r IJ| | rtr > H2 un 0p6rateur non_born,i, ferm6, aueczntes sont aquiualentes :

H2,

0 telle que

It'l < klA.al, Vu € D(A"),

u1< mllAul, Yu eD(A),

Ya eD(A").I s ,*rlA.rl,

) c lt --- Hz un ophrateur non_born6, ferm6, auecun ,inaerse born,l A-1 sur H2 si ,t seut'.")ent s,il existe deux

Le r6sul t qui suit est utu: act6risation utile des opdrateurs surjectifs.

rr6soltra te d'un op6rateur
Iloit A : D(4 .Hun< rateur non born6 quernaln.e

D6finition I On appelle e r,isolaant de,4, l,ensemtrle

p(A)'== {

taire dans le pla cornplexe s,appelle Ie spectrede,4 et sera not6

o ()n note

non brorn6

lbn suppose ferm6 1 2 3 et) do_

Son compl6rn

oli,.A) 
== A\p(,{

lferm6. par le 6ordme du grap
appel6 Ia r6sa,I te de A.

I . IiJhypothd de fermeture;;tll. Si A ntst
3. SiA=1*,

e Cl :.41 = ).1 - Aest bijectif].

pour faire une th6orie spectra,le raisonnable.

rse R(,1;"4) = Ail est d6fini sur tout l,espace et erstfernr6, i.l est born6 , i.e., Ait e [(H).C"t ope.uteur est

si .l e pll),I'ita

s ferm6, rllors p(,,[) = i

rrs o(1) ;t A et o(.4) (



de

1.2!"

t.2,1

s,
-l

Exami d pr6sent de
. Lep er sou$-ensemtrle

o Le spe

o('.4)est

Un616m

que -41.9

o L'enst: ble rds,ol,,rant pl,A
p'(A) > ,L

vante sat

RQ.:A) est a;na

ait d ltquation

R()1;A

re de ,{ est donr:

compilct non.l.i

S, de o.u(A) est di
0, gue Jtbn appt:ll

.2.1. O:r <iit qu,:u

compact pour lir

siiR(,41)

si R(,4r)

s,) correspondeLnt
o Sii .tr € o-( )\oo(A) clonc 41

'est pas dense,, c,n

dense, (cn dit a

Sorie dle R.i

Sonalisratio,n

D6finition

:relativeme:n

op6rateurs pacts de Hl da

|> La com it6 d'unL op6rateur

1- e K(H , H2) ++V(xn) <_

Soient E,

e A!,(E, F)

et G trois espac:es

52 e L(,F,, G)), at
ITh6ordnr de Shauder] Si .K

r. SoitKe rc(H)
T.h6ordme 1 dim(H) = x. Alors on a:

est un ouvert du plan complexe et l,application
ytique sur chaque composante connexe d,rz p(A).La r6sol_

ct:ionrrelle suivante dite identitd de la resoluante :

- R(^z;A) = ()z- tr)Rer;A)R1ez;A).

ferm(! de C, et si de plus lbp6rateur ,t r:st born6, alors

pr6rl la structure du sperctre.
important du spectre est le sp,z.t:tre ponctuel :

) = {f e C:,41 n,est pas injectitf}.

ualeur prTpre de A, illui correspond un 0 ;t .g e D(,A) teluecteur propre (fonction propre quand fJ est un espace

^.
st injectif mais non surjectif. Dr:ux cas se pr6sentent :lit alors que .tr e or(A) le spect.rr: r\siduel d* A.

que ,l e or(A) le spectre contt:.nu de A.

z-IlredhoIm

op6rateurs auto-adj oi nts compilcts

:::::::::, !(n::H2) 
est compus:si K(Bo (0,1)) est

rgie forte. On d6signe par ,K.(H1,H2)li:,nsemble des
H2 et l)n pose K(Hr, H) = rc!-I).

T e L(IIyH2) est caract6ris6e comme suit :

'1, xn -'0 (faiblement) --+ T:u,, _> 0 (fortenrent),

de ltanach. Si 51 e L(E,F) et 52 e K(F,G) tlresrp.
s S2,S1 e, K(E, G).

st compact, alors K* est compie,ct. Et r6cipr:oqluement.



Iimes rnral
tnverses

('a) 0 e (K),
(b) o(I: {o}= op(K)\{o},
\t:-/ I une situafiions siaiua

o(K) = i0),
(K)\{0} estfini,
(K)\{0} est une su t tend uers 0.

Th6orrinr 7.2.2. On supptsi;s

et R l'es des 6tats (16
r:alculer Ia ponse d d partfir
Les (:quati de la physiqul:
e't p :i L(x,p) d,7a ncttatiorl I
consid6r6; o

Probldmes.i
parle p'alfois ,jrr
verses. D,un poin

u.n probldme rnverse toutg si1_,,

. ou bien

, ou bieirt

cessitrle d l,er

sibl,e ii l,ex

d ,= G(,s11'.Ref a

i donne explir:illt:

) Prorblti directs et prolbld:

[] iDans le car; e prob,ldrnes d

I est sdparable, Soit T e K(]i) un op?rateur auto-adjointilbertienne 
form1e de uectertrs propres de ,.T 

:

l'espace des paramdtres, E l,espace des excitations;lors le probldme di
dn--;^ -:- 

Z:PxE--+R,consislled
donn6e des sollicitation,. t ^+-)^- 

- ^r uurlulsl[€ d

:: :: i':: 
r aI \";;::"i.LT: fiH"J:: iIise les 6quations de r, .,h.,";:.-^ 

^;"""u' Qe 'x

physique. 
te la physique du probld:me

'ue "physique" ou "exp6rimental,,, on dit qubn a

ll i:::.:haite 
6varuer une ."rtuin" grandeur

A partir de Ia mesu rp cyttno _-::-'^" 
5'rdrrqeLlr

connaissan, arr, 
^otte 

cl'une autre gtand'eut d

ld nar+i, A^ ^ /, 
ddle .math6matigue du pro_d dpartir d,e p (ceque lbn 

""r" r;;;;lffi#;

compact. rs H adnryet une,

Vx <: I{, }t 4= (x, ep)ep, x6 e N(.4), ,^, ,= 

E^uru.

1.3 P bldmes mal 6s et probldmes jlnverses
Probldmes; rrects. Si on nole:

pirysique p ii

directement

biime direct

verses en EDp

t donn6 un domaine e c JRN, on s;,int6resse:

tes

teq

ue

sy

de

4, MarcBonn,e Probldmes i";;;, de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).



R6sultiatts pr6liminrrires et notations;

aux sol tions u > (:c,t) -, u(x,t) e E

, x, tlflu:,.,., ale u) = y,

de

dans O

sur dO x [0,oo[,,
dans O

61',
1r^ | vlvLU \4 I

E Dans

tton u

La difficu

pos6. s

o f,gt,"',8q
. .,u0

oF
otO

t6 principale <le,s

cas de

I'EDP
nverses; d partir d'une connaissance part.ielle cle la solu_
terrres, mesures frontidres), on rloit retrou.i.er par exemple :

pr,obldme d'identification dr: sources-
probldme d'identification de donn6es ir:ritialei;.
probldme d'identification de coefficientrs.
problrime d'identification 96om6trique.

robldmes inverses est leur caractdre p;6n.6r,illernent mal

X, Y deux espaces de llanach., et A: X ) .D ti4) _> y un
Ddfiniti
op6rateur

de HADA

1.3.1" 
1f 

1131,

lin6aire ou

Dsi

ExisterLce :

Unicit6:
Stabilit6 :

Soie

non-li

Si au moin une de ces troiti
por;6. En p

elle exister, ne l6gdre moilili

a un probl

cette d6finitio:e.

e de stalSilit6, l.e

d caLuse des de mesu ou d'arrondis.

Retnatque

prattique. t[
7.3.2, L,a d6firLir;i donn(:e par
faut donc rela;rer I r d6finirtion d'

ire). )Le probldme inverse A.r = V est biern pos6 au sens

tout y €: y il existe x e X tel qur: Ax = 1).
tout y €i y, il y a av plus une s,rlution x e )\1.
ution r d6pend continrlment Ce la donn6e .y.

rndiitiorrs n'est pas v6rifi.6e, alcrs le probldrne est dit mal
uverlt dire qu'il n'existe pas de s;olution unique ou que, si
tionrdes donn6es conduit i de* solutions trrdr; diff6rentes.

sliabilit6 est une condition primordiale. En effet, s,il v
lcrrl num6rique de la solutiorr peut devernirr impcssible

Pour
I'our
L,A

tique, rce.la veut I

Retnarque 1.3.1. Le choix c. espi[ces de d6part et d,arriv6e l. et y est bien sfrr trdrs im_
portant

Hadamard est trr)s contra.ignernte da:rs la
un probldme biern pos6.

D6finition .3.2 (Lavrentiie.v 959). (fitabilit6 conditionnelle) Soit A : X
un op6rat

nellement

,l D (A) --; Y

est condition-
' il existr: une

uent les_m€mes effets, cles effets identiques preurirent avoir desont mal pos6s.

r ferrn6, dens(ln t ddfinii. On dit que le probldme Ax = a
ble (ou correct s€ns rCe TIKHONOV) sur I{ c D(A\ s

5. Alors q les m6rnes causes
multiples s : les probldmes in



--l

de

rnverses

bornitud

On donn

Exemple

bldme sui

(1.3.1)

oi 9, (x) . lx€srnl -\r
solution d

pour tout
probl

fonction

telle que

L'ensem Mes
a priori).

I

appel

Uappa ance

ue$ ex

don

ure u(

z) est

u pro

continue en 0 avec a,,(0) = g,

(llAxz- Axll),yx2,x1 eM.

des contraintes (ou
signifie une certaine

ensemble des inf
r6gularit6 ou une

ris6ment que u€ (*,y) =ri:r"n(3)ri" (1) .rt
rque que (9, - 0, e _+ 0) maiilr.r, 1*)li _,

ldmes mal pos6s.

pour l'6quation de Laplace. Consid6rons le

(*,y) eIR x (0,oo),
r€lR,

',r(*), r € lR,

les solutions de (1.3.1) ne d6pendent pas
probldme est mal pos6.

pour l'6quation de la chaleur. Ce
ition initiale inconrnue), sachant que le

xe(0,n),te(0,7),
0<.x <n,

'=0, 0<t<7,
. Par la m6thode de Fourier, on peut explici

forme :

c$

,(T-t)nz q,,ren(x),

ndeQ:

nriment d

Exemple

consiste i

(1.3.2)

otrpe12(
la solution

)x(

,€)'l
re ([.
c"q

s iqit

rblQn

>r u(e

t) v6

(u
lu
lu

pn rp" est le

Ca



-I

I

'l
Soit g(x = ilo(x,

On consi

On rema

*oo,k -+ +oo.

pos6. C' pour , -Qu'
La soluti de li uat[on
que g(x) Lz(0, est

R6sultats naires et notations

itiale. Alors d'aprds l,6galit6 de parseval, on a :

e (1.3.2) avec des donn6es bruit6es :

= 1p +iro@r.

0,k n +oo mais ll" t+otl) - u(4,; Olll = !5,,r -___,

que le probldme (1.3.2) est instable &onc mal
ph6nomdnes de la chaleur sont irr6versibles.
r avec la condition initiale u(x,O) = g(x), telle

formule:

.3.2) si et seulement si g satifait l,6quation de

(x,€)g(€) d€ = e @), 0 I x 1 n,

)late

llw-
voilt t

oo

(x,t) = e'nzt

Ainsi, z solu du
Fredholm p re es

Kg

^ooir
IP, u

of K(r,{) -n'T sin

Uop6ra K est
born6. Ce mo le

Exemple l .3. Eq

probldme

(1.3.s)

oi g,rp son des

rert-Schmidt (donc compact), dbi rc-l n,est pas
pos6 du probldme (1.8.2).

vant :

Ak=
( )2

T,K

1U

?,

da

avec conditions de Dirichlet. Consid6rons le

t)=0, o<t<7,
u(T) = 4t,

H, et A: D (A) : H --+.FI tel que A = A* et

sont pas des valeurs propres d,e A, alors l,op6_
A>5>0.
rateur (sin

par:
n)) idrjec ion formelle du probldme (1.3.3) est donn6e

? \- t-2+r o_=Lr.,,,lf"l_.
n=7

1:-
k

lair

itq
lac

,(x

)si

Pe

t)+
)-

f) = sin (T *t) 7))-' rp + sin (,G)(,n" (ntr) )-',.



1.4 M6thr@qs de r:6gulariisarti

) On rerlarque d,aprds les

cette cat6gorie cle probl

1. L;l hon uni.cit6. p,cur:

tairjes sur lil solutiolr r

bldfne, pour r,6cup,6.rr::

2. L';i{stabilit6. Ce cararc

tatifn numririque.

Cerl{ veut djirer qu,il t:sl

et sfable quel que $oi

ce chract{are d,instabilj

nroJhe (danrs un certa
sont vari6es. Chaque p
plexflt6 et son degr6 tle

t.Al Mt$thodes de, 16

La r'Sgular.isftion des probl,irrLe
d rerl6finir lfs notionsr d,inv,:n
...), <1" fagon que la ,:< r;olutionr
penile conrtififiment dr:s donn.(
celle-ci existp pour ilesi donn,ie,
sure,l. En dl'{utres terrnes, on r

procJhe dans 
fun 

certain senr; )> (

Consid6ronLs le prob.[drne inver

l

I

t7

(
1:, 

^l

uni

e{i \

\r(7r/. = ---
f.

que. Le

,k = 1,2,,. ,l n or(A) * A, alorsla solutic,n du probldme
rob,9lr:jr.5.a) est mal pos6 au.r sens d,HA DAMARD dans

&fc\2 
1Lt''vt \Ivrnr\L'' ualls

= fir-,k - I,2,..., peuvenl. 6tre proche,s des v.aleurs

:ette question, il nous faut des informations suppld:men-
t une bonne connaissance de la nature physique drr pro_

l'aleurs

[5, +m[ D .tr r-r 1-----=i n'est Das born6e au vr:.isinage des 1.1.t (TV.i )

emples donn6s, qu'il y a deur questions s6rieuses lli6es d

l'unicitrl (conditions a priori).

re est le plus probl6matique, surtout dans l,impl6men_

impossible de donner un sch6.ma num6riqlue convergent
la performance de la m6thodte propos6,:r. pour traiter
, on approxime le probldme original par: um probtdme

n serns) qui est stable. Les m,6thodes de r6gularisation
obldme;n6cessite un trairtement sp6cifique selon sa com_

Ition incorrecte (voir [10])

ullar:isation

; mal p.,s6s, due initialernent e:.IKHONO\/ [32], chr:rche
ion et dr: solution (quasi_solution, solution approcJh6e,
6gu.[aris6e >> obtenue par (< inyersion r6gglaLris6e )> d6_
s et soit proche de la solution exacte (suLp;posant que
proches des valeurs effectivernent obtenues par la me_
mplace le probldme initial r:nal pos6 par xrn autre <<

u premier et qui est bien pos6.

K)it1 =, h2 oi K : H1 -, Hz esl; un op6rateurr compact



On suqpose q

1.4.1. Une f,

lle r6g$larisan

Vhh e H1,

1.4.1. (1.3.3)

H2, opt Hr e:

t bo1rn6s, i.

initialg h2 e II
:rturberi. Noto

lnr-n\l=,t.
'1 = Ro&l L'up

lbp6ralteur de

su' lzpl -h7''

ltt, -t?''l
terme de dro

de liruit. Pa

c il neifaut pa

le secopd

de Ro. frlous a.l

strat6glie de

vraie solu

1.4.2. l[ne stra

lim a(n\ = 0q-o

ed

(R,
)

loe

:di
exir

:st j

Ia,

1-

el
Re

ed
fai

lm*+0

injectif.

unique.

D6finit
dite

Remarql.

K:HT
unifor

La donn€

vient la

bruit, i.er.

Notons ih

tenue a

triangulia

(1.4.1)

Le prem

due au ni
a ---> 0.

Par con

d6finition

choisir

erreur su.r

D6finit
h1eH1

(r.4.2)

R6sultats iminaires et nLotations

le probldme inverse possdde une rsolution

ateurs lin6aires born6s Ro; H1 
- 

Hr,(a > 0) est
l'ofr6rateur K si

,K)[r1 = h1, i.e., RoK -+ I simplement.

famille r6gularisante pour lbpdrateur
infinie, alors les op6rateurs Ro ne sont pas

te 
fne suite (an) c tR+ telle que ,!; lln",ll = +oo.

Lm{:is connue exactement : il y a toujours un brr,rit qui
tonfr6e perturb6e oi le nombre q > 0 est le niveau du

ion] de la solution du probldme inverse Kh1 = h2 ob_
.sation et la donn6e perturb6e. En utilisant l,in(igalit6
ienlt

tl,,) + (n;,, - h?')l <'7 llR"ll + l(hr - Roh)1.

ulation (1.4.1) repr6sente la majoration de l?rreur{ulation (1.4.1) repr6sente la majoration de l?rreur
arflue L4J,, nous avons vu que lln",ll -) +oo quand
a l:.rop petit sinon l'erreur peut devenir trrds grande.

oitt de (1.4.1) tend vers 0 quand a tend, vers 0 par
re lendre le niveau de bruit 17 vers 0 et nous illlons
tiof. de manidre d ne pas commettre une trop g:rande

r6$ularisationrT --> a(ry) estadmissible si pour tout

6. Le faiit e choisirl K injecti
au compl6

7. Il faut
nuit6 de K--I

que notre p

llR-(rtnl-hrl tetq,r" lrt, -h}l<n)l= o

)
contraignant car on peut toujours restreindre ltspace I{l
igne le noyau.

nt
(K

Kht = 7, est toujours mal pos6 d cause de la non conti_



Les stra

sp6cifiq

de

selon
vari6es. Chaque probldme n6cessite un traijtemen
plexit6. (Voir. [10]). parmi les m6thodes k:s pl
calcul matriciel mal conditionn6, on a la m6t

ture spectrale.

connuef; P
de Ti e lalt



ET D'

2,1

et de la

On

rme

A EUR MAI POSE

),lR) l'espace de Hil$ert muni du produit scalaire

-I

on considdre le profl,dme de la chaleur non clas_

ut( ,t) - au ,r*\-x,t)=0, xe(-1,7), te (0,?),

ti aux li

u(*1,t u(1 t;t*(-1,t) = u*('J.,t), t c (0,T),

ron lnl le:

u(x

iti

I^rx)dx, llull'z:= I lu(x)l2dx.
J

ob

,-2((

1

r
=J

-l

x(0

du

P4r 1

:i6e :

Dans le

sique sui

(2.1.r)

avec les

(2.1.2)

et la cond

(2.1.3)

Ici a est u

0)

:(

I,

(x

?)

ITRE 2

ROBLENNP MIXTE DIE

f(*), xe(-1,1).

>0)etFeR.rrSel s



aux r6f6rences [33, 5,29,29,-].g,.1g,20,3.t] et le

que litt6rature math6matique dans cette directiion est
tra traitant les probldmes inverses ert les protrldmes

. Ce travail est donc une continuit6 naturerlle du
d6v

[1 8]

ble

(2.1.3 peut s'6crire sous la forme :

-0, 0<f< T, xe(-l,I), u(x,0)= f(x),

Les 6qua

[-1,1] a

plus de

ces equa

livre de

rllesti
caract6ri

mal oos6

travail

2,2

Le pro

(2"2.1,)

oi,4: D(

D6finit

1. S est

2. S est

ne inv,plution

itaire si SS"

Proposit 2,2.1. L'o

Preuve. trons tout d',

t d'6cri:ie pour

(2.2.2)

Etude d'un blime mixte de la chaleur rnLal

u(o(x),t),u*(o(x),t) etur*(o(x), r), oir o : [_]1,1] __.,,

appel6es 6quations avec variables d6vi6es. pour
ppement th6orique et la motivation physique de

t

-1 1], Bon

t e d(ve

)Au(x,

: w(*t) 
l= 

ut(1.),u'(-1) = w,(I)1, Aw(x) = _w**(x),

--+ H,w r--+ S(u) = a,a(x) = w(--x).

+ H un op6rateur lin6aire.

'=1,
S = [, of t. est l'adjoint de lbp6rateur S.

' S e|t ulte inuolution unitaire.

:d qge ,l est born6. En effet,le changement de variable :

*1-r,dx=-dy

tuSHp

1-1

| tu{-il'a* = - | tub)12 dy = llull2 .
Lj

lls"llz



2.2 Anal du prlobldme

D'ori S

D'autre

(2.2.3)

(u,s"

ce qui

La relati

S.S = SS

Dbi le

Remarc.l

ono

Consi

(2.2.4)

Si (u, ))

tr(u,u

ce qul lln Iique

La solut g6n6

et les itions ,

acos

r
teur S sur les deux c6t6s de l'6quation liu = v,

born6 et llSll ,=

rrt,

,l

;=(szir)= 
|J

-1

ntrequpS=S*
n s2u({) = S(lii

sultat spuhaitri.

e 2.2.1. En app

: SSz = l.t = S'u,

,ns le p[obldme

x)u\x) (u,!ia),

) = ts(, -r)) = z(x) nous permet de conclure que 52 = I +

-1 Irr- | "(y)r(-y)dy= | u(y)a(-y)dy=
JJ1 -l

e

an! lb
q-l -

0.

tiop d

un

(A

a vaIeu spropres Au=tru,u+0:

u x), x.e L,IJ, u(-I) = u(7), u'(-L) = u'(I).

, alprs a

@)4@ = -u*u(ll!1

= -(u

ff6rentielle (2.2.4) est donn6e par la combinaison

u(4,) =

t6 u(-1

cos(a.rr) +bsin(ux),

= u(I),u'(-7) = u'(7) fournissent les 6quations :

cos(a.') - b sin(a,l) = a cos(co)+ b sin(o.')

'(I)u(\)

Ir
+ | u*(x

J
-1

- u'(-l) lu,(x)12 dx

)u*(x)dx

1

r
u(-1))+ 

|J
-1

1I
(

= | lu*(x)ltdx> 0,
J
-1

Le.l=

ledel

-ot) + b -r':) =



et

(2.2.s)

(2,2.6)

(2.2.7)

Ce systdnt

renrplie :

o Pc,ur ?/ =,

o si.n(a;) =

Soient

d6mornstrati,o

hilbertiennes

(-rz) + obcctsl

homog:Fne

= ), on obtient

-> a, -= k7I,k <:12..

)p = (tkn:)2, {spil,

(x) = si.w(nnx), n N*, tluo@)

) = @asin(d)) + ub cos(at) = -ansin(u) + ub cos(r,t)
: une solution non triviale si la conditio.n suivante est

a.,sin(a.,) _ 0,

lu\ -- 1
14, -- 

-."r/2Dans ce cas, on obtient les couples propres

= sin(k;-rx) ,r!r@) = cos(knx)}, k = 1,2,....

Etude d,un Idme rnixte de la chaleur mal

=cos(mnx), zeN*
1

7lr
-, 

rytu
1,/2

Montr:ons q l'enserqrble ts 
=, {

de cette pro
uivant :

Th6ordme 2. 7. [72, Critdre cle
normal!.e de l,t e de l{ilbert ff =
lla suite B est tl ale (et al,pnc une hilbertlenne) ssi :

)n=(nn)2, z€N.

"lZtl) tqt*)E=o est une base hilbertienne
repose sur le th6ordme de carract6risation

'itali-Dalzell, 
p. 391.

'((u,b),lR), od (a,b) est

soitts = (6)[o une suite orth|-
un interualle bornd de R. Alor,s,

de H. lla
des bases

(b - ttlz

I'roposition ll. Les dldments
pnce de )l{ilbert

Preuve. On a

7

[ ,t',at+

-sil i l'
Lllle,,\atl dx-t.
n=0 i l"o I

l'ensemltle B forment une base orthonorm2e dans l,es_

tes :

2

)pt

propr:lpt6s su:i

I
r
| gtw

J'
- lr.

x) =, 5t,j, v (i, i) € N* x N*

v(i, j) e Nx N
-l



ett

2.2 Anal

(2.2.8)

De (2.2.6)-(

H = L2(-r,'1.
est une base

ce qui donne

Ce qui achdv.

Pour u eH,

@)rilt@ =0, V(i,j)eN*xN.

B = [q,lf:oNt p,,tn=o est orthonormale dans
itdre de de Vitali-D alzell pour conclure que JE

Hilbert H = L2(-7,1),R). En effet,

h,,,=iff#,,)'

,,r0,)0.=#,

t
-it.-

t.2

1

t

T

).

{*

)

I.g
lao.v l(a"
\ n=I

\2I .i+--l=t1g*afl r l-fin"n,) 213'n2k;,rl-
n2)

"ul=''
'))la preufe de la

a la d6qompos

(u,Vn

ce qui donne

AQrn= l*!r,n,

Ann - (aI X ps)A )"(ql FS)q" = )n(a - ilq, = (a _ F))ngn,

{aI + fis)A{*

oo
F--

n+ ) (u,rlr,r)e*,
m=0

Ao,pQ,n *(aI + S)Q* = )*(a + ile* = @ + p)I*e*.



et

et

ir: sur l'intervalle [_1,1] s,6crit sous la fo.rmeU = Ui*Ltp, ui est i lre p est pa re. La m€me chose pour l,espa ce H = L2(e1,,1),R),onaH-fi: H,,

H, (q"

On sait bie: que te fon<: 71

tude d'un probldme mixte de la chaleur mal

I - s) et P, - |{t * t), alors on a les propri(:t6s

PrQ*= 4)*,

)me

I

ne la ti
ede I

u*(t)4r*,

(t)lp^.

11, on obtient les deux probldmes

Remarque

suivantes :

(2.2.e)

et

(2.2.10)

c'est-d-dire,

P"=1"22.2. Si note

et P, t des

tCette d6co

l:,2.2.11)

en deux mes

E/obale 2.2.I'I.

v'ariables) :

Ene on

exp

utr

tlaso
rdu
s6oa

on

(s

Utl{

'ier

l sol

Four para

ldmr:

r des

probl

:ation

E:n injectant

suivants :

u(x,

T

d



2.2 Anal

(2.2.12)

(2.2.13)

On obtient

(2.2.14)

pour n € N*,

(2.2.1s)

pour m € N.

Remarque 2t.

une 6quatiorr

.[ormule

Dbt les soluti

l:,2.2.16)

et

(2.2.17)

D6finition 2.

si pour tout f

,l)nun$))gn=o, o<t<7,

fnQn,

ur(t)- r-(a-F)^"tyn, n €N*,

(t) = s-\a+P)^*, f*, rru € N.

eme

+p"

oo

\-
t,L
ln=0

{ion

/6I r-.
I L\"'
{ ';t
lY",
|' "=r

/g
I lt"k'
| *;o

I T-"*t'\ zr=0

nc la falmille clt

t "'"uI u"(t

I "kv
I u*(a

.3. Pour tovt n

liff6renfiele du

entiellef

rns uni$ues de

Comppsante i

Com{osante

Z. On dft que lk
,Fl,le prtobldme

non vi[e.

+@-

oo

=

o,u*(t))E*=9, o<r<T.

*r!*.

diff6rentielles suivante :

q-p)
fn,

,runft))-0, 0<t<7,

u.rr(t)=9, 0<f <7,
€
lm.

P.m) 1ix6, le probldme (2.2.14) (resp. (2.2.15)) est
migr, ui admet une solution unique donn6e par.ta

propld sont donndes respectivement par :

a +B)

irg:

re:

bl. C H est admissible pour le probldme 2.2.!1,
.1 1 gst soluble, i.e.,l'ensemble des solutions 6 c _EI

(t

-L

-f

es

associ6es A /



On distin

r Si B e[-,q

Par:

de$x

e d'un bldme mixte de la chaleur mal

a], alorls le pro 1 est bien de plus sa solution est donLn6e

u(xyt)

a relatipn

11u(t,.)ll2

que

[u]a,]oo

(2.2.r8)

et on a aussi

--rlr't 
|1v,1"1+ ir- @+f)r*t y*E*(x).

m=0

nuitp

.oo
(a- p) 

^"t llfnl2 + le-z{"+ il 
t*t 

17-12 < ll f II2 .

rqe lr( , r)ll s ltlil

: nrQbll:mr: 2.2.II est mal pos6, et sa solution formellle

"ilt;t 
7,[',@t + ir-t. *f)^^, 

f*rp*(*).
tn=0

sol4tiof. est due des hautes fr6quences 0n _ s-(a-il,\,

t
o0

-1

= I

de

_\
I
n

[,u

Ce qui impli

r Si p €l-oo,
est donn6e

(2.2.1e)

On note ici q
llorsque p ela:,

e* 0*= e-@+P m pour

D6finition 2.2

(:2.2.20)

eltsip€]-*,

(2.2.21)

{"-A)^" 

l__:, 

+@, n--) *oor

6,Fdl i

q+fr)^*' ' --r' +6, m __+ +oo.

o 40, 
f,n 

d6finit l'ensemble :

2o(4-il7"rlhnl' 
< +*1, hn = (h,g),

,e-ze{aln^.rlh*12 ( +oo}, h* = (h,qr).

l

e-

[, on n<fte par :



2.2 An

Remarquet .2.4. j1. Ltn
ma r que {p)T=r

2. Si?== , alors Gro = GP

3. Si02

Th6ordme

u e C([0,7],

91, alorp C?, g:

2. Soil F elo,

)ssifgG!.

Preuve. U icit6 de la solu
des probld (2.2.1f) et (2.
Maintenant,,

Ona

p llu(t,])ll2 =

si et seu si / e rp,l.

De manirdre zr logue, on mon

'Ih6ordme 2.2 3. Soit f el-
u eC([0,7],Lt s:;i f e <$!.

5, NotQns z, la

alqrs 
fti 

problime 2.2.11 admet une solution unique

[, alors Ie probldme 2.2.11 admet une solution uniqute

PoPanfe impaire de la solution u :

du profrldm e 2.2.11 d6coule de l,unicit6 des solutions
;).

I,TllH) rest 6quivalente A supr,llu(t,.)ll < *.
/g'.lrY r-rr"- F)s,t 

1y,12 + ir-za* r)ut 1y*12\ 
=(Fi m=o / =

a-F)l,Tlrt2- ffr,rnt ,/ v*.2(*x
m=0

le ttp6o{r)me suivant , 
t

0:i

oo\-'
)/-'

n-1

)?emarque 2.

(2.2.22)

et z, la com

(:7..2.23)

D,e m6me pour

nte pa{re :

f 'F f,+ f,,

,r(ajf)r*t 7n 1t*.

oo

l=0

oo
. \-"1- / I*'P'"

m=0
\-v-

composante paire



Si p ela,+

est la

A partir de

1. Sipe
la solu

2. Sipel

(resp.

de l'in
deux

, +oo[, - foet
est able

mixte de la chaleur mal

arque que la composante impaire u, (resp. ur)

:ingue deux situations particulidres :

sont parfaitement exactes, alors dans ce cas,
ce H..

sont parfaitement exactes, alors dans ce
s-espace H'

.nr-Af f+f'
cas, la ution stab

€l *oo,



(2.3.s)

2,3 ron

l,i

te for ule

bolev2,3 R gula

Mainterrant on dd{e I

(2.3.r)

or)

(2.3.2)

On sait que

en injectant

vant:

(2.3.3)

(2.3.4)

Donc on

+ 2eln

)gn =

+

oo

m=

+2e1n t)+

^02u .

FgpFx,t)

0 132u. \
at\aA{-''n1

.\p))"u"(t)lg,@) = 0,
I

L-
n=li
n=L

urvant :

L,U f) € (-1,1) x (0, r)
o) (-1,1)

1, t'l u'(-1,t) = u,(1,t), re (0,?)

oo
F-

\t)9"+ Lu_(t)rp_,
m=0

on de L, an trouve les deux probldme sui_

0<t<7,

0<t<T,

ati iff6rentielles :

p)Arun(t)=9,0<t<T,

0t

a:-
dt

=l
l'6x

t)

tS

la

t)+(,'

unl

I
m=

oo

fa

,-1t1)4,-1*7 = o,

{f,

&

a2

(o)=l



pour n € N.

(2.3.6)

pour ru € N.

l:*
(at f
,r
lm-

tude d'un dme mixte de la chaleur mal

.).*u*(t)-0,0<r<f.

donn6es respectivement

unQ)=r-ffi\,y,, z€N*,

q,(") + \r-t"* il ̂
^, f*rp *

V0<r<1

--+0, e-+0

les ution

(2.3.7)

et

(2.3.s)

La solution d probl

o Si p efa,ac

u"(

0na:

u(

Lemme 2.3..1 \/,1> 0

'fh6ordme 2. sip

Preuve.

lr*(r) = e-@+f)r^t y*, zn € N.

esJl.a somme de deux dernidres solutions, donc :

^'1,,r,,v,{*) * f .r-, * f) 
^^, f*rp ^m=0

dre:

2.3.1

(a-BlTa+

OOI "-f)I"t

=lt"
la,a[,

(t) =



et

d'ebtimer

12 s il4,(?)1t2,

ilt,(r)lt,

enafrt gue,

N tllle lue

,-za-nl"r 
{r 

__

i
n=7 {,

alors on a

Puisque llAr(

On suppose

et soit rl > 0,.1

On peut 6crire

llA.(?)ll2 =

Az=

D'autre part :

,erf eff

-(alp);

(a)fDt

il iuf

' ,127(
L

I c1d-r

ef2(o

z1a- lye tf,
L+ zFAn

G(^n)

|'u,t'=

,{t-rt"-nt^",-ffi^u}'}

l-;ffi*'l'
t d'estimer la valeur A.(f). On a :

-zr@-fi)nlynlt 
< +* (s6rie convergente),

ilt,rynp.7t2

')

T-'
n=l

/.-
r=N+

It tz ,IJnl a

-)tdl av"r ( r ,-2(a-p))nrtf..P <tl--lJnl-r
n=N+l z



tude d'un blime mixte de la chaleur mal

On choisit e

il en r6sulte

pour tout e

Ce qui mon

'I^"lf'l'=F2<oo

l.ilion, on a l'estimation suiuqnte :

' 
fl 

Ae(r) < rce2,F2

p)

p

])il:

f-

[)

-4)^,

:oltd

(4il',

e

t.xe,

:isfai

qlue

.|
nt

-+0,e-+0

'[+#rf'rr,P

,'(rro - p1r , s,l)2 1y,12

r,r 472 (a - nr r, 
^f.,It 

frt,

i, 
" { t-,-'r-, ^,' I f,r,}

f,n'u'

'r'lfor2 <(

41+ 42 < q2

i,"t ,l est un nombre r6el positif arbitraire.

lVlaintenant, o

llh6orime 2.ii.

I

fagon

oil0<r<7



Preuve. On

(2.3.e)

<rr)rc=(a-il2
Par cons6quen

)t"r (a - il2r 11r eT)zr €zr

'(2Tyz',pz

(27)2"

,oD ent l' I



[,IOGRAPHIE

[1] L.s. A urlkerimov, RegtqLla tion ctf an ill-posed Cauchy problem for euol.ution equa_
tions in Banach space, baidzitn. Gos. Univ. Ucen. )Zap.Fiz. Mat., 1 (I9TT),
32-36 4e2645) (in ssian).

[2] K.A. -Stan.dard and Improperly posed problems, Acade_
mic P

[3] L. Bou is, Ca'nuergenqe tes for the quasi-reuersibility method to sorue the caucha
probler;n r Laplnce's equlJti n, Inverse Problems 21, (2005),No. 3, I0gT_II04.

[4] ,1. Bou , A mi.xed J:orm ion o.f quasi-reuersibility to :;olue the Cattchy problem
for La 's equntion,Il:rl,t: Problr:ms 22 (2006), 4Ig-$A.

[5] ll.P. Bel

ted spa

, Dynarm.ics of ronary structures in a parabohc probiem with reflec_
al argument, C,F etics and Systems Analysir;, yol. 46, No. 5, 2010,

'7"7'r.7I T L-I

[6] lvl.Sh.

Lrlem wi

3t-1-2.

lutskaya, A.Il iK romov ilubstantiation of Fourier method in mixed pro_
,lnvolultion,Iz.r. Sa atov. Univ. Mat. Mekh. Inform,, 20\1,,Vol.11,Issue 4,

[7] i\d.Sh. .[utska'ya, A.P. ICh omov ltlixed problem for simpt!.est hyperbolic ftrst order
equatio ',with involutictn,,

0-20.

v. Saratov. Univ. Mat. Mekh. Inform., 2074, Vol.l4,
Issue 1,

and Son .[nc., N'ew York, 1



Bibli

[8J Dinh Hdo, .r{ tion method for iil-posed problems, Numer. Math., 5g(7994',), p.469-506.

[eJ D.N.H:;

thod fo

, N.V. Duc
tthe Caachy

[14] S.G. Kr,:

89-1 68.

[15] R.. Kress Linear Integral

1e8e).Springer

[16] v.A. , V.G. Maz'yai
villue p lems tlnat presq:

D. LesnLic, A non-local boundary ualue problem me_

for elliptic equations,Inverse problems ZS(2009) :

iterative procedure for solving ill_posed boundary
differential equations, Leningrad Math J., (Ig90) l,

dur4

prq

05500 7pp)-

[10] H.w. E: l, M.l{anke ia{rd . Neubauer, Regularization o.f Inverse problems, Klu_
'wer emic, (2000).

[1 1] Jr. rd, Lecture nete n Cauc,hy's problem in linear partial dffirential equa_
l'ions,Yit Uni Press, Ner4r ven,ll)23.

ltzl I. n. ins. Co.mplete and basis properties of sets of special functions, Cam._
bridge

[13] I.Hada

iversity Fress (19 ).

\iork (19 :) i,

rd, Lectures on chy problem in linear partiall equations, Dover, New

and |ur.I. Peturpin Scales o.f Banach spaces, Uspehi Mat. Nauk .,21. (1966),

uat.ions, vol. 82 of Applied lylathematical Sciences,

1.207-I2:"

[17] S.I. Kaba

ge'neral li
)R')

ilkhin and M.

regularizatl.opt

k,lmpact of conditionat stabilitty : conuergence rates for
zthods,.[. Inverse Ill-posed probl., (200g) t6(3\:267_

[18] T.rSh. Ka nov and A.Shi S aldanberev, Necessary and Sufticient Condition for the
Existence

zakh. NaLr

a Strong Solutlt. for a Pa:rabolic Equation in Reaerse Time, Vestn. Ka_
IJniv., 1i,2007), r1o.

enov a.nd U.A.. Is

chy Pr,cblem fq,1

.3,37Qt-373.

(53),5;8-72.

[1e] T.lih. Ka,l

M:ixed Ca

kova, :\ Criterion for the Strong Solvability of the
Laplace Equation, Doklady Mathematics, 2007,

Yol..75,



Bibli

[20] r.sh. v and u.A..
Cauch'y

No. 10r,

lem for the t,,e

'L60-I4,6ti.

[21] R. Lat ,1.-L. J-ions, 'flrr:

Cifferen iill equations, EJs,e

[22] )w.M. vrentev; 'r/.G. 
R

l:hemat',i

1 986.

I Physit:s and ,4n,2

[23] lv{.M. La rentiev'and L.fa.

Ill-Posei[ Proble

[24] t4.v. Kli nov, F'. Silntosla,

F'rob for LaplaLce's

[25] I.V. Met' ikova, Regulalri:ta

t(1992) il ,2gg-299.

[26) ]1. E. Pay :, Imp::operly Ik
delph.ia.,

A. Pazy,,

equation

?t : Soci.ety for

:migroups of li

[2s] A.v.

Spring;erVerlal;,

Iin, The t?roblern

tinl Argu t:nts in a Parabotii

tir:ns, 2Ct ,,vol. 42, no. {}, 11

[2e] A.v. in, T"E. I{omanen
E'q,uations ith Rot:ation o.f :)

Ptrys.,2Cl , vol. 53, no. .[1,

[:]01 A.A. Sa rskii, P:N" Vabi

blttms s7

Gruyter,

thematical Ph:.y.;ti.

r:lin. Nevr York,

[31] N/n A. Sacl ekov a.ncl A.ll.
function t) ',rem of a tVlultlp,r.e

ns, 2012,YoL 48,tiillEquat .8, 1lll2-tlIg.

k:ova,, Criterion for the Strong. Solaabilitgt 0.f the Mixedi.
ace Equation, Differential Equations, (20109), Vol. 45,

tlhod of quasi-reversibility. .Applicatioms to partial
ier, Ne.iv York (1969).

anov ar:Ld <1.p. Shishatskii, Ilt,_posed problems in Ma_
is, Providence, RI : Arnerican Mathemartical Society

velier4, Operator theory and ill_;rosed probiems, In_
Series, VSP, Leiden Boston (2006).

co.mLput;ational quasi_reversibj.lity method fcrr Cauch;f
tion, SI:\MJ. Appl.Math. 51, ,[1553_1 675, tggl
'on of ill-po,sed dffirential proL,lems, SiberiarL Math. J.

Probl.ems in Partial DifferenLtial Equations, phila.
trjial and Applied Mathemat. ics, 1975.

ar oper;ators and application to partial r:lirFferential

C o,ntr o tt. of a Tw o - D im en s io n al,fr an sform at i on oJ. S p a _

Fun c ti on al - D ffi r enti al E qu ati o n, Differenti al Equa_
0-1 15s.

trl'ot ating wqu es in p ar qb olic rtunctional -r-)i,fferential
tial Argument qnd Time Delay, Connput. Math. Math.
626.-\64,3.

hevich, Numerical Methods for Soluing In,va:y5s prr_

, Inverse and Ill-posed probl,:.ms Series, Walter de
07.

rserrbi, Criterion for the, Basis prolterty of the Eigen_

ffirentiation Operator with an Involution, Driffe:ren_



I

5, 200

r,

cPu

ution of Illl-posed Problems, Winston & Sons'

ies Of Etliptlc And P arab olic Functional Dffiren-

Optics,Jou{nal of Mathematical Sciences' Vol'

of Functional Differential Equations' Worlcl


