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il, on étudie une classe de problémes d’évolution mal po-

5 Notre objectif est de présenter quelques extensions de la méthode de régula-

risation de type Sobolev pour un probléme de la chaleur nop classique.
En se basant sur la méthode de régularisation de typ

tion approchée stable 4 notre probléme mal-pogé,

On termine cette investigation par quelques résultats de convergences de cette mé-
thode de régularisation, et on établit aussi d’estimation d’erreur entre Ia solution géné-
rale et la solution approchée sous certaines hypothéses de régularité sur les données.

e Sobolev, on construit une soly-

Mots clés :Problemes inverses, problémes mal-posés, probls

>me parabolique, régula-
risation, méthode de régularisation de type Sobolev.
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contrent dans diverses disciplines et sont d’origine

I Dapres J.B. Kelley !

formulation de l'un met 'autr

traire, et fait jouer un r6le symétrique aux deux problém

tion plus opérationnelle est qu
connaissant des effets. Ainsi, ce
consistant a déduire les effets,
> Les problémes inverses sont
posés introduite par Hadamard
Un probléme bien posé au sern

vantes : la solution existe, elle

conditions est violée e probléme est

» La réalité expérimentale rno

mal-posés car il ne répondent p

est instable que des petites varia

sur la solution.

e

1. J. B, KELLER, [nverse problems, Am

2. Le premier probléme mal-posé date en fait de 1932 d’un fam
de reconstruire Ja solution d’un probleér

5 €s problemes inverses, parfois appelés pro

TRODUCTION

blémes d’identiﬁabilité, se ren-
S variées.

deux problémes sont dits inverses 1'un de l'autre si la
€ en cause. Cette définition comporte une part d’arbi-
es considérés. Une définj-

"un probléme inverse consiste a déterminer des causes

- probléme est I'inverse de celui appelé probléme direct,

les causes étant connues,

souvent classés dans 1a catégorie des problémes mal-

[11]au début de siecle dernier 2

s d’'Hadamard doit satisfaire

les trois conditions syj-
>st unique et elle est stable, Dés lors que I'une de ces

considéré comme ma] posé.
1tre que les problémes inverses sont Je plus souvent
as a la troisiémes condition(la stabilité). Le probléme

tions sur les données entrainent de grandes variations

er. Math, Monthly, 83 (1976), 107113,

eux article d’Hadamard , i s’agissait
ne de Cauchy 4 partir de la condition initiale
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» Dans la littérature mathématiques, plusieurs méthodes de régularisation ont été yti-
lisées pour résoudre certains problémes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on peut
citer :

* La méthode itérative alternat ive initialement proposée par Kozolov et al. [16]. Cette
méthode consiste 4 résoudre une suite de problémes bien posés dont la solution converge,

pour des données appartenant a certaines classes admissibles, vers la solution du pro-
bléme original.

» La méthode de quusi--réversz‘biﬂ(ité initialement introduite par Lattes et Lions | 21] consiste
d transformer le probléme de Cauchy mal posé d’ordre 2 €N un probleme bien posé
d’ordre plus élevé (d’ordre 4) en introduisant un certain parametre (terme de correc-
tion), la convergence au problén‘ne d’origine est assurée quand ce paramétre tend vers

0. Cette méthode a été ensuite rﬁ‘eprise par plusieurs auteurs pour résoudre le probléme
de Cauchy, notamment Klibano i et Santosa [24], Bourgeois [3, 4]. Pour plus de détails,
on renvoie le lecteur a la référence de base [21].

* La régularisation par les corditions non locales (QBV.-method) introduite par Abdul-
kerimov [1] et qui a été ensuite 1éveloppée récemment par Hao et al. [9]. Le principe
de cette approche consiste § perturber légérement le probléme original par un pro-
bléme nonlocal bien Posé, sans modifier l'opérateur différentiel. Dans le livre [30], on
trouve un bon exposé accompagné d’une série d’expérimentations Justifiant I'efficacité
de cette méthode,
> L'étude des probléme inverses tconnu un dévellopement trés important au cours ses
derniéres années. Cela est du 3 Ia richesse du sujet et au fait que ces problémes sont
réellement présents dans des nombreux domaines. Les mathématiques bien sur, avec
la base fondamentale que forme la théorie des opérateurs, et les équations aux dérivées
partielles. La physique, oi1 natur ?llement les chercheurs se sont trouvés confrontés 4

des observations indirectes, les amenant a résoudre des problémes inverses,




II--_|-II“-I.P--§—I\I—“-_I|-II

CHAPITRE 1

RESULTATS PRE LIMINAIRES ET

230 )

‘objectif de ce chapit
Z \Eﬁj ront utilisés tout ay 1

aPour plus de détails,

ot

( ./.\./ZE)

données,

On se place

sur K =R oy C, muni de I norn

1.1 Eléments de théorie

Références

U H. Brezis ; Analyse Fonctionnelle

O R. Dautray, J.-L. Lions

teurs), Edt, Masson, (1 988). [§3. p
O E.B. Davies ; Linear Operator ard
LI T, Gohberg, S. Goldberg and M.A. ]

0O D. Huet; Décomposition Spectrale

U P. Lévy-Bruhl s Introduction 3 1a T 1éorie

re est de

les références 3 13 littérature

dans un un cadre hilbertien (H —s H,),

(aashoek ; Basic Classes of Linear Operators,

et Opérateurs, PUF (1976)

NOTATIONS

rappeler quelques notions et résultats qui se-

ng de ce travajl.

seront systématiquement

ou H; est un espace de Hilbert

1€ |.|; et le produit scalajre () (i=1, 2).

Spectrale

, Théorie et Applications, Masson (1 993).

; Analyse mathématique et calcy]
age 136-180].

numérique. Tome 5 (spectre des opéra-

their Spectra, Cambridge University Pregs (2007).

Birkhiuser (2003)

Spectrale : Cours et Exercices Corrigés, Dunod (2003).



3 —— $liminaire, fons
LI - - ResulElts prehml_r@.r“es et Notations

L.1.1  Opérateurs lineaires

De manigre générale, un Opérateur linéajre est une application A - DA)c Hy —s H,
linéaire, oy D(A) est le domaine de définition de l'application linéaire A, qui est un
SOus-espace vectorie] de Hi, que l'on SUppose en général dense dans Hj. Lopérateur
A:D(A) = H — H est dit borné si I quantité

1Al = sup{IAule, u € D(A), [ulg, = 1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continye syr D(A), et lorsque D(A)
est dense dans H,, A's’étend de maniere unique § yn Opérateur borné syr H;.

* Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un souys-
1 X Hy défini par G(A4) = { (v, Av), pe iD(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A:D(A) c H; — H,, on note par:

€Space vectoriel de I

N(A) :r{h €D(A), Ah= O} (noyau de A),
R(A) = {h, = Ay, 1y D(4)} (image de A).
1.1.2  Opérateurs bornés

On note L(Hy, Hy) (resp. L(Hy)) I'espace vectorie] des opérateurs linéaires continys de
A dans H, (resp. des endom orphismes continys de Hj) muni de 1a topologie de 14
convergence uniforme

’ Ll |Bu|
Be L(Hy, H,), IBll 2 a1,, 1, = sup —2,
ueH;\{0}) ,u,]

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéajre continue § e L(Hy, H,) est inver-
sible ssi il existe une application S’ e L(Hy, Hy) telle que

S/OS'_':IH,{’ SoS}:IHZ.
Lapplication §’ sj el]e existe est unique. On notera §' = 51 gt
Inv( 11, Hy) b= {S €L(Hy,H,), S inversible }.

Théoréme 1.1.1. [Théoréme des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continye s € L(Hy, H,) est inversible,



L1 ]Ele'ments 1ts de e théorie 1€ Spectrale | 9

Définition 1.1.7, Soit A € £(H). Op appelle ensemple résolvant de A, I'ensemble
p(A) := { AeC Ay = (Al —A) est inversible (== bijectif )}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle Je Spectre de A et sera noté
o(4):=C\ p(A).
On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure dy Spectre en module, j.e.,
Spr(A):= sup [A].
A€o (A)
» Le spectre d’un opérateur borné est up compact non vide,
Le Spectre ponctuel de 4 (noté o p(4)) est 'ensemb]e des A € C tels que A soit non
Injectif ;

A€0,(A) = N(A,) = {0).

Un élémen‘t A€ 0y(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 =/ ¢ H te] que
Ah= AR que lon appelle vec teur propre correspondant 4 J,

Déhmtlom 1.1.3. (et Proposition) Soit § ¢ L(Hy, H,). Alors i existe un unique opéra-
teur

§" € L(H,, H, ), appelé adjoint de §, qui vérifie la relation Suivante :

(L‘S"hl,kz);g = (hl,s*hz)l, Vhl € Hl) th € Hz

De plus, on qi les propriétés suivantes :
ISI=lis), s < (§) =s.

Si § est bijecﬁif (= inversible), alors S* lest aussi, et ($M™1= (S,
Définition 1, \1 4. Soit H un espace de Hilbert. Op dijt que A € L(H) est auto-adjoint si
A=A

|
| A=A s (Axy) = (x,4y), vy, T
|

1.1.3 Opéﬁ'ateur" non-bornés
Définition 1. ]1‘ -5. On dit qu’un Opérateur A est fermgée si son graphe G(A) est fermé

dans H, x H,, 1.e., pour toute suite (u,) c D(A) telle que u,, — 1 dans Hy et Ay, =39
dans Hy, alors | ¢ D(A)etv =4y
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> Lopérateur fermé 4 pe

de définition D(A) muni de|la norme dy grap

e 1.1.2

1, alors A est borys

Théorem
lespace H

(4 fermé et D()

Définition 1.1.6. (et Proposition) Soit A - D(

a domaine dense.

t:
A":D(AY ¢ Hy — Hy
D(A") = {

On peut définir l'opérateu
comme suj

VE€H,:Jc>0tel que |

Dans ce cas 13 fonctionnel]e

une fonctionnelle linéajre s CHp — K telle

Résultats préliminajres
-\\__\-\_ﬁ_ﬁ

ut étre considéré comme un opér

- [Théoréme dy graphe fermé

r non-b

U g(u) = (v, Au) elle se

et notationg
iyl

ateur borné de son domaine

he (ulg :=lulg, +|Auly,) dans g,

1 Silopérateyr fermé A est définit sur toyt

=H = A borné).

A) - H — H, un opérateur non-borné
orné A* adjoint de l'opérateur A,

A <cluly, vue D(A)}.

Prolonge de facon unique en

que |f(u)| < c]u]Hl » Yu € Hy. Par suite

fe€H{~H| Ona par conséquent la relation fondamenta]e quilie A et A*
(v, Au)y, ={(A*y, Wa, Yue D(A), Vv e D(A).
>SiA:D(A) H; —s H, est un Operateur non-borné 3 domaine dense, alors 4* est

fermé.

Définition 1

Définition 1.1.8, L'opérateur A : DA)cH

D(A) = D(A") et (

Théoréme 1.1.3. Syt A : D(A)

adjoint si et seylemens sio(A) C R

Théoréme 1.1
Soit A: D(A) ¢ Hy — H,
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R(A) est fermé, (i) R(A”) est ferme, (1i7)

4. [ Cmmctérisati'o;

.1.7. On dit qu'un opérateur A - D(A)

— H est dit auto-adjoint sj 4 = 4*

CH— Hyn opérateyr

un opérateyr non-borné, fermé, gvec

CH— H est symétrique lorsque

Yu,ve D(A), (Au,v) = (u,Av)

,l.e.,

v, Au) = (Av, u), Yu,ve D(A).

fermé symétrique. A est gyto-

1 des opérateurs g image fermé]

D(4) = H.

R(4) =N, (iv) R(4") = N(A)*,
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1.1 Eléments de théor
-‘_~+\“‘.h

Le résult

Thém‘ézm
D(A) = H
(@) A est s

(b) il exis

ie spectrale
T TT———

—_——

—

at qui suit est yre caractérisation ytile des opérateurs surjectifs,
e 1.1.5. Soit A : :D(in) CH — H, un opérateur non-borné, fermé, gyec
1- Les proprigtes suz’?fmtes sont équivalentes -

surjectif, i.e,, R(4) = H,,

Ile que

(c) N(A*) =

—

D(A) = H,.|

|
constantes

Corollai.ré

1.1.4  Spg

Soit A : D(4

maine dense

Définition 1,

Son complém
O’((A) = C\'Q(A A

=Y
=

* On note que
fermé. Par Je t}

appelé la résoly
_Hl : L’hypo—‘ae\;
2. SiAn’est pa
3. SiA=4% 4]

o)

"My et my telles que

ectre et résoly

1.9. On appelle ens

1éoréme dy graphe fermé, il est bor
ante de A

de fermeture est n
s fermé, alors P

e une constante k >0 te

[v| < kA, Ve D(A),

{0} et R(AY) estﬁzr{mé.

1.1.1. Soit A . D(A)

) C Hy
Lopérateur A gdm

~— H, un opérateyr non-bor

né, fermé, qvec
e?' un inverse horné Al

sur H, si et seulement s’il existe deyx

[u] < my [Aul, VYye D(A),

Wl<my A%, vye D(A).

ante d’un opérateur non borné
CH-—>H un Opérateur non borné que l'on suppose ferme 123 et a do-

semble résolyant de A, I'ensemb]e
P(A)={leC:d, =114 est bijectif).

ntaire dans le plan complexe s‘appelle le s

pectre de A et sera noté

si A € p(A), l’invfzrse R(1;A) A7 est défini Sur tout l'espace et est
né, i.e., A;l € L(H). Cet opérateur est

(4)=0.

saire pour faire une théorie spectrale raisonnable,
|
s 0(A) = () et o(A)CR.



L ‘ Résultats préliminaires et notations
—_ : —e S0 TT

. L’enserlgble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et 'application
p(4)s A > R(L;A) est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résol-
vante satisfait a l'équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante -

R(AﬁA)?- R(Az,A) = (Az - Al)R(Al,A)R(Az,A)

* Le spectre de A est done un fermé de C, et sj de plus l'opérateur A est borné, alors
0(A) est un compact non vide.
Examinons a présent de plus prés la structure dy spectre.

o Le premier Sous-ensemble important dy Spectre est le spectre ponctye] -

o,(A)={1eC:A A West pas injectif).

Un élémenit A de 0p(A) est dit valeyr propre de A, il luj correspond un 0 = -9 ¢ D(A) tel
que A3 9 =0, que l'on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un espace
de fonctiorls) correspondant 4 1.

e Sile 07(1;41)\0}, (A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

« SiR(4,) lf;l’est pas dense, on dit alors que A € 0,(A) le spectre résidyel de A.

- SiR(A;) Tst dense, on dit alors que A € 0.(A) le spectre continy de A.

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 D'i%agonalis;atio»n. des opérateurs auto-adjoints compacts

|
Définition 1‘.2.1. On dit qu’un, opérateur K e L(Hy, H,) est compact si K(’BH1 (0,1)) est
relativement compact pour la topologie forte, O désigne par K(H,, H,) 'ensemble des
opérateurs cjbmpacts de H; dans H, et on pose K(Hy, H;) = K(Hy).

» La compaﬁité d’un opérateur|T e L(Hy, H,) est caractérisée comme suit -

Te )C(Hﬂ, H) <= V(x,) ¢ My, x,—0 (faiblement) — Tx,— 0 (fortement).
i
» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S, ¢ L(E,F)etS, e K(F, G) (resp.
S1EK(E,F)et S, e L(F, G)), alots S,S, e K(E, G).
[ [Théorém% de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproquement.

|
Théoreme 1.2.1. Soit K € K(H) avec dim(H) = co. Alors on 4 :




uL3 ]Pr()b

(a) 0e g
(b) o(K)
(c) l'une

(K),
{0}

« 0U bien
« 0U bien

« 0U bien

Théoreme

compact, A

3
p
L N

1 Pr

li
et R l'espace

Problémes ¢

calculer Ia r
Les équation
¢t p: L(x,p)
considéré ; on
Problémes i
un probléme
Physique p in
directement 5

bléme direct q
d = G(p)). Réf 4
» Problémes

e

|

|
lemes mal posés o probléme
——— 14 Poses et 1

1.2.2. On Suppose

lors H admet une b,

bblémes mal} posé

éponse 4 3 partir de
s de la physique
= d, la notation 1

4. Marc Bonnet

s inverseg

‘o-p (}O \ {O} p)

des situations suivantes -
a(K) = {0},

a(K)\-{U} est fini,
o(K

\
N0} est une su:“ite qui te

[V

nd vers (),

11e H est séparable, Sojt T €K(H)
se Hilbe

un opérateyr auto-adjornt

rtienne formée de vecteurs propres de T -

Tx = Z Arer.

k>1

)+ Z:(x, ek)ek, Xp € N(A),
k>1

YxeH, - X

S et probléemeg Inverses
rects. Si on note par P I'espace deg parameétres, B l'espace de
» alors le probleéme direct L: P x g
la donnée des g

S excitationg

des états (répons»zs) — R, consiste 3

ollicitations x et des parametreg v

onnent en généra] 15 réponse d comme fonction de 4

symbolise les €quations de ], physique dy probléme

parle parfois dy 10déle physique.

|
verses. D'un poin
inverse toute sjr
accessible 3 Pexpérience & partir de la me

ccessible 3 I'expérience

sure d’

td

|

ui donne expli«:i‘ten’nent d a partir de p(

directs et Prolblé‘rﬁmes inverses en EDP

de problémes directs, étant donné un domaipe QcRY, op s’intéresse

|

inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Coupl

[

Problér;g ages (2004).




14 Résultats préliminaires et notations

aux solutions u : Q) x [0, 0| 3 (6, t) —> u(x,t) € E de

l Up+ F(L X, C”i? Uy, QZ;M) =f, dans Q)
{Bi}?:;[ u=g, sur dQ) x [0, 00|,
l u(x,0) = ug(x) dans O

[J Dans le cas de problémes inverses ; a partir d’une connaissance partielle de la solu-

tion u de 'EDP (mesures interries, mesures frontiéres), on doit retrouver par exemple :

* f,81,--.,8; — probléme d’identification de sources.

o Uy = probleme d’identification de données initiales.
o F ~— probleme d’identification de coefficients,
o Q > probléme d’identification géométrique,

La difficulté principale des problémes inverses est leur caractére généralement mal
5

posé.
Définition 1.3.1. [13], Soient X, Y deux espaces de Banach, et A: X O D (A) — Y un
opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probléme inverse Ax = ¥ est bien posé au sens
de HADAMARD si

Existenice :  Pour|tout y €Y ilexiste x € X tel que Ax = V.

Unicité : Pourjtout ye ¥, ily a au plus une solution x € X,

Stabilité :  La solution x dépend contintiment de la donnée .

Si au moin§ une de ces trois conditions n'est pas vérifiée, alors le probléme est dit mal

posé. En pﬁ:atique, cela veut souvent dire qu’il nexiste pas de solution unique ou que, si

elle existe, 1une légére modification des données conduit 4 des solutions trés différentes.
|

Remarque 1.3.1. Le choix Ces espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien siir trés im-

portant dans cette définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s'il y

a un probléme de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible

a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 1.3.2. 1a definition donnée par Hadamard est tres contraignante dans la

pratique. Il|{faut donc relaxer la définition d’un probléme bien posé.

|
Définition ‘132 (Lavrentiev 1959). (Stabilité conditionnelle) Soit A: X D D (A)— Y

un opérateLTr fermé, densément défini. On dit que le probléme Ax = y est condition-
nellement sFable (ou correct au sens de TIKHONOV) sur M ¢ D(A) s’ il existe une

- | A ] A . . .
5. Alors que les mémes causes provoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de
multiples ca.u%es : les problémes inverses sont mal posés.



1.3 Problémes mal posés et problemes inverses

fonction
w:Ry|— R,, continue en 0 avec w(0) =0,
telle que ['on ait

llx2 = 211 < w (|| Ax, = Ax1])),¥xp, x; € M.

L'ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations

a priori). L'appartenance de u 3 M signifie une certaine régularité ou une
bornitude.

On donne ici quelques exemples de problémes mal posés.

certaine

Exemple 1.3.1. Probléme de Cauchy pour ’équation de Laplace. Considérons le pro-

bléme suivant :

Au =0, (x,y) e Rx (0,c0),
(1.3.1) u(x,0)=0, x€R,
dyu((x,0) =@, (x), xeR,

\ . (X 2 dee oo, ; .
ou @, (x) = ssm(——), €> 0. On vérifie aisément que u, (x,y) = &2 smh(l—z-)sm(f) est une
€ €
solution du probleme (1.3.1 ). Onremarque que (pe — 0,6 —> 0) mais (e (%,9) = 00,6 — 0)

pour tout x > 0 fixe. Ce qui prouve que les solutions de (1.3.1) ne dépendent pas conti-

ntiment des données initiales, d’ot le probléme est mal posé.

2

Exemple 1.3.2. Probléme rétrograde pour I'équation de la chaleur. Ce probleme

consiste & déterminer u (x,0) = ug (x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ

de temperature u (, t) vérifié |

Uyt =0, x€(0,m),t€(0,T),
(1.3.2) 1 (x5 T)=1(x), 0sxgnw,
u(0,t)=u(mn,t) =0, 0<t<T,

ou ¥ € L, (0, 7) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter

la solution du probléme (1.2.2) sous la forme :

(9]

u|(x, i = Sﬁ e(T_t)nztzbnen (x),

A e’
n=1

ou ¥, est le coefficient de Fourjer d’ordre 1 de P:

PG 5
Un=(,e,) = \/%J; Y (x)sin(nx)dx, e,(x)= 1/—72;sin(nx').
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T

Soit @ (x)|= ug (x, 0) la tem perature initiale. Alors d’ apres I'égalité de Parseval, on a :

Il =" 2T, 7.

™18 :

=
I
—_

On considére maintenant le Pprobléme (1.3.2) avec des données bruitées :

I)DK - 1/} ks %ek (X)

On remarque que le’)k

7 — 0,k — +o00 mais ”u (V1 0) = u (5 0) “ = %e’kz
+00,k —>|+00. On voit trés c“lazreme nt que le probléme (1.3.2) est instable donc mal
posé. C es"c pour cela, qu'on dit que les phénomenes de la chaleur sont irréversibles.
La solut"otn de I'équation de la chaleur avec a condition initiale u (x,0) = @ (x), telle
que ¢ (x) ¢ L, (0,7) est donnée par la formule :

Aot = 2 e"”ztc‘one‘;‘n (%] = J;n {—2— Ze'”ztsin(nx)sin(né)}(p(é)d&f.

TC

n=

Ainsi, u est solution du probleme (1.3.2) si et seulement si @ satifait ’équation de
Fredholm de premiére espéce :

Ko =1, u(xT):fO K(x,&)p(&)dE = p(x), O<x<m,

\ [ 29 L | ] ]
ouk(x&) = 7 Zl’e_"zT sin (nx)sin (né).
s
L operateuﬁ intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ot £~! nlest pas

borné. Ce qu1 monire le caractére mal posé du probléme (1.3.2).

Exemple 1.;3.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le
probléme stjlivant
|

. v (t)+ Au(t) =0, Ot T

1.3.3 - g

=) il
ou @, so nt des fonctions données dans H,et A:D(A): H — H tel que A = A" et
A20>0, 5; A = —(—IT-) »k=1,2,..., ne sont pas des valeurs propres de A, alors I'opé-

rateur (sin(T‘*/Z)) est injectif,‘e't la solution formelle du probléme (1.3.3) est donnée
par :

u(t) = sin ((T ~ 1) \/Z!) (sin (T‘/X))ml Y +sin (t\/Z) (sin (T\/Z))_l Q
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A kit 2 .
Inversement, si { A, = E?E)—ﬂ,k = 1,2!,,...,} N0, (A) = 0, alors la solution dy probléme

(1.3.3) n’est pas u}lique. Le probléme (1.3.3) est mal posé au sens d’HADAMARD dans

krt)?
les deux cas : les valeurs Ay = (—::2)— =1,2,..., peuvent étre proches des valeurs
propres de A :
1 7 o .
[9, +00[3 A 7= D'est pas bornée au voisinage des ;.
sin (TV)

» Onremarque d’apreés les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées &

cette catégorie de problémes :

L. La non unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémen-
taires sur la solution et une bonne connaissance de la nature physique du pro-

bleme, pour récupérer 'unicité (conditions a priori).

2. Uinstabilité. Ce caractére est le plus problématique, surtout dans I'implémen-
tation numérique.
Cela veut dire qu’il estiimpossible de donner un schéma numérique convergent
et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter
ce caractere d'instatilité, on approxime le probléme original par un probléme
proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation
sont variées. Chaque probléme nécessite un traitement spécifique selon sa com-

plexité et son degré de position incorrecte (voir [10])

1.4 Méthodes de régularisation

Larégularisation des problémes mal posés, due initialement a TIKHONOV [32], cherche
a redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi—solmzion, solution approchée,
.), de facon| que la « solution régularisée » obtenue par « inversion régularisée »» dé-
pende contintiment des données et soit proche de Ia solution exacte (supposant que
celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivernent obtenues par la me-
sure). En d’autres termes, on remplace le probléme initial mal posé par un autre «
proche dans un certain sens » du premier et qui est bien posé.

Considérons|le probléme inverse Khy = hy ot K : H; — H, est un opérateur compact
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injectif. ° On suppose que hy € R(K), i.e., le probléme inverse possede une solution

unique. ’

Définition 1.4.1. Une fami]jle d’opérateurs linéaires bornés R, : H) — H,,(a > 0) est

" A

dite "famille régularisante" pour 1’o pérateur K si
) 3

Vh; € HY, 115‘;3 (ReK)hy = hy, ie., RyK —> I simplement.
a——
!
Remarque 1.4.1. (1.3.3) $i {31“ est une famille régularisante pour l'opérateur

K:H' Ly 2 ot H! est: d%»e dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas

uniformément bornés, i.e., 1# existe une suite (@,) C R, telle que lim ”Ran” = +00,
=00

La donnée initiale h, € H? ][1';135’[ jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui

vient la perturber. Notons hg la donnée perturbée ott le nombre 7 > 0 est le niveau du

bruit, i.e., |h, — hg' <.

Notons hf’” == Rahg l’approxfiimation de la solution du probléme inverse K hy = hy ob-
tenue avec I'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité

|

triangulaire sur lhl - hiw’, on obfient

(1.4.1) |y =07 =

(s =Raha) + (Raho =" )| < nl|Rall+1(s = Ryhy)].

Le premier terme de droite Tie I’équation (1.4.1) représente la majoration de l'erreur
due au niveau de bruit. Par 13‘. Rernarque 1.4.1, nous avons vu que “Ra” ” — o quand
a — 0. Donc il ne faut pas choisir a trop petit sinon l'erreur peut devenir trés grande.
Par contre le second terme de droite de (1.4.1) tend vers 0 quand a tend vers 0 par
définition de R,. Nous allon}s faire tendre le niveau de bruit # vers 0 et nous allons
choisir une stratégie de rég u].prisa,tion de maniére 4 ne pas commettre une trop grande

erreur sur la vraie solution h]%.

Définition 1.4.2. Une stratég‘F‘,e de régularisation 7 — @ (1) est admissible si pour tout
]’l][ = H]

(1.4.2) lim (1) =0 et lim | sup {lRa(n)hg —h1| tel que lKhl - th < ';7} =10
n=—0 1][-—»)0 hgeHz

6. Le fait de choisir K injectif n’e‘lst pas trés contraignant car on peut toujours restreindre l'espace H'
au complément orthogonal de N (K), o N désigne le noyau.

7. 11 faut noter que notre problé‘;zme inverse Khy = I, est toujours mal posé a cause de la non conti-
nuité de K™,
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Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque probléme nécessite un traitement
spécifique selon son degrée de complexité. (Voir. [10]). Parmi les méthodes les plus
connues en problemes inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode
de Tikhonov et la méthode de la troncature spectrale.




CHAPITRE 2

ETUDE D’UN PROBLEME MIXTE DE
LA CHALEUR MAL POSE

Il_--ll-l—-lI[IIl--I'

2.1 Position du probléme

Notation. On note par H = L%((~1,1),R) I'espace de Hilbert muni du produit scalaire

et de la norme associée :

1 1
(w,v) = | u(x)v(x)dx, |ul|?:= u(x))*dx.
] J

Dans le rectangle Q = (=1,1)x (0, T), on considére le probléme de la chaleur non clas-

sique suivant :

(2.1.1) Up(%, 1) = @iy (3, 1) = Bl (—x,8) =0, x€ (-1,1), t€(0,T),
avec les conditions aux limites périodiques :

(2.1.2) u(=1t) =u(1,1), uy(~1,1) = u,(1, t), te(0,T),

et la condition initiale :

(2.1.3) u(x,0) = f(x), xe(-1,1).

Ici @ est un réel strictement positif (a > 0) et BeR.



22 Etude d’un probléme mixte de la chaleur mal posé

r; termes u(o(x), t), uy(o(x), t) et Ue(0(x),8), 0001 [-1,1] —

1], sont appelées équations avec variables déviées. Pour

Les équations intervenant le
[~1,1] avec o([-1L1]) = [-1
plus de détails concernant le développement théorique et la motivation physique de
ces équations, on renvoie le lecteur aux références [33, 5, 28, 29, 18, 19, 20, 31] et le
livre de base [34],

o Il est important de signaler que la littérature mathématique dans cette direction est

caractérisée par la rareté des travaux traitant les problémes inverses et les problémes

7~

mal posés avec des VariableelL déviées. Ce travail est donc une continuité naturelle du

travail initié par Kalmenoy 2007 [18].

2.2 Analyse du probleme

Le probléme (2.1.1), (2.1.2) efri‘: (2.1.3) peut s’écrire sous la forme :

(2.2.1) uy(x, t) + (al + ﬁ‘S‘})Au(x, 1)=0, 0<t<T, xe(-1, 1), u(x0)=f(x),
ouA:D(A)c H— H avec
D(#) = {w e H2(-1,1): w(~1) = w(1),w/(~1) = w'(1)}, Aw(x) = ~w,(x),

et
S:H - H,w—> S(w) =v,v(x) = w(~x).
Définition 2.2.1. Soit $: H = H un opérateur linéaire.
L. S estune involution si $2 =1,

2. S est unitaire si $5* = SIS = I, oi S* est l'adjoint de l'opérateur §.

J
Proposition 2.2.1. L"opémteui(' S est une involution unitaire.
Preuve. Montrons tout d'aboT('d que S est borné. En effet, le changement de variable :
xX=-y,dx= —-dy

nous permet d’écrire pour toutu e H:

il

=]
(222) e L P
1

<l



2.2 Analyse du probléme

D’ou S est borné et ||S]| = 1.
D’autre part,
(2.2:3)
:
(8 Yy ={Sujp) = J 1 (-

-1
ce qui montre que S = S”,
5(

.
Su

La relation Szu(x) —
$*S = SSt.

D’ol1 le résultat souhaité.

(%

Remarque 2.2.1. En appliq

on obtient SSu = u = Sv, i.e

Considérpns le probléme au

(2.2.4) — Uy (%) = Jut

Si (u, A) est un couple proprg

1
1

Alu,u) = (Au,u) =

— iy

ce qui implique que A = * 2

La solution générale de I’équ

et les conditions de périoclic

acos(—w) + bsin

-1 1
x)v(x)dx = — f u(y)v(-y)dy = fu(y)v(—:y)dy =(u,Sv),
1 =1

S(u(~x)) = u(x) nous permet de conclure que §% =1 =

nant l'opérateur S sur les deux cotés de I’équation Su = v,
,51=8,

y

x valeurs propres Au = Au, u#0:
x), x€[-1,1], u(-1)=u(1), u’(-1)=u'(1).

>, alors on a

1
—uu(x) L) + [ux(x)ux(x)dx

v,

(x)u(x)dx

Il

2dx >0,

[t

-1

0.

lation différentielle (2.2.4) est donnée par la combinaison

u(x) = acos(wx) + bsin(wx),

u(1),u’(-1) = u’(1) fournissent les équations :

(~w) = acos(w) - bsin(w) = acos(w) + bsin(w)
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~wasin(-w) + wp COS (¢

Ce systémgd homogéne posséd

remplie :

® Pour w=( = A, on obtient g

® Sin(w) === ¢ = kr, ke,

Ar = (kn)?

Soient

Ph(x) = sin( nnx), ne

et

Montrons que I’ensemble B =

Aor(x

—_

Etude d’un probleme i c 16
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y) = wasin(w) + wp cos(w) = —wasin(w) + wp cos(w)

d€ une solution non triviale sj I condition Suivante est

wsin(w) = (,

\/)

Dans ce cas, on obtient [es couples propres

= sin(krx), Ur(x) = cos(krx)}, k=1,2,..

N, () = % Y = cos(mnz), meny,

An=(nm)?, neN.

L b ILJ{SDnz}m 0 eSt une base hilbertienne de H. La

démonstration de cette Propriété repose sur Je théoréme de Caractérisation des baseg

hilbertiennes Suivant :

Théoréme 2,21, [12, Critére de

Vitali-Dalzell, P.- 39]. SoitB = (C)nzo une suite orthe-

normale de | ‘espace de Hilbert H - LZ((a, b),R), on (a,b) est un intervalle borné de R. Alors,
la suite B est tofale (et donc une base hilbert;ie;me} 581 :

(2.2.5)

n:Ot

Proposition 2. 0.2, Les Eléments de Pensemble B forment une bgse orthonormée dans [’es.

pace de Hilbert F

T~

Preuve. On a Ids Propriétés suivantes :

(2.2.6)

(2.2.7)

f%@@

=1

i) =85 Y(i,j) e N*x N*

)=, V(i,j)eNxN




2.2 Analyse du probléme
___~______\____________\__,_\\_hh_‘.____m____ﬁ

1
(2.2.8) [gpl(x)l,bj(x) =0, Y(i,j)eN*xN,
1

De (2.2.6)-(2.2.8), on voit que la suite B = {onli U{z,b,,,},‘;;’zo est orthonormale dans
o= L5011 ,R). 1l reste & vérifier le critere de de Vitali-Dalzel] pour conclure que B
est une base hilbertienne de l'espace de Hilbert H = -1, 1),R). En effet,

1/x 2 1/ «x 2
4 "-f fsin(rmt)(’t == 5 b —f f 1 at d«c—fl
" MR V2 | T T s
-1 \-1 -1 \7
1/ x 2
' 1
By S J fcos(nnt)dt da= g
-1| \71

ce qui donne

n=1

2 - 1
Z:Tjﬁz‘ {ﬂo + ‘?_’(am [l bn)} =35

n=1 P
L£{§f+_fl_xn_2} =1,
213 n2" 6
Ce qui achéve|la preuve de la Pr position 2.2.2. [
Pourw e H,onala décomposition :
e oo
=) (g, + }:O<u, Y)Y
n= =

ce qui donne

AQ% = ’\n(f)nt A’qu = Am#’mf

et

Aaf;ﬁ'p’l = (CXI i ﬂS)AQOH = An(aI + 58)(.011 = /\n(a - ﬁ)(Pn = (a = ﬁ)Anqoxv’

Aa,ﬂlpm = (QI =t /gS)A#)m = -m(aI + ﬁS)I/Jm =Am(a+ ﬁ)‘:bm =(a+ ﬂ)/lm‘lib‘m-
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On sait bien| que toute fonction
U= Ui+, oft u; est impaire et ;
onaH=H®pH, oy

Remarque 22.2. Sj on note par P, =

suivantes :

(2.2.9)
et

(2.2.10)

C'est-d-dire, P} et P. sont des proj

et

Cette décompgsition nous perme

(2.2.11)

1

1(
S 5'\

I-S)etP =

\ u définie sur l'intervalle [~1,1L]

p €st paire. La méme chose pou

H; = span(p,)® ], H. = span(i,)

(o]
m=0"

1
2

ch@n =0, Pc#’m =Py,

Ps Pn =@y,

Pslpm =0,

ections orthogonales :

I=P+P, RP=Pp=q

E(H)=H, P(H)=H,.

t de décomposer le probléme

Ut Apu=0,0<t<T, u(0)=f

Etude d’un probléme mixte de la chaleur mal posé
5———.\\‘ ————

T —————

s’écrit sous la forme
rl'espace H = A1 ) R),

(I+3S), alors on a les propriétés

en deux problémes dont la somme de leur solutions donne 1a solution du probléme

globale 2.2.11.|En effet, on peut é

variables) :

et

En injectant ceg

suivants :

expressions dans

crire grice a la méthode de Fourier (

O?_' [Se]
Ut =) uOput Y tn(tiy,
n=1

f= z fn(’t)q)r!"h

le probléme

N

séparation des

.2.11, on obtient les deux problémes



2.2 Analyse/du probléme

(2.2.12) =5

(2.2.13) m=

T ————

Z(u,;(f) H@=B)hu,(1)p, =0, 0<t<T,

i{”n(o) Pn = ifngonr
n=1

(um(t,) (CZ + ﬂ)/lm”m(t))d}m =0, O<t< T;

l 52 um(o)gbm - iﬁn V.

On obtient donc la famille des équations différentielles suivante :

(2.2.14) ( Uy (£) +(a =B Au,(t) =0, 0<t< T,

pour n € N, eft

t ”n(o) H fn:

(2.2.15) { () + (@4 B)Atiyn(£) = 0, 0<t<T,

pour m € N,

U(0) = fi.

Remarque 2.2.3. Pour tout n (resp. m) fixé, le probleme (2.2.14) (resp. (2.2.15)) est

une équation différentielle dy premier, qui admet une solution unique donnée par la

formule exporentielle,

D'ott les solutipns uniques de ces problémes sont données respectivement par:

(2.2.16) Composante impaire : u,,(t) = e (@=B)Ant for neN,
et
(2.2.17) Composante paire : U (t) = e~ (@B Amt fmr meN.

Définition 2.2.2. On dit que l'ensemble A C H est admissible pour le probléme 2.2.11,
sipour tout f & H, le probléme 2.2.11 est résoluble, i.e., 'ensemble des solutions S ¢ H

associées 4 f esft non vide.
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On distingue ici deux cas :

*5if€[-a
par:

(2.2.18)

et on a aussi

e, )P = ) 2
n=1
Ce qui implidue que
* Si f €]~co0,4a[U]a, +oo[, alors 1

est donnée pal

(2.2.19)

On note ici qu

lorsque g €]a

et B, = g ¥E)

Définition 2.2

(2.2.20)

et si f €] - oo, —(

(2.2.21)

a], alors le proble

u(x,t) =

me 2.2.1

Etude d’un probléme mixte de la chaleur mal posé
— i & i I

I est bien posé, de plus sa solution est donnée

N )+ ) ety )

m=0

la relation de continuité

o0

r .

oo

%
4

O,

t[, on note par :

Gé={heH:

e 'instabilité de la

O = €7
3. Pour g €]a, +oo]

VE'I
Gl=(heH: > el

y =

n=l

CP R Y g2Aapiiny Ful? < IIFII2
sup |fu(, Ol < [If]l
0<t<T

e probléme 2.2.11 est mal Posé, et sa solution formelle

u(t)= ) e@hhip g o, ) Pt (),
n=1 m=0

solution est due des hautes fréquences 6, = ¢~(a=f) 4

Tle=A)A, > +00, 1 — +00,

™ pour le cas €]+ oo, =af|:

(@+f)Am _, +00, ™M — 400,

0 > 0, on définit I’'ensemble :

PPN, < boo), B, = (b @),
w>_~v e-29(&+ﬁ)«\mT|hm,2 < +OO}, hm = (h) I’Dm),

m=30




2.2 Analyse|du du probléme

Remarque 2.2 4.

2.5i0=0

3. 516, 216y, alors G2 ¢ GO
Théoréme 2.2.2. Soit B €la,+co|

weC([0,T]H) ssi f € GL.

Preuve. L'udicité de la solution
des problémds (2.2.14) et (2.2.15

Maintenant, [a propriété y ¢ C([C

On a

:;Lp llu(t,)* = sup

si et seulemenit si feG!

De maniére an

Théoréeme 2.2
ueC([0, T],H)

Remarque 2.2

(2.2.22)

et u; la compos
(2.2.23)

De méme pour

3. Soit B €] -
ssi f € Gl

ante paire :

, alors GO =G, 9 =

0<t<T

0
v

fi=1

Jr = j; + f;-' T

1. Lensen

marquer que g, ], ¢ G

us(x, 1) = ‘>—

e

1ble G (resp. G? ¢) est non vide, En effet, il suffit de
{Inbm}m -0 GQ

re-

~~

~01
G C (JC .

[, alors Ie probleme 2.2.1 1 admet une solution unique

du probléme 2.2.11 découle de "unicité des solutions

~—

), T],H) est équivalente 3 sup [[u(t,.)|| < co.
0<t<T

00
e—2(a—-ﬁ)lnt,fn,2+ Z e—2(ar+ﬁ)/1,,ltlfm'2} £
m:(I;

P4 ol < oo

n=0

'Fﬂs

alogue, on montre|le théoréme suivant :

00, —at[, alors le probléme 2.2.11 admet une solution unique

5. Notons u, la tomposante impaire de la solution 4 :

(o]

e BNl f 0, (),

y—;

n=1

N s
> e (a+19))1)1tﬁ’11’b1n.

Z le(Pi‘l

n=1
-\/--—-/
composante impaire

i.f'ﬂ l)bﬂl
m=0

\_w__/

composante paire
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Si B €]a, +oof (resp. g €]-o00,~q]
est la source|de I'instabilité.

A partir de ces deux remarques

‘Egldhe d’un problé¢me mixte de la chaleur mal posé

), on remarque que la composante impaire u; (resp. u,)

-on distingue deux situations particuliéres :

1. Si B €]q, +oof, f = f. et si les données sont parfaitement exactes, alors dans ce cas,
la solutjon est stable sur le sous-espace H,.

2. Si B €]+ 00,—a], f=fets
cas, la splution est stable S

i les données sont parfaitement exactes, alors dans ce
ur le sous-espace H.,.




2.3 Régula;

2.3 R

Maintenant

(2.3.1)

(2.3.2)

On sait que

en injectant dette formule dans

vant :

(2.3.3)

—_—

(2.3.4)

Donc on obtient la famille des éq

(2.3.5)

{

Fisation de Soboley

egularisation

on considere e pr

de Sobolev

obléme suivant :

Lu = (, (1) € (-1,1)x (0, T)
u(x,0) = f, x€(-1,1)
u(=1,t) = u(1,8), w(=1,8) =u'(1,), te(0,T)
au azu 21/[
LEM = at —8-;5'(9(, t)—ﬁa > (—x, t)

00
u(x.v t) = ‘Z_l un(t)(Pn + Z um(t)lzbml

n

(1+2ed,)u;,
un(0) = Jns

—_

m=0

I’éxpression de L., on trouve les deux probléme sui-

(1) + (a —-ﬁ))\nun(t))@n(x) =0, 0<t<T,

[ ®ry

(o0}

Z‘ (u,'ﬂ(t) +(a + ﬁ)/lmum(t))gbm(x) =0, 0<#<T,
m=:()

}_:' um(o)]}bm = Z_mell»'m.

m==0

uations différentielles :

~

)+ (a=B)Au,(t)=0, 0<t< T,
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———

e e e e

pour n € N, |et

3 Unn(E) # (@4 B) At () = 0, 0<t<T,
(2J6) { U (0) = Jon-
pour m e N,

Par conséquent, les solutions uniques de ces problémes sont données respectivement
par:

(a=p)

(2.3.7) composante impaire: u,(f) = ¢ T2, ’\”tfn, ne N,
et
(2.3.8) composante paire: 1u,(t) = e‘<“+ﬂ)’lmtfm, m e N.

La solution di1 probléme global 2.3.1 est la somme de deux derniéres solutions, donc :

[Se]

(S}
o MGl Y t — -
ue(x, i’) -~ } e | T+2ex, *tn fn(Pn(X) + Ze (a"'ﬁ)/\mtfmlr/}m
n=1 m=0
e Sif€la,of,ona:

(&) 0

ubpt)= ) e Phip g ()0 ) ety
n=1 m=0

— \\\/——‘——/

composante non bornée composante bornée

Lemme 2.3.1, Y1 > 0, on 4 toujolrs :

l-e <", Vo<r<1

Théoréme 2.3/1, Si B €la,cof, ona :

-~

IA(EIZ < A(T)I? - 0, € — 0

Preuve.

Ae(t) = ulx )~ u(x,¢)

[Se)

Ny (a—p)
= ) {I”“L}f@()

P

n=1




2.3 1sat10n de Solbolev

alors on a be

Puisque [|A(

On suppose m

et soit 7> (0, 3

On peut écrire

DI < IA(T)|R, dor

aintenant que f

N €N telle que :

= ( (a=p)
A ()] = } {e_.(a—ﬂ)A . 1+2€An)l,1t} £
n=1

G(An)

soin d’estimer G(A ,)en effet :

: ~(a-B)A (a—p)A, (Dé"ﬁ))t " 2
G(J.n) = {le(@-pAt 1—¢ TT+2ed; _

2(a-p)eA 2
- e'"z(a—ﬁ)/\nt{l e 1+2e1nnt}

, = T(a—p)e)2 2
18T = Y 2Tta-pi, { I _44} 52

=]
cadZ

=

(@) £ |2

fumd

}..., e—-2(a-—,3)/1nTlfn,2 < ﬂz_
N+1

¢ il suffit d’estimer Ia valeur A(T). On a

< +co ( série convergente)

e e

' ¥

Ii, . 2(a-fled s [ <
”AE(T'J‘HZ - } e»—VZ(a-ﬁ)AnT{l . 5_’“T*2€1n } ,fnlz Z = —ﬂ /1 T 1 _em‘l” } ,fnlz
=11 n=N+1
Ay Az
et
: | A, T Ha—pleag . 2_ v ~2a—)A, Ty 12 1
s z e~ 2a=p)A, 1 — ¢ T#2ex, lnt Z e An Jf;1| < —
n::I‘;'-(-’»l

D’autre part :
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IN

IA

IA

<

On choisit € de facon que

il en résulte que

pour tout e satisfait : € <

Ce qui montre que

Maintenant, on suppose que :

)¢

n=1

4T

14

e—2(a—ﬂ),l,,T{1

' e—IZ(a—ﬁ)/‘L”T[z(a —B)eAl

2(a‘ﬁ)5A11 T} 2
e l+2ely

2
2
1+2el, TJ lf”l

2
e—Z(a—ﬂ)AnT(z(a _ ﬁ)Te/l;);) [ful?

N
{; e"2(a—ﬂMnT4T2(a—/3)262/\3}[731]2
-.-_[l

- ,B 214 Z{ie (a— ﬂ)/\nT‘f”,z}

n=1

a- ‘5)2)\.?\,19262

172
I*(a—p)2E* A4 e2 < 11

|2

\e(T)IP = Ay + Ay < 2

22T

n=1

277 » €t 17 est un nombre réel positif arbitraire,
n(a-p)E

JAe(TI* =0, e >0

I!(a-—ﬂ)AnTAZrlntZ = P -

Théoréme 2.3.2. Sous cette dérniere condition, on a Uestimation suivante :

onl<r<i

sup ||.

0<t<T

Ac(t)II” < Ae(T) < xe?" F?




2.3 Régularisation de Soboley

Preuve. On a

(2.3.9)

ol x = (a - B)*(2T)",

IA
L7

IA

IA

IA
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o0 2
T ~2(a=f)A,T 2(a—ﬁ)e/1§ ' 2
€ T Ifnl
V[:;T 1 + ZGATI i

Y e HapAT g BT A2 (2T)% &

6321‘(6{ A ﬁ)Zr(ZT)ZTFZ

K F2e2r

Par conséquent , on obtient I'estimation souhaitée .
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