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Ch+pitre 1

Notiions de

Le bqlt de premier chapilb
long de ci: m6moire .

Nous icommengons par
probabilif6.

1,1- t''space pro
D6finitidn 1.1.1

L.2 frltration
D6finiti{n L.2.1

par co$vention, on pose f *
on poqe aussi : ftn : l^t"1,1J

est d'exposer les notations de base utilis6es le

rappelle qui contient quelqr.nes d6finitions de

bilit6 filtr6

is6 fi1tr6 ( Q, F, (fi)ren* , F) tout espace pro.
tration (fi)remn .la bribu fr est appell6e tribu

Une fi|tration est une (Fr,T € .R+) de sous- tribu de f tq:

tF" cn,Vt)s)0.
: %>o F, (: la plus petite contenant toutes les .Fr ) .



CHAPITR,E 1. ]VOT/OArS DE BASIES

.1.3 Mouvement Brownien
lfdfinition 1.J.1

on appelle mro,rveme't brownien un processus stochastique (xl)rro dr,.ra-
leurs r6elles qn'esit Lln processus d acroissements ind6perrdants et stationnai:res
clont les trajecto;ires sont continues ce qui signifier que :

1. continuitti P.p.s. l,a fonction : s ---+ x" (.)eri .rr," fonction contin*e
,- ,'' ,L'ind6pen<la,nce 

des accroissements si : s 1! t : x1,-x" est ind6penda't
O.e la tnbur

Fs:o(X":u<s)
3. Stationnar:i16 des accroissements si : s ( t X, _Xs est identique d,

celle de XF" - )ls

Remarque 1.3..1

Un hI 17 est st;andard si :

Xo:\P.s, E(X,) :0

E (X!) =,1

1.4 Fomul'3 d,Ito
L.4,L lbrmules de base

Jusqu'd pr€serrt. on a d€fini l'int6grale stochasti<1ue, mais il nous manque
encore des r6gles rle, calcul. Le premier r6gle de calcrul est la suivante.

soit : (111, t € nRr ) un mouvement brownicn stand.ard par rapport d (fr,reR+)
et f € ct (R)

(i'e: / , J''et'./''so't, des fb'cbions continues ).,:n sr,rppose de prus que:
/+\t';.

"l I (f'ftt"l)')r, ( N,vt > 0. Atorspc,ur rout r> 0 (1 1)\d' '/
T,

.trD\ t/r>' f '' -r \-Dt)- J \x'0.' =- | "f (8") dBs *
t,

1f
t I J \us)

0

d.ans p.s. (t.Z)1



Soil; (91)u.r<?. ur proce$s'rs adapt6 v6rifianb fJ' fl?a,t < ,m p.si. et iel que
Ie processu:; (L1)0.r.., d6fini par :

/ '" ' '" \
L1 :exp l- lr"aBs-: lo?dsl

\ ", '( /

1.5. THEOREME DE I}IRSAATOV

Remarqur: 1.4.1

-Vu que (f' @r) , , > 0) e ,st un processlrs continu et adapt6 d (Fr) et que
la condition (1.1) est v6rifi<ie, I: f' (.8")d8" est bien d6finie f,."t Jf .f" (8")d,s
i'est 6galement car l'applicia,tion s *+ f" (8") est continue ).

-Le second terrne du menrbre de droite dans (1.2) (absenl;; dans les rdgles
de calcul diff6rentiel rrclassi,qrLe'r) 

esi; appel6 terme d'It6, il r6sulte la variation
quadratique non -nulle du rnouvernent brownien.

1.5 Th6ordme d.,e Girsanov

soit; une martingale. AIon;, sous la probabilit6 p(r)de densii6 .L7 par rap
port d, F, le processus (14{),,=,a, d6lini par :

Wt: Br+ I:d"ds est un (f1)-mouvement brownien stanclard.

1.6 Martingale

D6finirbion 1.6.1

Soit : ({1,F,(fr)rr_o,lF) une base, stocha,stique.
Un processus (1141) adapbd d, -Q tel que :

I fil mll/,rl) < oo, M, e LI
f (ez) E([v[t/Fr): M", vt ) s ) Q

est appell6'une Martingaie.



CHAPITRE 1. AI(fTIOI{S D]' BASEE

L.7 \lecteur aldatoire gaussien

Un vectcur al6atoire (ci.e dimension rt, > 1) esb une a,pplication

-Y , I o - $].' ' I tr,' --- X (u): (X, (w),...X"(w))

telleque:{r.u€f):X(r) e B}ef,VBe B(R") .

1.8 Processus gaussien

Un processus garmsien est un processus (Xr,t e Rl*) tel que , (Xrr, ..., Xr^)
est vecteur al6atolre gaussien V n ) 1 et 11 ,...,tn r,= IR_r.Ceci revient d, dire
que : c1X1, I ...'f cnX6. est une v.a gaussienne \/ n ) I, h,...t, € llR+.,

c.r,...cn € IR. pour ur vecterttr al6atoire (pas forcernelnt p5aussienne) en d6frnri
encole:

]- La fbnction rn : IR* -- IR clonrr6 :

rrr,(L): tr(X')

est appel6e ia moy'enne du processus.

2. La fonction k : IR* x IR-r- --+ IR on a :

k (t, s) : coL) (Xr, X")

est appell6 la covarience d'un processus.

Thdordme 1.8.1

Soit : i4l (t) un rnouvement Brownien et d (i) est u.ne fionction ci6terministr:
(non al6atoire).alors :

tns
t"

x (f) : 
.l u (.) drv (u)

0

ie processus gaussien avec ; 'nt (t) : 11

et

v/ ,\ t c2 /p(s,t) : | 5" (u) du
.J
0



1.9. ABSI'ATCE OPP ORTT]NITE ]J' A,RBITRAGT)

1.9 Absence opl)ort'unit6 dtarbitraEge
D6finiitiorr 1.9.1

U-n,e opportunit6 d'arbiLblage sur [0, ?] est une strat6gie, de portefeuille
autofinangitnl S clont la valerr. l, (q,) v6rifie :

(i) %(d) :0,
(ii) V7 (d) > 0 et P [Y, (q,)] > 0
AilLsi, tm arbitrage repr'6r;ente lei gestion dynamique d'un portefeuille au-

tofinan.Eant permettant d, pir,rtir d'un capilal nul, de cr6er sans risque un
profit s;tr.

I)a,ns les moddles en ternlts continu, nous serons amen6s dr, fair:e des hypo-
thdses suppl6rnemtair:es d'irrtrigrabilit6 sur les strat6gies de pcirtefeuill. pou,
garant.ir I'absence d',opportunib6 d'er,rbitrage.

1.10 lfbansforril€r de laplace
Th6ordme, 1.10.1

Si:X est variable gaussierure de loi l/ (rrt,o2),olr a:

E (r^*) = .*tr, (xn, +g) ,v) e R\ z/
et rdciproquement.

1.11 llormule d'int6gration par part;ie

Proposition 1.11.1

soient 11 et Y1 deux procossus d'ItO,
x1.,- \o + f] K,r.t,s + .fl rr"aw,
et
Y1 =,= fs + Ii l<'"ao + fi ll',aut"
Alors
XrY :Xo% + fi X,d)'" + !lv,ax, + (X,y)t,

ave<; la notation :

ql,,).,Y)t == 1l n"U,,as.



CHAPITRE 1, N(]TIOATTi DI' BAIJES

L.Lz Mod€l,e dre Black-Scholes

L.LZ.L .Descrriptionr du moddle

Le modi:le propcs6 par Black et Scholes pour d.6crire l'6volution des cours
esl; un rnodrlle d. te:nLps corrtinu avec ulr actifs risqu6 i.e;

une acti,cn dc prLx 
^91 d, I'instant I ,et un actif sarns riLsque i.e :

de prix ^9f d, l'inr;tani l.
on suppose I'6v'o,ution de 5'! regie pa,r l'6quation diffr6rentielle (ordinaire)

dsl : rSldt (*)

of r est une const;ante positive. cela signifie que,: le baux d'i.nt6rOt sur. 1:
rnarch6 des placernent;s sans risque est constant et 6rgal d, r (noter que r esb
ici un taux d'int6rdt instanr:an6, d, ne pas confondre rlvec ie taux annuel ouL le
taux sur un,: p6riodt: des n:Loddles discret).

on pose : ,9$ : 1 cle solte que : S,0 : e''t pour , .,: 0.
on suppose l'6volution rlu cours de l'action est r(:gie par l'6quation di{f6-

rerrtielle stochastiqu,:

dst : 51 (ptdt + odBl) (r,*)

otr 7-r eb cr sont de ux c<trLsLaubes et (81) esb un nlouvernenb browpiel star,1-
dald. La constante c- est appell6e volatilit6 de I'action.

Le modile est €trrdi6 sur I'intervalle [0,?], of ? est lzr, clate d'6ch6ance der
I'o;ption que I'on s€) tr)ropose de tr.aiter.

1'6quation (*x) a pour siolution explicite

oi ,So est; le cou.rr; obser.r6 d, la date 0.

il en r6sulte en p,articulier que, dans ce rnoddle, ia ioi de ,s, est une loi
log-normale (c'esb-ii-llre que son logarithme suit une: loi normale).

irlus pr6cis6ment, on voit; que le processus (^91) v6rifie une dquatiol clu type
(**) si et se:ulement si le l:)rocessus (tng(sr)) est un mouvement browniel
(paLs n6cessairernent sl,andard) cela signifie que le processus (Sr) v6rifie les
propri6l6s suiva,nters

- continuit6 deri r;rajectoircs

/c\
I t'f' \

S, =, So exl (tt - Tt * oBt 
r',1



1.12. MODELE DE BLACK-SCHOLES

- inddpendance des ts relatifs : si u I t, StlSu ou (ce qui
revignt au m6rne) I' ent relatif ( S, - S")lS" est ind6pendant
de l{, tribu o(9, ,u 1

- statilonnarit6 {es accr rerrts relatifs : si u ( f, laloi de ( St- S*)/ S,
est ipentique d, celle ( ,sr-, - so)/so

ces trofls propri6t6s trad
et Schoieslsur l'6volqtion dr cours de l'action.

rt cle fagon concrdte les hvpothdses de Black



Chapitr

Vloddle

2',.L Princi
2,L.L Gdndr

On inroduit que

tions assocides aux
IJn z6ro-

ne donnant aucun
On note : B(t,

sotus AOA.
Orr a B(7,7) :

p0lrr nnancer sa

Le taux d'int
) $ur Ia p6riode [f,

Le taux lindaire, s

d'gn an), not€: L(t

Le taux spot (c ) instantand taux moyen quand le

de taux d'int6r6t

cle la rnoddlisation

tds sur les taux d'intdr6ts
ues drifinitions et notations relatives aux diff6rentes no-

d'int6r0ts.
d'6clr6ance 7 est un bitre versant 1 euro d la date ?,et

x ava:nt .

sorr prix d la date t < T, qui doit 6tre strictement positif

1.Ce sont en pratique des obligations 6mises par l'6tat

t continu moyen (appel6 aussi rendement d,l,6ch6ance
not6 R(t,7), est d6fini par :

t,T) : exp(-(? - t)R(t,?) , i.e :

It,T) : -- _lnB(f,T).a -L

utilis6 pour des p6riodes courtes ft,,t, + d] (d moins
) est ddfini par :

B(t,t + d) :
L + 5L(t,6)'

esb la lirnite du



2.1. PRI\rCIPES DE LA Mr)'DI)LISATION

temps resteunt d, maturit6 0 =.'T - I bend vers z6to :

r' ==}ig: ll(t,T): ?ln B(t,T) 
,

6y tr=t .

En pratiqur3, c'est le taux A court tc,rme, par exemple le taux au.jour le jour.
La courbe des ta,ux (on ctit aus:;i structure par terme der; ta,ux) en t est

Ia fonction qui donne les difl6r:ernts taux rnoyens de la date 1l eu f' nct'on de

Ieur maturitd restanl;e 0 : T -- t > 0,

ficit : tg - R(t,t -t 0) on d6sir:e 6tudier Ie cornporternent de la courbe

R(t,t: -F 0) en fonction de lil ,:ourbe de taux observ6e aujourcl'huji fi(O,9).
On dit rque: Ia orurbe esi plate en f si cetie fbnction 0 -, Rl:,.t,t *9) est

conslal:][e.
Les opdrations e1, emprurrts A, trrrme sont tres courantcs sur les marches

de tau:r.
Nous introduisons quelquesi autres d6finitions qui joueronl; un rOle central

dans ler mod6lisation.
Le taux spot ftrrwarcl en f pour la rnaturit6 ? est d6firrri prer

j: l.t 'f'\ -,l \'t! I *
0ln B(t,,7')-aT'

de so,r1,e eue r1 : f (1,,t) eL prlr int6gration :

2.L.2 l[bsence d'artritrag;e et mod6lisation de taux
Cornsiddrons dans un pre mier tr3lnps Ie cadre simplifi6 ot. tous les taux

d'int6r6ts l7(t,T), t < T, sottt connrls dds aujoud'hui en I : 0,

A.ubrem.ent dit, L:s 6volutions du prix des z6ros-coupons '. t. -+ B(t,T) et

des tarrx d'int$r€ts .. t --+ ,Ri.t,'.T),,"t, f (t,7) sont d6terministes pour toute
mattLr:Ltb T.

A"lors, par absence d'opprrrtunit6 d'arbitrage, on doib avoir' :

(T \
t)(t,:t', ==cXr) l- I f(t..s)asl. (2.1)

\i /
Autrernent dit : ./(t, s) rep,resente le taux instantan6 d, la date s tel que }e
marchrri le "voit" a la, dabc f .

l](t,T) =, ,B(t,s)B(s, T), Vt { s { T



ginon il serait faci
En passant au

rtition du taux for

En particulier,
d6terministe. le
date t, est le taux

D'apr6s (2.1),

C]:IAPITRE 2, MODELES DE TAUX D'INTERET

d'exh.iber un arbitrage .

puis en d6rivant par rapport d T', on obtient par d6fi_

(t,71 : fG,T), pour tous t I s 1 T.

voi{; que :f (t,s): r.s pour tous l. ( s dans un monde
instra,ntanO d la date s tel que le march€ le ,,voit,, 

d, la
rstantarr6 de la date s .

radonc:

pace de probabilit6 filtr6 (f,), .F,IF,IP) oti IF : (Tr)o.r.r

Et(t,T) - exp

Notons aussi que

Dans un envi nement al6atoire, d, la date f, les taux d'int6r0ts et les
et B(s,T), t < " /-7, ne sont parprix des z6ros- cou futurs R(s,7)

cQnnus.

On congoib ins, cornrne pour les rnoddles detcrnrinistes, que I'AOA
iryrplique des relati entre les prix des diff6rents baux et zeros-coupons : c'esb
Ie but d'une rnod6l

On se donne un
ion al6atoire des taux.

e$t la filtration d'
dBles d'actions. orr

mourrement Brownien standard. Comme dans les mo-

(i,",')

\dtl
/

moyen est donn6 par- :

rtroduit le processus de cash d6fini par :

/'" \
sf :"*p ( l,"o'l\d/

10



2.2. MC'DELES CLASSIQUES DE 
'IAUX 

SPO'.I

C'est la somrre qu'on re goit etr investissant continOmenb 1 r:uro au taux
spot instalrban6. Les; obligarbions z6r'os-coupons de maturit6 ?', sont consid6r6s
comrne des actifs rirsqu6s, de processus de prix B(1, ?), 0 < t < T.

Ilrr ac<xird avec le prinr:ipe d'AOA, on suppose I'existence cl'une pro-
babilit6 rirsque-neutre Q sorrs laqu.elle les prix actuaiis6s d,r:s z,3ros-coupon,s
B(t,?')lS:',0 ( t:i=7, sonl <ies n.Lartingales sous Q, et ceci pour toutes les
mat'uritds ?.

cetbte propri6t6e de martirLgale combin6e avec l'6garit6 : J)(7-,?) : 1 en-
traine

t3(t,T) l ti,a' : ma [B(,r, q l S+ | Fl
: Ea [1/s? I r,]

Sioit :

B(t,',T),- EQ , 0 < t <'T' (2.2)

I[;r a esisentiellet:nent deux approches pour rnod6liser ensuite la courbe des
taux. .La pr:emidre (tristoriqr,rcment 'l consiste d, utiliser le taux spot instantan6
comrne variable explicativer e,t donc d, proposer une dynamique du taux court
r1.Leu seconde consiste d, rnocl(r]iser directement les prix des z6ros-coupons
B(t,T') (ou de manidrc 6quLiralente, d'aplds (2.r),les taux forward. f (t.,7) en
respectant la conditiorr d'ltOA.

2.2 N4oddles cl,assiqrrres de taux spot
f)a,trs cr:tLe mod6lisa,tiolr) on sul)posc connu lc bar:x s1-rot et crn cherche a

d6crire ia courbc dcs taux.
On conLsiddre uriLe dyna,rrique ,:lu ta,ux spot d6crite sours la probabilit6

historique f pat
dr1=. e(t)r',)dt + l(t,r)dw1

oi Vlil est un Inouvement l3r'ownierr r6el sous IF et a,l sont clerx fonctions
r6elles sur I[t1 x R.. Pour ca]culer l,: prix des z6ros-colrpons, on a besoin de
connaitre 1a dynami,que du taux sp,rt sous la probabilit6 risque-rreutre e .

11



IJHAPITRE 2. MODELES DE TAUX D'INTERET

Notons ()1)1 prime de risque issu du th6oreme de cirsanov et qui fait
donc du proct

un mouvement
On sr-appose

tll -rt L -

sous Q .

spot : )t: )(t,r
.e la prime de risque est une fonction du temps et du taux
). La dynamique du taux spot sous e est donc

L

I
Wt * | \,ds

J
0

Da.ns Ies

de risque ) est e
ait la mOme fonr

2.2.t L'ED des taux
Dans cette r

du taux spot, le

: (a(r, rx) - A(t,rt)l(t,r))dt +.y\.,r)d,W1 (2.3)

classiques qu'on d6taillera plus tarcl, la forme de la prime
g6n6ral choisie pour que Ia dynamique de 7. sous tr et e

ilisal;ion du taux spot, et cl'une
ix d'un z6ros-coupon donn6 par

prime de risque fonction
(2.2) est une fonction du

taux spot :B(1, : B(rl, rt,T)
or) B est une
En supposant

d'It6 (7 est fix6)

dB(t,T) :

[iorr r6elle sur IR* x
ue la, fonction B soit

iR.-,. x IR.

r6gulidre Cz,on a par la formule

* ,o# **r"#) (,, 
",, 

r) dt + r# (r,r,,r) of,n'
t, T) (p(t, rt, T) + o (t, r7, T) d,W.)

ou:

,t(+ *

La dynamique (2, ) est (lcrite sous Ia probabilib6 objective F.par Girsanov.
la dynamique du

dB(t,T): B(

x z6r'o-coupon sous Q est :

T lfuQ,rr,T) - o(t,r1,T)A(t,rr)dt + o(t,r1,r)dwtl

I2

1 ( AB 0B 1 "A2B\= 4tr, [a n * a, + ,1" a,; )(t,r,T)

(t, r,'T) : d*r,.y|, r)ff O, r, T).



2.3, MODELE DE VASICEK

Puisque le Prix actualis6 B( D I Sl' est une Q-martingale, le terme de ten-

dance de .B(t, ?) doit Otre

i.e :

drlsousQ.

lplt, r't, - o(t,r'7,7)),(t,T')) : rt

D'aprds les exPressions

doit v6rifier I'EDP :

Lr et $, ceci implique que la fonction de prix 'B

Y+o
dt

cette EDP est associ6e d' la
i.e :

RemarqrPe 2.2.L

I.L'EDP des taux (2'5)

de Black-$choles. Une diff6

de risque .\.Ce Parametre

d, comparer avec I'EDP obtenue dans le moddle

nce inrportatlte est la pr6sence du temre de priine

sp6cifi6 a Priori : c'qst un

du prix dles z6ros-coupons ceux du march6.

2.Cor4rme pour )'e de Bl.ack-Scholes, on a deux m6thodes de calcul

du prix d'un z6ro-coupon un moddle de taux sPot (2'3) '

r,tion probabiiiste sous Ia probabilit6 risque-
Soit Qn utilise la reP

neutre :

B(t,T): B(t,rt, ,0<t<T

soit on cherche d r€soudre

2.9 Moddle de vasicek

Dans ce moddle' on

d'Ornstein-Uhlenbeck :

que le taux spot suit sous IF un processus

t: a(b - rt)dt * 1dw,

v.1# *'r,'# -rB:o (2.5)

ndition terminale B(7,77 :1,

B(1',r,7) : t. (2.6)

est pas cl6bermin6 par Ie moddle nrais doit 0tre

rbldme statisbique et ,\ est esbirn6 par calibrabion

tT,l
L",.',- 

l,,a,o t r,1

es taux (2 5) - (2 6)

1.'IJ



C]HAPITRE 2. MODELES DE TAUX D'INTERfrT

or) a, b et o sont cons;tantes positives.
tantan6e est proportionnelle d, l'6cart entre une valeur b

uresur6e par la valeur a tend d rapprocher 11 de la

'entielle stochastique se r6soud cle manidre explicite .

t6, o.n a :

On snppose qr la p'irne de risque ) est co'stante de sorte que le taux
Q un processu.s cl'Orrutein -Uhlenlreck :

dr1 : o(6 - r)d,t * jdWt e])

spot suit aussi

0tb:b-1A/a.
Cette 6quation

Proposition 2.3.

La solution de t\
. // esr oonnee par :

t

: b -- (ro -6)e-", + -y | 
"-o(t-u)41fu-,,J

0

(2.8)

Preuve. La soluti de l'6quatio' lin6aire s'obtient comnle clans le cas des
Oquations diff6rent lles ordinaires par la m6thode de variation des constantes
en consid6rant Ie

par la formule
Pt: €o'rt.

La moyenne i
et le taux r1 .

Une force de
valeur b.

En int6grant,

0

ce qui donne (2
On voit donc q

(rs - 6)e-"t et cle

En particulier,

: aeot'rtd,t I eotd,rl : 
""t (oba,t + 1d,Wt)

<lbtierrt :

: eotrt: r.o f 81"* - t7

sousr Q, ri €st un processus gaussien de moyerrrru 6 +
iance 72(1 - "-zat)f 

2a.

t
t^i I e""1dWu

t
0

peut prendre des valeurs n6gatives ce qui n'est pas trds
sAtisfaisant en pr
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ilyaplusieursmani de proc6der . Le plus simple est d'int6grer l,BDp(2.7), d'oD l'on obtient :

T
I

a I r'"d.s :
t

En utilisant (2.8) du taux spot r7 :

T

rr:b*(r -81"*'tr-t) +,y [ "-"tr-oaw"'J
t

et en repqrtant dans (2.9),

Tr^
lr,ds:b(T -r) +(

t,

On en deduit qu" I" r"d.s es
conditionnelle sous e :

rn(t,T) :

r. [ - ._'a.(T_l) T ., _,-u,(l.-s)_ b)______^_ +.Y I :___dw,aJa

Noto4s aussi que,
loi gaussienne de moyenne

Pour calculer le prix d'
besoin de d6terminer la loi

i'1f, r; : Irol(,'
fnl(
,n'

- tl
2a3 \'

ais6ment
I

?! MODELE DE UASICEK

r f tend vers l,infini, r1 converge en loi vers une
et de variance f f 2a.

zerr> coupon par le repr6sentation (2.2), on a
Jr^ rrds sachant ff.i.e:r1.

T

(r, -,rr) + a,6(r - t) + t I ali,"
,

t

(2.e)

une ver,riable gaussienne, de moyenne et variance

(2.10)

(2.11)

:

On peqt alors
des taux rrloyens.

e-a(r-t)), +! (, _, _ 1 - e-'(z'-ti1
' a'\ a )

pliciter le prix des z6ros-coupons et la courbe

15



Th6ordme 2.3.1

Dans le
donn6 par :

r
B(t,r1: exp l-

L

t
a,\D i I

;J.;;38;
R(t,T): R*

Freuve. Comrne:

CHAPITRE 2. MODELES DE TAUX D'INTERfrT

le prix d'un z6ro-coupon de maturit6 ? est

d, la date t est donn6e par :

(T - t)+ (R"" - rrlr - e-"Q-t) 
* (r - "-o{r-r)rl

, r"ds est une variable gaussienne de moyenne et variance
cpnditionnelle so , r?t (,.t,7) et i2 1t,T),

on a d'apr6s 1' pressi,ln de sa tranform6e de laplace :

frl
(t,T) : B* l"*p(- [ ,,arffrlt!l

: exp(-fr, (t,T) + f;t, 1r,r7 ,

cB qui donne la er:plicite B(t,T) en reportant (2.10) - (2.11).
On obtient en be irnr.Odiatenre'r la formule de la courbe des baux

R(t,r): -* ll B(t,r).

$emarque 2.3.1

Le moddle de icek <lonne la forme analytique de la courbe des taux
T ----+ rR (t, ?) a n'i

on voit que :R.o
quelle date t.

le taux d,long te
,lim7-- R(t,T) pour touL t: Roo s'interprdte comme
Il ne d6pend pas du taux spot, ce qui est vu comme un

Si on 6tudie la courbe T --+ R(t,T),on voit que :
ddfaut par les fi
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- lorsque rt I R* -- at- lorqque ,?* -- yrl4a
d6croissante.

- lorsque ft* * U, /Zat
le graphe de la courbe

courbes observ6es sur le
les coubeF dites rrinvers6es

long -R*, et of apparait
de vasicek.

FORMULE DE UASICEK PAR EDP

4a2,lit" courbe est strictement croissante.
< rr < R- f A'12a2, elle est croissante puis

r1, elle est strictement d6croissante.
tau-x ressemble effectivement d, de nombreuses
i. Toutefois, certaines d'entre elles, notarmnent

ori kl taux court 4 est plus haut que le taux
creux, ne peuvent €tre atteintes par un moddle

En 6crivar[t que e- 6 ""d"es,
d'It6.

L'EDP satisf'aite par B

2.4 $'ormule <Ie vasicek par EDP
On coqrsiddre le rnoddle vasicek 6crit sous la probabilit6 risque _neutre 

:

/. \
a lb - 11) dt * 1dA1.\,/

rnrrtingale sous Q.on obtient par la formuie

, aB 7 "A2B,)U+rl"6rz-rB:0

exp(--,4Q-t)r*BQ-t))
strictement positif) :

"(i -,) e lay +!t,e, @) - r : a\/2

AQ)r +B(0) :s
de r implique que A eI B doivent 6tre solution

o)+aA(p) -1:o
^t

- ab,4 (0) + =t'.q,2 
: 0

z
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aB, ,_ _F/.r.{
at

combin6e D,vec la condition rnineule B(T,r,T):1.
En substituant dans L' P ci-rlessus la fonue :

B (t,T,r')
on obtiient (puisque Il

A' (0) r - C' (t?)

L'identific4tion des coe
de:

A

-(,,'' (



.]A.vec lres conditio
,4(0) =0etC

i La rdsglution

{r6diate :

CHAPITRE 2. MODELES DE TAUX D'INTERET

ces *quations diff6rentienes ordinaires rin6aires est im-

c@:-(
A(o):L - eoo

'y'\ ^ t-"-^'7^-;;1e+- " ti,-za-/ a \
-2 \ n,2

#) * 4F tt - e-2ao)

4n posant ft* :6
, on retrquve la ule de vasicek :

fi (t,r,r) : exp -A(T-t)r+cQ-t))
1 _ 

"-a(T-t) 
.y2*R."(Z-t) +(fi*-r)L-e ' -' _1_
;i& 0 - "-"{r-072a,

on remarque q la voiatilit6 du z6ro- coupon est d.6terministe.
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