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RFsum6

ce travail sp 'rre't ure inrbroduction d certaines notions de base du concept de cr6-pendance danrl [e buLt 'l"3ffectur'r une entr6e en matidre avec cerui d*s copules, reJrationsd6crites par les fo:ections de distributions conjointes. on y pr6sentera querques cerract6-
'ristiques et pro$ri'6t(s fo:rdametltales accompagn6es d'exemples pow rn.ieux complend.re
Jle sujet en questfio.ns.



0.1 Intro,rluction

La copulet est; un out.i.[ relabivement innovant cle mod"6lisation dr: la, structure de il6.

pendan,ce de phs.leurs vtudables al6atoires. La con:naiss&rrc€ de cet c,u.til probabriliste esl;

essentit':ile d l'ietrrpr6trension de irombreux domaines d'applic,ation de la finance quiintita-

tive: (:mesurr: d,e risquul multiple de march6, gestio:n de portefbrnille A I'aide de

simulartion de ]\do,nte Oar.lo, pricing dtoptions A prlusieurs sous-jacenl;re,ct..,,),,

Ainsi d chaque foiLs r1u'il ,3st n6,cessaire de mod6liserr une structure de dl6pe1dsng6, nors

pouvons faire aptrrel auix (:xlpules. Une mesure de <16peni[anLce r6gull.drerment 'utilis6e erst

la corrdlation l.in6air,e cle ll]rarra.is-Pearson 1896. tJet in<iicateur est perrformant l,orsqu€)

la relation de dl6lrerLdance esb lin6aire et i'univers consid6::6 gaussie:n, cadre <l'analyser

rnalheu.reusement rare elr .fina,nce. Pour rem6dier d, cela, nous avons recou.rs d, d'autres;

indicat,eurs de cl6perrdiilrr:e se f:ndant sur les discordance et concor,diance observ(ps sur:

u.n 6chrentillon. rUors n,ruLs utilisons des coefficients de r:orr6lation n.o.n lin6aire r:t n<lrL

param(rtriqu€, c,on)rrJ.€ Le llaruc de Kendall ou le FihO de Sipearmarrr. Ce sont d,e bo.nri

irLdicat,er:rs globar-x de lil tl6perrdance entre variable al6atoir:e.

Les copulers ornt vu l: jour grA,ce d Sklar(1959). C'est en 1998', s,eulernernl; clue les

ar:addnLiciens se sont pen.ch6s srr I'utilisation des copules ont trouv6 L:ulrs applicat;ions 61,

la finan.ce de ma,r<;h6 il y a, d p,:i:ne cinq ans, plusieru's compaSpies d'assu:rance ert quelques

irLstitut,ions fil:Lanr::idt'es orLt d6jd commenc6 d, utiliserr les copules da,nrr lal gestion dr: Ieu.rsi

risques, La copu}: est l'outil prermettant d'extraile la structwe dr: d,6pendance d'un€:

distribution conjo.inte et arnssi cte s6parer la d6pedance et le comportement margirral. A.

notre avis les r:opules s,otrt; des outils math6,matiques puissarrts qui peinnettent de mieu:r:

comprendre lers comporte:rrrenl;s conjoints des march6s dans .lesquels rurus investiss'rns.

Ce :m6moire est coratrros6 cle deux chapitres.

Darrs le prermir::r cherp.Ll;re norrc commongons par pr6senter certaines p,ropri6t6s de base:

importrentes p,olrr la notion d,e d6pendance entre variabie,s al6atoires., 'landis que le sie

cond sera consa,ci:6 ii ies ,crutils de base li6s d la th6orie des copules. Nous pr6s,:ntons

une d6linition et rlxplirluer le choix de la copule pour mod6liser la rst;ructure de <16pen-



dance, on y retrfo'v* les princillaux thdordmes, en suite nous donnons quelques familles
de copules les pJ]usr utilj's(rcs en pratique comme les copures elliptiques et les co,pules
Archim6diennps' IrinLak:menLt' nous donnons l'im;portance de l,applicertion des c,rpules
'cans les domainps d'assurance$ par re carcul de ra valeur i risque(vaR).
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1.1 Co

1.1.1 Loi

SiXetY
par sa fonction

Si F est d6ri

L.L.z Lois

re xt

gPn

le dp

u coqple

deu:g

pa,I

de r6pa,ftition

J'(x 4 r) :

iable al6atoire

al6atoires continues, la loi de (X,y) est d6temrfrr6e

(r,a):P(x<r,Y<a)

d, r et y, la loi de (X, Y) admet une densit6 / :

f (r.u\ - 
o2F(r'a)

u,u' 0r0y

{Trales

de X et Y sont d6finies par :

(r, *oo) er Fy(E) : p(y < a) : F(+oo, E)



fi 
la loi du couple esrt

fe 
coulle (X, Y) e.si

menf si, pour tout 2,37 :

oo ff,nor 6quivalente, si

tot\r,y

par sa densit6, les densit6s marginales sont :

r*oo

I@,ildy "t fv(y): I f @,y)d,r
J-a

f x(",1

X etY'

donl I'esp6rance se

t.2l Les struct

s'i et seulement si,

Fxv(r,A): Fx@)fv@)

A un couple

continue, elle d6finit une variable al6atoire h(X,Y)

:

II

,Y)l : I lt(",a)f@,y)drdy
"/ JR

de d6pendance

(D6pendance Positive par Quadrant) si et seule

r,Yla)>P(X>r)P(Y>y)

si l'une des relations suiuvantes sont v6rifi6s, pour

f eI g croissantes

f et g croissantes

r)P(Y < s)

P(X>tlY>il1
P(Y > alX > r) 4"

(/(x), s(v)) est

ou(f (x),g(Y)) i:
P(X < r,Y 3 y) 2:



dit

rEel

Variable

n 1.2 Une

o2>0eton

1 \Iecteur gn

ion L.3 Un

st, toute

gaussienne, 'i.e

al6atoi,re

Fonction

tion L.4 L'

Ia foncti,on

enne

al1ato'i,re rEelle est d,i,te oauss'ienne d,e rrloyenne rn, et de

N(^,o2), s'elle admet la d,ensi,t6 :

*,(ry)

E(exp(ztr)) : 
Ioexp(i,tr)f 

(r)dr

ire gauss'ien X : {Xt, X2, ..., Xi d ualeur dons IRe esf

Ii,nEai,re de ses composantes est une uariable alEatoire

i X - Na(m,l), auec I i,nuersi,ble, alors X ad,met pour

#*0(-
6ristique

;6 : IR. ---+ C donnEe par :

9x(t): E(exP(zrX))

d,e X. Si, X est continue :

1

t/2ro2

vr e iRd, /(r
tl-t(r _ m)

2

(r-^)

10



six est

une

est la forme :

,n ll\
Yg\." )

Loi de Ch ,.
X-

ition 1.5 Soit Xt,

iable alAato'ire

que : rL d,Esi,gne le

par" une €,quat'ion.

Lois de St

L.6 Soi,ent X1 et

N(0,1) etY srr,i,t)lal

d,e libertE la

/., \\ \-
exp(ztr)) : >_exp(i,trp) P (X : *n)

k

uari,able ne d4pend que d,e sa d,i,stribut'ion, les fonctions

aAl,nt m€me d,istributi,on sont identi,que.

, Xn, n uariables normales centr€es r€dui,tes, on appelle yz

n

,,:L,I
alEatoire X loi, d,u X2 d,n degr€ de li,bert€, si, sa d,ensi,t€, d,e probabi.li,tE

n
1 ;-t ,-tr, _--n--r, exp( 2 )110,*1(z)

tzrr?t' '\()/

d,e ualeurs al1ato'ires qud nous peuuent 6tre d,6termi,n1es

deun uari,ables al1atoires i,nd,€pend,antes, X selon la loi

du chi,-Z d, n degrds d,e li,bert6. On appelle lo'i d,e Stud,ent

le rapport :

T_ X-----
lYv;

11



pitre i2

eorte

r0le

des

Pour euqi

aucun doute, Xa

important darls

largement

ce a 6t6 6tudi6r:

utiles avec des

mesure de

Pearson(1890),

X et Y, et peut

coefficient de

indicateur est

gaussien. Il e4rt

ributions Ia non

souvent utlli

pro relatifs A, ce

coefficient de

opules

Copules ?

de d6pendance entre les variabl,es al6atoires joue un

domaines des math6matiqrles. EIIe est donc un

probabilit6 et en statistique. Une vari6t6 trds vaste de

nombreux auteurs pour proposer des d6finitions et des

r6gulidrement utilis6e est la corr6lation lin6aire de

corr6lation mesure la relation lin6aire entre deux var:iables

toute valeur de I'intervalle [-1,1].
lin6aire est une mesure de d6pendance facile d, cal-

Iorsque la relation de d6pendance est linOaire et I'univers

tile pour les familles de distributions elliptiques (car pour

implique I'ind6pendance). Cependant cette mesure de

les praticiens possdde plusieurs lirnites, on cite certains

n'est pas d6fini si les moments d'ordre 2 des variables

L2



al6atoires ne sont pas finjd- CtD n'est pas une mesure appropri6e de la d6pendancr: pour
les distributions d, queuos lourcres of les variances peuvenr; 6tre infinies.

-I1 est facile de constt:uirercles exemples of le coefficient de corr6lation lin6aire cle
]learson n'est pas invariant par transformations strictement croissantes, par exen.ple la
corr6lation entre les deux variaiiles al6atoires X et Y n'est; pas la m6me qu'entre tog(X)
et log(Y), en effeb l.es transfor.mations des donn6es peuvent affecter les 6valuations cle

corr6lation.

-la corr6lation est sinrplemelut une mesure scalaire de Lr, d6pendance, elle ne peut pas
nous indiquer t;oui; ce que nous voud.rions savoir sur la str.rcture de la d6pendance.

-la d6perrdance positir,'g absrolue 
''a 

pas n6cessairement une corrdlation de *1. de
m6me la d6penclarLce piarfaite 

''a pas n6cessairerrent une corr:6lation cle -1.
En finance, l: cas gaus;s.i{n estf rs1s1n"n1 utilis6, pour rem6dier a cela nous avons re,cour.s

d d'autre inclicaieursr de dtipendance se fondant sur les disr:ordances et; les concordances
observ6es sur u.lt 6charrt;il n. Nous utiiisons alors, des coefficients de corr6lation non
li:n6aire et parann6trique, c{mttr.l le taux de Kendall ou encore le rh6 cle Spearma'. Ce
sont de bons indlicateurs au:K de la d6pendance entre variables al6a,toires. En outre,
ils sont cornpris enl;rer -1 eb J-1 ()onlme le coefficient de cor:'61ation lin6aire une valeur cle

f 1 par exemple sigpifie un{ con,pordance parfaite.

Mesurer la dripenrla:n." I I'uicle cl'inclicateurs statistiques est une ctLose, la mod6liser
par une fonc.bio:nL de d6 r en est une autre. La copule r6pond d cet objectif.
Les indicateurs cle t]6pencl (rporr6lation lin6aire, tau:x de Kendall et le rhO de
spearman) potr'vons e'tre 

{6finis 
clans ce cadre d partir des pararndtres cle la copule

(lorsque celle-ci sier"a p trique).

La copule esrt un outil 
leJativement innovant de modelLsation d.e la structure de, de.

pendance de plur;ieurs vari ral6atoires. La connaissance de cet outil statistique: est
essentielle d I'appr€rhensrion cle nombreux clomaines d'application de la finance quar,nti_
tative : mesure de risrlu,: .mrittinte de cr6dit, 6valuation de produit de cr6dit structu:r6s,
r6plication de la perf<'rmu,n!" cle;o heclge funcls (foncls de c.uverrure), rnesure de risque

13



.multiple de m.arch€,,, pyll;tion dra portefeuille d I'aide de s..rnulations A4onte Carlo, ...etc.

Ainsi d chaque fois qu'i.l est n6r:essaire de mod6liser une s.;ructure d.e d6pendance cte plu-

sieurs variablerr; al6atoires, nous pouvons faire appel aux copules. lla relation entre Ia

rlistribution conjoinLte eb la cctpule nous permet d'6tud er Ia stmctrLrre cle cl6per:Lclance

r:ntre (X, Y) sdparamenb de lerrs marginales.

-Au lieu de r6surner la strucbure de la d6pendance pal lln seul nombre comme le coef-

lfrcient de cor':n6lat;ion lirrd:ailfe, on peut utiliser un mod)le qui refldte urle connairssalce

plus d6taill6e <lonr3e:rnant ies probldmes de gestion des ris<;ues que nous traitons.

-La copuler est une fonction de r6partition rnulti-vari6e qui nous; aide appr6trender

Ie facteur de risque multivari€e des donn6es, puis trouvr:r les mocldles marginau]: pour

les diff6rents facterurs rJe risque individuel et les mocldles <;opules pour leur structrrre de

cl6pendance.

-Si les distribtrtions nlargirrales sont connues, la cop,ule peut €tre employ6e pour

sugg6rerune forme appr i6e pour Ia distribution jointe, ceci signifie que nous lpouvons

cr'6er des fonctirf,nrj cle dits bution multi-vari6es en utilisarLt les fonctions de distributions

rnarginales et nous pou

rnulti-vari6es bien conru

e:rtraire la copule d, partir des fonctions de distributions

-Le th6ordn:Le de S fait des copules un outil << puissant >> <Ie I'analyse rnulti-

cle construire des moddles de distributions multi-vari(:es com-r'ari6e, car ellesi permel;tt:n

pratibles avec le,s moddles inaux unidirnensionnels, cette compatibilit6 est souvent

trds irnporta,nter d.ans Ia

risque VaR).

6llisation financidre (rnoddles d'6stimation de Ia valeur d,

-Les copules pernnett b de r6so'dre un autre probldme : l'6labo'ation cles rnocldles

non gaussiens. La lamiiJe des distributions non gaussiennes est non seulement r(:duite

mais puissante, I'inconv(lni erst que les marges sont ide:rtique. Or ravec les cr:p,ules,

on peut construire par r une distribution avec unc marginale gaussienne et un.e

marginale unifrrrme ou u t:nv€rse gaussienne et une Beta...

-La fonction de r6parti rnulti-vari6e porte plus d'irrformations que les clift'6rentes

I4



distrjibutions marginalesi

corrQlation cornme mes

-fres copules

d6pegrdance d, partir de .[a

Ie cofnportement des

-$lle nous permet de

obterpus dans le cas univar

dava$tage en ad6quatiorr

tiquep.

g6n6ralement nous aide d 6viter les inconv6nientsr de Ia
ance.

une manidre de tester pour extraire la structure de la
de distribution jointe et de s6parer Ia d6pendance et

possibles des extensions naturelles de certains res,ultats

distributions rnultidimensionnelles ainsi obtenues sont

r6alit6, surtout dans l'utilisation financidre des statis-

1tIrJ



2.2

est

des

d6finition du

e Ddpendance

1 Coefficient rdlation Lindaire

ition 2.1 So'ient.X deun uariables al1atoires ayant d,es uariances fini,es. Le

ient d,e corr6,lat'iort, des uariables X et Y est, d,onnE par :

Cou(X,Y)

\/Verffiarfi

,Y):E(X,y)-E(X)E(y)

couariance entre Al ar (X),V ar (Y) correspond,ent au,fi uariances respectiues

X etY.

deXetY.
corr6lation lin6aire est donc subordonn6e d I'existence

cadre d'une d6pendance lin6aire parfaite

: aX *b,(a l0,b e IR)

6gal d, *1 ou -1 selon Ie signe de a. D'autre pant, ce

transformations lin6aires strictement

des variables es. En effet

b, cY + d) : si,gn(ac) p(X,Y).

ce coefficient pas constant sous I'hypothdse d'une transformation

non-Iin6aire.

variant par des

Y;

est

16



(x,

2.2

Le

d,'u

qui

Re

est

2 Les coeffic e corr6lation de Kendall et de Spearrnan

d6finitions de ct coefficients sont intimement li6es d la notion de concor-

Ils constituent ative au coefficient de corr6lation lin6aire, qui n'est pas

nous I'avons mc paravant la mesure de d6pendance la plus appropri6e et

de certains

ition 2.2 /V et (r2,y2) d,etn obseruations d,'un uecteur alEatoi,re continu

), alors (q,91) et,

| {rt - rz)(at - az) > 0 <+ (21 I 12 et at < az)

\ or(r, )12etth>Uz)

| @, - rz)(at - az) <0 <+ (r1 1 12 et at < uz)

\ o, 1r, )12eth<Uz).

g€n1ralement At), (r2,Az), ...(rn,U)j un Echanti'llon de n obserttati,ons

couple (X,V). n
so'it d,'iscord,antes.

te 2.L La concord,ance entre les d,eun couples (Xt,Yr) et (X2,Y2)

'.fi,ni,e par :

Q: Pl( (Yt -Yz) > ol - P[(X, - Xz)(Y, - vr) < o]

de Kendall

ient (X1,Yr) et ( vecteurs al6atoires continus i,.i,.d, de fonction de r#
tion conjointe et ons marginales F (pour Xr et &) *t G (pour Y1 et Y2).

de Kendall

r: pl(X

ddfini par :

x,l Yr -Yz) > ol - P[(X, - Xr)(Y - yr) < o].

/-\
'3: 

l;) 
pai,rs de d;istri,butions de couples (r;,gr),(*i,ai)

L,UL

2tA2

t &l

X2

Yr)

T7



-t

i

I
I

I

de kendall

taux de Kendall

iXetYsont
X et Y sont

iXetYsonti
i a et b sont des

de Spearman

(Xt,Yt),(XrrY

coefficient de

p, = 3(P[({r

i6t6s suivantes :

ique, c'est-d-dire :

r(Xr,Xz) : r(X2,X)

-iSrS+1
alors r : 1 (la concordance La plus solide).

alors r : -1 (Ia discordance la plus solide).

strictement croissantes, alors

r(a(X),b(Y)): r(X,Y)

0 les variables X et Y ne sont pas forcement ind6pen-

Xs, yJ) trois vecteurs al6atoires ind6pendants de m6me

de Spearman est d6finit par :

(Yl * %) > ol - P[(& - xr)(Y- Y') < o])

18



" 
existe toujours.

L( p"<+1.

iXetYsont
i X et Y sont anti

iXetYsonti
est rnvarlant

'est-A-dire si a et

jointe. nous

de la

Ia st ture de

terminer une loi

gaussienne et

variables al6atoir

des

del

is marginales di

copule gaussienne

'objet du t
loi multi-vari6e.

fonction copule

probabiliste

sera

d

que

l'ou

propri6t6s du p"

alors p" : 1.

alors pu - -1.
alors p" : 9.

brmations non lin6aires strictement croissantes.

fonctions strictement croissantes. a,lors

"(a(X),b(Y))
: P"(X,Y)

Les Copr4l

d6pendance entr(r iables al6atoires est parfaitement d6crite par leur distri-

t distinguer les comportements des distributions

: la copule est I'outil permettant d'extraire

distribution jointe et ainsi de s6parer d6pendance et

ant cette structure de d6pendance, iI est alors possible

1e originale, car compos6e de lois marginales diff6rentes.

un exemple si Ioi multi-vari6e gaussienne est en fait la jonction d'une

inales gaussiennes. Si nous souhaitons mod6liser plu-

d'une structure de d6pendance gaussienne mais avec

r chacune des variables al6atoires A I'aide, I'extraction

de la loi multi-vari6e de mdme nom nous le permet. Ce

. Cette copule gaussienne est donc extraite d, partir

possible de d6finir des copules ex-nihilo. Il suffit juste

la d6finition 2.3 suivante. L'objectif est de comprendre

que ses propri6t6s math6matiques et statistiques. Cet

de

19



sa

Ies

a une d6finition

d, apprdhender.

de la

itiom 2.3 La

i.) C(u,O) : C(0, u)

ii,) C(u,1) : C(1, u)

les marges des di

(iii)C est 2-croi

Y(u1,u2) e [0,1]2, 'lu

Ut et Uz d,erLa

dc

uni,f,

a66ure

2.1 Il
produi,t).

en d,6d,ui,sons que

relativement simple mais son heuristique n'est pas

limiterons dans ce m6rnoire d permettant d'assimiler

foncti,on de 10,1]' - [0,1] est d,6fi,ni,e par les

€ [0,1], On di,t que C est bi,en dEfini,e

su'iuantlts

donc

€ [0,1]

margi,nales sont des rnarges un'iformes,

(q,uz) - C(ut,ur) - C(ut,u2) + C(u1,u2) )_ 0;

[0,t]2 telle que 0 1u1 <-u1 1L et 0 3 uz 1 uz I

al1atoires uni,forrnes szr [0, If , alors on a :

c(q, P(Ut 3 ur,(Jz/- u2)Y(u1,22) e [0,1]2

ule est une distributi,on de probabi,li,tE auec d,es n'Larges

est fr que Cl(u1,ur) : u1u2 est une foncti,on copule

uniquement Ia propri€t€ 2-croissante. Nous auons

uz-LIz>.0eturlut

r(uz-ur)2u1(u2-u2)

* utuz - ut'u2 - u1u2 ) Q.

20



2,3 1 Th6ordme

loi

de

par

aee

ne Copule est dolrc

vari6e pr6existante.

i qui a introduit

copule C, ddterqri

marginales

2.I Soi,t F

F s'Ecri,t :

C(ur,uz):0(

unique lorsque lea

le 2.2 La di,

sur lK-.

&(rt)

quanti,lles

in6e d partir de la d6finition 2.3, soit d la I'aide d'une

ce cas, il est fait appel au th6ordme de Sklar du nom

copule en L959. Ce th6ordme pr6cise le lien d6fini

partir de la distribution jointe F, entre les fonctions de

F1 et F2 et la distribution compldte bivari6e.

tributi,on bi,uari1e d,e marges Ft et Fz. La copule C asso-

), F"(rz)) : F(Flr(ur), F;t(ur)) : F(rt,nz)

F1 et F2 sont conti,nues.

logi,sti,que bi,uari\e d,e Gumbel est

t,rz) : (L + "-"t * 
e-'2)-L

Nous que les marges sont

: F(r1,'v -( * e-"')-1 et F2(r2): F(oo, *r) : (1 + "-";-t

Fft(u1) = I In(l - u1) et F;'(ur) :lnuz - ln(l - rr).
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en ddduisons que la

cette est appelee la

densit6 / d'une l1>i

associ6e et dts

la suite. nous ill

de densit6 en 3 di

en3 ions ou en 2

com de marges

Ie cas de la copule

nous avons :

Ainsi cette copule

Ia it6 bivaride d'un

par Ia copule

f(t t

n copule est

F(F1L(u), F;'(uz))

/. L-ut 1-z r-I
lr-,--+ "'l\uru2/

utu2
u1 *u2-uLUz

Iogistique d,e Gumbel (Gumbel logistic copula).

peut s'6crire aussi en fonction de la densit6 c de la

des marginales fi et f2 :

c(F(r1), F(rr)) x f (r) x f (rz)

les exemples de copules A, l'aide des repr6sentations

Nous y ajouterons les repr6sentations de la densit6,

d partir des courbes de niveaux, d'une loi bivari6e

de la copule que I'on souhaite observer. pr6cisons que

A2
t,uz): dura*c(ut,ur)

:

Ct(ur,ur) : u1x u2

"-(ut,uz) 
: t

entre deux variables al6atoires puisque

(Xt,Xz) dont la structure de d6pendance est



En

de

2.3

tre, la caract6ristiq

densit6, lorsque cq

des

2,3.

L' des th6ordmes

(rt,nz):f(rt)xf(rz)

d'une copule se r6sume d d6rnontrer la positivit6

Bornes de

tout d' copules importantes

mrnrmum expression :

C- (u1,ru2 (u, + u, - 1, 0) avec (u1, r^rr) e [tt, tj2

maxirnum qui s'

C+li,.u : min(u1, u2) avec (ut,uz) € [0,1]2

copr,rles rninimuln maximum C+ sont essentielles puilsqu,elles d6finissent

extr6males de copule, que l'on appelle les bornes de Fr6chet.

2.L pour to C, nous aaons:

ur) < C (ur,ur) < C+ (uy,u2)

Th6ordme d'

d la th6orie des copules est celui dB ltinvariance pax

,uz)

23



F2 et de copule, assoc,i1e d,

C(*r,*r). Si' fu el

Im( 2) respectiuement,

2.3.

D6fi tion 2,4 la

la ili,tE de reali,

d copule se d,Ed,uit d,qs

P IU,

P lUt

qlU2<u2l

> rr I Uz> uzl

2.2 Soi,ent t

est'inaariante

D6pendanqe

alors d,{firair

les alEatoires cont'inues X1 et Xz d,e rnarges .F1 et

i,but'ion F du uecteur alilatoi,re X : (Xt,X2) que nau,s

d,etn foncti,ons strictement cro,issantes sur Int(X) et

' 

lh(xi,hz(x21. : C lxt,xz)

formations strictement croi,ssantes des uariables al1a-

queue pour une copule biuari,Ee. Cette d,erni,ire mesu,re

si,multane6,s. L'i,ndi,m,teur d,e d,4pendance d,e queue

;,li,t€s cond,iti,onnelles su'iuantes :

1u1,U2 { u2l C(u1,u2)

lUz < uz1

) u1,U2 ) u2l

lUz > uzl

L,U2, url- P[Ut 3 uy,U2 ] u2l

P lUz 3 rl - P[U2 < u2]

Sl,Uz < 1] - P[UrSL,(J21rr1- Plur3u1,(J2] u2f
r-uz

- P lUt 3 ut,Uz< 1l + P lUr a u1,U2 I u2)

r-uz
- uz * C(u1,u2)
r-uz

nd,ances d,e queue d, gauche et d, droite.

2.5 une coplr,le Ca une d,4pendance de queue d, gauche si, .

C(u,u)
u

lim
z-0*

24



eai,ste ); e [0, 1]. Si, \r.

D6fi lion 2.6 Une

eriste )y e [0,1]. Si ),u

2.3,

il

Moddles de

un grand noqr

tion

Tou

i6e d un vecteun

quelques formqs

de mise en oeutv

cop elliptiques

copules elliptiq

pas de formes {i

copules elliptiqueqr

cop Gaussienne

ition 2.7 La copuyle

Qp Ia fonction de

aaec coffici,ent de

rEdui,te. En co

Qo(Q-1(u), O-1(u)ir

elle n'a pas de d4pendance de queue d gauche.

une d,1pendance d,e queue d, d,roi,te si, :

,. 1 - 2u -l C(u,u): riiir
rr+l- L - U

elle n'a pas de d€pendance d,e queue d' d,roi,te.

adapt6es d, diff6rentes situations, toute rdparti

marginales sont uniformes sur [0,1] definie une copule.

idres sont souvent utilis6es en pratique du fait de leur

peut notamment citer les exemples ci-aprds :

faciles d simuler, leurs repr6sentations ne pr6serttent

elles sont sym6triques. Les deux classes les plus utilis6es

copules gaussiennes et les copules de Student.

bi,uari4e est d,6fini,e d,e la fagon su'iuante :

u; p) : or(Q-l(u), a-t(o))

conloi,nte d,e deu,r uari,ables norrnales centr4es r1dniltes,

p, Q est Ia foncti,on de reparti,t'ion d,'une lo'i normale

',", 

rr-' 
t', _fu *, (Td#) o"o,

25



,u* P)

Op la fonction de

st

lin6aire p : Le

c(u,u) : l:-1,.-
=*(

*tf)*"
peut ausst,

2pry-12-a2
2(r - p2)

--l /z:{D'( : tD-l(o), et u et u d,e loi, U[0, 1]

n de densi

C(ut,uz; P) :

ion de r6par{i

.",(-tuft$*.4#)

*,(-###u*ff)o'0"
: l_:"

gausslenne : La copule gaussienne multivari6e s'applique

ction de r6partit inte avec Ia matrice des corr6lations R, elle est d6finie

c(4", ) : oa(o-t(,rt),'.'.., o-t(rr))

variables conjointes, les variables sont normales et

et ont une corr6lations R..

de Kendall et Spearman en fonction du coefficient de corr6

pour une copule gaussienne est donn6 par :

26



de Spearman est

gaussiennes nqr

Student

2.8 La copul4

ruu,Iti-uari1e d,e

posi,tiues et

sienne mai,s cette foi,s-c'i d

est d6fin'i,e de Ia

(u1,u2; p,k) : Tr

le cofficient d,e

d,e cantlat'ion

ion est di,ff6re4't

et d, gauche.

de Kendall et

ion dr.l

et le

qui s'

,
t: 

II 
arcsrnp

par la relation suivante :

6p
P: fr,arcsul;

t pas Ia d6pendance dans les queues des distributions.

(t copula) est la copule sous-jacente d, une d,is-

Cette stracture d'e d,€,pend,ance capte les dEpendances

le est eutraite d,e la m€me mani,ire que la copule Gaw-

la di,stributi'on d,e student' bi,uari,6e. La copule Stud'ent

(u),7;1(u2))

_(k + 2)

2 d"dt
k(r - p')('*

sz +t2 -2pst

etfrl Ia distri,buti,on d,e Stud,ent b'iuariEe standard, d'e

p et d,e degr€ de liber-t|' k. Dans le cas oil,le coffic'ient

, la copule Student pr€,sente d,es d,6pend,Q,nces de qweue

de Spearman pour une distribution de student

corr6lation lin6aire p : Il n'existe pas, d, notre

de formule t1 1'6quivalente entre le coefficient de corr6lation lin6aire

de Spearman ppu{ les ibutions de Student. Alors qu'en fait, la relation

que pour le talrxlde pour Ia copule gaussienne s'applique aussi pour
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La de student, i

d'un pl grand nombre de

gaussiennes, d la li

cop Archim6dienn(:s

D6fini ion 2.9 Les copulPs

c('r,'r) : 
{

g est Ia fonction

Le taux de Kendall r

exemples de

).
T: ; arCsmp.

II

nombre de degr6 de libert6 k, permet la simulation

regroup6s dans les queues des distributions que les

ue k -+ oo, la copule de Student tend vers la copule

,t) * p(u2))

sont dLfi,ni,es d,e Ia mani'Cre sui'uante :

si, e@) + p(uz) < e(0)

sinon

A, 8'fu) 10 et p" (u) > 0

0(u(1

d,e Ia copule.

pour les copules Archim6diennes d :

r:r* l,'ffia"
bivari6es sont en notant

il,: -!nu



Nom G6n6ra!eu Copule bivari6e

Clayb< n(0 > 0) u-o -L
t-A-A
\ur- - uz-

_I
. --:-

-L) a

Gumb t(0 > 1) (- lnu)f
( '_'

""p {-(a;e +a;o1e

Franc ?+0) -* (: -0t -1 -jr"('" (exp(-dz1) - 1)(exp(- 0u2) - L)

exn(-d) - 1X -0 -1

d,ans u'

si,onnel

hend,er

pour

Pour

d,es n

pour

s de Valeurs ExJ;ri

ion 2.L0 La th€.ofie

s cadre unid,imensi,iitn'

es. La th4orie des uc

si la th1ori,e dans y),e

t entr€rnes (VE) ut

,,t r6.el k posi,ti,f.

nstrz,i,re une di,st4b

ges 'i,ssues d,e loi, d,It

le 2.3 la copule Qe

o nnn etnn*o b n6pl n,"

iLon

thi

7wr,

aaleurs eutr€mes est souuent prEsentEe et utilzs€e

e.ri,ste fi,nalement trCs peu d'applicati,ons multi'dimen'

^^+*An6. ^"'l+; ",^;Zao oo] *olnlintonon! fnnilo A nnnry$-

uni-aari,6. est parfai,tement comprise. Une copule d,e

t relation su'iuante :

("!.,"8) : Ck(ut,uz)

ualeurs entr€mes bi,uariEe, i'l sffit ainsi, d,e copuler

d,es ualeurs Ertft,mes a,uec une copule (VE).

', est u,ne copule d,e aaleurs ettr€mes. En effet,

o?ra:
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Nou

et Gen

copules

ofire plr

c(uk,uk,o)

Archimax

considOrons une

Archim6diennes et

de flexibilit6 pouf'

max-domaines dlat

ion 2.11 ,n" Ssnd:ti,

forme :

C6,n(u1,u2il

0(21,u2 1L

D6fin

est d,e

(-',- I'(u&))d + (- l'(r,,k),',;)

o (-r*'rt- h(u))o * (-,"(,))'l*)

(--',- rn(u))e * (-,"(,))'r;)

(-,',- rn(u))d + (- rn(u))',*,-)

ualeurs mt€mnes bi,uari,€.e C, nous auorls :

) S C(ut,ur) < C+ (u1,u2)

amille de copules introduite par Cap6raA, Fougdres

upart des familles connues des copules, notamment les

copules de valeurs extr6mes. Cette nouvelle famille

isation. En effet, nous pouvons connaitre a priori les

est une rcpule Arc,hitnan si et seulement s'elle



1. A : [0, t] -* l],tl tel q,ue

pour tout :

2. @ : [0, 11 --- [0,*]
fami,lle de copules a I'

Exemple 2.4 Pa'sons 9(t)

pour tout n

ertr€mes.

des copules

) 0,g, S 1. On

Si on 'chtti'si,t

Archi,m1di,ennczs

2.4 Ori s'applirl

Les copules sclnl; cle

quelques ann6es, en P,arbi{lu

mod6lisation du risquer

choix de portelfeuilles.

grandes pertes sont influet

cons6quent la distnibut

facteurs de risque. La pl

entre les risques, et d ce

mu,r (t,I -r') <A(t\<1/ - \/ -

0<t<1

fo'ncti,on conl)ere, d€croi'ssan'te qui' u1rifie A(1) : 0 ct:tte

d'englober un grand notnbre ,7e copules-

c6,.+(

k,(-|) ,,ou, obtenons

r, uz) :""0 
fntlrrrrr, (#t;) ]

Ia forme gEn1rale des copules bi,uaride.s d,e ualeurs

!, on retrouue la for,me g6:n6ralede prend,re A(t) :

C'6,4(u1. uz) .= Co(ur,ur) : 6-t@(") l- d(u2))

e les copules ?

us en plus pr6sentes dans la litt6rature financidre depuis

ier, dans Ie dornaine de la 6Sestion des risques, de la

cr6dit, de l'6valuation dtoptions ou en rnatidre' de

i on examine la distribution de pertes, otl vdrifie que les

par,r des pertes simultan6es derns des facteurs de risqrte, par

desi pertes d6pend des distributions rnarginales des

grandes difficult6 r6side dans Ia mesure de la d6pendance

la qu'on peut utiliser Ia notio.r de copules qui est un outil

olitr



puissant permettant de crtrt

des actifs qui co,mPosert

L'utilisation des carpule$

est un bon outil. L'es

pas selon Ies condibions de t

une meilleure indical;ion ,l<:

ch6. Lorsque nouLs cra,ignt

bon indicateur de risqr;s s1

t6moin de Ia colncidence des

Les fonctions copules o.rt

sation d'une ganulte pl.us 6te

rendernents obser.r6es sut' pl

ses potentialitds, e:lles offre:rt

surtdut dans les doma.iners

fl,'assurence non-vie ( rt

fI,a segmentabion d'i

fl,a finance : gest,ion

produits d6riv6s (6vrluaticn

t)Mod6lisation en dimr

seulernent Ia Gaussir:nne eb

2.4.L ProbaLbiilitCr

La probabilit6 de rui

au-deld duquel b capita) i

r6sultat d6ficitair:r:. Aut:r

de ruine est 6gal a Fv(-
dans les rnoddles d',assu

jug6 acceptable sr:lon I'ave

Ies relations entre les distribubions conjointes

p,orteffeuille.

our mesurer la d€pendance enl;re divers lnarches financiers

, corLtrairement arx coefficients de corr6lations nLe changr:nt

h6, elles restent constantes. En consEquence, elJles donn'ent

d6pendance m6me dans les r;ituations extrOmes de mar-

des p6riodes turbulentes, nous aurons d, notre: port6e un

fonne de rnesure de probabilil;6. En 2008 nous avons 6t6

dements boursiers d6sastreux au travers le monde.

i:ntroduites en finance applilu6e, pour permettre l'ut;ili-

due et plus r6aliste des lois d6crivant l'6volution joint;e des

ieurs march6s. Cette th6orie rL'est pas utilis6e rlans touLtes

nn6ment de perspectives de recherche qu'il farut explorer

:

tibranches : d6pendance entre branche d'activib6s).

lisque, mod6lisation des actil's financiers, 6valuation des

'op1;ion et des d6riv6es de crddit sur plusieurs options)'

rc,n n(n > 2) (manque de copule rnultivari6es : A ce jour,

StrLdent sont utilisables).

Ruine

darLs sa version prirnaire correspond au parcentile du point

er;t totalement 6puis6 sur urle p6riode donn6,e suite d, un

b d.[t, si on note C Ie capital furitial donn6, la probabilit6

== F'(X < -C). Assez logique:nent, elle a aussi 6t6 utilis6e

en fixant un niveau minirnunL de probabilitd rle ruine, o,

au risque de I'agent et en d6[erminant ensuite le niv'eau
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de capital qui lui corrersPotrd

d6terrnin6 en fonction de rv.

est A I'origine de Ia value a

2.4.2 Value at .R:isq

La VaR est une [tesut'e

lement 6quivaient,: au

des assureurs non vie. Illle

tion, dans des con.ditic,ns I

certain niveau de Prob,ab,ili

De manidre prati.que, l:r,

a et d, d6terminer le c;aPrital

face A, Ia perte mzximia,le en

de capital en degii ducluerl I'

La VaR utilis6e dans ce t

haut.

L'avantage de Ia \/b.ll

propri6t6s d'invariance Par

superieure et de r:onserval,i

compte de la s6v€rit6 de la r

6gard. Cependant cette

2.4.3 Calcul de ltr

Pour finir cet;te Prart;ie ,

pules dans un probldrnes :l'

Da,ns ce cas, on

La probabilit6

a alors trx?-C) : 0 €t C est cette lbis

de ruine issue des mclddles d'assurance

bien connue tlu monde bancaire.Risque (VaR),

(vaR)

rir;que comlnulle aux organismes finan.ciers qui est tota-

de sinistre Maximum Prolbable (SMP), tr6s farnilier

614ale d la perte maximaie que peut subir unLe organ'isa-

cle rnarch6, sur une p6riorle de temps donn6e pour un

a. t]n a donc

E(-f) : -inf{r : Fv(r) > a}.

err oeuvre de la VaR consisi;e d, faire varier la probabiilit6

minimal associ6 en d6but de p6riode qui permette dtl faire

n de p6riode. on obtient donc r6trospectivement Ie niveau

ion est en ruine avec une probabilit6 sup'erieure A a'

n'est I'autre que ia proba,bilit6 de ruine 6voqu6e plus

d'61;re un concept simple et fat;ile d, calculer. Elle v6rifir: les

ranslation, cl'hornog6n6it6 posi:ive, de monotonie, de brlrne

. En revanche, elle n'est pas sous-additive et ne tient pas

ine, ,3g qui constitue Ia critique la plus souvent formul6e d, son

,ie risque peut faire sens dilns un objiectif de solvabiLlit6'

aFi par Ia copule

allons 6tudier comment ncrus pouvorrs appliquer les co-

ion de risque de type Value-at-Risque. Soien.t deux
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aldatoires X et i(
qu'on ne connalt

th6ordrne dO d

pour VaR(X +

2.3 Pour tout z

Soit V (o) : inf{z\v(e) )

i,mm4di,at

Cette est la meilleun.

de la d6monstr

tout r, y € IR aveq:

Pour

r+u z. Pour la suiter

Pour de d6tails

sch 1987). Nous noqr

2,5 La qrnti,ent

fqnctions de distribution F1 et F2 respectivement. On

la gtructure de d6pendance du moddle (la copule). On va

[19S7] et qui va nous perrnettre d,avoir une borne

P(x +

E*r

P(x+YJ;

la premidtre

t.

ona

EIa=z

e (A,1)l'i,naerce gdn4ratis€e de 9. Alors

^_i"{ {F;'(") + r'2-1(?,)}
u-\u,u):a

R.(X +Y) <'ll-'(o)

: z application li6 de la borne inf€rieure de Fb6ehet.

P(X < r,Y 3 il >_ C-(Ft(*), Fr(y))

en appliquant pour le c0t6 droit le supremum sur

simplement montrer comment C est choisi.

complets nous nous r6f6rons e Flank, Nelsen, et

d des fonctions de distribution continue F1 etF2.

(X +V) : VaR(X) +VaR(Y) peuuent €tre faites de

a)
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Ii,rement **r,,fT gdn€ral, nous n'auans pas

f'*,ffi:'
consid€rer, "Tr" marsinaun

nfrj :Fv(")-1- r-A,nlL, oit,P>0

I

d,Etermi,ner 
I

I i"f {ri'(") + rf'(r)}

rz la fonctr4nl 

u+ro-L:a

I

s , (,o,[, --, o, u--+ Fyr(u) + fl;t(o + 1 - u)

Le par reppqriF (ry) .Puisque ta d,ensi,tE Pa,reto

I d,€croissant;,,,1r0 +) et *o'issante sur (+,

l',*):2F" 
(+)

umd,eg et 
I

I v-'r"l:2Ft'(#)

I

I

I

I

I

Il"
I

I

I

I

Ir ce

|aons

Fl -

est d1croi,ssante, la

t) .r* cons€quence



dor,,,t:

I,t a\i(
I/ aR,,()(',

1

La Li,ntite stryeri,eure 26 ,

v-'(")
Va,R.(X) +VaR.(Y)

^-r(a+1\'Er t o ,
\4/

=,1(") --1
| /a+1\l-n
11-( , )l'
f\-tl

I-;
-)D

(1 -a)
-1--;
lJ

est i,nd€,pendamment de a, f'eut €tre atteint
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