Reépublique Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique

shel AV
Université 8 Mai 1945 Guelma
Faculté des Mathématiques et de I'Informatique
et des Sciences de la Matiére
Département de Mathématiques

Mémoire

P
........

’ ’ ’ . l \\-f_w';., Yyt
Présenté en vue de I'obtention du diplome de <32
Master Académique en Mathématiques
Option : Probabilités et Applications

Par :Bellouta Ghania et Rebaia Hanane

Intitulé

e e oo e e et e s et e e e e R T

I.’étude d’unicité des équations différentielles
stochastiques cas Holdérien

I_l__l..___l_l.! L ([ 18 L T 111 1 00 A1 000 )
e e o e S e e e e e e e e e e e e e P e R e e e O A L RV A

Dirigé par : SAKRANI SAMIA

Devant le jury
— PRESIDENT Dr.BENCHAABANE.A Univ-Guelma
RAPPORTEUR Dr.SEXRANI SAMIA Univ-Guelma

EXAMINATEUR Dr.BOUHADJAR SLIMANE Univ-Guelma

Session Juin 2016




Remerciements :

Nous exprimons toute notre gratitude a tous ceux qui

nous ont aidés de Prés ou de loin I’€laboration de ce

memoire que m:

dame SAKRANI SAMIA notre

ry BOUHADJAR.SLIMANE et
BENCHAABANE.A et touts les

encadreur et le jy

‘partement de mathématiques soient
pours la formation qu’ils nous ont

donnée.



- meilleur; vous n'avez épargmé
& B g

Je dédie cette these . ..

A mes tres chers parents

Maman, vous m’avez
chérir, de m encourager, de vo

encouragée a travers elle, vous
respect le plus profond et mon
Puisse

Se au monde, et depuis vous n’avez pas cessé de me
occuper de moi, de mettre a ma portée ce qu'ily'a de
ucun effort pour me rendre fieureuse,

aimée, soutenue, conseillée. Vous avez été [ premiera
les études, toujours vous avez été présent dans ma

sez _forte, aucun mot n’est assez éloquent pour

6Se, VOUs étiez présents, vous m’ayes aidée,
2z trouver dans ce travail [ ‘expression de mon
ection la plus sincére,

A touts les membres de ma famille Quee je ne suis pas cité, mais qui n’en demeurent

pas moins chéres.

© Bellouta Ghania©@




w/

Je dédie ce mémoire

A mes chers parents ma mére et mon pére

P our leur patience, leur amour, leur soutien et leurs

Encouragements,

A mes fréres.

A mes amies et mes camaiades,

Sans oublier tout les professeurs que ce soit du

primaire, du moyen, du secondaire ou de




Table des matiéres

1 Introduction au calcul stochastique 4
1.1 Processus et Ma,rtingalle ............................ 4
P e | L g D 4

112 Bepacecr | . ........... b o ns 5

B R i N Aot T TUR I R S, )

1.14 P o s b B 7

L1.1.5 Processus ikn I ERECEE AT T R SN T S 8

1.2 Mouvement thi i TIPS S R S 9
1.3 Formule d’Tte . I Y A (A 14

2 unicité des équations différentielles stochastiques cas Holder : 16

2.1  unicité deg équations différentielles stochastiques cag lipschitzienne : s B

2.1.1 Existence et LI AR L SRR S 19

2.1.2  théoréme d’existence et dunicité : . .. g doa . 20

2.2 propriétés dy tempalocald. ... ol g 21
2.3 unicité faible s peetmafctorielle s L. 23
2.4 Théoréme de Yamada-Watanabe FE e e e e e b 25

3 Quelques applications des EDS en finance et e Processus de Besse] 32
3.1 Modele de Black & Scholes | .. .. I 32
3.1.1  Hypothéses sur e o 33




3.2
3.3
3.4

3.1.2 Modélisation Probabiliste
3.1.3  Formule de Black Scholes
Le modele de Vasicek . . .

Le modeéle de Cox-Ingersoll-Ross

Le processus de Bessel :

du marcheé



Dans ce mémoire,on in
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une perturbation aléat
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clo
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du mouvement brownisn
Dans le deuxisme chapit;
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EDS. On finira ce chay

mathématiciens Yamada,

Dans le dernier chapitre,
comme (le modele de Black

une étuds
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i Introduction

tr‘odvﬂit les équations différentie]]

es stochastiqueg (EDS) qui

3qvua1i;ions différentiel]es ordinaires (ODE) prenant en compte
. |

e. Celle ¢i egt exprimée 4 Paide dy Inouvement brownjen. Ce

ument est composé de trois chapitres.
t con

T i :
Sacreé aux rappels des resultats Importants €n CBJCI]I

ocessus et martingales. On dop,
|

nera les princi
ainsj

pales propriétés
S.ainsi que I formule d’Tts.
q

athématique d’une équation
de quelques exemples. On citers, ensuite I'un deg théorémes
ir le théoreme d’existence et d’unicité de 15 solution dune
itre &)ar Pénonceé d'up grand théoreme qu’on doit auk
et W

wtanabe avec sg, démonstration qui est ]

a base de ce
mémoire,

On ir}troduira quelques applications des EDS en finance
& S(Fholes,deVasicek et Cox-

Ingersoll-R,oss). On finit par
du prfcessus de Bessel en d

Imension 1.




Chapitre 1

Introduction au calcul stochastique

On rappelle quelques notions de base du calcul deg probabilités, di; calcul stochastique,
du movement, brownien, dag martingales et des intégrales 3 Ja construction des équations

différentielles stochastiques Holdérien.

1.1  Processus et Martingale

1.1.1 Processus

Définition 1.1 yp processus (. aléatoire) X gy | ‘espace de probabilite (Q), F P) est
une famille de v.q. aléatoires Xt)zfe[o,T]- On peut également le yoir comme une fonction

aléatoires ,
0 — {fonction de R} dans R }

W — {Xt(w)}

X

mn

Remarque 1.1 [ variable ¢ [0, T représente Ie temps mais on aurait pu également
prendret € R, t € R2... De meéme, lespace d’arrivée pourrait étre bien plys compleze que

R.

Remarque 1.2 On peut voir yn processus comme yne Jonction qui ¢ € Q) associe une

fonction de [0, 7] dans R, t — Xi(w)| appelée trajectoire du processys,
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- Définition 1.2 On dit ¢

toire par tmjectoz’re, L€t

1.1,2 Espace (P

Notation : Pour tout

LP(Q, [0, 7)) == (85)o<s<r procdssug B(

Proposition 1.1 Pour p >

I, sont des espaces de Ban,

1.1.3 Filtration

Définition 1.3 Une Filtrats
tribus de A, i.e.

Pour tous s, ¢ ¢ [0, 77 tels g

Remarque 1.3 Fi représente

donc logique que cette quantité

Définition 1.4

Fe-mesurable pour tout + ¢ [0,T].

LP(Q) =

Un processus X

ue X est un processuyg continy (p.s.)

= Xi(w) est C° poyyr presque tout w ¢ ()

P € R™, nous noterons ;

1
K va bq.|X), =E{xpp < o

L les espaces LP(Q2) muni de Il

p € LP(L [0, 7)) muni de
ch (i.e. complets).

on JF = (j:)te[

0,7] €8t une collection, croissante de S0US-

Fe CF C A

jue s|I< t.

la quantité d’information disponible 4 | ‘instant t. J] est

augmente avec le temps,

(Defo,r est dit F -adapté si lg yarighle aléatoire X, est

(@74

¢’ est continy trajec-

1

T -
0,7) & J-mesurable t.q. 16, := E [/ |6 ds] ¥
Jo

< 00



Proposition 1.2 i Xl e

tout t € [0,77]. -

Définition 1.5 La filtr

croissante de tribys (F=h,

Pour tout t e [0, 77.

Remarque 1.4 7x ,

Une tribu est dite comp

(2, AP) qui est défing par

N =

Définition 1.6 e filtratio
tout t € [0, 7]

Remarque 1.5 Pour ¢

N,(A,N) e M x F+) pour tor

cessus X est généralement apy

i F est compléte et X ety

Xe =Y, ps. == [2

On montre alors que, si F

toujours o t fizé

[Xf‘ B2 X, et X[ est Foom

g

St la g

(ce qui équivent

omplét

st Fadapte, lg v, q, Xs est F,

1t0m engendrée bar un processus X ; notée FX

[0.7] engendrées par X (t)te[O,T] i.e.,

T =0(X,s <)

lus petite filtration qui rend X adapté.

lete lorsquelle contient ensemble des négligeables N ge

(VaQ,34eu/N c 4, P(4) = 0}

i F= (Fe)tero,m
a N - .7:0)

est compléte lorsque F, est compléte poyr

er une filtration, F, il suffit de

tt€(0,7]. La Jiltration complétée engendrée par un pro-

velée filtration, naturelle du processys.

remplacer F, par o(A U

" sont deux processus, a t fixé, on g

Xt est Fr-mesurable < Y est Fi-mesurable ]

est compléte et (X™)ns0 une suite de processus, alors,

esurable pour tout n, = OJ = [X; est ﬂ-mcsumble}

“mesurable pour toyt s ¢ [0,¢] et

est la suite



Le résultat reste vrg; P
eTtraire une sous suite q
mesurable :

[Xt” = Xy et Vr

Dans toute g suit

et parlerons done

1.1.4 Martingale

Définition 1.7 n processuy,
(i) M est F-adapte,
(i) M, e LX), ie E (|
(i) B [My/F,] = M, Pou
Un processus M est urne
vérifie les propriétés (i) et (if

t € [0,T] tels que s < ¢ .

Remarque 1.6 Une martingale

et une sous-martingale un jey

Proposition 1.3 Toute marti

Pour tout t € [0, 2,

Proposition 1.4 S0t M une

surable, alors i $(M) € LY

our une convergence dans [P Q)

avecp > 1, car on preut alors

i converge p.s. yers la meéme limite e donc la limite reste

v X, est ﬂ-mesumble] = [X; est }}mesumblej.

€, nous allons considérer de

de

s filtrations compléetes

Siltration naturelle de processys.

s aléatoire M = (Mzs)te{o,'r] est une F -martingale s;

12|] < oo pour tout ¢ ¢ [0, 77,
“tout s,t € [0, 7] tels que s <t .

f"-sur-martingale (resp. une F -Sous-martingale) s%]

et IE(Mt/]:S) < M, (resp. E(M,/F,) > M,)

pour tout s,

est un jeu équitable, une sur-martingale un,

Jeu perdant,
gagnant.

ngale M vérifie

B[M]=E[M,),

F-martingale et ¢:R—R une Jonction convexe me.

) pour tout t [0,7], ®(M) = (p( M)

)te[o,T] est une

7




sous-martingale,

Proposition 1.5 Soit M yne

tout t € [0,77), alors

E

e

Pour tout s ¢ ¢ 0,7 ¢

Théoréme 1.1 (Lévy).so

que

alors (M, .., M?)  est
culier, si M e ME est tel]

(Ft)-mowvement browngen,

1.1.5 Processus gau

Définition 1.8 Un vecteys de

St toute combinaison, linéaire des X; est gaussienne i.e. g variable aléatoire

par

est une v.q. gaussienne poy

Voici deus propositions treg

Proposition 1.6 ; le vecteu

dantes si et seulement st cov( X

Proposition 1.7 Tout vecteyr

vecteur gaussien,

tent M1

un (

e que (M)

rtout a = (q, ...

F-martingale de carré intégrable (i.e. B [|04, )2] < 00 pour

M5 Mo /7] = B [| g2 - I Al

els que s < ¢ .

ey M? des martingales dans M3 issues de () telles

<Mi, Mj>t = 5zgt

Ft)-mowvement brownien o valeurs qaps R Bn part;.

¢ =t pour tout t e [0, T, alors (jwt)te[O,T] est un

SS1en
v.a (X, s Xp) est un vecteur gaussien, g et seulement
(a, X) définie
s
/ - E ‘
\a, X> = (LgXi
k=1

,0n) € R™,

utiles dans Ig manipulation des vecteurs gaussiens.

(X1} Xp) est gaussien, les v.a. X, et Xy s0
L3 X2,) = 0.

nt indépen.-

de variables aléatoires gaussiennes indépendantes est un




Remarque 1.7 Attentio
non indépendantes de coy

La version continue de
Définition 1.9 Un proce
et tout ty, ... ¢, e [0, 7] tel

1.2 Mouveme ni

Historiquement -

- 1828 : Robert Brovm

dans I’eauy.

- 1877 : Delsaux expliqu

avec les molécules d’eay (

- 1900 : Louis Bachelier ¢

de la bourse commne des proce

le cours de Pactif, process

décrit comme limite de prome

- 1923 : Etude rigoureuse

tence.

Un mouvement brownien g

Définition 1.10 Soit F une Jiltration. Un, F “mouvement brownjen, (standamf)

un processus B vérifiant -
(i) B est F-adapté
(%) By =0 P-p.s.,
(4ii) B est continu, i.e. t -
() B est ¢ accroissements

$,0 € [0,7] tels que s =E,

cha

n, il est possible de trouver des variables aléatoires

gaussiennes
ariance nulle.

*S VECteurs gaussiens sont les processug gaussiens,

SsuUs (Xt)te[o,yq est appelé Processus gaussien, St pour tout n
Pquel <<t e vecteur (X, |

s X, ) est gaussien,

t brownien

botaniste, observe Je mouvement du pollen e suspension

1€ que ce mouvement Irrégulier est dy aux chocs du pollen

Higernents incessants de direc:tion),

lans sa theése "Théorie de 1 spéculation” modélise les cours
SSUS A accroissements Indépendants et gaussiens (probléme -

JUS gaussien, peut étre négatif)
- 1905 : Einstein détermiy

1e la densité dy MB et le lie aux EDPs. Scl‘ln':tolushowski le

nade aléatoire,

du MB par Wiener, entre autre démonstration de Pexis-
D

énéralement noté B pour Brown oy W pour Wiener.

est

Bi(w) est continye pour P-presque toyt o &8l

ndépendants - B, — B, est ndépendant de Fs pour toys




(v) B est g accroissements stationnaires et gaussiens : B, — B, ~, A/ (0,¢ ~

tous 5,¢ € [0, 77 tels que § < tf

IA

Certaines fois, lorsquj] "’y a pas d ‘ambiguité sur |, Jiltration & cons

F est la filtration, naturelle du processys B, on parlerg de ™Mo

Remarque 1.8 Pour z‘nfwmatz‘on, dans la définition,

remplacée par "eg accroissements sont stationnaires centrés de cqr

s) pour

wdérer oy lorsque

wvement brownien, tout court.

la quatrieme Propriété peut ére

7€ intégrable quec

Var(Bt) = 1" Cette hypothese plus faible impligue, grice ¢ lg continuité de B, que

les accroissements SONt gaussiens. Fy, effet, on a B, — By = lim,,_,_ 2.r (B

s+(t—s)i/n —

B’S+(t~5)(i_1) /n) SOTIME composée de 1. g, aléatoires mndépendantes de méme [og car le pro-

cessus est stationnagre. CGrace ¢ g contin,

nulle et de varignee (t=8)/n. On 4 alors envie de conclure grice ay

wité du B, on obtient gy ‘elles sont 4 ‘espérance
; 14

Théoreme Centrale

Limite mais [es termes de [g somme dépendent de 1, et la démonstration nécessite une

9énéralisation dy TCJ,

Proposition 1.8 §; B est yn mbuvement brownien et F g, filtration, naturelle, e
2

a

s pro-

2 0B | ) ) )
cessus (By), (B? — t) et (e 2 ) (Brownien Erponentiel) sont des 7 -martingales.

Théoréeme 1.2 Caractéris ntion, duy mouvement brownien

Un processus X est Un mouvement brownjen s; et seulemnent si ¢’est Un processus

gaussien continu centré de fonction de covariance donnée par cov( X1, Xp) = s A i, pour

s,t € [0,7].

des Mowvements Browniens.

Proposition 1.9 B est un m vuvement brownien, les processus 1B, et By, — B, sont

Définition 1.11 Un processus X est Un processus & variation, bornée sur (0,77 5% est g

variation bornée trajectoire par, rajectoire

n
sup E IXM = Xti_lf <o b
U 55

10

IL, est une subdivision, de [0, 7]



Proposition 1.10 Un p

rence de deuz processys o

Proposition 1.11 St X

variation quadratique est

Remarque 1.9 Malheure
dans LP oy des convergen,
mite ne dépend ras du type
équivalentes. I’outi] adéqua
probabilité mazs cet outil est

on a le tableay récapity,

Théoréme 1.3 (Décompos

de carré intégrable E(M?) <

. 2
continu nul en 0 tel que M= -

Théoréme 1.4 (Girsanoy )

50it (By,t > 0) un mouvement browngen,

canonique. Sost

Lt == €

0l est un processus (Fy)-a

L. Soit d\Fr < [rdP\Fy. I

mouwvement brownien,

rocessus est g variation bornée

si et seulement s7%] est la diffe-

0issants.
€st un processus ¢ variation bornée 4 traje
usement les résultats que nous
Ce presque sqre. A une modification presque sare p

t pour définir g vary

mouvement brownien,

itton de Doob Meyer) Si M est une

ctoires continues, sq

wile presque surement AX)p = 0.

obtenons sont des convergence |

Tet, la [i-
de convergence considere mais ces convergences ne sont pas
ation quadratique est lq

pev intuitif et difficile o mangpuler,

onvemence en

tf & retenir est Jo sutvant :

-
Variation totale

Variation, quadratique
e L

martingale continye

0 pour tout t),alors (M) est lunique processus croissant

- (M) 505t une martingale.

Sur un espace (Q, F, P) et (£2) sa filtration,

t

&
1
xp /%st—g/‘PgdS ST

0 0

dapté (autrement dit AL = Ly, dB, ). On suppose E (Lr) =
t

€ processus By s’écrit B, = [ + / ©0.ds o B est un 2
0

11




7

e . 1
Sous la condition de Novikoy E, | exp =

5 / ©lds | < 00, Ly est une variable positiye
z S - 0
d espérence 1 sous P et 1 estlune P-martingale.

81 L nlest pas d’espérence 1, L est une sur-martingale d ‘espérence strictement plys
petite que 1. Noys verrons plus loin pourquor nous utilisons des martingales

L de cette
Sforme.

Définition 1.12 Un processus (gt)OStST est appelé processuys élémentaire 57 existe
une subdivision () — h<# <. < it

=T et un processus discret

(@:)oggn*l avec 0,
mesurable par rapport ¢ Fi et dans £P (Q) tel que -

n—1

'9t (w) = Z: 61 (w>1]ti,ti+1] (t)

1=1

On note £ Uensempie des processus Elémentaires qui est un Sous espace de LZ(, [0, T)).

Définition 1.13 Avec les méme notations, lintégrale stochastique entre 0 et ¢ <T d’un

brocessus élémentaire § ¢ £ est la variable aléatoire définie par -

rt k
9B, := } 16:(B1q — B ) + 4, (Be = By,) sur Jt,, ty,],
i k3

=0

S0t

t n—1
/ 93st = Zé'z‘ (Bt/\t¢~f~1 - Bt/\ti)
J0

i=1

On associe done ¢ 0 € & le prodessys ( f(f 0,dB,)

0Lt<T

Théoréme 1.5 7 eniste une unique application linégire | de LE(Q) [0,77)

qui coincide avec Vintégrale st

dans M([0, TY)
chastique sur | ‘ensemble des processus éléme
vérifie la propriété ‘isométrie :

g
E[1(6)}] =E [ / agcsz
/0

12

ntaires £ et




pour tout ¢ € [0, TY.

Proposition 1.12 Sur g

vantes :

(1) 0 = [56,dB, est i

(2)t— [[0,dB, est cy

_ (3)(]3 eslii-Bs)OStST est u
bl

(4)B [fot 05dB, J =0 et

(5) propriété d’Isométrq

(6) De maniere Dplus gén,

- ]
E [ / 0.dB,/F, J

(7) On a méme le résulty
B|(/
Y.

(8) (fy 05dBs), o €5t une
(9)Le processus ( J;t 6sdB,)

t

0,d1

Historiquement : Oy o

dB; équivaut 3 une variation ¢

considére des convergences en

S

)
Done, les termes en dB¢ ne

L)

f(‘Q? [O’ J

1) Vintégrale stochastique satisfait les PTOpPTIétES S144-
néaire
ntinye p.s.

Tt processus F-adapté.

mzr(jg 0;dB;) = E [j[')t (95([3} .

e i

(2} 2]} ==

érale, on q :

0%ds

S

J

A ' ¥
~0et B [( / 6,dB, /};)2] _E [ / 02dv F,

S

]

t plus général

5[ t qﬁvdBv/fs)] ~E [ / ' dev/ﬂ]

> F-martingale.

2 — /,; ﬁde)OStST est une F-martingale.

ut se dire qu’une petite variation du mouvement brownien

n V/dt car Sa variation quadratique est en d¢ et que ’'on

lorme quadratique.

By ~ Vdt = (dB,)? ~ gt

sont pas négligeables dang les développements de Taylor

13




et I'on garde un terme e

maniére moing heuristiqu

1.3 Formule g’

La formule de Ito
La formule de Tts perrrie

de variables sur une différer
Définition 1.14 (La form
X(¢)

et f une fonction de clas
FX() = f(X(0))

0w, pour définition (X, X

)
/o FOe)ax )

De meme, si (Z, &) -+ f(z,

fois différentiables e, t, ces dé

X (1) = £(0, X(0))+ / 7

It

ot de déterminer de maniere générale Ieffot d’
1tielle

vule de Ito) Si X — (X(2)

~—

©, on peut retenir -

dBy ~ N (0, dt)

A

o

un changement

stochastique. Elle prend la forme suivante

)i>o0 est un processus d’Its -

= X(0) +/Ota(s)ds +/otb(5)d3<3),

se C%(R) alors on g

+ /0 F(X(s))dX (s) + i / P(X(s))a X, X) (s)

() = [y 6%(s)d(s), et

= [ Fxs)aayas + | FX)s(s)ap(s)
J0 0

s) est une Jonction deug Jois différentiagbies en v et deux

wées étant continues en, (t,8), on a

S, X(S))der/(:t Ja(s, X(S))dX(é*)H/Z/O Faa(s, X (s))d (X, X) (s).

14




Proposition 1.13 (For

Soient X = (—‘Xt)t}j() et

X

—~

alors

Y($)X(t) = v (1))

Avec la convention, (X, v

mule d’intégration, par parties)

Y = (Yi)tzo est un processus d’Jto -

t) = X(0) -i—/ota(s)ds +/O.tb(é)dB($),

=¥(0) +/Omtoz(s)ds +/Ot5(5)d3(8)

C(0) I / tX_(s)dY(s) + / tY(z:)dX(s) +(X,Y) (s)
Jo 0

) (@)= [y b(s)8(s)ds.



Chapitre 2

unicité des équations différentielles

stochastiques cag Holder

2.1  unicité deg équations différentielles stochastiqueg

cas lipschitzienne -

L’objectif essentie] de ce chapitre est de diffuser les principes de bages pour la rése-

lution des éc uations différentielleg stochastiques et d’étudier e robléme d’existence et
] q b

d’unicité de leyr Solution. Considéreé comme un théme tres vaste en pleine effervescence

et évolution rapide, nous serons tres loin de son exhaustivité. Nous allons, donc, rappeler

les définitions et bropriétés fondamentales concernant les processus stochastiques ajns;

que ceux des équations différentielles stochastiques .Nous Telvoyons, enfin, les lecteyrs

concernés par ce domaine 3 plusieurs ouvrages de base relatifs aux processus stochas-

tiques,

Une équation différentielle stochastique (E. D. S) est une généralisation de 5 notion

d’équation ordinaire en présence d’un terme de bruit blanc. Les E. D. S permettent

de modéliser des trajectoires aléatoires, tels que les cours de bourse et, Jeg mouvements

de particules soumises & deg Phénomeanes de diffusion.
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Elles permettent aussi de traiter théoriquement oy numeriquement deg problémes
issus de la théorie deg €quations aux dérivées partielles.
Le but des équations différentielleg stochastiques est de fournir un modele matl

néma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruyijt

aléatoire. Considérons
Une équation différenti

elle ordinaire de la forme

yi(t) = b(y (1))

Soit éncore, sous forme différentielle

Une telle équation est utilisée pour décrire Pévolution dun systeme physique. Si I’on
prend en compte leg perturb

ations aléatoires, on ajoute un terme de bruit,
ol b5 désigne un lnouvement brownien et ¢ est pour I'inst

bant
a lintensité dy bruit. On

qui sera de la forme cdB,

ulle constante qui correspond

arrive & une équation différentielle
"stochastique" de 1a, forme

dyt =} (yt) dt + O'dBt

Ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens niathématique,

&

Ye :?J0+/ b(ys)ds + 0B,
0

On généralise cette équatior

1 en sutorisant o & dépendre de Pétat du systeme 3 Pinstant

dy: = by, )dt + o(y)dB,

17




Soit sous forme intégra]

Remarquons que le se
stochastique développée d
torisant ¢ et § 4 dépendre

conduit 4 la, définition sujv

Définition 2.1 Soient d e
rables localemen bornées de¢

et R? oy My (R) désigne |

(U'ij)lgigd,lgjgm et

Une solution de l’éq

est la donnée de -

¢ un espace de probabilité

*Sur cet espace un (F,) -n

¢ un processus (F,) -adap

X = X

Soit encore, coordonnée

Xi =X+

Lorsque de plus Xosz gl

ans le

> du temps i, et en se placant d

(65)1_

UatLo

pa

ale

b

¢ t
Yi = Yo +/ b (ys) ds - / o (y) qu
0 0

donné a cette équation dépend de la théorie de lintégrale

chapitre précédent. On généralise éncore un peu en ay-

ans un cadre vectorie]. Cela

ante.

t m des entiers Positifs, et soient o et b

des fonctions mesu-
finies sur R, xR

et a valeurs respectivement dang My, (R)

ensemble des matrices d x m, coefficients réels.

On note g —
<i<d
n:
AdXt = o(t, Xt)dB, + b(t, Xy )dt (E(U, b))

Jiltre (Q, F, (F

LOUVE

), P) satisfaisant les conditions habituelles Iy
ment brownien dans R™ 5 — (B2,

€ continu X = (X1,

'“’Bﬂm) s

’

[

w0y X% & valeurs dans R?, te] que :

rt

it
4—/ G(S,Xs)st“f"/ b(s, X,)ds
q %0

coordonnée, pour toyt ; B L egil},

m nt
Vyx
L o

=1

’ t
03 (s, X,) dB? +-/ bi (s, X,) ds
0

4]

R on dirg que le processus X est solution de E.(0,b).
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Il eziste plusieyrs no

stochastiques,

Exemple 2.1 Soit B un

Avec la convention sqn,

nous dit que B est yn, moy

On VoIt qu'il y a epistence Jaible pour | 'EDS

Cette EDS possede Iy pra

solution issye de z est un m

tons d’ezistence et d’unicite pour les équations différentielles

mouvement brownien ree] issu de z. On pose

-t
B, =/ sgn () ag,
0

U =1siu>0 e Sgn(u) = ~1 siu < (. I, théoreme de Léyy

vement brownien issy, de 0. Comme =t e j: sgn (B,) dp,

dXt = 59n<Xt)dBt

PTIELE d unicité faidle, car 4 ‘apres le théoréme de Lévy, toute

ouvement browngen, 1ssu de .

2.1.1 Existence et unicité -

Comme d’habitude pour

cité sont essentielles. Dans le contexte deg EDS,

d’unicité deg EDS. Dans toute cet:

Définition 2.2 - (Existence,
On dit pour léquation E
- Bzistence faible s pour
- Eistence et unicité faib
- Unicité trajectorielje s,
brownien B étant fizés, deuz

guables.

On dit de plys qu’une solution X de Ey(0,0) est
bar rapport & la filtration canon

mouvement brownien B, deuy s

les équations diﬁérentielles, les notions d’existence et d’uni-

il existe plusieurs types d’existence et

“€ section, on consideére I'EDS E (o, b).

unicié des EDS)

/
\

7,b)\qu’il y q -
tout x '€ R4
Z@

i existe une solution, de Ee(o,b).

s 51 de plus toutes Jes solutions de Ey(0,b) ont meéme los.

Pespace de probabilité filtre (2,7, (F1),P) et le mouvement

solutions X et X' telles que Xo = X} P p.s. sont ndistin-

une solution forte sj x est adapté

ique \de B. Il y q umicite forte pour E (0,b) si pour tout

solutions fortes associées a B sont indistinguables.
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La solution, d’une équation, différentielle stochas

tique, si elle existe,
unique et si elle [’est dan

n’est pas Jorcémeny
s unisens, elle ne [’est pas foree

‘ment dans Uoutre.

quelques exemples pour il hstrer ceci sont donnés Suivis d’un théore

me qui assure, soys
certaines conditions

solution forte,

sur b et o]’ existence d’une Unique

Théoréme (Yamada-Watanabe I)

Supposons que £,(0,b) admette une solution faible et que toutes ges
indistinguables. Alors E, (g,b)

s solutions sojent
admet une unique solution forte.
Le théoreme suivant est Panalogue dy théoréme de Cauchy—Lipschitz pour les EDQ.
11 fournit les conditiong standards d’existence et d’unicité de solution forte -

2.1.2  théoréme d’existence et d’unicité .

Théoréme 2.1 (Ezistence et unicité)

O suppose qu’il existe yne constante K positive telje que pour toutt > ( | z,y € Re.
1. Condition de lipschitz

]b(t 933) T 5@:@)1—"{0@ >I> ‘O(t :y>l SKfl"*Z/)

2.Croissance linéaire

PEDNSEQLR) 5 o o <rpy 1)

B alors il y o unicite trajectorielle pour E (0,0) .
De plus, pour toyt espace de probabilité filtré (Q, F. (F2)i0, P) et tout (F)

t>0-ouvement
z € R, une unique solution forte

brownien, 4l egiste pour chaque pour E.(o,b) .
La démonstration de Dexistence faible repose sur une méthode de point fixe, un peu
trop longue & détailler ici. L’idée est de construire une suite X" pay -

/ ’ bt

m -
X =g + '/0 (:;,XS"“I) ds -+ ;/o 04 (S,X;"""i) dB?,
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Et de montrer la convergence de cette suite vers yne solution

Nous allons en revanche démontrey Punicité trajectorielle, qui suffit poyy avolr exis-
tence et unicits d’une solution forte, d’apres Je théoréme de Yamada-

Watanabe. On sup-
Pose pour simplifier que b e

M. L’argument repose sur le lemme suivant qui est extrémement utile -

Lemme 2.1 ( Gronwall) Sost

T >0 et g une fonction positive mesurgble bornée sur

[0, 7. On suppose qu’il existe des constantes q > 0, >0 telles que pour toyt

t € (0,7,
on q :

90 <a+s [ o()a

Alors on g -

9(t) < ae¥

pour tout t € [0, 7.

Théoréme 2.2 (Formule de Tanaka) soit By un mowvement Brownien en, dimension

1 alors bresque surement on g -

t
Bu] = | By + / sign (B,)dB, + I,
0

ov: L= lin%;j;)\ (s€[0,4]:Bse J—€,e]
e

Jet A est la mesure de lebesque sur R, I, est
le temps local de B en 0.

2.2  propriétés du temps loca] -

e conséquence de la formyle d'Tto-Meyer est le résultat significatif suivant :

Corollaire 2.1 (Formule du temps d’occupations ) 500t X une semimartingale congy-

nue de temps local LE. sig est orélienne bornée alors -
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Preuve, SUpposons ¢ continye et positive alorg notons f

. la fonetion J est convexe

Donc :on peut Jyj appliquer la formyle d’Tto et 1a formule de Me

I'identite cherchée.

Si: g est continue de S1gn quelconque.On Pose g = g+

/OD Lig (a).da :/Ooog(Xs) d(X),

v —0b

la fonction telle que. f = g
de classe C2

yer-Its ce qui donne

~ 9 et on obtient Je résultat

par la linéarité et ce qui précede.

Enfin pour g boréliénne

une classe monotone pour les fonctiong boréliénnes bornées,

bornée :on utilise le fait que les fonctiong continues constityent

Remarque 2.1 pyy, le MBS B cette Jormule donpe -

Ainsi on voit que L} =
le Brownien Jusqu’au temp

d’occupation g temps t :

Corollaire 2.2 Supposons que, poyr chaque s et z,la matrice o (

(8,8) = o(s,z)7" est bornée ;si E(0,0)

mesurable, I’équation E(o,b)

est valable pour E(o,b).

Corollaire 2.3 5 est une
b est une fonction, bornée sur
outre ,st P, est la loi de Ig 501

est mesurable.

[ eo@aan [ oBas

r

L

¢ (B) peut étre mEerprété comme le temps passé en a par

s\t .Plus précisément LY est lo densite de la loi dy temps

(¥

o

t .
(4) =/ 1A(Bs)d5 = / L;tdu
0 A

8,%) est inversible o que
@ une solution, pyis pour b quelconque bornée

aune solution.S; Unicité en log est valable poyr E(0,0), elle

fonction bornée sur la ligne de telje sorte que o] > e > () of
RyxXRil y a ezistence et unicité en loj de VEDS E ‘(0, b).En
ution telle que X, = Z,pour toute A & BR),z — P, [X; € A]
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2.3 unicité faible

Soit B un mouvement

On pose

On a alors :

Fn effet -

[ sgn
Jo

W est une mar tingale issue de

Lévy (theoreme) W est aussi

On voit alors que B est so

dX, = ‘sgﬁ[ (X)W,

On a ’unicité faible. Par Ig car:

ment brownien.

Par contre, on n’y pas d’unicité

sont toutes les deux des solutions

ainsi, B n’est pas solution forte -

W coincide avec la filtration ca

(Bs)dw,

noni fue de |

mais pas trajectorielle :

brownien standard

T
W}:/ sgn (B,) dB
0

| .
| B, =/ sgn (Bs) dW,
| 0

t
/ sgn (Bs) sgn (Bs)dB,
0

t
/ 4B,
0

B,

0 telle que (W.w ), =t air 11, par la Caractérisation de

un mouvement br Oownien.
[

lution de EDS :

Ag=10

actérisation Levy, toute solution doit &tre yy mouve

trajectorieﬂe pour cette équation. ep

effet, B et —p

3 correspondant au méme mouvement brownien.

\par la formule de Tanaka, la filtration canonique de

B| qui est strictement plus petite que celle

23



de B.

en effet, 'événement {B; < 0} appartient & F B mais pas & FlBI,

Définition 2.3 (i) On dit que ’EDS E (0,b) a la propriété dunicité trajectorielle si, deuz
solutions X et X associées au méme espace (2, F, (F)i>0,P) et au méme mouvement
brownien B telles que X, = )A(:) p-S., sont indistinguables.

(i) Fizons un espace filtré (2, F, (Fi)e20,P) (satisfaisant les conditions habituelles)
et un (F;)-mouvement brownien B. On dit que X est une solution forte de F (0,b) si

elle est adaptée par rapport & la filtration canonique de B.

Exemple 2.2 Considérons 'EDS suivante -

dXt = sgn (Xt) dfgf

On a vu Dezistence et unicité faible pour cette EDS dans | ‘Bxemple 2.1 il n’y a en
revanche pas d’unicité trajectorielle de cette EDS. En effet, si X est une solution de
VEDS avec Xy = 0, alors —X est aussi une solution (remarquons que . fot Lix=01dB, =0
car sa variation guadratique est nulle). '

Cette EDS n’a pas de solution forte. Si X est une solution wssue d'une valeur déter-
ministe, on peut montrer que la filtration canonique de B coincide avec celle de |X|, qui

est strictement plus petite que celle de X.

Exemple 2.3 Considérons I’EDS suivante :

dXt = /\XtdBt
Avec A € R. D’apres le Théoréme ci-dessous il y a unicité trajectorielle , pour tout z,
/\2
§ 3 . E ABy——t
Vunique solution forte de E, (a,b) est X, = xe 2

Le théoréme suivant, que 'on admettra, relie les différentes notions d’existence et

d’unicité.
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Dans la pratique, le théoréme d’existence lipschitzien est parfois insuffisant pour ce
qui concerne le coefficient de diffusion. On peut cependant notablement ameéliorer ce

théoréme dans le cas réel :

2.4 Théoréme de Yamada-Watanabe :

Les conditions du théoréme d’existence et d’unicité ne sont pas op'(;imal‘es. Toshio
YAMADA et Shinzo WATANABE ont montré qu’on peut les affaiblir dans le théoréme
sulvant :

Théoréme (Yamade-Watanabe 1I)

Soitd =m =1

Supposons que b et ¢ sont & croissance linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz
locale et |o(t ,z) —o(t ,y)?> < plz —y| pour tout ¢ > 0, o p est une fonction borélienne

de |0, +oo[ dans lui-méme telle que :

/ —lhdz = 400 Ve >0

2] <e P ()

o

Alors E, (o ,b) admet une unique solution forte.
En effet, les conditions du théoréme de Yamada, et Watanabe sont plus faible que la
condition de Lipschitz .Si ¢ est lipschitzienne, alors on a pour tous z et y réels, si
lo(z) = o(y)] < clz -y

Alors

lo(2) —o@)I* < Pz — y|?
Il suffit alors de prendre o (z) = z2. On a bien

/ LR [ Ve > 0
|

z|<e p2 (Z,)



Une classe trés importante d’EDS sont les équations de Bessel :

t
Xle=q 4.3 / VX5 dW, + 6t (2.1)
0

Sur R, ot W est un Brownien réel et z,6 > 0.Par le deuxiéme théoréme de Yamada.
Watanabe appliqué avec la fonction p(z) = +/z, on voit que (2.1) admet une unique
solution forte. De plus, on ‘peut montrer que cette solution est toujours positive et de
durée de vie infinie. Cependant, le théoréme d’existence lipschitzien n’aurait pas permis
d’obtenir ce résultat, car ¢ (z) = /z n’est pas lipschitzienne en zéro.

Le processus X est un processus de Bessel carré de dimension ¢. Nous reviendrons

plus tard sur les processus de Bessel et sur leurs liens avec le mouvement brownien.

Exemple 2.4 Soit a € R. On considére 'EDS

dX; = aXydt + \/ X,dB,, Xg =0

f(z) = sqrt(z) nest pus lipschitzienne mais elle vérifie la condition du théoréme de
Yamada et Watanabe.

La solution (unique) de cette équation est appelée processus de Feller.

Proposition 2.1 si X! et X? sont deuz solutions de E (0,0) de telle sorte que Ay = X2
p.s, puis X1V X? est une solution si et seulement si LO(X' — X %) est wdentiquement

nulle.

Preuve. par la formule de tanaka,

XIVXE = X'+ (X2-XxD)*

f . s 1
= X!+ Jé Lixzsxy)d (X = X1) + 5L (X* - X1),

et le remplaement X", = 1,2 par X§+ foo (8, X%)dBy+ Jo (s, X2) ds,il est facile de

vérifie que :
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£ t
X;VXE= (X3 VXE)+ / o (s, X}V X?) dB, +/ b(s, X7 v X2%) ds+ %L? (x? - X1
0 4

J0

qui établit notre proposition

Le résultat suivant est la clé de cette section. m

Proposition 2.2 si l'unicité en loi est valable pour E (o,b) et si L (X' — X?) =0 pour
tout couple (X', X?) de solutions telles que X§ = X2 p.s,on a lunicité trajectorielle pour

E(0,b).

Preuve. par la proposition précedente, si X! et X2 sont deux solutions, X' v X2 est
également une solution ;mais X! et X1V X2 ne peuvent avoir La méme loi,sauf si elles
sont égales,ce qui achave

la. démonstration.

le lemme suivant est crucial de vérifier ci-dessus sur le temp locale.dans la suite p sera

da

toujours pour une fonction borel de |0, oo[ dans lui-méme telle que Jor ——= = +oco. m

p(a)

Lemme 2.2 si X est un sermamartingale continu telle que,il existe € > () pour tout t :

t
Ay = / Lo<xsg9p (Xs) 7 d (X, X), < 00 .8,

0 8§

alors L (X) = 0.

Preuve. posons ¢ > 0 par la formule de temps d’occupations

_4t:/ p(a)™" Lida
0

si LY (X) ne s’annule pas p.s alors quand L§ (X) converge vers L (X) lorsque a
tend vers & zéro , nous aurons A; = oo avec une probabilité positive,ce qui est une

contradiction. =
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Corollaire 2.4 soit b;, 7 = 1,2 deuz fonctions de borel :si

lo(5,2) = o (5,9)” < p(jz - y)

pour chaque s,z,y et si X0 =1,2 sont des solutions auz E (o, b) par rapport ¢ la

meéme M.B,alors L (X! — X?) = 0.

Preuve. on 3

nt

rt
X; - X=X} + X2+ / (0 (s,X3) — o (5,X2)) dB, + (b1 (0, X;) = by (5,X2)) ds
0 0

Et donc

(o (5,X2) ~ 0 (5,X7))°1

¢ t
[ (= x2) Lyt (X = X2, 50— x2) _ / o (X1~ x2) (
il 0

Jo

nous pouvons maintenant énoncer. m

Théoréme 2.3 on a lunicité trajectorielle pour I’EDS E (o,b) dans chacun des cas
susvants :

i)|o(z) —o ) < p(lz =y, ]al 2€>0 etheto sont bornées.

) |0 (s,2) — o (5,9)]* < p(|z - yl) et b est lipschitz continu i.e.,pour chaque H com-

‘pact et t il y a une constante K, tel que pour tout x,y dans H et s < t.

b(s,2) = b(s,9)| < K, (jz — y])

ii)o (z) — o (y)* < |f(z) = ()] o f est croissante et bornée, |o] > ¢ > 0 et b est

J

borné.

Remarque 2.2 nous insistons sur le fait que dans le cas iet (i) o ne dépend pas de

s,ce qui n'est pas le cas pour (1) .
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Preuve. en utilisant le corollaire (2.3)

scomme |o| > ¢,l’unicité en loi est valable pour
- E(0,b).

Le résultat _d,éc:oule donc de |

ii) soit Xlet X2 d

a proposition (2.2) par corollaire (2.4) .

eux solutions en ce qui concerne M.B et de telle sorte que X1 == Xz
p-s.par le corollaire précédent,

T
| X}~ X} = / sgn (X5 — X7) d (X! - Xx?)
0

L’hypothése faite sur ¢ et b implique que nous pouvons trouve une suite les temps

. . . . T i ) .
d’arrét convergeant vers oostelle que,si Y* = (X*)™ ; = L, 2,pour n fixé,alors o (s, ¥

est bornée et

50 %0) = () < G (Jv2 = v2))
pour s <t et une constante C}.par conséquent,

+
1

V-2 - /Olsgn (V= ¥2) (b(s,¥2) — b (s,¥2)) ds

est une martingale nulle en 0 et on a :

E|

] ds

’ e

}/tl __ K‘QH S Cvt/ E HYSI . Y;Z
0

En utilisant le lemme de Gronwall,la preuve maintenant facile 3 remplir.

iii)Par corollaire(2.3) & nouveau,la condition o 2 € implique 'unicité en loi pour

E(0,b) ;nous allons prouver i) en appliquant corollaire(2.4) avec p(z) = z et de la
proposition (2.2),a cette

fin,nous prenons § > 0 et considérons -
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0

rt . | |
4 [/ (Ko~ Loa-xzsad (X!~ x2 x1 _ Xf%]
J

IA

2L G0 -0 -y, o]
= . & (\/f)z

nous choisissons maintenant une suite { fn} de une suite de fonctions de classe (1

uniformément bornpées et croissantes telle que lim, f, (z) = f (z) pour tout z qui est pas

un point de discontinuite de f.

L’ensemble D des points de discontinuité de f est dénombrable ;par la formule deg

temps d’occupat-ions,l’ensemble des temps s de telle sorte que Xl ou X?Z appartient aD

est p.s de mesure de

lebesgue nulle et par conséquent
s ]

i (o (X7) = £ (X2)) = £ (x1) — 4 (x2)

Pour presque tout s <t .il suit ca K =lim, K (f,)..
t t

Pour v € |0, 1], 2% = 2 iy, (X' = X2) mous avons

K(f) + & [ /O t < /O RS du> xy-x3 55 ds]
< / g [ / g (Z;‘)dsj du
0 0

,,1
< i2 E [/ Jo (@) L (Z4) da} du
= R

car Zi (w) = Z¢ (w) + fot 7% (s,w) dB, (w) + Sy b (s, w)ds ot 0% > ¢ de plus ,|o%| +

[b%] < M pour une constante M ;par une simple application de la formule de tanaka,
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sup E [L} (Z%)] = C < o0

et il en résulte que

K (52), < *Complf |
1]

d’ott K (f), est bornée ar une constante indépendante de § :pour 0 tend vers zéro.on
Ve ) b}

voit que I’hypothése de lemme (2.2) est satisfaite pour p(z) = z & qui achéve la preuve,
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Chapitre 3

Quelques applications des EDS en

finance et le Processus de Besse]

Dans ce chapitre,on introduira, quelques modeles des EDS en finance comme (le modele

de Black & Scholes,deVasicek et Cox—IngersoH—Ross) ;avec le processus de Besgel.

3.1 Modeéle de Black & Scholes

Le premier Modale d’évolution des actif financiers a été Proposé par Louis Bachelier
dans sa thése en 1900. Les actifs risqués SUppOsés gaussiens et pouvaient donc prendre deg
valeurs négatives. Pour remédier 4 ce défaut, le modele reteny par la suite est un modele
rendant les actifs risqués log-norrmaux, afin de s’assurer qu’ils restent toujours positifs.
Ce modéle porte le nom de modeéle de Black et Scholes. En effet, en 1973, Fisher Black,
Robert Merton et Myron Scholes proposent I'idée de définir le prix d'un produit dérive
comme celui de son portefeuille de couverture et 'appliquent & ce modele log-normal. s
ont obtenu le prix Nobel d’économie en 1997 bour ces travaux ce qui n’a, pas empéché,

leur fond d’investissement "long Terme Capital Marketh" de fajre faillite en 1998,
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3.1.1 Hypothéses sur le marché

L. Les actifs sont divisibles a l'infini ;

2. Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre & tout instant ;
3. On peut emprunter et vendre 3 découvert ;

4. Les échanges ont lieu sans cott de transaction ;

5. On peut emprunter et préter au méme taux constant 7,

T 3.1.2 Modélisation probabiliste du marché

Pour modéliser I'incertitude sur le marché, nous considérons un espace de probabilité
complet (€, A,P), muni d'un mouvement brownien standard J3. Nous supposons que
notre marché est constitué d’un actif sans risque S0 et d’un actif risqué S sur la période
[0, 7).

* Actif sans risque. Dans le modele d1scre1 a n périodes, lorsque I'on discrétise
Vintervalle [0, T] en n intervalles de longueurr 7'/n, que I'on considére un taux sans
risque 7, de la forme rT'/n, la valeur de D’actif sans risque & instant pT'/n, a la forme
suivante : (14 r7/n)®,

Donc, lorsque n tend vers Pinfini, S? se comporte comme e, g dynamique retenue

pour I'évaluation de Iactif sans risque en temps continu est donc naturellement -
('YO SOdt 0 _ rt
LJT =7 Et SO 1 Sl St = e t E [O) TJ
* Actif risque. I suit 1a dynamique donnée par 'EDS de Black & Scholes
‘ t

= S =S + j[ w(pdu + ogdB,), t € [0, 1],
0

Ou Sy, et o sont des constantes avec o > () et So > 0. Ce modéle est le plus simple
que Pon puisse imaginer pour modéliser I’évolution d’un actif Iisqué en temps continu

tout en imposant qu’il soit, positif. Comme nous allons le voir, cela revient 3 supposer
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que les rendements de Pactif sont normaux. Les coefficients K €t o sont respectivement
appelés tendance et volatilite de l'actif S.

Pour tout ¢ € [0, 71, la tribu %, représente I'information disponible & la date t, laléa
provient seulement de S, donc -

j::,- = (St,/f'gt)

La mesure de probabilits IP est alors appelée probabilité historique.
Pour s’assurer qu’un tel modele est bien défini, il nous faut résoudre I’EDS de Black

& Scholes.

Théoréme 3.1 L’EDS admet une unigque solution, qui est donnée par -
2 :
St = Spel#=F)t+0B, P—p.s.

Pour tout t € [0,T7.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que la solution proposée vérifie

EDS en appliquant la formule d’Ito & f(¢, B,) avec

f ¥ (t; r) — Soe(/t “2_')7:"'-0':1

| | 1 :
df(t,B:) = fu(t, By)dB; + f.(t, B,)dt + ;5fm(t, B;)d(B),

2 2
= 0f(t,B)dB, + (u — %)f(t, Bo)dt + ) f(2, B,)dt

Ce qui se réécrit donc -

d;gt = St(,LLdt =+ O'dBt)

Donc S, processus J-adapté est bien solution de 'EDS. Le caractere Lipschitz des

coefficients de I'EDS nous assure 'unicité de la solution, mais, dans notre cas, nous
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pouvons également la démontrer : soit V' un processus solution de I’EDS. Remarquons
que S; ne s’annule Jamais si bien que l'on peut appliquer la formule d’Tto pour déterminer

narmiane dal .
la dynamique de'sT :

| 1 19
A=) = L 12,
( 1;> 52 T gd

1 1
= —g(udt+0dB,) + — o2t
: St

Donc la formule d’intégration par partie donne la dynamique de ¥, /8; :

Y L 1 1
d(-i) = y,d<—->+—dy+d<—,y>
S, TS ! S/,

Y; ¥
= —trt((ch — p)dt — odBy) 4+ =L (pudt + 0dB;) — oV, L gt
¢ Sy St
== i)

Remarquez que I’on aurait pu obtenir directement le résultat en appliquant la formule

d’Tto & la fonction (y, s) = y/s. On a donc :

Y / '
===+ [ 0dB,=1
19)5 SO 0

Donc les processus ¥ et § sont égaux presque surement et I'EDS admet une unique

solution.

313 _Formule de Black Scholes

Le prix ent d'une option Européenne de payoff h(S7) est de la forme v(t,Sy) avec

v(t, 8,) = e TOBP [R5\ 5



et de plus la fonction v est solution de 'EDP -

2023521).@96(2?, z) + revg(t, z) 4 vt z) — ru(t,z) =0 et v(T,z) = h(z)

Dans le cadre du modeéle de Black Scholes, pour certains pay-offs, il existe des formules

explicites qui donnent leur prix en t. Clest en particulier le cas du Call et du Put.

Proposition 3.1 Dans le cadre du modéle de Black-

T et de strike K est :

Scholes, le priz: d’un call de maturité

G = SN (d1) — Ke TN (dy), t € [0,

Avec N la fonction de répartition d'une loj normale N'(0,1), d; et dy donnés par :

In (5t) - VT —¢ .
dy = - (‘k) +(T:;_ 225)( ) et dy:=dy —oVT —t
O' pa—

La formule de Parité Call Put s’écrit -
Ci—FR=8-Ke™T t 0,7
Et donc le priz du Put est donné par :
Py= Ke TN (dy) - SN (—dy), t € [0;T]

Démonstration.

Prix du Call : Le prix du call en ¢ est donné par :
€L s enr(T—t)EI@K s 1;{)4—\\];] _ e—r(T—t)Elﬁ [(Ste(,u—";)(T—L‘)+o—(BT—[}t) - [{')4- \_73;}
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Donc, comme nous 1’svons déja vu C; = v(t, S) avec

’U(t, l’L‘) £ e-—T\/T—t)Eﬂs [( (T_h)(T t)"‘O'(B[' Bt) _ K’) -I_J

.
i

2k [ o(Br—By)—22)(T—t) EJ _f(e-—r(T—t)ﬂﬁg(E)

Avec ¢ le région d’exercice donnée par :

| B ln() (7+~—D(T—t)
(r—%- )(7 ~t)+5(Br— ~By) T
5_{% >K} {\/]Tf< o\/T*-_l

Introduisons, la, probabilité P* équivalente 3 P définie par :

dapP*

N 2
alP” _ . ,0Bp-2Z_T
AP 7 = Ir=e :

Aloru, comme € est un évenernent indépendant de Fi, on a

‘ ) ‘Z ’- D * * ]
EF [zi = F [JZ%J =E" [1]EF [ZJ = P*(g)

Par conséquent, v(t, x) se rééerit -

v(t,z)|= zP*(e) — Ke " T-1p(g)

D’apres le théoréme de ( Girsanov, le processus 5* défini par By = B; — ot est un
mouvement brownien sous P* . Or € se réécrit, -

Bt BT lﬁ(j)_j (7_"_( —t) E‘:ﬁ<111(%)+(7’—-fw‘
=ra

O'V/T— t n

VT —t oV/T — ¢

Donc, comme 2 T Br o £ Vi T suivent respectivement une loi A/ (0,1) sous P et P*, le

prix du call se réécrit

Ci = u(t,8) = SN (dy) — Ke Tt ps (ds).
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Prix du Put : Appliquez la formule de parité Call Put,
N(z)+ N(—z) = 1.

et remarquez que par symétrie

Remarque 3.1 Le priz d’un call en t est de la forme C(T —t, 0, Se, 7, K). Et vérifie la

relation d’homogénéité :
CW(/F 1 g, Sty T /\K) = )\C(T —t g, St, T, f()

3.2 Le modéle de Vasicek

Dans ce modeéle, on suppose que le processus 7(t) vérifie :

dr(t) = a(b—r(t))dt + odB; (3.1)

Ot a,b, o sont des constantes positives.

On a aussi :
ar(t) = a(b* — r(t))dt + odB, (3.2)

Oud*=b=Xo /a et B:s = Bs+At. Avec )\ € R avant de calculer le prix des obligations

selon ce modele, donnons quelques conséquences de ’équation (3.1) Si on pose :
Xt = 7"(1;) - b,
On voit que (X;) est solution de Péquation différentielle stochastique :

(ZXt = _‘CLXtdt -+ O’dB,g,

Ce qui signifie que (X;) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On en déduit que r(¢) peut s%écrire

!
r(t) =r(0)e™™ + b(1 — e™%) + aez_“t/ e*dB, (3.3)
' 0
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Et que 7(t) suit une loi normale dont Ia moyenne est donnée par E(r(t) = (0)e—at
+b(1—e™*) et la variance par Var(r(t)) = o 2(32==). Cela entragne que P(r(t) < 0) > 0,
ce qui pour la pratique n'est Das tres satisfaisant (saufsi cette probabilité reste tres faible).
Noter que, quand t tend vers 1’ infini, r(t) converge en loi vers une gaussienne de moyenne
b et de variance gg

Pour calculer le prix deg Z€ro-coupons, on se place sous la probabilits P* et on utilise

I'équation (3.2) .

T
P(t,T) = Bre ) @45 (3.4)
bt _
— 6—6*(T_t)E*(e—-/7‘f X:dS/];>

En posant : X; = 7(t) — b*. Comme (X}) est solution de Péquation de diffusion &

coefficients indépendants du temps

dX: = —aX,dt + 0dB,, (3.5)

On peut écrire :
,*(e—ftTX? “IF) = F(T-t,X7) = F(T — tr () — &%) (3.6)
Ot F' est la fonction définie par: F(6, x) fO Xs ) , (X¥) étant I'unique solution

de 'équation (3.3) qui vérifie : X =
Le calcul de (8, ) peut se faire complétement. En effet, on sait que le processus (X7 F)
est gaussien, a trajectoires continues. I] en résulte que fo Zds) est une gaussienne,

puisque I'intégrale est limite de sommes de Riemann, qui sont gaussiennes. On a donc,

]F* [O 2 d) -E* fOdeS +—V(1r [O ds
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De I'égalité : E*(X7) = ze”*, on déduit :

1 == e—a&

E*(f) X%ds) = z=—
' a

Pour le calcul de Iz variance, on écrit :

Var(yX3ds) = Cou(f7 Xzds, [¢ Xzds) (3.7)
= fogﬁOov(Xf,Xj)dudze.

. % =at —at |t »
Puisque X7 = ze~* 4 ge zt{/‘o e*dB;, on a :

Cov(X7, X¥) = 026_‘1(’”'“)1}5*(fote”désfd“'e“"sdés)
— 0_26—a(t+u) fot/\‘ue.?asds
emsorn (S — 1)

2a i

Et, en reportant dans égalité (3T,

2 2 2
' 0o |9 4 o —ab o —af\2
‘/O/T'(j;)Xst) = TLQ ——'-a3(1—€ )~M(l—€ ) .

En revenant aux équations (3.4) et (3.6), on obtient la formule suivante :

F(t,T) = exp (T = ) R(T - r(t))].

Ou.R(T —r(t)), qui s’interpréte comme le taux d’intérét moyen sur la période [t,T],

est donné par la formule :

‘ol oy 1 —af ? —ab\2
R(Q,’f):—}goo—&;— (ROO—']")(I—G )*@(1“6 )

. 2 . 3 5
Avec R, = limy o R(0,7) = p* — 7. Le taux R s’inter Tete comme un taux & lon
e] o0 y % (e} g

terme ; notons qu’il ne dépend pas du “taux instantané spot”r. Cette derniére propriété
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est considérée comre un défavt dy modele par les financiers,

Remarque 3.2 Dans I pratique, se pose le probléme de | ‘estimation des parameétres et
du choiz de la valewr de r. Pourr on, choisira un tauz court (par exemple le tauz au Jour le
Jour ou “j5”), on pourra alors calculer les paramétres b,a,0 par des méthodes statistiques
sur les dbnnées historiques du tauz instantane. Puis on détermine ) ¢ partir des données
de marché en inversant lo formule de Vasicek. Fn fait les praticiens déterminent souvent
les paramétres, y compris v, en ajustant au mieux lg formule de Vasicek sur les données

de marché.

3.3 Le modéle de Cox-Ihgersoll-R‘oss

Cox, Ingersoll et Ross proposent de modéliser 1'évolution du taux instantané par

Péquation suivante :

ar (t) =(a—br (t))dt + o+/r (t)dB,

Avec o et a positifs, b € R, le processus (g (¢)) étant pris de la forme :

g8 = —oz-\/;_(ij,avec o € R. Notons qu’on ne peut pas appliquer & cette équation le
théoréme d’existence et d’unicité que nous avons donné au chapitre 2, puisque la fonction
racine carrée n’est définie que sur Ry et n’est pas lipschitzienne. Cependant, grace au
caractére hélderien de la fonction racine carrée,

On peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.2 On suppose que (By) est un mouvement brownien standard défini sur

-

[0, 0ol Pour tout réel z > 0, il existe un, unique processus continu adapté (X1), & valeurs
dans R,
vérifiant Xo = z et
dXy = (a —bX,) dt + o+/X,dB, sur [0, oo (3.8)
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Pour permettre ’étude du modele de Coz-Ingersoll-Ross, nous allons donner quelques
propriétés de cette équation.

Nous noterons (X¥) la solution de (8.8) issue de x et 72 le temps d’arrét défini par :

75 = inf {t > 0| X7 = 0}

- Avec ,comme d’habitude, inf § = co.
1. Sia>0?/2,0nal (75 = 00) = 1, pour tout z > 0.
2.510<a<0?/2 etb>0,0n aP (7§ < 00) =1, pour tout z > 0.
3 85i0<a<o?/2 eth< 0,0n a P (7§ < 00) €]0,1], pour tout z > 0.
La proposition suivante, qui permet de caractériser la loi du couple (Xf . fot X ;fds),

est la clé de tous les caleuls de priz dans le modéle de Cox-Ingersoll-Ross.

Proposition 3.2 Pour tous réels positifs X et u ,on a :

4 < "t ).
B (e—mt e—H X3 ds) _ e—ch/>A’H(t)€—a,z/),\M(t)7

Ot les fonctions B et Py . sont données par :

FAAE =) +y—b+ert(y+0)

t(y+b
2 2ye™ 2
fé}\’# (t) = '—"O_—Q‘ 1()g < )

Et

by () = Ay T+ (v = b)) + 2u (e — 1)
a0 Thay (e =1)+v—b+ert(y+0b)

3.4 Le processus de Bessel :

Définition 3.1 Soit m > 0 un réel. On appelle carrée de processus de Bessel de di-

Mension m un processus 4 valeurs dans Ry qui est solution de I'équation différentielle
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stochastique :

dXt = 2\/ XtdBt "_ mdt (3.9)

L. Remarquons que cette égquation n’entre pas dans le cadre lipschitzien, parce que la
fonction o (x) = 24/ n’est pas lipschitzienne sur R (on pourrait aussi observer que cette
fonction est définie seulement sur Ry, mais il s’agit d’un point mineur car on peut la
remplacer par 2\/ ]_:c| et vérifier a posteriori que la solution partant d’une valeur initiale
positive reste positive).

2. Il existe en dimension un des résultats plus fins que ceuz du cadre lipschitzien ,qui
permettent : pour un critére d’unicité et trajectorélle qui s’applique & (3.9) .

3. L’intéret des carrés de processus de Bessel vient en partie de Uobservation swivante,
qui est une consequence simple de la formule d’Ito.

2t B = (Bl, - Bd> est un mouvement brownien en dimension d ,le processus :

1B.> = (B)? + ... (BY)”

Est un carré de processus de Bessel de dimension, entiére m = d.
Supposons a partir de maintenant guem >0 et Xg=2 > 0.
Pour tout € > 0,notons T, = inf {t 20: X, = e}.Posons pour tout T € [0, T3],
(X)'~% si m > 2
M, =
log (X3) B =3

Bt st =2

y _logA—logz
PieeTa) = log A —loge

En particulier, en faisant tendre € vers 0,on obtient que P (T < o0) = 0(lorsque m
est un entier, cela correspond a la propriété que le mouvement brownien en dimension

d > 2 ne visite p.5. pas un point fizé autre que son point de départ).
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Si on fait tendre A vers co dans les formules précédentes, on obtient que :

P(T. < o0) =1 si m=2 e - PIE<€on)=[g/X)™AL ‘g g

En prenant m = 2 ,on oblient la propriété de récurrence du mouvement brownien,
plan.
1l découle des remarques précédentes que le processus M, est bien défini pour toutt > ()
el est une martingale locale.
On montre que cette martingale locale n’est pas une vraie martingale.
Le processus de Bessel de dimension m est (bien évidemment) obtenu en prenant
Y: = /Xyet lorsque m = d est un entier stm’cteﬁzent positif il correspond & la norme du
mouvement brownien en dimension d
L’équation stochastique satisfaite par Y est cependant moins facile o manier que

(3.9).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a donné la premiere esquisse de la notion au calcul stochas-

tique comme (processus,martingale,mouvement brownien formule d’Ito,ect...) ;on a rap-

peler le premier théoréme de Yamada -Watanabe et le théoréme fodamental d’existence

et d’unicité avec quelques exemples, On donne la démonstration compléte du théoreme

de Yamada-Watanabe (II) qui prouve I’unicité des EDS cas Holdérien.
Nous nous intéressés 4 une étude non exhaustive des EDS en finance avec des modéles

comme ( Black & Scholes , Vasicek , Cox-Ingersoll-Ross ),et le processus de Bessel.
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