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Dans ce m6moire,on i
g6n6ralisent Ia notion d,

une perturbation aJ6at,ri

Le premier chapitre

stochastique concernant

olt mouvement browni

Dans le deuxidme chap,jl

diff6rentielle accompagni re

les plus importants ,d

EDS. On finira ce clL

math6maticiens yamada

Dans Ie dernier chapitre,

comme (le moddle de Bl

une 6tude

,oll

rq
le

&,

u

it les 6quations diff6renfiolloo -+^^r_

ons diff6rentietes orrentielles 

stocha^stiques (EDS) qui

tp .i ^-+ ^_-_ 
.dinaires 

(ODE) prenant en comptele ci est exprim6e A l,aide clu mouvern""_ 0.";;;;.;"t est compos6 cle trois chapitres.
oa,ure &ux rappels des r.6sultats importants en calcul
us et martingales. On donnera les principales propri6t6s
que celles des martingaler;.ai'si que la formule d,It6.donnera une d6fnition math6rnatique d,une 6quation
elques exemples. On citera ensuite l,un cles 

";;;".;h6ordme d,existe,ce et cl,unicit. de Ia solution d,une
l'6nonc,6 d,un grand th.ordme qu,on doit aux

avec sa d6monstration qui est la base de ce

fntroduction

m6moire.

us de Bessel en dimension 1.

oduira quelques applications cles EDS en finance
rles,deVasicek et Cox_Ingersoll_Ross). On finit par



Chapitre I

fntroductio

Onrrappelle queiques

du movement brownien, d,::s

diff6rerltielles stochastiques

1. 1 Processus

tr,1.1 processus

D6finition

une fam,i,lle

alAato'ires :

1.1 Un Ttroce,ss

de u.a. allatoire,s

Remarque 1.1 La uari,able t
p'rend,ret € R, i € 1R2.. . De nl.l€.

R,

Remarqge L.2

fonction d,e [0,7]

On peut uoi,r

dans R, t --

u calcul stochastique

::::.::".:t 
des probabiiit6s, du calcut stochastique,

::"r* 
et des int6grales ii la construction des 6quations

ngale

oi.re) X s,ur l,,espace d,e gtrob,abilit;E

On peut 1galement Ie uoir comme

(Q, F,P) est

une fonction

o

(,
I
t

{fonction de JR.,. cians R }
{X'(r)}

repr4,sente le temps ma,is on aurai,t p,u €gale:rnent
d'arriu1e po,urra,it €t , .

:r'e. Ulen, pl:u,s comple:re o,ue

ssus comrne une fonctiort, qu,i d.a e e assoc,ie une
appel€e trajectoi,re d:u process,us.

I+

[0,

,l

t(r)



D4fini.tion l.p On di.t

to'ire par traiectoi,re, i,.1.

1.!.2 .Espacs 4r
Notation : pour tout

Pour tous s,, € [0, T] tels

Remarque 1.8 f1 repr|sente

donc logzque que cette quarft,i;tE

D6finition L.4 Un processus,

ft-mesurable pour tout t e 10,

est un processus contirtu (p.".) si,l est conti,nu trajec_t(a) est Co pour presque tout a € e.

e +, nous noterons :

Ln$,t,)

s(

p

B'

v.a. r.q. Ilxlle :: Milxr;. * l
)

T B([0,7]) I f*raesur.atrle t.q.

espaces Lo@) muni de !!.!lo
e. complets).

: I Fl\" /te[o,T1

F=r-^"s!Jtll{

t.

est ,une collectzon t:rozssante d,e sous-

ti,td d'i,nformati,on, di,sltonible dl l''instant t. Il est
e auec le temps.

,4 est dit F-ad,aptE si la uar.,iable al6at;o,ire Xt est

ll0ll,:: w,

p(Q,[0,7]

'lr

I rr 'i-
I I t^,n - ln
I I la"l' d,s l' < ooL,]U J

) muni, de
etL

(t)

TI



Propositi on I.2 Si. X
tout t e [0t,7].

D6finition l.b Lq,

cro,issante d,e tribus (Ff )

Pour toutt € [0,7].

Remarque I.4 Fx est Lz

Une tribu est d,i.te cor
/('\ / h\y,tt,A,J() quz est d6fi,ni, par

D6finition I.6 Une

tout t € f0, 
".] 

(ce qui,

Remarque 7.i pour compl
N,(A,N)eNxFr)pou,
cessus X est g€n1ralement

Si. F est complite et X et

Xt:Yp.s.- 
[

On montre alors que, s,i .F
toujours d, t fir6 :

Vr * x1 et xi est

[0,r]

, la u.a. X" est ft_ntesurable pour tout s € [0,t] et

engendrEe per un procestsus X, n,otde ?x est la suzte
Par X (t)teto,r1,i.. e.,

ti,te fi,Itrati,on qui. rend, X ad,apt|.
qu'elle conti,ent l,ensernble d,es n€,gli,geables Al" d,e

pX

Q.l

Q,=A € A/N C 4,lp(1) == 0)

(Ft)teq,rlest cotmplite lo,rsq,ue ft est comgtldte pour
c Fo).

,,e filtratzon F, ,il suffit d,e ;rerrytlacer f7 par o(AU
[\tT]. La fi,ltrati.on complitke engendrd,e par un pro_

on naturelle du pr..ocessus.

deur processus, d, t fir6, ort a

ft-mesurable e y est .Ft-mesurable l

te et (X")r26 une sui,te d,e processrts, alors,

le' pour tout'n - o] * [X,: est f.-rnesurable]



i

n,
Ie resuLtat r.este ara

,l
erffq?,re une sous su,ite

mes\rable :
I

f^^lvn Li tI^t + X1 ell-

Dans toute Ia s

et parlerons

7.1.4 Martingale

ion 1.7 Un

(r)

(LL)

(i.i,r)

Un

M[Mr/?"]: M,

l

M est

'uErifi,e

r€[0,
propn4tls (i) et

tels que s ( t .

L.6 Une mar.t

et une -mart'ingale un

on 1.3 Toute

est F-adapt(,

e Lr(Q), i.e. ts

t e [0,7].

L.4 Soi,t M

Pour

Proposi

surable, si rb(M) e L

conaergence dans Le(e) aaec p ) I, car on peut alors
p.s. uers la m€me li,mi,te et d,onc la li,m,ite reste

est Jcr-rnesurabtl 
=+ [X, est Ft-rnesurable].

allons consi,d,Erer d,es fi,ltrati,ons cornptites
n naturelle d,e prvcess,trs.

re M : (Mr)rrp,rl est une F-marti,nga,Ie si

6 pour tout t € f0,4,
s,f e f0, Tl tets que s { t .

r-martingale (resp. une ? _sous-rnartingale) 
s,i,l(Mr/r) < A[, (resp. M(tut1/r,) > A7I,) pour tout s,

un Jeu 6.qui,table, une su,t_lnarti,ngale un jeu perd,ant,

M udrifie

[Mr] : MIM1],

tout t

I

et Q : lR --* lR urte fortction conaefre nle_

e [o?T], o(M) = (e(Mr))rc[o,rt est une



sous_rnartingale.

Proposition I.5 Sott
toutt € [o,,rJ), alors

Pour tout s,t e [0,Tt

Th6qr6me I.I (Leufl.s
que

alors (Mr,..., Mo) est
cul'ier, si, M € ll4r2 est t,el

( Fr) - mouu um ent b rowni en.

1.1.b processus 
ga

D6finition I.g Un uecteur

sz toute comb,ina,ison li,nd,ai,re

par

, est une u.a. gauss,ienne

Voi,ci d,eur propo s,itions

Propositflon 1.6 Si. le uec

dantes si et seulement s,i cou(

Propositilon L.T Tout uecteztr

uecteur gawss,ien.

fi;f M,

f -marti.ngale d,e carr6 i,ntEgrable (i,.e. M [ltWrlr] < 6 pour

M"l' /F"l : M |,M? - M:l /F"l ,

es{t.

7,..., A.[,t des martzngales d,ans A4l issu,es d,te 0 tettes

(Mo,Mi), _ 6ilt.

-t)-mouuement 
brow,, .

(M), : t piour ,oul,'"" 
d' ualett'rs dans F.d' En trta'rti-

, t € [o,T],alors (Mt)teto,rlest un

(Xr, ..., Xn) est un uecteur gauss,ien s,t et seulement
i est gauss,ienne i.e. la uar,iable al€.atoi,re (o,X)d,dfi,ni,e

un(

o:(at,...,an)€R".
utzl,

(x,

,xz

s dans la manipulati,on d,es uecteurs gauss,iens.

nr,^"tt gauss'ien, Ies u.a. X1 et X2 sont znd,6pen-

al 6.at oi,,re s g aus s, en,n, es i,n 

^6.p 

en d,ant es est,un

n
a,X) :: \-,. r,.

z_/



*"lr*nue I.Z A
nolind4pendantes 

d,e

7.2 Mouvem

Historiquement :

- 
1823 

: Robert

dans l]eau.

- LFTT: Dejsaux exp

avec lef mol6cules d,eau (

- tq00 : Louis Bacheli
-J- Iqe ra Dqurse comrne des pr
Ie coursi de l,acti{ processl

- 19pb : Einstein d6ter
d6crit .{mme limite de p

- 19?B : Etude rig
rence. 

i

Un mpuvement

D6finitign 1.10 Soit ?
I

un procesfus B u1rifi,ant :

(z) a r;st F-ad,apt6

s,t € [0,flltek que s {t ,

Xt)te0,rl est appel| pr.ocessus gaws6en si, pour tout ntr ( ... { t,, le uecte,r (Xr,,...,Xr^;;;, 
gauss,ien.

iste, observe le mouvement du pollen en suspension

ce mouvement irr6gulier est clu aux chocs clu pollen
nts incessants de directiorr),

r, thdse "Th6orie de ia sp.6culationr mod6lise les cours
accroissements ind6pendants et gaussieqs (probldme :

possible de trouuer d,es uariab;les alintoi,res gaussi,ennes
nulle.

teurs gauss,iens sont les processus ga,uss,ie:ns.

, peut 6tre n6gatif)

lensit6 du MB et le lie aux EDps. Schmolushowski le
al6atoire.

par Wiener, entre autre d6monstration de l,exis_

not6 B pour Brown ou W pour Wiener.

Un f -mouue.ment browni,en (stand,ard,) est

(i.r) 8.4:0 p-p.s.,

(iiil B est continu, ,i.e. t
z.r ^i(xu/ ,6 lest d, accro,i,

est continue po,ur p_presq,ue tout u € e.
Bt - B, est ind,6pend,ant de F, pour: tous



(u,/ IJ est d.

tou,s s,, € f0, Tl tels q,ue

.F est la fi,ttrati,on naturell

JRemarque l.g po,ur

remplacl.e par t,les

I/ar(87) : I il. Cette h
Ies accroisse,ments sont
Bi 

"+(t- ")(t - t7 pr) s omme co

cessu,s est stationna,ire.

n'ulle et de uariance (f __ :,)

Li,m'ite mai,s les termes d,=

g 6n€.ralis ati,on du T CL.

Propos'ition

c%su,s (B),(B? * t) et (e"B'

Thlorirne l.p Caractdris
Un processus X est un

gaussien continu centr6, d,e

s,t { [0,T1.

Proposit'ion I.g B est un rrt
des lllo.uuemen,ts Brownien,s.

Ddfinition 1.11 (Jn process

u arrat,ion b orn€,e traj ecto,ire

n
\-r,

srrp ) IX,
n A-/t "t

Cert aines fois, lorsrr,u

1.8 Si B est

stationna,ires et gauss,iens : B7 _ fl" ^, N(O,t * s) po,ur

i n'A a pas d,,ambiguit6 s,ur la fttltratzort, i,
du Tlrocessus B, om parlera O"", r,rro*rr^:::':::;:r:::::r"

darr,s la d,6fi,nition, la quatriime 
7trcpri6.tE peut €.tresont stationna,j,res t:e,:n,tr.6s d,e r:arr.( ,in,te,grable 

auec
1:lus fai,bte impliq,ue, grtii,ce d, la continurt| d,e B, que

,"": ̂ o::: ,on. 

a Bt - B" : Iim"'*o' ri-' (8"*r t-s)i/n *de u.a. al6.atoi,res i,nd,,pentlantes de ,r^""^n")):; i""r;;la continu,it6. d,u B, ort obllzen,t q,u,elles sont d,,esp€r.ence
a alors enute d,e concltt,t: gd,ce au Th,',dne ;";*;r;"
ne d1pendent d,e n et la d,(monstro,tion n6,cess,ite une

brown'ien et F sr,t filtrat,io,n, n,aturelle, les trtro_

(Brown'ien Eqton r:nt'ier) r,t orft des f -rn o,r.t t ng ar,es.

du mouuement brownt;en
t'ent brown'ien s'i et seu,le,ment s,i c,est ,un 

'r-ocessusd,e couarian,ce d,onn6e pa,n cou(Xt,Xz) : s At, paur

brown'ien, les processzt:,s !Ba2t) et Bx,r6r_ B7 so,nt

un processus it, uariation boryt€e sur.[0,7] s,zl est a
traj

TIn est tt"ne szt,bcl.iui,si,on de [0,7]



mzte ne d6pend, pa.s d,u

6 q'u'iu al ent e s. L' out il
probabi,li,t6 mai,s cet outtl

on a le tableau ricapi

Th6ordme I.S (
de carr€ int€.grable @(M?)
contin'u nul en 0 tel que IV!,z

Th6ordme I.4 (Gi.rsano,,u)

Soi,t (Bx,t 2 0) un

canonzque. So,it

od g est un pr.ocessus (Fi) _

7. Soi,t de\Fr o3{ f,rap\pr.

mouu ement brown iet-t,.

Proposition L.IO Un
rence d,e deur processus

Proposition 1.L1 Si )(
u ariatzon quadratzque est

Remarque 1.g Matheu

dans 1;n ou d,es corluergtl

zntui,ti,f et dffici,te d, man,z.1tttler..

reten'ir est Ie su,iuant :

de Doob Meyer) Si. IVI est une rnartingale continne
clc j

(M
toutt),alors (IVI) est lLunique process.us crozssant

so,it une martingale.

sur url espace ((,)!, F, p) et (Fr) sa fi,ltrati,on

est d, uariation born6e si, et seulement s,,il est ta di,ff6._

processus d, uari,ati,on born1e d, trajectoires cortttnu,es, saresque surement :(X)r: g.

Ies rdsultats que nous .tbtennns son,t de
rc sare. A une mod,ific,ati,or, p,resque ;t "*oT:*:';nuergence consi,d6r6. ma,is ces con,uergences ne sont pas

d6fini,r'la uari,ation quacl,rntiq,ue est la c:onuergence en

Ll
1rl,^ )D L I t, IY/erou"-; Ie:dsl ,t<T, t'" t:
-J I0t

(autrement ditd,Lt: LxglcByl. On s,uppose E(L7) :

i

I mo?.Ln€,ftl€

I Processus continu ci,'-__

Variati,on totale Variation quad,rati;;__-_-;

-_

0l
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-l
,I

L n'est pas d,',

que 1. Nous

tion l.L2 (In

note,t I'ensemble

ton I.lJ Auec

1.5 il eriste

rL(

la

Th6o

qu,i co

uirifi,e

us la cond,ition

L sous P

iuisi,on 0 - to

par rapport d

doncd0e

auec l''int€,gyale

ElErnenta,ire 0 €

rt
J, 

o"dB" ::

ou2

est

t" (*o i{"")( @, L7 est une uariabte positiue
, Plnaril,nogate. /

' L est une sur-rnarti,ngale d,,esp6rence strictement plusloin pourquo,i nous uti,l,isons d,es mar-ti,ngales L ;, ;"f;

(1t)osr<, est appelE processw Elbmentaire s,i,l eniste.. S tn : T et un tr)rocessus di,scret tU,r;rrr=r_r"";:;
,ns Le(g) tel que :

,, : 
f 

g{u)\xoln*,1|)

6,l6,mentai.res qui, est,tr.n sous espqce de L|(e,[g, 2.J).

Lotatz,ons, I'i,ntegrale stochastzque entre 0 et t { T d,,un
uariable al1ato,ire d,6fini,e nar :

+t - 81) * gp(B, - Bro) sur lt1,,t*+.rJ ,

: \-B.rp r- L."i\Dtrtt,;*t - .Btn ).

(lJ o,rtB"7"=,=,.

altpli,cati,on tin€ai.re I d.e Ll(e,f0, 
"J) 

d,ans M([0,7])
ique sur |ensembre d,es processus 6r6rnentoro, t 

'"lt

)?r :p[/i ,r4m f -wLt

ot(



I

-t
I

,Tl) l'intdgrale stochastdque satisfa,it les propridtis su,i_

F-adapt6.

0"d8") :nfti e?ar]

e"dB"l)-- @ [I' ,tr4

:

y0

frt
"t *Lt/" oud,B,f F")1 : tU"'eia,1r"]

o?d4 or,r, est,une .F-martingale.

dire qu,une petite variation clu mouvement brownien
car sa variation quadratique est en cCf et que l,on

quadratique.

,/E+QtBr\z-41

n6gligeables dans les d6veloppemeuts de Taylor

13
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.l

I

.'.'

et

mi

on garde un

e moins heuris

. La formuiation de ce r6sultat est Ia formule d,Ito. Depeut retenir :

dBt - N(o,dt)

t€terminer de manidre g6n6rale l,effet d,un changement
stochastique. Elle prend Ia forme suivarrte

rto) si x : (x(t))es est un proceasus d,,It6 :

) alors on a

f'(X(s))d,X(r) + I 1t. \,/ _\_./, 
,Jof,,(x@)d,(x,x)(s)

vv

fib2@)d(s), et

f' (X(s))a(s)ds * [' f, (* (r))b(s)dB(s).
JO " '-\-'/'/"\ulwu\d)

une foncti,on d,eur foi,s d;iffIrerfiiables ert, r et d,e,ur
€tant conti.nues en (t,s), on a

7t
Do'* 

Jo fifu, x (s))ctx (s)+r/2 [' f,, *"Jo *"(s,X(s))d,(X,X) (s).

I
J0

L) =



Pr'oposition 1._tB 
1,

S oi,ent,y'' == (_Kr.)r;.6

alors

y(t)Xrl.t): y(0)

A.uec la conuentiion, ()(,

nule d,'intEgration
\, - rtr, 

oat' Part":'ezs)
, - \rrlr>o e.st LLn pT.Ocess,us d'trt6 :

a(s)as + f' etrlaal4
ft:\'(0) + f

JO

(o) + / x(,rd,y(4+ f'
(t) : I;b?)0(s)cts

Y(ttLrXe) * riX, y) 
r,rt



?11 .,l-/naprtre

u4icit6 deg

stQchastiqrg
:-

2.7 unicit6 des;

cas lipschita

L'oQJectif essentiel de ce

lution dles 6quations diff6ren

d'unicit{ de leur Solution.

et 6volu{ion rapide, nous

les d6finitions et propri6t6s

que ceu! des 6quations

concern$ par ce domaine d
tiques.

Une 6guation cliff6rentiellB

d'6quatiol ordinaire en

de mo{6hser cles trajec

de particufes soumises d, des

uations diff6rentielles
cas FJoIder :

tions diff6rentielles stochastiques

;re est de diffuser ies principes cle bases pour ia reso_
stochastiques et d,6tudier le probldme d,existence et

lcomrne 
un thdme trds vaste en pleine effervescence

loin de son exhaustivit6. Nous allons, donc, ,";;"r";
ntales concernant ies processus stochastiques ainsi
stochastiques .Nous renvoyons, enfin, les lecteurs

rs ouvrages de base relatifs aux processus stochas-

tique (E. D. S) esi rme g6n6ralisation de la notion
terme de bruit blanc. Les E. D. S permettent
res, tels que les cours de bourse et les mouvements

de diffusion.

16



J

't

T.

de traiter th6oriquement ou num6riquement des probldmes
aux d6riv6es partielles.

ielles stochastiques est de fournir un moddle math6ma-
perturb6e par un bnrit al6atoire. Consid6rons
re de la forme

at(t) : u(a(t))

dar-b(y)d,t

pour d6crire l,6volution d,un systdrne physique. Si l,on
al6atoires, oq ajoute un terme de bruit,

d6signe un mouvement brownien et o est pour l,instant
tensit6 du bruit. On arrive ri une 6quatiorr diff6rentielle

: b (ar) dt + odBt

la seule qui ait un sens rnath6matique,

* 
I"u@")dr*oB,

On alise cette 6q torisant o d d6pendre cle l,6tat du systdme d.l,instant

du, b(yr)at * o(y)dB1

or)

dI

sous forme

I

I

I

Ou {ncore
I

l
i

i

I.l
I



:t

:
t sous forme i

hique d6veiop

oetbdd6p
t d la d6finition

tibn 2.1 So,ient

localernent born*es

etRd, i Ma"*(R)

(odt ld,lljtmetb:(
solution de I'

est donn1e de :

o espace de

i

I

a

a

cet espace un (d)
processus (q _

Xi:X6

d,e plus Xo = r

o (a") dB,

Xt=

coordonnie

rn6 d cette 6quation d6pend de la th6orie de l,int6gra.le
chapitre pr6c6dent. On g6n6ralise encore 

";ff_f, et en se plagant dans un cadre ,".tori"f. Cui"

=s ent'iers posi,ti,fs, et soi,ent o et b des fonctions me,su_szrJRl xF<d et d. ual,

thl- s^^ ,-l- t -@^Tlt \4\/Le ees matrices dxm d, cofficients rrels. On note o :

o(t, Xt)dfl + b(t, X)dt
(E(o,b))

(Q, 7, (e),P) sati,sfaisant les cond,i.ti.ons habituelles Inent brown'ien d,ans R-, g __ (El1, ..., B*) ;
X : (Xt , ...,X0) d, unleurs rlans Rd, tel que :

t)d'"4'* 
Jo 

U(s,X,)d,s

Pour tout i e {L, ...,d},

d,'ira que le processus X est solutlon d,e E*(o,b).



,ll eriste plusieurs

stochastiques.

Exe.mple 2.L Soit 0 un

Auec la conuent,ion sgn,

nous ,C,it que B es.t un
on uott qu,i,l y a eristenc,e

Cette EDS possld,e la
soluttott ,issue 

d,e r %t url

2.7.1 Existence ert

Comme d'habitude pour
cit6 sont essentielles. Dans l
d'unicit6 des EDS. Dans tou

D6finiti,on 2.2 : (Eri,stence,,

On dit pour l,6quati,on. E: (

- Eri,stence Jai,ble s,i pour
. Eris;lence et uni,citi f,

' Uni,cit6, trajectorielle si, I
brownien .B 6tant fi,n€s, d,eu:a s

gualtles.

On di,t de plus qu,une

par rappo?-t d, la fittration
rnouaernen,t brownien B, d,e,ur

pne

ruc

con

cet

n,zcZ,

,b)

tfr

et d'unici,t6. pou,r lt:s 6,q.uation.s d4ff|rentzelles

brownien r€,el i,ssu tte r. On pose

',rtno!^,)^1,^itssrt4u): -1 szz' s 0' Lethturdrne de L6uvbrownien issu d,e 0. Comme I0, =, * -t {} ssn(F"7 aB"pour I'EDS

dXx: sgn(Xt)d,Bt

d'unic,it6 fai,ble, car d,,aprts le th,Lorime d,e LEuuy, toute
ent brounien ,issu d,e r.

uations diff6reniielles, les notions cl,exisl;ence et d,uLni_
exte des EDS, il existe plrusieurs types d,edstence et

section, on considdre I,EDS E (o,,b).

des EDS)

'ilya:
€ Rd i/ er,iste une solution:, d,e E,(o,b).

plus toutes les soluti,on,s d,e E,(o,b) ont m€me lo,i.
de probabi,lit| fittue (e , ?' , (n) , 

p) et le ,mouuern ent
X et X' telles gue Xs =,= f,t: p p.r. sont znd,,istin,_

ns fortes assoc,i\es d. B sortt utd,istirtg,uables.

- 
de Er(o,b) est une solution forte tsz X est arlapti

de B , Il g a unicit| forte ilto,u,r E (o, b) st, pour toul;

'lo



La sol,ut,ion d,,une

un:ique et s,i elle I'est

quelques eremples

certa,ines condi,tzons sut.

Th6or6me (yamad,r_
d
Dupposons que Er(o , b

indistinguables. Alors F,1,, (

Le th6ordme suivant es

I fournit ]es condibions s

xi:,+f'u'

2.7.2 th6ordme d,

Th6or6me 2.1 (Eri,s

on suppose qu,,il eni,ste u

I. C ond,ition d,e ldp s chi,tz

lb(t ,n) _

2. Cro'is s ance l,in6a,ire

!b(t ,r)l 1"K

alors i,l y a uni,ci,t€ trajec:

De plus, pour tout espaoe

bro'wnien, ,il eniste pour

La d6monstration de I,
trop longue d d6tailler ici. L,ji

on

un

it

eto

pro

abe I)

diffErent'ielle stochastiolr.p a,; -n^ ^ : ,

sens,erenet,estr"!';:;,,;",':7::,",,::;:pasf orc,rnent

,Lrer cecL sont donnd.s s,u.uts d,,un thEordrne quz ass,tfi,e,solJsI' eristence d,'une unique :tolut.ion forte.

ad

,b)

l'a

une solution taible et que touters ses solutions soient
; une unique solution forte.

l,*,"".0" 
thdordme cle Cauchy_Lips,:hitz pour les EDO.q extstence et d,unicit6 ,rle solution forte :

et d,unicit6 :

)
K positi,ue telle q,ut, trtour toutl,/ > 0 , z, y € JRd.

\r, I + l" (t,*) _ o (t,y)[ < K l* * al

l-r
lo (t ,r)l < K (r + lrl)

pour E (o,b) .

,i,li.td filtr6. (A, f , (?r)r>n,ip) et tout (,Fr)r,>o_^ouuement
d,une unique solutiort fortr: pou"r. Er,(o,b) .

bible repose sur une m6th.ode cle point fixe, un peu
de construire une suite X, par :

(,t, !-') a,.2I'ot.i (s,x;'-r) aa.1,



:..
I

I

post pour simplifier qu

M. p'argament repose
I

Lenime 2.I (Gronwt
fn rnl
tu' I J. Un suppose qu'i,l

Iol a:

tout t e

2.2 (.

':
ori :

le temps

L, : !:fr*) (s e

lam,l d,e B en 0.

lmontrer I'unicit6 tfaiecf,nrion^ ^-_:

::::#;il*ffI#If,ffiffi.";.globalement iipschit 
-' vrr Dqv-

;zrtennes en espace, avec constante
; suivant qui est extrdmement utile :

7 > g et g une foncti,on posi,tiue rnesurable bo,rn6e s,urs constantes o > 0, b 2 0 telles que pour toutt e yO,f1,

<te cette suite vers une solution.

s (s) ds

g (t) < aebt

s(t)<"+bf'

[0,7].

surement

,) soit Bx un rnouaenlent Brownietr, en d,,imens,ian

,ft
l+ 

Jo 'fu, (8") d,B" + L,.

€ J-e, e[)et ) est la rneslu.e de lebesgue surL, L est

ps local :

tGMeyer est le r6sultat significatif suivant :

dtoccupations) so,it X un,e sernintartin,gale conti_
nne boryt6e alors :

27



l

ii

Ltg (") ao : f* o (x") d (x) 
"

e et positive alors notone / r^ r^__ ,.
ise c2 

tons / la fonction telle que./,, : g

l'ide{tite cherch6e.

la formule d,It6 et la formule de Meyer_Ito ce qui donne

ue.On pose g : g+ * g- eton obtient le resultat
Effin pour 9 :on utilise Ie fait que les fonctions continr

;ions bor6ri6nnes born6es. r 
-""-"rd€s constituent

Rem{reue 2.L pour Ie

CorollaJre 2.2 supposons

(s.,r) --lo (a,r)-r est

mesurablf , l, €guation E (o, b)

est uatabtp pour E(o,b).
i

L

Uorollaiqe 2.8 si, o est une

cette formule d,onne :

rt
Lig @) o": l e (8") ds

JU

peut €tre interprht€ cornrne le temps pass€ en a pq,r
s prdci,slment Li est la densi,t4 au U Ut d,u ternps

ft

Jo 
7ae"1a': 

Jo\a,
" 

:o:*" 
s et r,la matrice o (s,r) est inuers,ible et que

o,U) a une solution,, trtuis po,ur b quelconque bom.e
n.Si, uni,ci,t€ ert,lo,i est aalable pour E(o,0), elle

bom1e sur la ligne de telle sor-te que [ol ] e t 0 et
y a eristence et unicitE en loz de I,EDS E (o,b)..8n
gue Xo = :r,po,trr to,ute Ae 6(R),r n tr,[Xt € A]

22
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-

I

icit62.P un
I

poit -B un
I

pn pose
I

i

Qn a alors :
I

I

I
L

I

I

I

Et effet :
I

rnais pas trajectorielle 
:

en standard

sgn (8,) dB"

sgn (8") dW"

0 telle que (W.W). : f ainsi, par Ia caract6risation de
vernent brownien.

de I'EDS :

(x,) dw, ,
\/,10:U

toute solution cloit 6tre un mouve_

a;ectorielle pour cette 6quation. en effet, B et _B
t au m€me mouvement brownien.

w: f'

I l' ,or1a") ssn (8") aB"

I' ou"

Bt

s-

un

uti

Levy,

par la formule de Tanaka, Ia filtration canonique de
1ue de fBf qui est strictement plus petite que celle

23



de B.

en effet, I'

D6finition 2.3

soluti,ons X et

browni,en B tel

(i,i,) Finons

et un (Tt)-mou

elle est adapt1e

Exemple 2.2

Onauul'
reaanche po,s d',

I'EDS auec Xs:
co,r sa uariation

Cette EDS n

m'in'iste, on peut

est strictement

Exemple 2.3

Auec ) € IR.

l'un'ique solut'ion

Le th6ordrne

d'unicit6.

{B' < ) appartient d F B mais pas 5" Vlnl

(i) on que 'EDS E(o,b) a la propri,6t6 d unici,td, trajectorielle si, d,eur

espace (Q,f ,(4)r2o,F) et au m€rne mo,uaernent

pas

ns'idEro I'8.

'aprCs

au

_Vo

fiJtrE

we e de X.

. s., sont'indi,sti,nguables,

9, f , (fr)r>s,P) (sati,sfai,sant les cond,,itions habi,tuelles)

B . On di,t que X est une solutr,on for-te d,e E (o,b) si;

lon canon'ique de B.

dxt - sgn(X7) dB1

fai,ble pour cette. EDS dans I'Eremple p.l it ng a en

de cette EDS. En effet, si, X est une soluti,on d.e

auls'i une solution (remarquons que fi 1ix"_s1d8" - 0

e).

forte. Si, X est ,une solutton 'iss,ue d,'une ualeur d.6,ter_

canon'ique de B cor,nc,ide auec celle de lXl, qui.

dxt: 
^Xd&

c'i-dessous i,t y g uni,ci,t(, trajectorielle , pour:tontt fr,\./\

de ', (o,
)B+--testXx-re 2

vant, I' admettra, relie les diff6rentes notions d'existence et

unLc

-X



Dans la pra,

qui concerne l,e

th6ordme dans

2.4

Les conditicr

YAMADA et S

suivant :

Th6ordme

Soit d: m:=

Supposons q

locale et lo(t ,r)
de ]0, *oo[ dans I

Alors E,(o ,b
En effet, les

condition de Li

Alors

Il suffit alors

Th€ rerfrq

du. t.h

W

am

1
-t

tt e1, o

,o(t!, ,1y

-mOrrLe

eudrneb

:ord$e d'existence lipschitzien est parfois insuffisant pour ce
r J.-cle gttfuflon. On peut cependant notabiernent am6]iorer ce

Ve>0

tz .Sii

t"r4) - o(a)12

(") * n2. On a
l

1i.
Talo'= *oo

t,,

< c2lt: - t,l2I ul

bien



p.s, pu'is XI V

n,ulle.

et le

v6rifie que :

Une classe

Sur iR, or)

Watanabe ap u6

solution forte. plus,

dur6e de vie i

d'obtenir ce r6s

Le processus

plus tard sur les

X est

Exemple 2.4

f(r) - sqrt( ) n'est

Yamad,a et W,

La solut'ion ( ique) cette

Proposition 2. SZ z\- X2

est

Preuve. par I for

xlv

'EDS sont les 6quations de Bessel :

^t. t-:r+2 | t/X"dW"+6t
JO

r6el et n,6 ) O.Par le deuxi6me thdordme de yama.da_

ion p(r) : rt, on voit que (2.1) admet une unique

montrer que cette solution est toujours positive et de

le th6ordme d'existence lipschitzien n'aurait pas permis

rt n'est pas lipschitzienne en z6ro.

de Bessel iarr6 de dirnension d. Nous reviendrons

et sur leurs liens avec le rnouvement brownien.

I'EDS

dt + JTtd"&, Xo:o

mai,s eIIe udrifi,e la condi,ti,on d,u th1,ordme d,e

est appel4e processus dc Feller.

deur solutions de E (o,b) d,e telle sorte que XI = XB

s'i et seulernent s,i Lo(X, Xr) est i,d,enti,quqment

(2.1)

est un

de.

On

+

+

.1

t

i

2
t

r,2

( 7 - xi)"

11x3,x,"1d (x' -_x')" + *ti @' - x') ,

X" xA + [0 o (s, x!) dB, * I a (", x!) d,s,llest facile de



xi v x!: (xo'

qui 6tablit

Le r6sultat

Proposition 2.

tout couple (X|,

E (o,b).

Preuve. par

6galement une

sont 6gales,ce q

la d6monstr

le lemme sui

toujours pour

Lemme 2.2 si

ulors Lo (X)

Preuve.

si If (X) ne

tend vers d, z6ro

contradiction. r

x3').r o(

sil
\ ,lo

rzst ulz

A__111 --

0.

f:>0

annrul€, tfcy'u

mule de temps d'occupations

.t -: I p@)-'Lida
Jo

ft
X: v X:) 0"" * 

Jn
b (s,x"l v x:) a" rle (x, - x')

]0, -[ dans lui-m6me telle eue .In* -* :*oo. r" p \a)

llro tion

vartt la cl6 cette section. r

Ioi, est ualable pour E (o,b) et si. L0 1Xt - Xr) :0 pour

telles que Xt : Xl p.s,on a l.unicit| trajectorielle pour

tion te, si X1 el X2 sont cleux solutjons,Xl V X2 est

Is ,{' et Xl V X2 ne peuvent avoir La m€me loi,sauf si elles

o.n,

erst v6rifier ci-dessus sur le temp locale.clans la suite p sera

continu telle que,i,l eriste e > 0 pour tout t :

-L(o<xs 4p(X,)-r d(X,X)" < w ?le

IIOfTS

,alors quand Lf 6) converge

: oo avec une probabilit6

vers tr! (X) lorsque a

positive,ce qui est une

27
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-l

Corollaire 2.4

. pour chaque

m€me M.B,alor

Preuve. on

xl - x?: xJ

Et donc

I,'o(':-x:)
nous pouvons

Th6ordme Z.B

su,iuants :

i,) lo(r)-o(
i,i,) lo (s, n) -

pact et t i,il g a

i,ii,)lo (*) - o

bo'm6.

Remarque 2.2

s,ce qu,i n'est pas

-1n- 
Lr 4

l/
lo(

SrrrA s'r, Xi
Lo l,,x' Xr)

deur foncti,ons de borel:si

,r)-o(',il|'Sp(r-al)
: l,2,sont des solutionE altr E (o,Ui)

0.

par rappart Q, la

x&+

1(*J'

al

lt::p
G,ill'

*al
p (lr

xi) - o (s,x!)) dB, * fr' tu, (o,xl) _ bz (r,x?))aq

= 
lo' 

p6: - x?)' (o (s,x,,) - o (r, x?))r rt)d \x - X',Xt - X'),

le pour I'EDS E(o,b) d,ans chac,un d,e,s qas

, lol ) e ) 0 etb eto sontborndes.

l6 (,,

yl) etb est l,ipsch'itz continu,i.e.,Ttour chaque H corru_

que pour. tout r,y dans H et s /-t.

- b(',il| < 4(1" - al)

Kt,

l' :. I.f )- )f ott f est croissante et bornde, lol > e > 0 et b egt

le fai,t que dans Ie cas i,)et (i,i,i,) o ne d,6pend pas de



p.s.par le coro

d'arr6t

est born6e et

est,une m

E (o,b);nous all

proposition (2.2),

fin,nous preno

Preuve. en

E (o,b).

Le r6sultat

ii) soit Xlet

L'hypothdse

pours(-tet

En utilisant le

iii)Par corollai

(2.3),comme lol > e,l,unicit6 en loi est valable pour

proposition (2.2) par corollaire (2.4) .

en ce qui concerne M.B et de telle sorte que Xt : X&

/o' "nn(xj - x:) d(x", - x,i)

une suite les temps

zz rrxe,alors o (sryl)

17rtt -
','ll < t, 

/o' 
s llv: - vlll as

G ,la preuve maintenant fir,c:ile d, remplir.

la condition d > e implique I'unicit6 en

appliquant corollaire(Z .4) avec p @) : n

de

ti

I v-1lt't

ite sur plique que nous pouvons trouve
t vers que,si Yi : 1Xt1T," ,.i :1,2,pour

(", Y"t - b (,,Y:)l < c, |v] , Y:l)

.par cons6quent,ante

rt
I

Jo

'I - wzlt 't I (Y"' - Y:) (b (",rJ) - b (r, v!)) as

er,le nr en0

I

D

X?

et

tel

2.,3)

prou

cette

,f)'0

loi pour

et de la

29



uniform6ment

un point de di

temps d,

est p.s de

lebesgue

car Zi @)

Iwl s M pour

nous choi

L'ensemble

Pour presque

Pour u € [0,lJ

tinu

des

nS,l'

de

I par

f"(

.il

(f"),

(r) + ou (s,

)d (Xt - Xr,*t - *"r)"j
* X:)-'11"u,_r,,r ro4

(x]

(f(
(

E

E

K

f; (z:') *) t {*t**2,,; u"J

1z;,7 asf att

une suite {f"} d" une siuite de fonctions de clqs6B gr
tes teiie que lim, f. (r) _ f (r) pour tout z qui est pas

discontinuit| de f est d6nombrable;par Ia formlile cles
les temps s de telle sorte que Xj ou Xj appartient d,

)-r(x:)):r(x:)-r(x:)
9aK(f)r=fim,, K(f*)r.
t - X2);nous avons+u(

E

T
',1

art;

t

tU^ri@) Lt e') aclau

) dB" (a) + Ii b (s,u) d,s ot o, ) e,de plus 
,f o,f 1

une simple application cle Ia forrnule de tanaka 
l
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supE [Li Q")]: fl ( m

et il en r6sulte qu<l

K (f"), < e-2cs.,p,llJ,ll

ll

d'ot K (/), est trorner"r pal' rlne constante inddpendante de rJ;pour li r;end vers z,eropn
v,rit que i'hypot;hr)se d,e iemme (2.2) est satisfaite pour p (") : :r ei qui a,chdve la p1.euve.
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Chapi

Quelq

Dans ce

de Black &

3.1 Mod

Le premier

dans sa thdse en 1

valeurs n6gatives,

rendant ]es actifs

Ce mod6le porte

Robert ]Vlerton et

comme celui de

ont obtenu le prix

leur fond d,j

Iications des EDS en
et rocessus de Bessel

tre,on

V

led

dl

. Les

isqu6s

norn

yron

drfuelCues moddles des EDS en finance comme (le moddle
et 

lCox-Ingersoll-Ross) ;avec le processus de Bessel.

& Scholes

des actif financiers a 6t6 propos6 par Louis Bachelier
suppos6s gaussiens et pouvaient clonc prendte d s

ce d6faut, le rnoddle retenu par la suite est un mpddle
afin de s'assurer qu'ils restent toujours positifs.

de Black et Scholes. En effet, en 1923, Fisher Blacl<,
t l'id6e de d6finir le prix d,un produit d6riv6

couverture et I'appliquent d ce moddle log_normal. Ils
e en 1997 pour ces trave,ux ce qui n,a pas emp6ph6,

lqng me Capital Marketh'r de faire faijlite en 199g.

obel



3.1.1 Hy

2. Le

4. Les

3.7.2 M

Pour

conrplet (Q, A,p
notre march6 est

[0,T1.

* Actif
I'intervaJle [0,7]
risque r, de la

suivante r (1 +
Donc, lorsque

pour l'6:raluation

* Actif risq

Ot ,S6,p et a

que I'on puisse i
tout en imposant

ot le march6

l'infini;

peut acheter ou vendre A tout instant;

r de l'actif sans risque d l,instant pT/n, a la forrne

i, Sr0 se comporte comme e,t. Ladynamique retenue
en temps continu est donc naturellement :

dtil- rS!at 53 : f :>,Sro : ert te f0,4.

Il sruit donn6e par I,EDS de Black & Scholes

,50 + S"(p,&t * orlB,,), t € [0,7],

avec o ) 0 et .90 > O. Ce moddle est le plus sirnple
iser l'6volution cl'un actif risqu6 en temps continu

1. Les acti sonl,

3. On peut d d6couvert;

clnt corit de transaction;
5. On peut rl etp au m6me taux const ant r.

isiati babiliste du march6
Ittl'I itude

? munl 'un

rlsq Dans

rne,rT'

le march6, nous consid6rons un espace cte probabilit6
vement brownien stiurdarcl B. Nous supposons que

consti d'un tif sans risque ,90 et d,un actif risqu6 S sur la pdriode

est

rL)p,

tend

I'ercti

'il s;oit

moddle discret d n p6riodes, lorsque l,on discr6tise
rt i.n de longueurr Tf n, que I'on considdre un taux sans

,Ia

Comme nous allons le voir, cela revient d supposer
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r*

i

i

Donc S,

Pour tout / € [0,7]
provient de

que les

appel6s

La mesure

Pour s,assu

& Scholes.

ts de actif

eet

p

qu'u

Th6ordme B.l L'EDS

Pour tod,t t p,11.

rat V

pliq la

On obtient :

df,(t,

Ce qrri se

coefrcients de l,

tn

normaux. Les coefficients p et o sont respectJivqment
it6 I'actif S.

,Q repr6sente I'information disponible d, la date t,I,al6a
donc

F, :: a(^g1, r ( t)

t alors appel6e probabilit6 historique.
est bien d6fini, il nous faut r6soudre I,EDS dE Black

unlque soLution qui est donn1e par :

: gosfu-{),t+oB, p_p.s.

tout d'abord que la solution propos6e v6rifie
d'Ito d, f (t,Br) uuu"

(t,r) --. Soefu-*)t+o*

(t, B, * fr(t, B,)at + !f,*{t, B)d,(B)t

(t, B, Bt + (tt - {ltO, B,)dt + {lttt, Bt)dt

: S1(p.dt * odBr)

bien solution de I'EDS. Le caractdre Lipschitz cleg

'unicit6 de la solution, naais, clans notre cas, npu$
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pouvons 6gal

que ,9r ne STan

la dynamique

Donc la for

/
dt

\

Remarquez

d'Ito d la fonc

Donc les

solution.

3.1.3 For

Le prix enl d'

t; la, : soii Y un processus solution cle I,EDS. Remarquons
que I'on peut appliquer la formule d'Ito pour d6terminer

r 12: -g + 
z sVa .'sS,

par partie donne la dynamique de y1f 51 :

+ lau * o (*,") 
,

- t)dt - octB:) + 
frtuat * ocrB) - "y&,at

rait p obtenir directement le r6sultat en appliquant la formule

/1
sl t*\4

(

(o

Y.rd

l'on

(y, t) a /s. a donc :

Y^ ft: ?- * | 0d8",= 1LrO J0

egaux presque surement et I,EDS admet une unique

,del Scholes

ni3 c,pti Eu 6enne de payoff h(Sr) est de la forrne u(t,Sr) avec :

ttl l' ) _ e-,Q-trmF[n(s")\-4J
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: h(r)

iste des formules

et du Put.

call de maturit|

tues

1- ry'/r'

ldle d

ur pr

l,e cat

solution de l'EDp :

(t,r) + ur(t, r) - ru(t,z) : 0 et u(7, r)

3lack Scholes, pour certains pay_offs, il ex

en t. C'est en particulier le cas du CalI

z du modd.Ie de Black-Scholes, le prir d,Lun

(dt) - 11"-r(r-t) 11'(dr), t € [0, ?]

for

ar*lt,t,

du.

ent

rl- --

Pa:,ri,t€

: Le p,

i(s' -

izon d'une loi, n,onnale N(0,I), c\ et d,2 d,onn|s par :

'++)c-t\
ffi.---- et d2 :: d1 - o1/f- L

s'Ecrit :

: SI, - 1g"-r(1:-t),t € [0,7]

n€ par :

-qN(dz) - sr\tf (-d,,),r e [o;"] "

en I esb donn6 par :

- e-r(r-t)Etr l( S,rrr-*)(r.-t)+o(Br-Bt) . --1* IL\-'. -K) \"j

"r
-r'

,1"

'-T"

I

"+,

't'
I

Call

U1 '

; est

.,Ke

et de plus

1L,

to-

Dans Ie

explicites qui

Proposition

T et de stri,ke

Auec N la f,

La formule

Et donc le

D6mo

Prix du

C1 - s-'(1:-t1



Avec e le

Alors,

Par cons6quen

D'aprds le t

mouvement

Donc, comme

prix du call se

u:IB'-E'-
IvA= -

Donc, com invons

ut!,t, r)

iA, vu C1 : u(t,,gr) avec

, : {*"t 4ts'-'t

6quivalente d tr d6finie par :

a

lfr: Zf :: eoBr-i-T

t ind6pendant de F7, on a:

u(t, r : ztr*(e) - Ke-,Q-r)p(e)

Gir , le processus B* d6fini pax B; ,: B, * of est rm
e se r66crit :

r-r;pn 
| (r.r-+rri:_t)+o(Br-a,) _ a.\ 

*l
L\ ") 

I

lre"@,-B,t-+tt -q Lf _ Ke-,(r-,)FG)

q_,il I _ f B; - +. rn (fr) + (r _jIL_ 4l/'l uf,-' --;17;-t 
)

Introduisons, lar pro

uq

Z+
I

Z1

".\

est

.r'ltl'.
L

ullr)

tvent respectivement une loi Af(0, 1) ,o.,, F et lF*. le

SrN (dt) - K e-,(r-t) N @r).

2F7ot

tn(fr)+1r+(11r_r))
E\ o\/T _ 

J

t:.t, s)



-:

:

:l
il

Prix du

l/(z) + l/(-r)

Remarque 3.

relation d

3.2 Le

Dans ce

Oi a,b, o

On a aussi :

Oib*:b-
selon ce moddle.

On voit que (

Ce qui si

On en d6duit

l

d,tun

d6 de

on

dr

_D
- t)t

;) ,,'t ution

dels

formule de parit6 Ca"ll Fut et remarquez que par gy4r6trie

est de la fonne C(T - t, o, 51,r., K). E! qeri1fi,e ta

,Sr,r", 
^K) 

: 
^C(T 

- t, o, 51,r, K).

Vasicek

que le processus r(f) v6rifie :

t):a(b-r(t))dt*ocIB,
(8.1)

):a(b* -r(t))dt*od,E1 (fl,2)

Xt:r(t)-b,

de l'6quation diff6rentielle stochastique :

ft
+ b(1 - e-"t) + o"-"t I eo"dB"

JO

38

/a et X. Avec ) e lR avant de calcuier le prix des obligatipns
quelq cons6quences de l,6quation (3.1) Si on pose :

-aXydt * odBr,

que (x est processus d'Ornstein-Uhlenbeck

ue r(l) ts'

r(t) r(0)e



ce qui pour ja

Noter que, t
b et de vari o2

T;.

le prixPour calc

l'6quation (3.2)

On peut

t,T
* (e- Jt

Ori F est la tiorr nIe

de l'6quation (3.5 qui

Le calcul de F( r) SE

est gaussien, A toires

puisque I est li ite de

a.le dont la moyenne est donn6e par E(r(t) : y(g)e_ot
ar(r(t)) - o21t-e-"t ). Cela entralne que F(r(t) < 0) > 0,
trds satisfaisant (sauf si cette probabilitd reste trds fairble).

i, r(t) converge en loi vers une gaussienne de nloyenne

, on se place sous la probabilit6 Ip. et on utilise

P* 1s- [1r '(")"" / n) (8.4)

Et que r(f)

+b(1- e-"t) Et

suit loi

van par

Tti'l* /

L*/m ,' 7T: e-o \t-t')M+1e-Jt XId'1F1

Comme (Xl) est solution de l'6quation de diffubion d
u

t: -aXtdt + od,E1,
(3.5)

ids tn : F(T - t,X;) : F(T _ t,r(t) _ b.) (3.6)

.70
: !'(0,r) : ID.(e- Jo *3d"), (Xf) 6tant l,unique solution
: .I.

compldtement. En efi'et, on sait que le processu, (Xf)
s. Il en r6sulte que $! Xgds) est une gaussienne;

de Riemann, qui sont gaussiennes. On a dpnq,

r0
Jo4 ) : u-t.(,6p 9rt4+tvor([f *r,0,)

i



l

Puisque Xf

Et, en

En revenant

ot fi(? - r(t)
est donn6 par la

Avec B* = lj

terme; notops qu,i ne

. ^A 1 ^-a0
QIXlas) - r'-'

(t: !d')

"rU: cJs) =

(

(fi." - r)(1 - u-oo) - *O - "-"r7r]=qJ

*"o R(
,

- #. Le taux B_ s'interprdte comme un taux d fong
"taux instantan6 spot"r. Cette dernidre proprfietfi

) et (3.6), on obtient la formule suivante :

exp [-(z - t)R(r _ r(t))]

comme le taux d,int6r6t moy€n sur la p6riode [{,7],

il

: JE*(X ", on d6duit :

- c*(ff x{d,s,lf x:aE
: 1f fic*1x;, xf)dntd,t.

eotd4", on a :

= 62 g-a(t+u)1g" 1 pt o- rLs-""d8"1;e""d,8")

= 02 e-a(t+u) ptAu 

"2as 
4,JO

.(o2a(tAu) r\
- /Tz e-a(t+u) \v ' - L )

2a

(3.7)

ne *"

Cou(

oe-ot

, x:)

dans 'qali (3.7),

t,T)

, qui s'i

muLe;

I
-&

):b
pas



est consid6r6e

Remarque B.

du choi,r dela

jour ou "jj"),
sur les donn€es

de march€, en i
Ies paramCtres,

de rnarch€.

3.3

Cox, I

l'6quation

Avec o et a

q(t): -a
th6ordme d'exi

racine cari6e n'

caractdre

On peut

Th6ordme 8.2

[A,x[.Pour tout

dons R..,

t du moddle par les financiers.

Dans se pose Ie problCme d,e l,,esti,mation, rles pa,rarqitnes et
de .P r on choi,si,ra un taur cour-t (par eremple le tau,r a!, jqur te

alors Les paramitres b,a,o par d,es m€thod,es staflzst{gues

du i,nstantan€. Pu,is on d,6rterm,ine ) d partir d,es (oryn€es
de Vasi,cek. En fait les prati,ci,ens d,Etermznent pot4uent

ajustant au m,ieur la fortnule d,e Vas,icek sur les Qonytees

Le odcl de ox-fngersoll-Ross

de mod6liser l'6volution du taux instanta,n6 par

dr (t) (a - br @) d.t + o1/i@an,

itifs, ]R, processus (q (t)) 6tant pris de la forme :

(t),avec € lR. otons qu'on ne peut pas appliquer d, cette 6qua4ion le
ert d nicit6 ue nous avons donn6 au ch4pitre 2, puisque la fo4ction

IR1 et n'est pas lipschitzienne. Cepenclant, grApe au
que

de la

le

racine carr6e,

ivant.

B) est un rnouaernent br.outnien, standard d,€fi,n,f. s1tr

un unique processus continu ad,apt6 (Xr), a ua\eurrs
dt

u4ffiant Xo'

r)

et

dXr: 
1 -bx dt + o\/ndBt

4I

(q s)sar f0, oo[



Pour

propri1t4s de

Nous

Auec , d'

1. Si,a) o
2. Si,O < a

3. Si,O < a

,on o,

o2 /2

o'12

IL

est la cI6 de

Proposition B

les cal

Pou'r

d

Et

>,,* (t)

,lt 

^,,

1'2o2 p

3,4 Lu p

Ddfinition 3.1

rnengxon n1 un

?3
b>

de Cor-Ingersoll-Ross, nor.ts aJlons clonner Vuglques

n de (3.5) issue d,e r et rff le temps d,,arr€t d,Efini. par :

zfi = inf {t > \lxf - 0}

A: n.
oo) : L, pour tout r ) 0.

aP (rff < oa) : L, pour tout r ) 0.

aP (rff < oo) € ]0,1[, pour toutn ) 0.

permet de caractLriser la loi, d,u r:o,uple (*f ,,f:Ffd"),
rir d,ans le rnod,Ale d,e Cor-Ingetrsoll-Ross

posi,ti,fs ) et p, ,on a :

e- u ti x: a') 
- s-aQx,r(t) 

"-arlt ^,*(t)

sont d,onn€,es par- :

27ew{e

'y * b + ett (, - b)) + 21t, (ett - L)
2) (ett - 1) + .y - b + eltQ + b)

Bessel :

rEeI. On appelle carr1e d,e Ttrocessus d,e Besset {,e d,i,_

dans lRa qu,i est solutiorr, d,e |,,(,quation d,,iffErerlti,eHe

b<0

e,

(e-,"

et 4)

2

oz

d

un0



r-

foncti,on o (r)

fonct'ion est

remplacer par 2

2. Il existe

3. L'i,ntd,ret

qu'i est une

si B : (Br,

Est un carr€,

Supposons a

Pour tout e

est un ent'ier,

d > 2 ne u,isite p.

En

que

dX1:2\/Xtd& * m.t (3.e)

i,on n'entre pas d,ans le cadre li,pschi,tzi,en, parcf qp,e Ia
st pas 'ipsch,itzienne .sur IR1 fun pourvai,t auss,i obseraer q1-re cette

IR..,., rnais i,l s'agi,t d,un po,irtt m,ineu,r car on pe1ft la
a posteriori que Ia solut'ian partant d,'une ualeur i.ni,vi.ale

: l,ipschitz'len ,qu,i
et trajectord,lle qui, s,appli,que d (g.g) .

de Bessel u,ient en pq.r-ti,e d,e I'obser-uation supuqpte,

la formule d'Itd.

tun brouni,en en di,mens'ion d, ,le processus

l': (B|)'+ ..(B!)'

essel de d'imensi,on ent'id,re m: cl.

quenx)0 etXo:r>0.
T_
4€ 

- {t > 0 : X1:e}.Posons pour toutT e [0,?0[,

2^/,i

I

{'
Mt

de

poznt

log (Xr)

s'i m >2
si m:2

t stF.\-F\lrr-
logA - logr
log l" - log e

J
L € aers 0,on obt'ient queP(n < oo) = A(orsque m
u proprt€t1 que Ie rnouuenlent broutnien en d,,ime Uan

autre que son por,nt de d6part).
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P(f. < oo):

En prenant

plan.

et est une

L"p
Yr - ffiet
mouuement

L'1quation

(3.e) .

Si. on fai.t

Il d,6coule

On montre

s2

mt -- ')

n'L

ono

dans les formules prd,c(.d,entes, on obtient que :

P (f" < oo) : (elXy{*/zl-t si. m > 2

la propn1t| d,e r1currence d,u moLruen-Lent bfounien

que le processus M6 est bien d,6.fini, pour topt t ) 0

Iocale n'est pas un,e ura,ie rna,rti,n(lale.

de m est (bi,en €u'idemment) obtenu en prenant
d est ent'ier strictement positif ,il corcespond, d, ta nofrne d.u

d

a'ite par Y est cepen,dartt moins tacile d, manier s,ue

et



Dans ce

tique comme (

peler Ie premi

et d'unicit6

de Yamada-W

comme ( Black

I

I

l

--1

Nous nous i

Conclusion

la premidre esquisse de la notion au calcul $tochas_

vement brownien,formule d,It6,ect...) ;or[ a rap_

-Watanabe et le th6ordme foclamental d,e:]cislence

On donne la d6monstration cornpldte du tl]6o1dme

I) qui I'unicit6 des EDS cas Hold6rien.

non exhaustive des EDS en finance avec des rpof,dlesune

,V , Cox-Ingersoll-Ross ),et le processus de Bessel.
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