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Résumé
Dans ce memoire, on va présenter quelques théorèmes de point �xe tels que, le théo-

rème de Banach, de Brower, de Schauder et le théorème de schae¤er et on accordera plus

d�importance aus théorème de Krasnoselskii.

On va commencer par rappelé quelques notions de base de l�analyse fonctionnelle et

des résultats connus qu�on va utiliser dans la suite de notre travail, en suite on va étudier

quelques théorèmes de point �xe, et on va parler aussi d�un théorème qui est un mélange

du théorème deKrasnoselskii, de Schae¤er et celui de Boyd et Wong qu�on va appeler

Théorème de Krasnoselskii-Schae¤er, �nalement on va presenter une application du

dernier théorème.
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 صـــــــــخــــلـــم
، رويرب، و ، مثل نظرية باناخ، سنقدم بعض نظريات النقطة الصامدةه المذكرةفي هذ

 .ونظرية شودر ونظرية شيفر، وسنولي الأهمية لنظرية كراسنوسيلسكي

ونتــــــــــا    دالي عض المفــــــــــاهيل الأساســـــــــية للت ليــــــــــل الـــــــــبـــــــــر يتــــــــــذكالب  ولا ســـــــــن د 

ـــــــاعمقيـــــــة دامها فـــــــي بســـــــيتل اســـــــتخ عروفـــــــةم ـــــــات لن ، بعـــــــدها ســـــــنقوم بدراســـــــة بعـــــــض نظري

مــــــ  نظريــــــة هــــــي مــــــ ي  التــــــي ، وســــــنت دا  ي نــــــا عــــــ  نظريــــــة مهمــــــة و النقطــــــة الصــــــامدة

، والتــــــــــي ســــــــــو  نطلــــــــــ  عليهــــــــــا فير وبويــــــــــد و ونــــــــــ يكراسنوسيلســــــــــكي، ونظريــــــــــة شــــــــــ

 .سنقدم تط يقنا للنظرية الأخيرة يرخو في الأ ة كراسنوسيلسكي شيفر،نظري

 



Introduction
La plupart des phénomènes naturels de la vie réelle (en physique, en chimie, en mé-

caniques, en économie...) s�expriment mathématiquement sous forme d�équation di¤éren-

tielle non linéaire. De nombreuses questions liées à l�existence et à l�unicité de solution

de certains types d�équation peuvent être ramenées à la question d�existence et d�unicité

d�un point �xe dé�nie sur un espace métrique.

La théorie du point �xe est d�une importance capitale dans l�étude de l�existence de

solution, et de nombreux théorèmes d�existence sont obtenus a partire des théorèmes de

Banach et Schauder en transformant le problème d�existence en un problème de point

�xe.

En analyse, un théorème de point �xe est un résultat qui a¢ rme, qu�une fonction f

possède au moins un point �xe, avec quelques conditions sur f: Un point �xe d�une

fonction f qui est dé�nie dans un espace métrique X vers lui même, est un élément

x 2 X qui véri�e f (x) = x: Ces théorèmes présente un outil très utile en mathématiques,

principalement dans le domaine de la résolution des équations di¤érentielles.

Dans ce mémoire, on va étudier quelques théorèmes du point �xe de Banach, de

Brouwer, de Schauder et le théorème de krasnoselskii et quelques-unes de leurs applica-

tions, on va parler aussi du théorème de Krasnoselskii-Schae¤er qui est un mélange

du théorème de Krasnoselskii, de Schae¤er et celui de Boyd et Wong.

Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains problèmes comme par

exemple, trouver les zéros d�un polynôme, ou prouver que certaines équations di¤éren-

tielles admettent des solutions.

Le théorème de l�application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu�une

contraction d�un espace métrique complet dans lui-même admet un point �xe unique.
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Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous

sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l�application d�un

intervalle fermé borné dans lui-même. Et de façon plus générale, l�application continue

doit être dé�nie dans un convexe compact d�un espace euclidien dans lui-même.

Le théorème du point �xe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du

théorème du point �xe de Brouwer et a¢ rme qu�une application continue sur un convexe

compact admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la première fois, Krasnoselskii a élaboré son théorème du point �xe.

Krasnoselski a joint les deux résultats de Banach et de Schauder a�n d�entirer son théo-

rème qui a¢ rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme

d�une somme de deux applications dont l�une est contractane et l�autre compacte admet

un point �xe. Ce théorème est très e¢ cace dans la résolution des équations di¤érentielles

non linéaires, il apporte des réponses aux problèmes d�existence et d�unicité.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine très actif

de la rechèrche....

Ce travail est réparti en quatres chapitres :

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-

riques, et notions de base de l�analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres

qui suivent.

Dans le deuxième chapitre, on va présenter quelques résultats de la théorie du

point �xe, où on va étudier le théorème de Banach, le théorème de Brower et le théorème

Schauder.

Dans le troisième chapitre, on va présenter le théorème de Schae¤er, de Kras-

noselskii et le théorème de Krasnoselskii-Schae¤er qui est un mélange du théorème

de Krasnoselskii, de Schae¤er et celui de Boyd et Wong.

Dans le quatrième chapitre, on donnera une application du théorème de Krasnoselskii-

Schae¤er, et comme application on va démontrer en utilisant des fonctions L1�caratheodory,
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l�existence de solutions pour des equations intégrales de type

x (t) := q(t) +

Z �(t)

0

v (t; s)x (� (s)) ds+

Z �(t)

0

k (t; s) g (s; x (� (s))) ds; t 2 J = [0; ; 1];

avec
q : J �! R; v et k : J � J �! R; g : J � R �! R;

et

�; �; �; � : J �! J:

9



Chapitre 1

Rappels

Résumé
Dans ce chapitre on va rappeler des dé�nitions de quelques notions de base de l�analyse

fonctionnelle et des résultats connus qu�on va utiliser dans la suite de notre travail.
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1.1 Introduction

Les espaces de base de l�analyse fonctionnelle sont les espaces vectoriels normé com-

plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés

les espaces de Banach. Les espaces de Hilbert constituent un cas particulier important,

ou la norme est issue d�un produit scalaire.

1.1.1 Quelques rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n) sur un sous-corps | (en

général | = R, ou C.), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V un e.v normé.

Dé�nition 1.1 (ouvert).

Un ensemble O � V est ouvert dans V si 8x 2 O, 9 � tel que B(x; �) � O avec

B(x; �) = fy 2 V ; jjx� yjjV < �g boule ouverte de centre x et de rayon �:

Dé�nition 1.2 (fermé).

Un ensemble F � V est fermé dans V si V nF est ouvert dans V:

Dé�nition 1.3 (convergence).

Soit un une suite de V . On dit que un converge vers l 2 V si 8� > 0; 9N 2 N; 8n � N ;

kun � lkV � �

Dé�nition 1.4 (convexe).

On dit qu�une partie A de V est convexe si pour tout x; y 2 A, on a pour tout

t 2 [0; 1] ; tx+ (1� t)y 2 A.

ce qui signi�e que le segment joignant x et y est entrièrement contenu dans A.

Dé�nition 1.5 (espace metrique complet)

On dit que l�espace métrique (V; d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d�éléments de V converge dans V .
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Dé�nition 1.6 Soit I � R, f : R ! R On dit que l�intervalle I est stable par la

fonction f lorsque f(I) � I:

Dé�nition 1.7 Soit f : I ! R une fonction continue sur I. On dit que x est un point

�xe de f lorsque f(x) = x.

En d�autres termes, les points �xes de f sont les solutions, lorsqu�elles existent de l�équa-

tion f(x) = x.

Proposition 1.1

1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite extraire d�une suite de Cauchy est de Cauchy.

3) Toute suite de Cauchy est bornée.

4) Toute suite de Cauchy qui possède une suite extraire convergente est converge.

Proposition 1.2 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension �nie est complet.

Dé�nition 1.8 Une norme est une application dé�nie sur V (ev) réel, à valeurs dans

R+, notée jj:jjV ; et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) kvkV = 0() v = 0;

(ii) 8� 2 R, 8v 2 V , k�vkV = j�j kvkV .

(iii) Inégalité triangulaire: 8v; w 2 V; kv + wkV � kvkV + kwkV :

Dé�nition 1.9 Un ensemble A � V est compact si de toute suite d�élements de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.3

1) Si V est compact et si A est une partie fermée de V , alors A est compacte.

2) Si A est une partie compacte de V ; alors A est fermée et bornée.

Proposition 1.4 Si V est de dimension �nie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.
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Dé�nition 1.10 Soit V un espace topologique séparé.

Un sous-ensemble F de V est relativement compact si son adhérence F est compacte.

Le sous-ensemble F est dit précompact si son complété est compact.

Evidemment, lorsque V est lui-même complet, les deux notions sont équivalentes.

Dé�nition 1.11 Soit jj:jjV;1, et jj:jjV;2 deux normes sur V . On dit que ces deux normes

sont équivalentes s�il existe c1 et c2 strictement positives telles que

8v 2 V; c1 k:kV;2 � k:kV;1 � c2 k:kV;2 :

Si k:kV;1, et k:kV;2 sont deux normes équivalentes sur V; on a l�équivalence :

unconverge vers l suivant k:kV;1 <=> un converge vers l suivant k:kV;2 :

Proposition 1.5 Si V est de dimension �nie, alors toutes les normes sont équivalentes.

Proposition 1.6 Soit V un e.v normé.

La norme sur V est une application continue, autrement dit la fonction ' : v 2

V 7�! k:kV 2 R est continue.

En e¤et on a k'(v)� '(w)k � kv � wkV et ' est lipschitzienne donc continue.

1.1.2 Applications continues d�un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint

ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique que f([a; b]) = [m;M ] lorsque

f : [a; b] �! R est continue.

Dé�nition 1.12 (Continuité en un point).

Soient I un intervalle, f une fonction dé�nie sur I et a 2 I:

On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale à f (a) :

13



Dé�nition 1.13 (Continuité sur un intervalle).

Soient I un intervalle, f une fonction dé�nie sur I:

On dit que f est continue sur I lorsque f admet une limite en tout point de I:

Dé�nition 1.14 (Continuité absolue)

Soit I un intervalle réel, une fonction f : I �! R est absolument continue si,

8� > 0;9� > 0 tel que pour toute suite �nie ([an; bn])n�N de sous intervalle de I d�inter-

ieurs disjoints,

X
n�0
(bn � an) < � =)

X
n�0

j f(bn)� f(an) j< �:

Propriètés :

| F absolument continue sur I alors, elle est continue sur I.

| F est absolument continue sur I si et seulement s�il existe une fonction integrale f

sur I (au sens de Lebesgue) telle que :

8x 2 I : F (x)� F (a) =

Z x

a

f(t)dt:

Dé�nition 1.15 (Continuité uniforme).

Soit I un intervalle réel, une fonction f : I �! R est uniformément continue si,

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 I; 9y 2 I; j y � x j� � =) j f(y)� f(x) j� �:

Théorème 1.1 (Théorème des valeurs intermédiaires) : Soient I un intervalle, a

et b inclu dans I avec a < b; f une application continue sur l�intervalle I; et � un réel

compris entre f (a) et f (b).

14



Alors : il existe (au moins) un réel c dans [a; b] tel que : f (c) = �:

(Autrement dit : l�équation f (x) = � admet au moins une solution dans [a; b] )

Théorème 1.2 (théorème des accroisements �nis ) :

Si f est une fonction f : [a; b] �! R, continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[, alors il

existe c de ]a; b[ tel que

f (b)� f (a) = f 0 (c) (b� a) :

1.1.3 Théorème d�Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théorème d�Ascoli qui concerne les compacts, qui constitue un outil

fondamental de l�analyse fonctionnelle [7] :

Dé�nition 1.16 une suite ffngn2N de fonctions continues sur un interval I = [a; b] est

uniformément bornée s�il existe un nombre M tel que

jfn (x)j �M; x 2 I:

Pour toute fonction fn appartenant à la suite ffngn2N et pour tout x; y 2 [a; b]; la suite

est équicontinue si pour tout " > 0, il existe un � > 0

tel que jx� yj < �; alors, jfn (x)� fn (y)j < ":

Dé�nition 1.17 (Equicontinuité).

Soit F une famille d�applications X �! Y où X est un espace topologique et Y un

espace métrique. On dit que F est équicontinue si, pour tout � > 0 et tout x 2 X il existe

un voisinage Vx de x dans X tel que :

d (f (x) ; f (y)) < � pour tout f 2 F et tout y 2 Vx:

Si X est aussi métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout � > 0 il

15



existe � > 0 tel que pour tous x; y véri�ant

d (x; y) < �;

et tout f 2 F , on ait

d (f (x) ; f (y)) < �:

Enoncé

Théorème 1.3 Soient (X; dX) et (Y; dY ) deux espaces métriques et supposons que X

compact. Alors, une partie F incluse dans C (X; Y ) est relativement compacte (i:e; d�adhé-

rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les

deux conditions suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X:

- Pour tout x 2 X l�ensemble des f (x) pour f 2 F est relativement compact ;

i:e; F (x) := ff (x) ; f 2 Fg est relativement compact pour tout x 2 X:

Dé�nition 1.18 (Boyd Wong [2]) Soit X un espace de Banach, l�application A : X �!

X est dite contraction non linéaire ( ou ��contraction ) s�il existe une application � :

R+ �! R+ telle que

kAx� Ayk � �(kx� yk)

pour tout x; y 2 X, avec �(r) < r; 8r > 0: En particulier si �(r) = �r; 0 < � < 1; A est

dite contraction de constante �:

Dé�nition 1.19 [9] Soit X un espace normé, l�application A : X �! Y est dite com-

pacte si elle satisfait les conditions suivantes

i: A est continue.

ii: A transforme tout ensemble borné de X en un ensemble relativement compact (i.e.

ensemble de fermeture compacte).

16



Il est clair que la condition ii: est équivalente à dire : Si fung est une suite bornée de

X, alors il existe une sous suite fu0ng de fung telle que fAu0ng converge dans Y .
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Chapitre 2

Résultats de la théorie du point �xe

Résumé
Dans ce chapitre, on va présenter quelques résultats de la théorie du point �xe, on va

étudier le théorème de Banach, le théorème de Brower et le théorème Schauder.
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2.1 Théorèmes du point �xe

Présentons maintenant quelques résultats de la théorie du point �xe.

Dé�nition 2.1 Soient (E; dE) et (F; dF ) des espaces métriques, f : E ! F une appli-

cation et k un réel positif.

On dit que f est lipschitzienne si :

8 : (x; y) 2 E2; dF (f(x); f(y)) � k dE(x; y):

Dé�nition 2.2 Une application contractante est une application lipschitzienne avec

0 � k < 1:

Théorème 2.1 (Théorème de point �xe).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] :

Si f (I) � I (I stable par f); alors f admet (au moins) un point �xe sur I: (C�est-à-

dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = x):

Preuve. Considérons la fonction g dé�nie sur I = [a; b] par

g (x) = f (x)� x

Montrons que 0 2 g (I) : On a

g (a) = f (a)� a 2 g (I)

g (b) = f (b)� b 2 g (I)

Or, comme f (I) � I, on a

f (a) � a et f (b) � b;
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c�est -à-dire

g (a) � 0 et g (b) � 0:

D�après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un réel x 2 I tel que

g (x) = 0;

c�est-à-dire

f (x) = x:

2.1.1 Un Théorème du Point Fixe Métrique.

Ce théorème donne l�existence et l�unicité d�un point �xe pour une contraction sur

un espace métrique complet.

Théorème 2.2 (Banach).

Soient (E; d) un espace métrique complet et f : E �! E une application contractante,

i:e; Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, f admet un unique point �xe a 2 E.

De plus, pout tout point initial x0 2 E, la suite itérée (xp)p2N, avec x0 2 E quelconque

et xp+1 := f(xp) converge vers a:

Preuve.

1. Existence :

Soit x0 un point initial quelconque et (xp) la suite itérée associée. On a

d(xp; xp+1) = d (f(xp�1); f(xp)) p � 1:
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On va prouver que (xp) est une suite de Cauchy dans E: pour p < q; on utilise

l�inigalité triangulaire

d(xp; xq) � d(xp; xp+1) + d(xp+1; xp+2) + :::+ d(xq�1; xq):

Puisque f est une contraction, on a

d(xp; xp+1) = d (f(xp�1); f(xp))

� kd(xp�1; xp); p � 1:

En répétant cette inégalité, on obtient

d(xp; xq) �
�
kp + kp+1 + :::+ kq�1

�
d(x0; x1)

� kp
�
1 + k + :::+ kq�p�1

�
d(x0; x1)

� kp
�

1

1� k

�
d(x0; x1):

On en déduit alors que (xp) est une suite de Cauchy. Comme (E; d) est complet, la

suite (xp) converge vers un point limite a 2 E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

a = lim
p!1

xp = lim
p!1

f(xp�1) = f

�
lim
p!1

xp�1

�
= f(a):

Donc a est un point �xe de f (i.e, f(a) = a).

2. Unicité :

Supposons qu�il existe a; b 2 E, a 6= b, tels qu�on ait f(a) = a et f(b) = b.

Alors, on a

d(a; b) = d(f(a); f(b)) � kd(a; b)

ce qui implique que : d(a; b) = 0; i.e. a = b: (puisque k < 1) :
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Nous allons montrer que les hypothèses du théorème de point �xe de Banach sont

essentielles : si nous en négligeons seulement une, alors le point �xe n�existe pas.

Exemple 2.1 Les exemples suivant montrent que chacune des hypothèses du théorème

est réellement nécessaire : si nous négligeons seulement une, alors le point �xe n�existe

pas.

(1).

X n�est pas stable par f : f (x) =
p
x2 + 1 sur X = [0; 1] :

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.

De plus,

f
0
(x) =

xp
x2 + 1

< 1

sup
x2X

���f 0 (x)��� < 1 =) f est contractante:

Mais f n�a pas de point �xe car

f ([0; 1]) =
h
1;
p
2
i
;

i:e; X n�est pas stable par f .

(2) :

f n�est pas contractante :

f (x) =
p
x2 + 1

sur X = [0;1[ :

Or f : X ! X et X est un fermé de R, R est complet donc X est complet.

Mais ;

sup
x2X

���f 0 (x)��� = 1
=) f n�est pas contractante:
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(3) :

X n�est pas complet :

f (x) =
sin (x)

x

sur X =
�
0; �

4

�
:

Or

f
�i
0;
�

4

i�
=

#
0;

p
2

4

#
�
i
0;
�

4

i
;

sup
x2X

���f 0 (x)��� =
1

2
< 1 =) f est contractante:

Mais X n�est pas fermé dans R donc n�est pas complet.

Les théorèmes de point �xe suivants peuvent être trouvé réunis dans le livre de D. R.

Smart [8] ( voir aussi [9]).

2.1.2 Un Théorème du Point Fixe Topologique

Ce théorème (de Brouwer) donne l�existence d�un point �xe (mais pas nécessai-

rement l�unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de

dimension �nie

Théorème 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de Rn et f : K ! K

une fonction continue. Il existe x 2 K tel que f(x) = x.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le théorème de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particulière suivante :

Théorème 2.4 Si f : [a; b]! [a; b] est continue, alors il existe x 2 [a; b] tel que f(x) = x.

Preuve. Si f est continue de [a; b] dans lui-même , la fonction g : x 7�! f (x)�x � 0

est continue, prend en a la valeur f (a)� a � 0 et en b la valeur f (b)� b � 0:

Alors : par le théorème des valeurs intermédiaires, la fonction g s�annule en un point

x0; qui est un point �xe de f:
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Remarque 2.1 1: L�hypothèse " I fermé " n�est là que pour assurer que x0 2 I . Si on

sait déjà, par ailleurs, que x0 2 I (en pratique, on a parfois déjà calculé ` en résolvant

l�équation f (x0) = x0), cette hypothése devient inutile.

2: Le théorème du point �xe ne s�applique pas si l�on remplace l�hypothèse "f contrac-

tante surI" par l�hypothèse "f 1-lipschitzienne sur I".

Exemple 2.2 Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1;+1[ et

f : I ! I

telle que,

f (x) = x+
1

x

Soient x et y dans I avec x < y:

Comme la fonction f est croissante sur [1;+1[ , on a :

jf (y)� f (x)j � f (y)� f (x)

donc,

jf (y)� f (x)j � y � x+
x� y

xy

alors,

jf (y)� f (x)j � y � x � jy � xj :

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant f n�a pas de point �xe sur I. (L�équation f (x) = x n�a pas de solution)

2.1.3 Le Théorème de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l�existence

d�un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.
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Théorème 2.5 (Schauder).

Soient E un espace de Banach et K � E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K ! K possède un point �xe.

Preuve. Soit f : K ! K une application continue. Comme K est compact, f est

uniformément continue ; donc, si on �xe " > 0; il existe � > 0 tel que, pour tout x; y 2 K;

on ait

kf (x)� f (y)k � �; dès que kx� yk � �

De plus, il existe un ensemble �ni des points fx1; :::; xpg � K tel que les boules

ouvertes de rayon � centrées aux xj recouvrent K ;

i:e;

K �
[

1�j�P
B (xj; �) :

Si on désigne L := V ect (f(xj))1�j�P , alors L est de dimension �nie, et K� := K\L

est compact convexe de dimension �nie.

Pour 1 � j � P; on dé�nit la fonction continue  j : E ! R par

 j (x) =

8<: 0 si kx� xjk � �

1� kx�xjk
�

sinonn

et on voit que  j est strictement positive sur B (xj; �) et nulle dehors.

On a donc, pour tout x 2 K;
pP
j=1

 j (x) > 0; et donc on peut dé�nir sur K les fonctions

continues positives 'j par

'j (x) =
 j (x)
pP
k=1

 k (x)

pour lesquelles on a
pP
i=1

'j (x) = 1; pour tout x 2 K:

On pose alors, pour x 2 K;

g (x) :=

pX
i=1

'j (x) f (xj) :
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g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs

dans K� (car g(x) est un barycentre des f (xj)).

Donc, si on prend la restriction g=K� : K� ! K�; g possède un point �xe y 2 K�. De

plus,

f (y)� y = f (y)� g (y) =

pX
i=1

'j (y) f (y)�
pX
i=1

'j (y) f (xj)

=

pX
i=1

'j (y) (f (y)� f (xj))

Or si 'j (y) 6= 0, alors

ky � xjk < �;

et donc

jjf (y)� f (xj)jj < �:

Donc, on a pour tout j;

'j (y) (f (y)� f (xj))
 � �'j (y) ;

et donc

kf (y)� yk �
pX
i=1

'j (y) (f (y)� f (xj))
 � pX

i=1

�'j (y) = �

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ym 2 K tel que

k(f (ym)� ym)k < 2�m

Et puisque K est compact, de la suite (ym)m2Z on peut extraire une sous-suite (ymk
)

qui converge vers un point y� 2 K:
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Alors f étant continue, la suite (f (ymk
)) converge vers f (y�) et on conclut que

f (y�) = y�;

i:e; y� est un point �xe de f sur K.

Exemple 2.3 Etude de la convergence de la suite dé�nie par :8<: u0 2 [�1;+1[

un+1 =
p
1 + un

On utilisant le théorème suivant :

Théorème 2.6 [7] Soit g une fonction continue dé�nie sur un intervalle I. On suppose

de plus que lintervalle I est stable par g:

Théorème 2.7 Si la suite récurrente (un) converge, c�est nécessairement vers un point

�xe de g:

On peut introduire l�application f dé�nie sur [�1;+1[ par :

8x 2 R; f (x) =
p
1 + x

Point �xe de f :

f (x) = x,
p
1 + x = x, x � 0

et

x2 � x� 1 = 0, x = � =
1 +

p
5

2

On montre facilement que f est dérivable sur ]�1;+1[, croissante sur [�1;+1[, puis

que :

f ([�1;+1[) = [0;+1[� [�1;+1[

L�intervalle I = [�1;+1[ est donc stable et la suite (un) est bien dé�nie.
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De plus :

8x 2 R+; jf 0 (x)j =
1

2
p
1 + x

� 1

2
:

D�après l�inégalité des accroissements �nis :

8 (a; b) 2 R+ � R+; jf (b)� f (a)j � 1

2
jb� aj :

Donc, f est 1
2
-lipschitzienne sur I; donc contractante sur I.

En outre :

f (R+) = [1;+1[� R+:

Donc, R+est stable par f .

D�après le théorème du point �xe, la suite (un)dé�nie par8<: u0 2 R+
un+1 =

p
1 + un

converge donc vers �:

En�n, si u0 2 [�1;1] alors u1 2 R+ et d�après ce qui précède (un)converge encore vers

�:
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Chapitre 3

Théorèmes de Krasnoselskii et de

Schae¤er

Résumé
Dans ce chapitre on va étudier le théorème de Schae¤er, de Krasnoselskii et et quelques

une de ses versions, et le théorème de Krasnoselskii-Schae¤er qui est un mélange du

théorème de Krasnoselskii, de Schae¤er et celui de Boyd et Wong.
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3.1 Théorèmes de Krasnoselskii et de Schae¤er

Citons maintenant le théorème de Schae¤er et le théorème hybride de Krasnosels-

kii, qui est une combinaison comme on va le voir, du théorème de Schauder et celui de

Banach. Il a été l�objet de plusieurs études ces dernières années et on le rencontre sous

plusieurs formes.

Nous avons tiré le théorème de Schae¤er et le théorème hybride de Krasnoselskii

de [8] et nous conseillons au lecteur intéressé de le consulter pour plus de détails.

Dé�nition 3.1 Soit X un espace normé, l�application A : X ! Y est dite compacte si

elle satisfait les conditions suivantes :

i : A est continue.

ii : A transforme tout ensemble borné de X en un ensemble relativement compact

(i.e.ensemble de fermeture compacte).

Théorème 3.1 (Schae¤er) Soit X un espace de Banach et soit A : X �! X une

application compacte, alors

i: L�équation x = �Ax admet une solution pour � = 1;

ii: Ou bien, l�ensemble " = fx 2 X; x = �Ax; � 2 (0; 1)g est non borné.

Théorème 3.2 (Krasnoselskii) Soit M un convexe fermé et non vide d�un espace de

Banach (X; k:k) : Supposons que A et B sont deux applications de M dans X telles que

i: Ax+By 2M; 8x; y 2M .

ii: A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

iii: B est une contraction de constante � < 1:

Alors, il existe x 2M , avec Ax+Bx = x:

Notons, que si A = 0; le théorème se résume au théorème de Banach. Si B = 0;

alors le théorème n�est autre que le théorème de Schauder.
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Preuve. D�après la condition (iii): on a

k(I �B) (x)� (I �B) (y)k = k(x� y)� (Bx�By)k

� kx� yk+ kBx�Byk

� kx� yk+ � kx� yk

� (1 + �) kx� yk

D�aute part,

k(I �B) (x)� (I �B) (y)k = k(x� y)� (Bx�By)k

� k(x� y)k � kBx�Byk

� kx� yk � � kx� yk

� (1� �) kx� yk

En résumé,

(1� �) kx� yk � k(I �B) (x)� (I �B) (y)k � (1 + �) kx� yk (P:1)

Cette inégalité montre que (I �B) : M �! (I �B)M est continue et bijective. Donc,

(I �B)�1 existe et est continue.

Posons U := (I �B)�1A: Il est clair que U est une application compacte, puisque U

est une composition d�une application continue avec une application compacte. En vertu

du théorème de Schauder, U admet un point �xe, i.e.

9 x 2M tel que (I �B)�1Ax = x:

Ceci équivaut à dire Ax+Bx = x

Remarque 3.1 Dans le théorème de Krasnoselskii si � = 1 dans (iii) alors on n�a pas

de point �xe. En e¤et voisi un contre-exemple
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Exemple 3.1 Soit C0(R) l�espace de Banach de toutes les suites réelles � = f�ig11 ; avec

lim
i!1

�i = 0 et k�k = max fj�ij : i = 1; 2; :::g :

Pour chaque � 2 S (0; 1) la fermeture de a boule unité, on dé�nit A� := � où8<: �1 = 2
�1 (1 + k�k) et,

�i = (1� 2�i�1) �i�1 pouri = 2; 3; :::

Puisque 8<: j�ij � 1 et,

j�ij � j�ij � 1

alors on a

A : S (0; 1)! S (0; 1) :

Aussi, si � et �0 sont deux élément distincts dans S (0; 1) alors

kA� � A�0k = max
�
2�1 (k�k � k�0k) ;max

��
1� 2�i�1

� ���i�1 � �0i�1
�� : i = 2; 3; :::		

< k� � �0k :

Supposons qu�il existe un � 2 S (0; 1) tel que

A� = � ) �1 = 2
�1 (1 + k�k) > 0:
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De plus, pour i � 2;

j�ij =
���1� 2�i�1� �i�1��

=
���1� 2�i�1� �1� 2�i� �i�2��

= ::: =

�����
i�2Y
k=0

�
1� 2�i�1+k

�
�1

�����
�

"
1�

i�2X
k=0

2�i�1+k

#
j�1j

� 2�1 j�1j

Ainsi

j�ij � 2�1 j�1j > 0 pour tout i � 2;

ceci est imposible puisque �i ! 0 quand i!1.

Il s�en suit que A n�a pas de point �xe.

Remarque 3.2 * Le Théorème de Krasnoselskii a été utilisé pour prouver l�existence

de la solution des équations di¤érentielles et les équations intégrales non linéaires.

* T. A. Burton [4] nota que Krasnoselkii, n�a pas remarqué que sa preuve n�a besoin

que de ceci :

[ y 2M étant �xé, si x est le point �xe de l�application contractante x! Bx+Ay; alors

x 2M ].

Cette remarque est en vérité une chose fondamentale en pratique.

* Toujours dans [4]; Burton obtient de (P:1) l�inégalité

(1� �) kxk � k(I �B) (x)k � (1 + �) kxk

et nota qu�un resserrement de cette dernière inégalité permet de con�rmer que [x =
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Bx+ Ay; y 2M implique x 2M ].

Il établit le théorème suivant.

Théorème 3.3 [4]

Soit M un convexe fermé, borné et non vide d�un espace de Banach (X; k:k). Suppo-

sons que A et B sont deux de M dans X telles que

i: [x = Bx+ Ay; y 2M ] =) x 2M .

ii: A est continue et AM contenu dans un compact.

iii: B est une contraction de constant � < 1:

Alors, il existe un point y 2M tel que Ay +By = y:

Preuve. Nous avons déjà vu dans la preuve du Th�eor�eme 3:2 de Krasnoselskii que

(I �B) était un homéomorphisme de M dans (I �B)M si B est une contraction de M

dans X.

D�autres part, pour tout y �xé dansM , l�application z ! Bz+Ay est clairement une

contraction de X dans X, et admet donc un point �xe unique.

Soit z ce point alors, z = Bz + Ay.

La condition i implique z 2M .

Ainsi,

(I �B) z = Ay

ou encore

z = (I �B)�1Ay 2M;

pour tout y 2 M . Comme A et compacte et (I �B) �1 est continue, alors (I �B)�1A

et aussi compacte.
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La conclusion provient par application du théorème de Schauder.

Voila une situation justi�ant la condition i. du Th�eor�eme 3:3, elle sera suivie d�un

exemple concret.

Proposition 3.1 Supposons que les conditions ii: et iii: du Théorème 3.3 sont satis-

faites. S�il existe r > 0 tel que M = fy 2 X : kyk � rg, AM �M et que

kxk � k(I �B) (x)k (P:2)

Alors, la condition i. du Théorème 3.3 est satisfaite.

Preuve. Si

x = Bx+ Ay;

alors

(I �B) (x) = Ay;

d�ou il en découle de (P.2) que

kxk � k(I �B) (x)k = Ay � r:

Comme y 2M =) Ay 2M =) kAyk � r, alors

x 2M:

Exemple 3.2 Soit 0 < � < 1; et considérons l�équation intégrale suivante

x (t) = �� sin2
�

x3 (t)

1 + 2x2 (t)

�
+ p (t) +

Z t

�1
D (t� s) g (x (s)) ds

avec p; D et g sont des applications continues et p (t+ 2�) = p (t) : Supposons qu�il existe
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r > 0 tel que

jxj < r =) jg (x)j < r � kpk

et que Z t

�1
jD (t� s)j ds � 1 et

Z t

�1
jD0 (t� s)j ds <1

Alors l�équation intégrale ci-dessus admet une solution 2��périodique

En e¤et, posons

(Bx) (t) = �� sin2
�

x3 (t)

1 + 2x2 (t)

�
et

(Ay) (t) = p (t) +

Z t

�1
D (t� s) g (x (s)) ds

et considérons (X; k:k) l�espace de Banach des fonctions 2��périodiques muni de la

norme de supremum et M = fy 2 X : y � rg

Il est clair que la condition (P.2) est satisfaite. En e¤et,

k(I �B) (x)� (I �B) (y)k � (1� �) kx� yk

d�ou

k(I �B)xk � kxk

de plus si y 2M avec kyk � r on a

kAyk � kpk+
Z t

�1
jD (t� s)j [r � kpk] ds

� kpk+ r � kpk = r;

par conséquent, la condition i) du Théorème 3.3 est satisfaite. La véri�cation des condi-

tions ii. et iii. est standart. Cette équation, jusqu�à preuve du contraire, n�est résoluble

que sur cet M là.

36



Remarque 3.3 Burton et Kirk [5] ont pu, par une homotopie intélligente, établir le

théorème suivant.

Théorème 3.4 Soit (X; k:k) un espace de Banach, et soit A, B : X �! X, deux appli-

cations telles que B une contraction de constante � < 1, et A compacte. Alors

i) Ou bien, x = �B
�x
�

�
+ �Ax admet une solution pour � = 1:

ii) Ou bien, l�ensemble " =
n
x 2 X; x = �B

�x
�

�
+ �Ax; � 2 (0; 1)

o
est non borné.

Preuve. Remarquons d�abord que �B
1

�
est une contraction de X dans X avec la

même constante de B. En e¤et

�B �x
�

�
� �B

�y
�

� � �
B �x

�

�
�B

�y
�

�
� ��

x
�
� y

�


� � kx� yk

Par conséquent, 8y 2 X l�application

x �! �B
�x
�

�
+ �Ay

est aussi une contraction avec une solution unique

x = �B
�x
�

�
+ �Ay;

d�ou
x

�
= B

�x
�

�
+ Ay

ou encore

(I �B)
�x
�

�
= Ay:
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Autrement dit,
x

�
= (I �B)�1Ay et x = � (I �B)�1Ay:

Comme (I �B)�1 existe et est continue et A est une application compacte, alors la

conclusion s�obtient par application du Théorème 3.1 de Schae¤er.

3.2 Théorème de Krasnoselskii-Schae¤er

Jusque là les théorèmes qu�on a vus servent à prouver l�existence de la solution pour

des équations intégrales non linéaires lorsque celles-ci s�écrivent sous une somme d�une

contraction et une application compacte. Mais il arrive parfois que l�opérateur A ne soit

pas contractant, mais seulement une itération Ap de A, p 2 N� est une contraction. Cette

situation a été récemment étudiée par B. C. Dhage dans [6]: Dans cet article on trouve

le théorème suivant qui est un mélange du théorème de Krasnoselskii, de Schae¤er et

celui de Boyd et Wong qu�on va appeler Théorème de Krasnoselskii-Schae¤er.

Théorème 3.5 Soient (X; k:k) un espace de Banach et A; B : X �! X deux applica-

tions telles que

1. A est une application compacte,

2. B est une application linéaire et bornée et il existe p 2 N� tels que Bp est une

contraction non linéaire, i.e

kBpx�Bpyk � � (kx� yk) ; 8x; y 2 X;

(voir la Dé�nition 1.18). Alors

i: Ou bien, l�équation Bx+ �Ax = x admet une solution pour � = 1,

ii: Ou bien, l�ensemble " = fu 2 X, Au+ �Bu = u, 0 < � < 1g est non borné.

Preuve. Dé�nissons l�application T : X ! X par,

T (x) = (I �B)�1Ax:
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Pour � 2 [0; 1] ; l�équation d�opérateur

� (I �B)�1Ax = x;

est équivalente à

Ax+ �Bx = x:

Par conséquent, la conclusion de ce théorème s�obtient par application du Th�eor�eme 3:1

de Schae¤er si on arrive à démontrer que T est bien dé�ni et complètement continue.

Vers cette conclusion, nous avons,

(I �B)�1 = (I �Bp)�1
 
p�1X
j=0

Bj

!
:

Comme Bp est une contraction non linéaire, l�opérateur (I �Bp)�1 existe dans X. De

plus, comme B est linéaire et borné,
�Pp�1

j=0 B
j
�
est aussi un opérateur linéaire et borné

de X dans X.

Ainsi, (I �Bp)�1
�Pp�1

j=0 B
j
�
existe aussi.

Par conséquent, T est bien dé�ni de X dans X. La linéarité et la bornitude de B

implique la continuité de B; et par conséquent la continuité de Bj; j = 0; 1; :::

Donc (I �B)�1 est continue sur X.

Ce qui implique que l�application T est compacte, puisqu�elle est composition d�une

application continue et une application compacte.
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Chapitre 4

Application

Résumé
Maintenant on va présenter une application du Th�eor�eme 3:5 "de Krasnoselskii-

schae¤er". En utilisant des fonctions L1�caratheodory on va démontrer l�existence de

la solution d�un certain type d�équations fonctionnelles intégrales non linéaires mixtes.
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Maintenant on va présenter une application du Th�eor�eme 3:5 "de Krasnoselskii-

schae¤er".

Elle illustre la preuve d�existence de la solution d�un certain type d�équations fonc-

tionnelles intégrales non linéaires mixtes.

Considérons l�intervalle J = [0; 1] de R: On souhaite étudier l�équation intégrale

suivante

x (t) := q(t) +

Z �(t)

0

v (t; s)x (� (s)) ds+

Z �(t)

0

k (t; s) g (s; x (� (s))) ds; t 2 J; (4.1)

avec
q : J �! R; v et k : J � J �! R; g : J � R �! R;

et

�; �; �; � : J �! J:

On va essayer de rechercher la solution de l�équation (4.1) dans l�espace

BM (J;R) := fx : [0; 1] �! R : x bornée et mesurableg :

Dé�nissons dans BM (J;R) la norme k:k par

kxk = max
t2J

jx (t)j :

Muni d�une telle norme, BM (J;R) est un espace de Banach. Soit L1 (J;R) l�espace des

fonctions réelles mesurables au sens de Lebesgue sur J muni de la norme usuelle k:k1
donnée par

kxk1 =
Z 1

0

jx (t)j dt:

Dé�nissons les applications L1�caratheodory comme suit.

Dé�nition 4.1 L�application � : J � R �! R est dite L1�caratheodory si

i) t �! � (t; x) est mesurable pour tout x 2 R;
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ii) x �! � (t; x) est continue presque pour tout t 2 J;

iii) pour tout r > 0; il existe une fonction hr 2 L1 (J;R) telle que

j� (t; x)j � hr (t) pp t 2 J et 8x 2 R avec jxj � r:

Nous considérons les hypothèses suivantes

h0) les fonctions �; �; �; � : J �! J sont continues,

h1) la fonction q : J �! R est continue,

h2) les fonctions v; k : J � J �! R sont continues,

h3) la fonction g (t; x) est L1�caratheodory,

h4) il existe une fonction � 2 L1 (J;R) et une fonction  : [0;1) �! (0;1)

continue et croissante telles que

jg (t; x)j � � (t) (jxj) ; p:p t 2 J et 8x 2 R.

Théorème 4.1 Supposons que les hypothèses h0)� h4) sont satisfaites et que � (t) � t;

� (t) � t; � (t) � t et � (t) � t; 8t 2 J: Supposons aussi que

Z 1

kqk1

ds

s+  (s)
> C:

Avec C = max fV;K k�kL1g ; V = max
t; s2J

jv (t; s)j et K = max
t; s2J

jk (t; s)j : Alors, l�équation

(4.1) admet une solution.

42



Preuve. Dé�nissons les opérateurs A; B : BM (J;R) �! BM (J;R) ; par les expres-

sions,

Bx (t) =

Z �(t)

0

v (t; s)x (� (s)) ds; t 2 J; (4.2)

Ax (t) = q (t) +

Z �(t)

0

k (t; s) g (s; x (� (s))) ds; t 2 J: (4.3)

Le problème de la recherche de la solution de l�équation (4.1) est équivalent à la recherche

de la solution de l�équation Ax (t) +Bx (t) = x (t) ; t 2 J:

L�étude du problème se réduit à résoudre l�équation Ax (t) + �Bx (t) = x (t) ; t 2 J;

pour � = 1:

On va montrer que A et B véri�ent toutes les condition du Théorème 3.5:

La preuve passe par plusieurs étapes.

Etape 1.

L�opérateur B dé�ni par (4.2) est linéaire et il existe un p 2 N� tel que Bp est une

contraction non linéaitre.

Il est clair que l�opérateur B est linéaire et il reste à prouver qu�il est borné et qu�il

existe p 2 N� tel que Bp est une contraction non linéaire. Vers cela, on voit que

jBx (t)j =
�����
Z �(t)

0

v (t; s)x (� (s)) ds

�����
�

Z �(t)

0

jv (t; s)x (� (s))j ds

� V

Z t

0

jx (� (s))j ds;

car v est une fonction continue sur le compact J �J: Par conséquent, on obtient

jBx (t)j � V

Z 1

0

jx (� (s))j ds = V kxk1 :
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En prenant le maximum sur t, il vient

kBk � V kxk

et donc B est borné. En particulier, on trouve kBk = V:

Soient, x; y 2 BM (J;R). Alors

jBx (t)�By (t)j =
�����
Z �(t)

0

v (t; s)x (� (s)) ds�
Z �(t)

0

v (t; s) y (� (s)) ds

�����
=

Z �(t)

0

jv (t; s) [x (� (s))� y (� (s))]j ds

�
Z �(t)

0

jv (t; s)j jx (� (s))� y (� (s))j ds

�
Z t

0

V kx� yk ds

� V kx� yk :

En prenant le maximum sur t, on arrive à

kBx�Byk � V kx� yk :

De la même manière on retrouve

��B2x (t)�B2y (t)
�� �

Z �(t)

0

V

 Z �(s)

0

jv (s; �)j kx� yk d�
!
ds

�
Z t

0

V

�Z s

0

jv (s; �)j kx� yk d�
�
ds

� V 2

2!
kx� yk :

Par induction, on trouve 8n 2 N;

jBnx (t)�Bny (t)j � V n

n!
kx� yk
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Ou encore, en prenant le max sur t,

kBnx�Bnyk � V n

n!
kx� yk :

Comme lim
n�!1

V n

n!
= 0; il existe p 2 N�; tel que V

p

p!
< 1: Ainsi, Bp est une contraction

non linéaire sur BM (J;R) :

Etape 2.

L�application A dé�ni par (4:3) est compacte sur BM (J;R) puisque � et � sont

continues, une manipulation simple montre que A est continue sur BM (J;R) :

Soit fxng une suite bornée de BM (J;R) et telle que kxnk � r; pour un certain r > 0:

Alors, et d�après (h3); on a 8n 2 N,

kAxnk � max
t2J

jq (t)j+max
t2J

Z t

0

jk (t; s)j g (s; xn (� (s))) ds

� kqk+K

Z 1

0

hr (s) ds

= kqk+K khrk1 :

Ceci implique que l�ensemble fAxn : n 2 Ng est (uniformément) borné dansBM (J;R) :

Montrons que fAxn : n 2 Ng est un ensemble équicontinu. Soient t; � 2 J , alors,
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jAxn (t)� Axn (�)j �
�����
Z �(t)

0

k (t; s) g (s; xn (� (s))) ds�
Z �(�)

0

k (� ; s) g (s; xn (� (s))) ds

�����
+ jq (t)� q (�)j

�
Z �(t)

0

�����k (t; s) g (s; xn (� (s))) ds�
Z �(t)

0

k (� ; s) g (s; xn (� (s)))

����� ds
+

�����
Z �(t)

0

k (� ; s) g (s; xn (� (s))) ds�
Z �(�)

0

k (� ; s) g (s; xn (� (s))) ds

�����
+ jq (t)� q (�)j

�
�����
Z �(t)

0

[k (t; s)� k (� ; s)] g (s; xn (� (s))) ds

�����
+

�����
Z �(t)

�(�)

jk (� ; s) g (s; xn (� (s)))j ds
�����+ jq (t)� q (�)j

�
Z 1

0

jk (t; s)� k (� ; s)jhr (s) ds+K jp (t)� p (�)j+ jq (t)� q (�)j

= khrk1
Z 1

0

jk (t; s)� k (� ; s)j ds+K jp (t)� p (�)j+ jq (t)� q (�)j :

Avec p (t) =
R �(t)
0

hr (s) ds: Comme p; q et k sont uniformément continues, alors on

constate que jAxn (t)� Axn (�)j �! 0; quand t �! � : Par conséquent fBxn : n 2 Ng

est équicontinu et donc compact d�aprés le Théorème 1.3, d�Ascoli-Arzela.

Jusqu�ici on a démontré que l�application A est compacte.

Les hypothèses du Théorème 3.5 sont véri�ées, et en conclusion on a

i: Ou bien, l�équation (4.1) admet une solution.

ii: Ou bien, l�ensemble " n�est pas borné.

Démontrons que la condition ii: ne peut avoir lieu.

Supposons que x est une solution de l�équation Ax (t) + �Bx (t) = x (t) ; avec � 2

(0; 1) :
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En clair, nous avons

x (t) = �q (t) +
R �(t)
0

v (t; s)x (� (s)) ds

+�
R �(t)
0

k (t; s) g (s; x (� (s))) ds; t 2 J; � 2 (0; 1) :

Alors,

jx (t)j � jq (t)j+
Z �(t)

0

jv (t; s)j jx (� (s))j ds+
Z �(t)

0

jk (t; s)j jg (s; x (� (s)))j ds

� kqk+ V

Z �(t)

0

jx (� (s))j ds+K

Z �(t)

0

� (s) (jx (� (s))j) ds:

Soit ! (t) := max
s2[0;t]

jx (s)j = jx (t�)j, pour t� 2 [0; t] : Il est clair que

x (t) � ! (t) ; 8t 2 J:

Par l�inégalité ci-dessus on a

! (t) = jx (t�)j � kqk+
Z �(t�)

0

V jx (� (s))j ds+
Z �(t�)

0

K� (s) (jx (� (s))j) ds

� kqk+
Z t�

0

V ! (s) ds+

Z t�

0

K�(s) (! (s)) ds

� kqk+ V

Z t

0

! (s) ds+K k�k1
Z t

0

 (! (s)) ds

� kqk+ C

Z t

0

[! (s) +  (! (s))] ds;

avec C = max fV; K k�k1g : Posons

� (t) = kqk+ C
R t
0
[! (s) +  (! (s))] ds; t 2 J:

Alors, � (0) = kqk ; ! (t) � � (t) ; t 2 J et

�
0
(t) = C [! (t) +  (! (t))]

� C [� (t) +  (� (t))] :
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Ou encore,
�
0
(t)

� (t) +  (� (t))
� C; t 2 J:

L�intégration de cette inégalité de 0 à t donne,

Z t

0

�
0
(s)

� (s) +  (� (s))
ds � C

Z t

0

ds � C:

Un changement de variable montre que

Z v(t)

kqk

ds

s+  (s)
� C <

Z 1

kqk

ds

s+  (s)
:

Par cette inégalité nous concluons qu�il existe une constante M > 0 telle que � (t) �M

pour tout t 2 J: Ceci implique que

jx (t)j � ! (t) � � (t) �M; t 2 J

Par conséquent,

kxk = max
t2J

jx (t)j �M:

En conclusion la condition ii: est impossible. Ainsi l�équation (4.1) admet une solution.

Dans [1], Avramescu a fait une remarque importante sur le travail de Dhage [6]:

Cette remarque est basée sur l�évidence que si une application n�est pas contractante

relativement à une norme donnée k:k mais qu�elle est contractante relativement à une

autre norme équivalente k:k�, alors on peut considérer que l�application en question est

tout simplement contractante. Il a fait la remarque suivante.

Remarque 4.1 On peut directement démontrer l�existence de la solution de l�équation

(4.1) par le Théorème 3.2: Autrement dit, on n�utilise pas le fait que Bp est une contrac-

tion non linéaire pour un certain p 2 N mais que l�opérateur B est une contraction
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relativement à une norme équivalente à la norme kxk. En e¤et, Posons,

kxk� := sup
t2[0;1]

�
jx (t)j e��t; � > 0

	
Il est clair que kxk� est une norme sur BM (J;R). Montrons que kxk est équivalente à

kxk� : On a

8t 2 [0; 1] ; jx (t)j e��t � jx (t)j � kxk :

Donc

kxk� � kxk :

D�autre part,

jx (t)j = jx (t)j e��te+�t � kxk� e� 8t 2 J:

D�ou

e�� kxk � kxk�

Par conséquent les deux normes sont équivalentes.

Montrons maintenant que B est une contraction pour cette nouvelle norme. On sait,

par hypothèse, que � (t) � t: Il en découle,

jx (� (t))� y (� (t))j e��t � jx (� (t))� y (� (t))j e���(t)

� kx� yk� :

Nous avons aussi

j(Bx) (t)� (By) (t)j � V

Z �(t)

0

jx (� (s))� y (� (s))j e��se�sds

� V kx� yk�
Z t

0

e�sds
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=
V

�
kx� yk�

�
e�t � 1

�
� V

�
kx� yk� e�t:

Par suite

j(Bx) (t)� (By) (t)j e�t � V

�
kx� yk� ; 8t 2 [0; 1] :

Ainsi donc

kBx�Byk � V

�
kx� yk� :

En choisissant � > V; on constate que B est une contraction.

Application.

Comme application nous considérons l�équation di¤érentielle du premier ordre à valeur

initial suivante

x0 (t) = � (t)x (� (t)) + g (t; x (� (t))) ; pp t 2 J; (4.4)

x (0) = x0 2 R, (4.5)

avec � : J �! R une application continue et g : J � R �! R.

Par une solution de l�équation ci-dessus on veut dire une fonction x 2 AC (J;R) qui

satisfait (4.4) et (4.5), ou AC (J;R) est l�espace de fonctions absolument continues sur J:

Théorème 4.2 Supposons que les hypothèses (h3)� (h4) sont satisfaites, que � (t) � t;

� (t) � t; 8t 2 J et que Z 1

jx0j

ds

s+  (s)
> c

avec C = max
�
sup
t2J
j� (t)j ; k�k1

�
: Alors le problème (4.4)-(4.5) admet une solution.

Preuve. Le problème (4.4)-(4.5) est équivalent à l�équation intégrale suivante

x (t) = x0 +

Z t

0

� (s)x (� (s)) ds+

Z t

0

g (s; x (� (s))) ds; t 2 J .
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Prenons, q (t) = x0; � (t) = � (t) = � (t) = � (t) = t pour tout t 2 J; v (t; s) = � (t) et

k (t; s) = 1: Alors toutes les conditions du Théorème 3.5 sont satisfaites. Donc, la preuve

sera achevée si on remarque que AC (J;R) � BM (J;R) :
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Conclusion
Actuellement il y a une grande variété de théorèmes de points �xes. L�objectif commun

de ces théorèmes est de chercher des solutions et de résoudre les problèmes d�existence

qui se posent en analyse mathématiques et en ingénierie.

De la théorie du point �xe découlent plusieurs applications qui constituent un domaine

très actif de la recherche...

Dans notre travail, on a étudie quelques théorèmes du point �xe de Banach, de Brou-

wer, de Schauder et le théorème de krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications, on

a parler aussi du théorème deKrasnoselskii-Schae¤er qui est un mélange du théorème

de Krasnoselskii, de Schae¤er et celui de Boyd et Wong.

Depuis une dizaine d�années de grands chercheurs (T. A., Burton, B., Zhang, L.,

Hatvani, T., Furumochi, G., Sefert etc...) se sont rendu compte que la plupart des di¢ -

cultés qui restent sans réponse dans le domaine de stabilité par la méthode de Lyapunov

peuvent être surmontées en appliquant la technique de points �xes. Et nous souhaitons

continuer dans ce chemin pour essayer d�autres équations non étudiées jusqu�ici par cette

technique.
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