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Sur I'opérateur des ondes*
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Meémoire de Master en Mathématiques.
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Résumé : Dans ce mémoire, je me propose de reprendre en détail le chapitre 5 de [1] ou il est
question de rechercher la solution classique #(x,t) du probleme de Cauchy :

Pu—Au = w
M(.,O) = f
du(.,0) = g

pour I'opérateur des ondes d? — A sur une région 2, x R,, ott {2 est, soit un domaine borné
de R” (auquel cas il faut ajouter une condition de Dirichlet ou de Neuman), soit égal a R” tout
entier. Cette solution est de la forme # = u, + u, avec :

APu—A.u;, = 0 Puy— A uy = w
W0 = f (30 = 0
du(.,0) = ¢ duy(.,0) = 0

Dans le cas ou €2, est R” tout entier, et apres avoir trouvé #,, on pourra utiliser une version de la
méthode de la variation des constantes, connue sous le nom de « principe de Duhamel », pour
en déduire #,, et pour déterminer #,, on procédera par deux méthodes différentes (Chacune avec
ses avantages et ses inconvenients). La premiere méthode nous fournit une forme explicite de #,
et une solution fondamentale pour d% — A . Elle consiste a utilier un changement de variables
dans le cas ou 7 = 1, un changement de fonction inconnue qui nous ramene au cas ou 7 = 1,
lorsque 7 est impair > 3, et la méthode dite de la descente qui réduit la question au cas ou 7 est
impair > 3, si toutefois 7 est pair > 2. Dans la deuxieme méthode, la transformée de Fourier
nous permet d’obtenir #,(&, t), mais il est difficile de dégager #,(x, ). On notera cependant que
si f,g € LX(R?), alors u; € L*(R? x [to,t,]), et si f € H*(R") et g € H*'(R?), alors #, €
H*(R” x [to,1,]) ott b € N* et —00 < t, < t; < 0o. Enfin, si £, est un domaine borné de R”,
alors la méthode de séparation des variables nous donne 'unique solution du probleme

APu(x,t)—Au(x,t) = 0 Y(x,t) €N x(0,00)
u(x,0) = f(x) VxeQ
du(x,0) = g(x) Yxe
u(x,t) = 0 Y(x,r)€ dNx(0,00)

sous forme d’une série dont le terme général est fonction des valeurs propres et des fonctions
propres du probléme de Dirichlet pour le Laplacien sur €, .

*Document saisi a ’aide des logiciels TEX et ArabTEX (au format IETEX 2,.).
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1 Rappels, Notations et Conventions

Les notations sont celles des équations aux dérivées partielles.

Multi-indices

Lorsque 7 est un nombre entier strictement positif, x = (x;,x,,...,x, ) est un vecteur
deR”,eta =(ay,a,,...,a,) est un n-multi-indice (i.e un zn-uple de nombres entiers > 0),
on pose :

le|=a,+a,+...+«,
2, .2 2\1/2
[|x|| = (x{ + x5 +...+x) /
al=ala!...a,

a

a a
L x,”

x=x
% :

J = 5’_x] (pour j =1,2,...,n)
d=(,5,...,d,)
2*=4d"3™...3,"

1 . .
Dj:;&)j (pour j =1,2,...,7, et i* =—1)

D:lg

i
a _ N%NH* Xn
D* =DAD%...D;
de telle sorte que, pour une fonction f suffisamment différentiable, la formule de Taylor
s’écrit :

fle4h)= 30 3% (0) 2+ O(IAI).

|a|<N

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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Fonctions test et distributions

Soit 2 un ouvert non vide de R”, K une partie compacte de €2, £ un entier naturel, et

rappelons que :

e 6*(0) est 'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois contintiment diffé-
rentiables sur Q2. Cest un espace de Fréchet[[| pour la topologie définie par la famille de
semi-normes (N ;)x ou K décrit les compacts de Q2 et,

Vfe6HQ), Nyulf)=supld®f(x).

xeK
|a|<k
o 6F(0) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois contintiment différen-

tiables sur ), a supportsﬂ dans K. C’est un espace de Banach pour la norme Ny ..

e () <parfois noté & (Q)) est ’espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur 2 (6°(Q) = ne e+ (2)). Cest un espace de Fréchet pour la topologie définie par

la famille de semi-normes (N 1) ren -

Ken

o 65°(92) (également noté Z(£2)) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, in-
deéfiniment différentiables sur 2, & support compact. Par définition, une application sur
65°(Q) est continue si, et seulement si, sa restriction a 62°(€2) est continue pour tout

compact K & (0.

e 6 () (ou 7 (Q)) est le dual topologique de 6,°(€2); c’est espace des distribu-
tions sur 2. Sur 6 ~>°(f2), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible, qui
est la topologie de la convergence simple sur 6;°(2), et la topologie forte, qui est celle
de la convergence uniforme sur les parties bornées de 6,°(£2) < une partie B de 65°(£2)
est bornée s’il existe un compact K € (2 tel que B C 62°(Q) et, pour tout entier & > 0,
N 1(B) =sup 5 Nk 1 () < 00). La topologie faible (resp. forte) est définie par la famille

de semi-normes () telle que :

VT e 6™(Q), pp(T)=sup[(T,0) Q)

p€eF

ou F parcourt I’ensemble des parties finies (resp. des parties bornées) de 6,°(2). La to-

pologie forte est, comme son nom I'indique, (vraiment) plus fine que la topologie faible :

1. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe (i.e dont la topologie est définie par une
famille de semi-normes (p,),c; qui sépare les points, c-a-d. telle que si p,(x) = 0 pour tout a € I, alors
x =0), métrisable (. de topologie définie par une famille dénombrable de semi-normes) et complet.

2. Le support d’une fonction f* (noté Supp f) est le plus petit ensemble fermé dans le complémentaire
duquel f est nulle.

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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Une famille qui converge faiblement ne converge pas toujours fortement. Cependant on
a le résultat (qui a I’air miraculeux) :
Si(T,), est une suite de distributions qui con-

verge simplement vers une limite 7', alors T est 2)
une distribution, et 7, tend fortement vers 7.

e §'(Q) est le dual topologique de 6°°(2); c’est ’espace des distributions a supports

compacts sur €.

o /(R") est ’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R” & décroissance

rapide ainsi que leurs dérivées de tout ordre. / € & (R”) si, et seulement si :
feG=(R")et, YNeN,YBeN",(1+]|x|)VI?f est bornée sur R, 3)
ce qui équivaut a
feb R e, YaeN", VS e N”,x“ﬁﬁf est bornée sur R”. (4)

La topologie naturelle de #(IR”), et qui en fait un espace de fréchet, est celle définie (par

exemple) par la famille de semi-normes :

pn(f) = sup(1+|x|)¥|@7 f (x)), ()

IBI<N
xeR”

e '(R”) est le dual topologique de .#(R”) : C’est ’espace (de Schwartz) des distri-

butions tempeérées. Il est muni de la topologie duale faible, ou de la topologie duale forte.

Produit de convolution

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur R”, leur produit de convolution est la

fonction sur R”, notée f * g, et définie par :

o= fot=n (= | a0 =) ©

Si b, ¢ et ¢ sont des fonctions continues (ou mesurables) bornées sur R”, on a d’apres le

théoreme de Fubini :
o+ ) = f b +3)p(x)d(y)dxdy, %
R~ xR”

Les principales propriétés de la convolution sont :

UxV=UVxu 8)

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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Sxv=ovx8=0v
¥ (u*v)=(I%)xv=ux(d%0)
Supp (# * v) C Supp # + Supp v
etsin € 6-°,vE 6™, p € 6y°, et u ou v est a support compact, alors :
(u*v,0)=(u,vx9)
wxv€ G et (uxv)(x)=(u,v,0)

Sachant que ¢(x) = o(—x) et T 0(t) = v(x —t).

Transformée de Fourier

©)
(10)

(11)

(12)

(13)

La transformée de Fourier f (notée aussi 7 ) d’une fonction f intégrable sur R” est

definie par la formule :

f(f) = L fRn e*ing(x)dx

On démontre aisément que

Z est linéaire,

que
YfeLl(R"), fe€%,R") (lemmedeRiemann-Lebesgue),

et que quelles que soient f et g dans & (R”),

f F(E)g(E)dE = J f(x)8(x)dx (théoréme du transfert),

J]Rﬂ ]? (& )?(5 & = JRn f(x)g(x)dx (th. de Plancherel-Parseval).

On démontre également que

T est continue de L' — L*°,
et que

Z induit un isomorphisme de ¥ — &
qui se prolonge en un isomorphisme de &' — &’

et en une isométrie de 1.7 — 2.

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
21)
(22)

Par définition, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée » € &'(R”) est la

distribution tempérée # telle que

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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VoeSR"), (u,9)=(n9). (23)

Lisomorphisme inverse & ! est la cotransformée de Fourier notée aussi Z :

(2:5)3 J ,, e f(x)dx. (24)

(77 1) =[Ff)E) =

Enfin, la transformation de Fourier jouit des propriétés (dites d’échange) suivantes :

Vf.g L'(R"), F(f+g)=Q2m) (Ff)NFg), (25)
VfeSR)VgeL'(R"), F(fg)=Qrn):[(Ff)=(Fg)l, (26)

Ve SR)NgeL'(R"), Ffg)=Qm) (T =T 9] @)

Yue S R"), F(Du)=E*Fu, (28)

Yue S R"), FPDu)=PE)Fu et F Y (P(—D))u=PE)F  u, (29)
FZ(8)=Q2n)7 et F(1)=(27)28. (30)

Coordonnées polaires

Tout vecteur non nul x de R” s’écrit de fagon unique sous la forme x = ry ou r
(= ||x||) est un reéel strictement positif et y (= x/||x||) est un élément de la sphére unité
$,(0) de R”. La formule

x=ry (avecr>0ety€ §/(0)) (31)

s’appelle représentation de x en coordonnées polaires, et la mesure de Lebesgue en ces

/’ /7
coordonnées est donnée par

dx=r""drdo y(y) (32)
ou do, , est la mesure sur la sphere unité (¢. Folland [], Théoreme (2.49)).

Si f : R” — R est une fonction continue et intégrable, et si B (x,) (resp. dB,(x,)) est la

boule (resp. spheére) de R” de centre x, et de rayon r, alors

fmn Jein= Jow <LB,<xo>f 47y >>d’ 63)

pour tout x, € R”, et en particulier

d
— x)dx | = do 34
dr( JB,<xo>f<) > LB,%/(” ) 64

pour tout » > 0.

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.



Mémoire de Master 10 Nesrine ZEROULOU

Théoréme de la Divergence

Soit 2 un domaine borné de R” de frontiére I de classe €1, et F un champ de

vecteurs de classe 6! sur Q. Alors
L FO) 0o () = [ (@vF ) 35)
0 0

ou do est la mesure sur N et v est un champ normal a IN :

M)=22 s =B, (x) (36)

Intégrale de surface

Soit ¢ : R” — R une fonction de classe 6! et S lasurface de R?*! définie en coordon-
nées cartésiennes par I’équation x,; = ¢(x,,...,x,). Si / : R"*! — R est une fonction

continue sur S, alors I'intégrale de f sur S est définie par I'intégrale multiple :

Lf(x,xnﬂ)d(f:fl)f(x,gp(x)) 1+ |Vo(x)Pdx (37)

oux = (x,...,x,), dx =dx,...dx_, et D est le domaine de R” dont I'intérieur est la

projection de § sur R”, parallellement a I'axe des y,, ;.

L'intégrale de surface est linéaire, c’est-a-dire quelles que soient les fonctions f; et f,,

et quel que soit le réel A,

| Wt faemdo =2 fiwnpdos [ fsndde o9

et additive en ce sens que si S = §, U S, avec ;N S, =0, alors :

fs fox,)do = f flos ot | flo, o 59

Formule de dérivation de la fonction ¢(t) = ff((tt))f(t,s)ds.

Une telle fonction ¢ est définie sur un domaine D tel que, quel que soit t € D, la
fonction f soit intégrable sur [a(z), b(t)]. Siles fonctionsa et b sont a leur tour dérivables
sur D et df /It continue sur le domaine décrit par (z,s), on peut établir la formule de

dérivation suivante dite de Leibniz :
db da
o'(t)= ——(t,s)ds+ f(£,b(¢ ))dt( )—f(t,a(t))E(t), (40)
o(t+h)—

en calculant l1mb_)O T

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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2 Introduction

En gérnéral, une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre & sur R” x R est une

équation de la forme

Lu(x,t)= f(x,t) (41)
ou
L= Z aa]-(x,t)é’xaé’/. (42)
|la|+/ <k

Le symbole principal de L est la fonction
o(L)(x,t,8,7)=i" D a,(x,t)E%, (43)
jal+i=k

et son ensemble caractéristique est

Y ={(x,t,&,7) / (&,7)#(0,0) et o(L)(x,2,&,7)=0}. (44)

L’opérateur L est dit strictement hyperbolique si et seulement si, quel que soit (x, ) €
R” x R, quel que soit £ € R”\ {0}, le polynéme en T,

P(r)= 3 a(x,0)E% 5)

lal+/=F

a k racines réelles distinctes.

Le probléme aux limites le plus fondamental associé a ce type d’opérateurs est celui
dit de Cauchy. Il consiste & trouver une fonction # sur R” x R qui soit de classe €%~
dans un voisinage d’une hypersurfacef| S de R” x R, telle que

Lu=f
uls = o
du|,=u (46)

Qk_1M|S: w,

v

Ici, toutes les considérations sont portées sur un voisinage ouvert d’un point de §, et
nous pouvons donc supposer qu’apres un changement de variables, ce point est [origine,
et qu'au voisinage de l'origine, S est définie par I’équation ¢ = 0. Dans ce cas le probléme

précédent s’écrit sous la forme :

3. Une hypersurface de R” x R est une sous-variété de codimension un de R” x R. En général, elle est
localement définie par une équation de la forme ¢(x, ) =0, ou ¢ est une fonction sans points critiques et
suffisamment différentiable.

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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Lu(x,t)=f(x,t)
u(x,0) = mo(x)

J,u(x,0) = u,(x) 47)

k—1 _
gt u(x,O) - ”k—l(x)
On observe alors que si # est une fonction de classe €7 avec r > k, alors les données

de Cauchy uy, #,,...,u, , déterminent sur S toutes les dérivées *J/ u, lorsque j < k et

|a| + 7 < r, en ce sens que :
379 n(x,0)= 97 u;(x). (48)

Ainsi, la seule quantité dans I’équation aux dérivées partielles L# = f qui soit incon-
nue sur S est 9% u. Pour que le probléeme de Cauchy soit « bien défini », on peut supposer
que ’équation Lu = f est résoluble par rapport a 9% u, ¢’est-a-dire que la fonction a, est

non nulle dans un voisinage de (x,0), donc non nulle en (x,0), vu qu’elle est continue.

Le prototype des opérateurs hyperboliques est 'opérateur des ondes :
O=3d’—A (49)
dont la variéteé caractéristique
Z=Ryx{(&,7)[ =[P} (50)

joue un role tres important dans la théorie. Comme il a été vu précédemment, la surface
initiale § devrait étre non caractérisque afin que ’on ait des résultats raisonnables. Ce-
pendant, cela ne suffit pas comme le montre si bien exemple suivant du probléeme de
Cauchy pour le Laplacien sur R?, di 2 Hadamard :
dtu+3dfu = 0
u(x,0) = 0 ) (1)
Su(x,0) = ke_‘/gsinlex1

qui est non caractéristique, et dont la solution (obtenue par la méthode de séparation des

variables) est :
(%), %,) = ek (sin kx,)(sinhkx,). (52)

On voit tres bien que pour tout entier naturel ;,

Qlj ny(x,,0) = ke VEsin </ex1 —j§>, (53)
et cela montre que
Vj €N, |8/ uy(x,,0)| < ke v, (54)

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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et que, pour tout entier naturel 7, la suite {5’{ u,}, converge uniformément vers la fonc-
tion identiquement nulle, sur la droite $ =R x {0}.

D’un autre c6té, si x, # 0, on peut vérifier que si & — 00, alors la solution # oscille
de plus en plus vite, avec une amplitude de plus en plus grande, et qu’a la fin elle explose
completement.

Cet exemple montre clairement que la solution du probleme de Cauchy peut ne pas
dépendre continliment des données de Cauchy, pour la plupart des topologies usuelles

sur les fonctions.

3 Probléme de Cauchy homogéne pour I'opérateur des
ondes

Dans ce paragraphe, on construit la solution du probleme de Cauchy homogene

dPu—Au = 0
u(x,0) = f(x) . (55)
atlxt(x,O) = g(x)

On commence par le cas unidimensionnel qui est tres simple. Pour ce faire, on pose :
E=x+t, n=x—t,
et on cherche #(x,t) sous la forme :

w(x,t) = U(E,7)
Danscecas,ona:

du(x,t) = d[u(x,t)]
= 9[U(&,n)]
= 9¢-3UEn)+37n-3U(E,n)
= U n—3,U&,n)

Qtzu(x,t) = Jd[du(x,t)]
= J[dUE&,n)—=dU&,n)]
= & -FUE N+ 0 UE,n—3d& -3, UE n—30n 0:UE,n)
= Q2U(E,n)—ALU(E,n)— B2 U n)+82U(E )

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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du(x,t) = d[u(x,t)]
= 4[U(&n)]
= 9.3 U n)+3dn-dU&,n)
= U n+3,U&,n)
A’u(x,t) = Qx[é’x%(x,t)]
= J [ U, n+3,U,n)]
= 9.8-GUE ) +dn-FUEn)+0.E-9:UE& n)+dn-JPUE,n)
= U, +3EnUEn)+3LUE )+ UE )
Et il s’ensuit alors que :
Qtzu(x,t)—é’xzu(x,t):—25’52,]U(§,;7)—25’,]25U(§,77).

En supposant que

%, U(En)=0U(&,n), (56)
I’égalité
d%u—Aun=0 (57)
devient :
2, U(&,n)=0, (58)
et la solution générale de (56) est donc :
U(E,n)=9(&)+¢(1), (59)

ou ¢ et¢ sont deux fonctions quelconques sur R.

Par conséquent, la solution générale de I’équation (55) est de la forme :

n(e,t) = p(x+ 1)+ Plx—1) (60)

avec les conditions de Cauchy

u(x,0)= f(x)
{ Zaimer 2 st o
ce qui implique que : 4= F3)
px)+¢(x)=7(x
L P sZet )

donc
(63)

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.
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et par suite :

{sO( %)= 3[p(0) = YO+ 3 (x) +3 [; 8(5)ds ”
d(x) =31 (x)—3[0(0)— (0)]— 3 [ g(s)ds
d’ou
{¢<x+z> [0 = @1+ 3/ (x+ 1)+ 5 [, g(s)ds )
d(x—t)=5f(x—t)—3[p0)— (0)]—3 [, g(s)ds

et en additionnant membre a membre ces deux égalités, on obtient la formule suivante,

dite de d’Alembert :

x4+t

u(x,t):%[f(x-l—t)—l—f(x—t)}-l—%J g(s)ds. (66)

x—t
Proposition 3.1. On suppose gue n =1, et que u est donnée par la formule (66).
1. Si f € €*R), g € €' (R), alors:
(@) ne 6€*(RxR,),
(b) u est solution sur R* de I'équation (55), au sens classique du terme,
2. Sif et g sont localement intégrables (et plus généralement des distributions), alors :
(a) u est une distribution sur R x R,

(b) u est solution sur R* de I’équation (55), au sens des distributions,

Démonstration : On a:
1 1
%:5[f°)(++f°)(_]+§[G°X+_G°9(—]

ou y,(x,t)=x=%t¢, et ou G est une primitive de g.
1. On suppose que f € 6*(R) et g € €' (R).

(@) Comme les fonctions y, et y_ sont 6> de R? dans R car elles sont polyno-
miales, et que G € 6*(R), on conclut que » € €* (R xR, ).

(b) est clair que #(x,0) = f(x), et La formule de Leibniz appliquée une premiere
fois a (66) montre que d.#(x,0) = g(x) et une deuxieme fois nous conduit a :
3*u=3%u.

2. Admis.

La situation dans un espace de dimension 7 > 1 est beaucoup plus subtile. On commence
d’abord par la construction de la solution dans le cas ou 7 est impair, en utilisant une me-

thode astucieuse qui ramene le probléeme au cas de dimension un, et par la suite, on en
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déduira la solution dans le cas ou 7 est impair. Comme dans le cas de dimension un, on
étudiera d’abord le cas classique, en supposant que toutes les fonctions en question sont
suffisamment dérivables, et on observera par la suite que tous les résultats restent valables

dans le cas des distributions.

Soit @ une fonction continue sur R”, x € R”, et r > 0. On définit la moyenne sphé-
rique Mg(x, 7) de ® comme étant la valeur moyenne de @ sur la sphere S, (x) de centre x

et de rayon 7r :
1

1S, ()] S.(x)
ou |S,(x)| est la surface de la sphere S, (x), et o, , est la mesure induite par la mesure de

My(x,7r)=

2(2)do, (2)

Lebesgue de R” sur cette sphere.

Si maintenant B, (x) est la boule de centre x et de rayon r, et si |B,(x)| est le volume
de B, (x) et w, =15,(0)|, alors :

B,(x)] = [B,(0)

Mais, on sait que
5,01 = (18, ) ©)

ce qui fait que

1S, (x)|=7""w, (68)
donc : .
My(x,r) = j 3(2)do, (2) ©9)
rete, Js, o ’
et par suite :
1
My, r)= f B(x + ry)doy (). 70)
Wy Js,(0)

Déefinition 3.1.
o Soit u un vectenr de R". On appelle translation de vecteur u dans R” Papplication
7, :R” — R” telle que, quel que soit x e R”, v (x) = x + u.
e On appelle rotation de R” toute application linéaire v, : R” — R” telle que, quel que

soit x €R”, r,(x) = Ax, onn A est une matrice orthogonale de déterminant égal a 1.
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Proposition 3.2. Le laplacien de R” est invariant par les translations © et les rotations 7,
de R”, en ce sens que, si T, et R, sont les sont les opératenrs de F (R”,R) dans F (R”,R) tels

que T, =fort, et R,f =fory alors

—1 _
S Oyvre 7
Cest-a-dire que :
{ Kook —a e
ou encore : AT — 7 A
{ AR, =R,A 73)

Démonstration : Soit x € R” et ® € Z(R”,R). Pour tout j = 1,...,7n,0na:

[(7,)®)x) = [F(Z,9)](x)

= [G(®or,)](x)
d
= S, 00)]

%
= a—xj[q)(x + 14)]

— i[@(xl + gy x, + Mn)]

donc,

ce qui implique que :

V=l 319,=807,209,0,=9.5
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et par suite :

On a aussi :

R,A8(¢)

AR, (&)

AT, =T A.

—_

= J e (R, A®)(x)dx

~~
N
-3
S
~
N

_ix‘f[RA(A@)](x)dx

—~
N
S

SN—"

S
~
N

_ixg[(Aé) or,](x)dx

—_

Il
~~
N
T~
S
~
N
= ’% ’% >
3 3 3

_i’cf(A<I>)<rA(x)>dx

—~~
N
S

SN—"

<
~
N

e ABY ), |dy

Il
~~~
N
H\:_LH
S
~
N
Ny
w

e (AR)(y)dy

~~
N
S
SN—"
S
~
N

e (AD)(y)dy

—_

—iJ"rA(f

Il
~~
N
-
S
~
N
= ’% ’% >
3 3 3

(D) (y)dy

[l
—~~
>\ N
o 3
\/3
<~ =
N
—~~
Uy
N—"
S—"

= —|£|2ﬁ>< £)

~leP o | e R @I

X f e B (1 (x))d x
W . f e WA (1)) x
(2 W f e NGy, (x))dx

|A£ d
B ) L(R) 20, |dy

J —i(y|ra(€
2 n/2

2 >n/2
165

fli

—(A& | AE)
—|AZT?

= —|7A ( >
= (B®)(r ( )
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Donc,
—— e

AR, (&) =R, AD(E)
Par la transformée de Fourier inverse on obtient :
R,A®(x)=AR,P(x)
et par suite :
AR,=R,A
Lemme 3.1. Soit ® : R” — R une fonction continue. Alors :
1. Lexpression

wn

1
My(x,r) = - J ot o)
5,00

a un sens pour tout v € R, et la fonction r — My(x, r) est paire pour chaque x fixé
dans R”.
2. 8§i® € G*(R™), alors Papplication x — My(x, 1) est de classe G* sur R”.

3. My(x,0)=®(x), pour tout x € R”.

Démonstration :

1. La sphére unité étant invariante par la réflexion (symétrie centrale) y — —y, en

substituant —y a y dans I’expression intégrale de My(x, r), on obtient :

f B(x + ry)doo(y) = f B(x— ry)doy ()
$(0,1)

$(0,1)
d’ou :
My(x,7)=Mg(x,—7)

et par suite :

r — My (x, r) est une fonction paire, pour chaque x fixé dans R”.

2. On applique la formule de Leibniz.

3. Pourtoutx € R” on a:

1
Me0) = -] ado
n v 8(0,1)
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Proposition 3.3. Si f(x)=®(r), o x €R” et v = ||x||, alors :

Vx eR”, Af(x)=®"(r)+ nT_lél(r).

Démonstration : Tout d’abord,

2 or

Q_xj[\p(r)] = a—xj"l’(7>
= )] )
_ %\I//(r),

et maintenant

Af(x) = D 5[]

= 28()— @) +9()
= @)+ a()

Proposition 3.4. Si ® est une fonction de classe 6* sur R, alors My est solution de I’équa-

tion :
My n—19M,

_372+ r dr

A My 74)
Démonstration : Il est facile de voir que les deux membres de (74) sont des fonctions
paires, et il suffit donc de considérer la question dans le cas ou » > 0. Dans ce cas précisé-

ment :
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IM, 8[1

i) = S| f q><x+ry>dal,o<y>}

_ J oy TR TId0)

[ (g + 745 ’xn+ryn)]d01,0(y)

so.1) dr

n Jd(x; +ry])
x f T A8k, + 731, + 79,)d, o)
01

= — ZJ’] (@) (x +ry)doo(y)

a)n 50,1) j=
-1 f (VO )] 5dooly)
1

_ [ (Vo) )] E o, ()

CL)nTn_l JS (x) 4

= L[ (v unde, ()
@, " Js (x)
_ 1n_1r [div(V®)](2)dz
w,r JB(x)
= L [A®](z)d z

0, 7"t Jp,(x)

pe

= JB (O)[A@](x +7ry)dy

a)n

_ ! [A®](x +2)dz

—1
@, 7" JB,(0)

donc
r" 1My J J 'TA®](x + py)d o, o(r)d o
@, Jo 01

et

887 [7”_13;;[ (x, r)] rw L(O 1)[A(I>](X+Ty)d‘71,o(y)

n
Mais, si 7, est la translation de vecteur ry, et 7, est 'opérateur tel que 7, ¢ = oz, ,
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alors
[A®](x+7y) = (A®)[7,,(x)]
= [(A®)or,,](x)
= [7,,(A2)](x)
= [(7,,4)2](x)
= [(AZ,,)®](x)
[A(7,,2)](x)
= [A x(@or,y)]()
et il s’ensuit que
ar [Tn_laqu)(x, 7’)] = r:)_ L(O 1)[AX((I) °© T"y)](x)do-l’o(y)
1
= r"A_ | — ®or, J(x)do,
x|:a)n Js(o,l)[ ry]( ) (y>:|
1
— Vn_lA _ O(x 4+ r d0'10
XL)” L(O’l) (x+7y) ,()’)}

= r"_leMq,(x, 7)
autrement dit
(n— 1)7"_25’7Mq)(x, r)+ r"_larqu,(x, r)= r"_leMq,(x, 7)

d’ou
n—1

r

r”_l[é’f—l— ]Mq,(x,r): "IN My(x,7)

et ainsi

[5’724— n_lé’r]Mq)(x,r):AxM@(x,r) [ |

y

Corollaire 3.1. Soit n : R” x R — R une fonction de classe 6%, et M (x,r,t) la moyenne
sphérigue de la fonction x — u(x,t). Alors u est solution du probléeme de Cauchy (55) si, et

seulement si M, est solution du probléme de Cauchy :

[Qyz—l— n_lé’r]M”(x,r,t) = M (x,7,t)
.

M, (x,7,0) = M(x,7) (75)
M, (x,7,0) = M,(x,7)
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Démonstration : Soit # € 6*(R” x R). Pour tout ¢ fixé dans R, on a :

1
Mu(x,r,t)Z—J u(x+ry,t)doo(y),
S(0,1)

w}’l

et si v, est la fonction de R” dans R telle que, quel que soit x € R”, v,(x) = #(x, t), alors :

AM, (x,r,t) = A, [LJ v,(x + ry)dalyo(y)}
$(0,1)

w?l

f A o,(x 4+ r9)dorg(3)
L A (@, 07,,)) o)
f AL(T,,0)(x) o, o(0)

N

f 7, 0))(x)do )

(/)

j Do)

C/:

f 0, )0 Mo1()

N

L (Ao, J(x+7y)do o(y)

e|H§|H3|H§e|,&§e|“e|%e|“e:|g

J [Au](x+ry,t)doo(y)

d’ou

AM (x,r,t)=M,

X

(x,7,1). (76)

?

On a également

atzM”(x,T,t) = gtz[ij %(x+7’y’t)d0-1,0(y)i|
$(0,1)

a)n
1
= — Btz[u(x—l—ry,t)]dal’o(y)

$(0,1)

@ (
1

= —f [Qtzu](x—l-?’y,t)d‘ﬁ,o(y)
W, Js(o,1

C’est-a-dire
QfMM(x,r,t):Matzu(x,r,t). 77)
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De méme
M, (x,7,0)= if u(x+ 7y,0)d o, o)
@, Js@,1)
autrement dit
M, (x,7,0) :MM(.,O)(X’ r) (78)

et le fait que

aM, (x,r,t) = Qt[ij u(x+ry,t)dal’o(y)}
$(0,1)

a)i’l

1
= - at”(x'i'ryst)dal,o(y)
W, Jso,1)
implique que
1
o570 = - [ Gulr+73.0o0)
W, Js0,)
donc
atMn(x’ 7 O) = Matu(.,O)(x’ 7’). (79)

Enfin, pour toutes fonctions continues v, @ : R” — R, on a I’équivalence
(v=w)&= M, =M,) (80)

parce que si v = w, il est clair que M, =M _, et si M, = M_, alors M (.,0) = M_(.,0),

C’est-a-dire v = w.

Par conséquent :

() = My (x,7,1)
(55) < M, o(x,7) = My(x,7) (d’apres (80))
Mﬁzu(.,o)(x’ r) = Mg(x’ r)

A M (x,r,t) = I*M (x,7,t)
& M, (x,7,0) = M(x,7) (d’apres (76)—(79))
aM, (x,r,0) = M, (x,7)

et compte tenu de la proposition 3.4, on conclut que :
(55) <> (75) n

Lemme 3.2. Pour tout entierk > 1, 0na:

J* 1.9\
k+1 = 2k—1
Yo e 6 (R), —372<r—37> [7 <I>(r)]_<
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Démonstration : Par récurrence sur /& :

e Cette formule est vraie pour & = 1 car, dans ce cas:

2
Vo e 65 (R), " <1 J J

Ir? ré’r) [Zk_lcb(r)] - Qrz[rq)( )]

= %[CD(V)-F VCD/(V)]

= 20'(r)+r®"(r)
k
= (35) el

e On suppose maintenant que, pour un certain entier £ >1,on a:

YO € GHH(R), ;;(ij,,) [r Zk—lxpm]:<%%>k[72’€\p’<r>] (82)

et on démontre que :

2 (k+1) k+1
V@E(g(k+1)+l(R) d <1 8> b [72(k+1)—1q)(7,)]:<18i> +[ (/e+1) ( )] (83)

Ir2\r Jr rdr

En effet, pour tout ® € €%+ (R), ona:

92 /1 9 (k+1)— . 22 /12 . )
W<r 87’) [7‘2(16 1) 1‘1’(7’)] = ﬁ<;z> |:7.2k 1¢(7‘):|
(12 . 1d 2k+1
- ﬁ(?%) (r(%)[rk o(r)]
2 b1
= S(55) Tekrnrta0)+rte)
5)2 Pl k—1 /
= WGZ) {rzk—l[(Zk‘F1)@(7‘)4—7‘@(7)]}
¥(r)
k
f— <%%> [7_2/6\1]/(7.)]’ (:f' (82), Car\pecgk+1(R)
19 ' 2k g/ 2k+15"
= (137 Plr Do) o)
19\

e D’apreés le principe de récurrence, la formule (81) est vraie pour tout entier £ > 1. W

Proposition 3.5. Si n est impair, n =2k +1 avec k > 1, et si T), est Popératenr différentiel :

T,9(r)= <——>k_1 [erflq)(r)], (84)
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alors Péquation anx dérivées partielles

|:5’rz—|- n_lé’r]Mu(x,r,t):QtzMM(x,r,t) (85)

7

se reduit a ’équation des ondes en dimension un :
grz Tk¢ = atz Tké' (86)

Démonstration : L'application de 7}, aux deux membres de ’équation (85) donne :

n—1

Tk |:372+ 8":|M%(x’r’t): TkatzMu(x’r’t)’ (87)

c’est-a-dire :
T, ((972 + 2k r_lé’r)Mu(x, rot) =3 T, M (x,7,t), (38)

et comme :

T,(32+2kr™'OM (x,7,t) = T[E*M (x,7,t)+2kr™ 3 M (x,7,t)]
= (LY TUrHRIIPM (x, 7, )+ 2R 2OM (x, 7, 8)]
= (r I MM, (x,7,0)]
= (713 [r* M (x,7,t)] (dapres le lemme 3.2)
= PT,M,(x,7,t)

on conclut que :
OFTM (x,7,t)= 3 T,M,(x,7,t). [ |

Proposition 3.6. L'opératenr T, est tel que :

k—1
V& e €5 (R), T,®(r)= Z ¢; rIH1e0)(r) (89)
7=0
on:
cor:(r_lgr)k_lrzk_l:1-3---(2k—1)r (90)

Démonstration : Par récurrence sur k :
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e Si k=1, alors,

k—1
e @)= o), To0) = (L) [a0)
1 8 = 2x1-1
- <?Z> [r>1-18(r)]
13\
= (535) [0l
= r®(r)
— TO—HQ(O)(T)
= S ey
i
= S ¢ rital()

avec :
r=r=1xr=1x---x2k—1)r.

e On suppose que les relations (89) et (90) sont vraies a un certain rang k > 1, ¢’est-a-dire

que:
k—1
V¥ e 6 (R), T,W(r)=>D c;r/TW)(r) 91)
7=0
ou:
cr=1-3---2k—1)r. (92)

e On démontre que ces relations demeurent encore vraies au rang & + 1. En effet :

d
V@e%k(ﬂg), T ®(r) = <71’37'> [ 2k+1<1)(7):|

- <r&’r> <ré’r> Zqu)(r)]

k—1
= < 2/e—|—1 2k— 1<I>(r)+72k<b/(7):|

k—1
- <r&’r> P 2k+1)¢( )+ r®(r )]}
= Tk (r), o W(r) = (2k +1)®(r) + r®(r)

= Zc rIHU)(y), d’apres (91) car ¥ € €FY(R).
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Mais

TO(r) = (2k 4 1)3V)(r) + <dd_r>] [7®'(r)]

et I'on peut démontrerff par récurrence sur ; que,

Yo € 67/(R), <;—r>] [7®(r)] = jOY(r)+ rBU V(7). 93)

Par conséquent,

>~
L

Vo€ 6*(R), T,,,9(r) = c;r 2k 4+ 1)V (r) + 78 (r) 4 r&U(r)]

D~~~
I
L

k—1

C]-(Zle 1 +].)7,j+1q)(j)(,,) +chrj+2<1>(f+1)(r)

g

||
o

j=0

™~
—_

k
= c]-(2k—|—1+]')r]+1<I>(]>(r)—I—ch_lr“lq)(’)(r)
J j=1

|l
o
&~

—1

= 2k +1)7r®(r)+ > c,(2k+147)rTB0)(1)

]

INg

1

]

T

1

+> e, () ¢, rFHIRR ()

]

1]

1

= ¢,k +1)r®(r)+

. bl
M5
_

[c;(2k+14j)+c;_ ]/ '@V(r)
1

j
+ck_1rk+1(1>(k)(r)

k
— Zgjrﬁlq)(])(,,)
j=0

avec
Ix3x--x(2k—1)x(2k+1) si =0
=1 ¢@k+1+])+c; si 1<j<k—1
Cr1 si ]' =k
e D’apres le principe de récurrence, on conclut que la proposition 3.6. est vraie. [ |

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probleme de cauchy (55), lorsque

la dimension spaciale 7 est un entier impair > 1. Nous commengons par supposer que ce

4. En effet, pour j =0, on a, Y& € 6/ (R), <%)] [7®(r)]= r®(r) et jO(r)+ r®U+V(r) = r&'(r),

ce qui montre que la formule (93) est vraie pour ;j = 0. On suppose maintenant que (93) est vraie pour
+1 , . ,
un certain j € N, et dans ce cason a: (%)H [r®(r)] = %[;’cl)(l)(r) + 7@ ()] = (7 + 1)®UHD(r) +

r®U+1HD(1). Dapres le principe de récurrence, on conlut que (93) est vraie pour tout j € N.
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probléme admet une solution #(x, t), nous dégageons une formule pour cette derniére,

et montrons que ladite formule produit bel et bien une solution.

Théoréme 3.7. On suppose que n =2k + 1 avec k > 1, et que u est une solution €*+* du
probleme de Canchy (55), dans lequel f et g sont de classe 6*+2. Alors, pour tout x fixé dans
R”, la fonction u : (r,t) — T,M (x, r,t) est solution du probleme de Cauchy :
A*u(r,t) = J2u(r,t)
u(r,0) = ]7(1’) (94)
du(r,0) = g(r)

ot f et g sont les fonctions r — T,M(x,7) et r — T, M (x, ), respectivement.

Démonstration : En effet,

grzﬁ(r’ t) = grz[TkMu(x’ 7, t)]

2 k—1
d <lai> [rzk_lMuOC,V,t)]
ror

dr?
k
— <18i> [YZkai ”(x,r,t)],D’apréslelemme3.2.
rdr r

1 ANT 1 AN, @
- (7)) Galsmeno]

/13 e 92 %2 O
= <——> |:7’ ﬁM”(X,T,t)-FZkV EMM(X’Y’LL)]

J? 2k 0
= T/e |:<W+TE>MM(X,T,1')]

= T,[3°M,(x,r,t)], d’apres le corollaire 3.1., vu que u est solution de (55)
AT, M, (x,7,t)], car T, commute avec &,

= J%u(r,t)

“(r,0) = T, M, (x,7,0)
= T, M(x,r), dapres le corollaire 3.1.

= f(r)

du(r,0) = [T, M, (x,7,0)]
T,[.M ,(x,7,0)], car T, commute avec J,

T, M (x,7), dapres le corollaire 3.1.

~

= g(r)
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De la proposition 3.1., on déduit que :

()= %[fN(r +0)+7r—1)]+ %Jf §(s)ds,

c’est-a-dire :
1 1 r+t
T M, (x,7r,t)= E[Tka(x, r+1)+ T M(x, 7 — t)] + Ef_t T, M (x,s)ds,
et d’apres la proposition 3.6.,

k—1
T,M,(x,7r,t)= chr”lé’/Mu(x, 7,t)
—

d’ou: .
corM (x,7,8)= (x,7,1) Z ITTIM (x,7,t)

et il s’ensuit alors que :

k—
M, (x,7,t)= _Tk (x,7,1) Zc r1 3IM (x,7,t)

G

par conséquent :

limM,(x,r t)_hmiTk M, (x,7,t)

93)

(96)

©7)

(98)

99)

(100)

(101)

(102)

r—0 r—0 Co?
ou encore :
M, (x,0, t)_hm—Tk L(x,7,1)
r=0 ¢y 7
donc: 1
u(x,t)=lim—T,M (x,7,t)
r—0 A
autrement dit :
1 r+t
u(x,t) = lim—{[Tka(x,r+t)—|—Tka(x,r—t):|+ M (x,s)a’s}
r—0 2¢ 7 i g
1 . T/er<x,t+ 7>_Tka(x, t) i Tka(x,r_t)‘i‘Tka(x, t)
= —|lim + lim
2¢y | 70 7 r—0 r
0
i fr_t TkMg(x,s)ds—l—fg TkMg(x,s)ds
r—0 r

r—0 r

i fgw TkMg(x,s)ds—fg TkMg(x,s)d$:|
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Mais,

. T/er(x,t+V)_Tka(x,t)
lim

r—0 r

et comme la fonction s — T, M (x, s) est impaire, on a:

Tka(x, r— t)+ Tka<x, t) _Tka(x, t— 7') + Tka(x, t)

lim = lim
r—0 r r—0 Y
. LyMy[x,t +(—7)] = TpM(x,1t)
= lim
(=7)=0 (—7)
De méme :
t+r t
TM (x,s)ds— | . T,M (x,s)ds t
lin%fo eM(x5) fo eM(x5) =) |:f TkMg(x,g)ds]:TkMg(x,t) (104)
r— r 0
le changement de variable s = —7 donne :
0 0 t—r
J_H T, M (x,s)ds = _J;_ T,M (x,—7)dT :fo TyM (x,—7)dT (105)

et le fait que la fonction s — T, M (x, s) est impaire conduit a :

0 t—r
J T, M (x,s)ds :—J T,M(x,7)dt (106)
—t+r 0
par conséquent :
0 -7
f_t+r TkMg(x,s)ds—l—fot T, M (x,s)ds _ —fot TkMg(x,T)dT-l-fot T\M(x,7)dT
r r

fOH(_V) T, M (x, T)YdT— f; T, M, (x, T)dT
(=7)

et il s’ensuit alors que :

lim fiw T, M (x,s)ds +fot T, M (x,s)ds

r—0 Y

t
=J |:f TkMg(x,s)ds] =TM,(x,t). (107)
0
Nous venons ainsi de prouver que si 7 est impair > 1, et si #(x, ) est une solution ¢
du probleme de Cauchy (55) ou les données initiales f et g sont de classe ¢, alors

u(x,t) est donnée par la formule :

u(x, 1) = Cl[gtTka(x,t)-l— T, M (x,1)] (108)

0
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c’est-a-dire par :

u(x,r>=m{a<t—la>”f[t"—z f et ty)doy )]

ly|=1

He1g) T o f| R ry)dal,o@ﬂ}

Nous nous proposons maintenant de démontrer la réciproque :

Théoréeme 3.8. On suppose que n est un entier impair > 1, que f € C"+/2(R") et que
g € CUTVIXR™). Alors la fonction u définie sur R” X R par :

u(x,t)=
(x,0) IX3x--X(n—2)w

{at(t—13[>”23|:tn—z f(x+ty)d‘71,o(y)]
" bi=t (109)

He1g) T f gx+ zy)dol,om]}

ly|=1

est solution du probleme de Canchy (55).

Démonstration : La fonction # du théoréme précédent est de la forme :

1
u(x,t)= c_[gt T Mp(x,t)+ T, M (x,t)]
0
avec

—1
G=1x3%x---x(n—2) et /e:n2

Comme :

—1

&’th] (x,t) (d’apres la proposition 3.4.)
= (t7'0) Tt 2 M (x,0) + (n— V)", My(x,1)]

= ()T AM (v, 1)]

= c?ifz(t_lgt)%a[t"_sz(x,t)] (d’apres le lemme 3.2.)

= atszMf<x,t),

et de la méme maniere :

A TyM (x,t) = S2T, M, (x,1),
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on conclut que :

[T, (e, 1)+ Ty (x, )}}

)

A u(x,t) = A{

3| AT My (x,1) |+ A, Ty M(x,1)}
3| BT My (x,1) |+ Q2T M (x,1)}
= & {CO[QTka(x £)+ Ty M (x, )}}
= 3u(x,t).

Pour ce qui est des conditions initiales, la proposition 3.6. nous dit que :

T, M(x,t) ic t’+1&”Mf(x t) = cot My(x,t)+¢,t*,M(x,1) —I—gc t]+13]Mf(x t)
i= j=
ot k—1 k—1
M, Zc M (e, t) = cot M (x,t) +Zc tHAIM (2 8).
=0 1
Donc : :
QtTka(x,t):COMf(x,t)—i—(co—l—ch)t&’th(x,t)—l—cltzé’tsz(x,t)
+kz_1] [G+1)e;t7 ) My(x,t)+ ;7718 M (x,1)]
=2
QtszMf(x,t):2(CO—|—cl)ng(x,t)—l—(co—|—4cl)t3t2Mf(x,t)
ey t2 My (x,t —I—kZi[ (7 + 1 - 5”Mf(x t)
j=
+2(5 —I—1)Cjt’3tj+1Mf(x,t)+C]-tj“gtHsz(x,t)]
T M (x,t) = oM (x,t)+ cot O, M, (x,t)
+§[(j—I—1)cjtf5’tng(x,t)—!—c]-tj“é’thMg(x,t)]
=1
et ainsi

G, T M(x,0) = cM¢(x,0) = ¢ f (x),
T, M (x,0)=0,
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I T M(x,0) =2(cy+¢,)0,M/(x,0) =0 (car M, est pairef)

G, T,M (x,0) = coM(x,0) = c,g(x)

par conséquent :

AT (x,0)+ TiM (,0)] = —[ef (x) +0] = £ (3

1
u(x,0)= -
G Co

d,u(x,0)= clo[thTka(x’ 0)+ J,T,M(x,0)] = C—lo[O +6g(x)]=g(x) [ |

La solution du probléme de Cauchy (55) dans le cas ou 7 est pair se déduit facilement

de celle dans le cas impair par la technique de ladite "méthode de la descente" : On observe
que si # est une solution de I’équation des ondes sur R”*! xR, indépendante de x,,, ,, alors
u est solution de I’équation des ondes sur R” x R. Ainsi pour résoudre (55) dans le cas
ol 7 est pair, on peut regarder f et g comme étant des fonctions sur R”*! ne dépendant
que de x4, ..., x,, et non de x,_ ,, et vérifier que la solution fournie dans le théoreme 3.8.

ne dépend pas de x,, ;.

Théoréme 3.9. On suppose que n est un entier pair non nul, que f € C"9/2(R") et que
g € CU+IIAR™). Alors la fonction u définie sur R” X R par :

2 1A\ - f(x+1y) >
, )= gt t lgt 2 " ——d
u(x,t) 1.3...(n—1)con+1[ ( ) < pl<t /1=y 2 ’

A _ (x+ty)
e 18t)(n 2)/2<tn 1 g—dy
i<t v/ 1=y 2

(110)

est solution du probleme de Canchy (55).

Démonstration : On note x ( =(Xy-ees xn)), ’élément générique de R”, x ( = (x, an))
celui de R™*1, et on suppose que # est solution sur R” X R du probléme de Cauchy (55).

Sur R"*! x R, on définit la fonction 7 par :
p

u(x,t)=u(x,t),

5. Si f : R — R est une fonction paire et dérivable en zéro, alors f(0) = 0. En effet, si f est dérivable

en 0, alors les deux limites £~ = lim o fw et {t = limx—;g M existent et sont égales : {~ = (7.
Mais, {~ = limxﬁg w = lim_xqg fe-/O) — limwg f(—#;f(o) = —limy-g w, et si 'on suppose
x< —x> 7> >

que f est paire, on tombe sur {~ =—{*. D’ou {~ ={* =0, et ainsi f'(0) =0.
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et sur R"*! les fonctions f et g par:

fEx)=f(x), gx)=g(x)
Ona:

Azu(x,t) = (Ax—l—gxi“)l/t(x,t)

u(x,0) = u(x,0)

du(x,0) = Jdu(x,0)
= gx)
= g(®)
ce qui veut dire que # est solution sur R”*! x R du probléme de Cauchy :

{ Au(x,t) = J*u(x,t),

#(x,0) = f(%),
&’ﬁ(%, O) = §(¥)

Comme 7 + 1 est impair, le théoréme 3.8. nous dit que #(x, t) s’obtient par la formule :

]_ n—2 —
(%, 1) = At 1oy T | = | = -
) = 1y X (= Do { ey F[e | T o)
+He gy e j| | §<f+ry>dal,o@>]}
y|=1
Mais
— _ _ ([ - _
fx+ty)doo(y) = fE+tY)do o9, Y1)
=1 I P2, =1
— Jr f(x+ty)doo(y,7,,,) ot S” est la sphere unité de R
Sn
;
= fx+ty)do oy, 9,41)+ J fx+ty)do oy, 9,41)
sr

5t
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sachant que
Si= {(y,ynH)GR” XR [y, =%v 1—|y|2} (111)

et d’apres la définition d’une intégrale de surface, on a

2
Flto9)dorp)= | Fet o1+ [VEyToDR)| 4
St ly|<1
Maintenant,
VEVI—pP) =F—2—
V1=|y]?

et

P _ 1
=P 1-]P

2
\/1+]v<i 1—|y|2)‘ —y|14+

Il s’ensuit alors que

+ _ flx+ty)
X doyo(ys Vi) = ST g
J;f( ty)d oy o(¥:Y,41) o VDT y
que

fx+1y)doy(y)=2 fxtty),

)
7=t pl<t o/ 1—y]?

A -\
et de la méme maniere,

gt

| g+ o) =2 )
pl=1 i<t v/ 1=y

ce qui nous permet de conclure que

2 o _ flx+1ty) >
1) = PGS Lol Wi ——d
u(x1) 1.3...(n—1)60n+1|: ( ) < i<t v/ 1=y 2 ’

A _ (x+ty)
e 151)(71 2)/2<tn 1 8 dy -
pl<t v/ 1=y 2

Remarque 3.1. Dans la proposition 3.1. et les théorémes 3.8. et 3.9. , les conditions de ré-

gularité sur [ et g sont la pour que u soit de classe €2, donc afin gqu’elle soit solution de
Iéquation des ondes au sens classique du terme, et plus de régularité pour f et g implique
plus de régularité pour u, en ce sens que, si f € G002 g € @R o impair, on
feCr? ge k4 et n pair, alors u € Gk,
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D’un autre coté, si 'on impose a f et a g des conditions de régularité plus faibles
et qu'on interprete les formules (109) et (110) de fagon convenable, on peut obtenir des
solutions distributions pour le probleme (55). En effet, pour 7 impair et > 3, on peut

observer que :

L et o) =(f +5)w) (12)

@y Jyl=1

ou X, est la distribution sur R” définie par :

1
o

\7/¢ € (gooo(Rn>’ (Zt’ ¢> ¢(ty)d01’o(y), (113)

n Jy|=1

car, pour tout ¢ € 6;°(R”),

1

<_ f(x+ty)d01,o(y),¢> =

@y =1

- f<x+ty>dol,o<y>} d(x)dx

@y Jyl=1

[

= 4
3
—

f<x+ry>¢<x>dx]dal,o<y>

S
@, Jy=1 LR

_ L [ [ f(ty—x)sz(@dx]d"l,o(y)
w, J |y=1 L) R

_ ff, Do)

= (Zof=¢)
= ([*Z,¢)
On peut également montrer que I’application ¢ — X, est une fonction C* (en fait analy-

tique) de la variable réelle ¢, & valeurs dans ’espace des distributions a support compact

sur R”, et qu’il en est donc de méme de

1
3, = 171G )mIRy . 114
‘ 1><3><...><(n—2)( 2 [ 2 114

La formule (109) nous dit alors que :
u(t)=f 3P, +g=P,. (115)

De fagon similaire, si 7 est pair, si Y, est la distribution sur R” telle que

(Y., ¢) = 1 4G dy, (116)

Wyt Jpy=1 4/ 1—]y]?
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et si .
U = AR S lel P i 117
! 1><3><...><(n—1)< 2 [ 2 117

alors
u(t)=fxdV, +g=V,. (118)

Enfin, la solution pour 7 = 1 est encore de la forme
u(t)=f*30O,+g=*0,, (119)

ou O, est la distribution telle que

©.8)=5 | 96)ds (120)
et il est a noter que
d | Y(s)ds=9(t)+I—t), (121)
donc: .
3t®t(s):E[é\(s—t)—l—c?(s—l—t)]. (122)

4 Probleme de Cauchy non-homogéne

On considére maintenant le probleme de cauchy pour I’équation des ondes avec se-

cond membre

dPu—Au = w(x,r)
u(x,0) = f(x) (123)
gu(x,0) = g(x)
C’est vrai que les théorémes 3.8. et 3.9. nous fournissent une solution #, pour le pro-

bleme :
9Pu—Au

0
u(x,0) f(x) (124)
az”(x’o) = g(x)

et si I’on peut trouver une solution #, pour le probleme :

Pu—Au = w(x,t)
u(x,0) = O (125)
du(x,0) = 0

alors # = u, + u, est solution du probleme (123).

Pour trouver #,, nous adoptons une version de la tres célebre méthode de la variation

des constantes, connue sous le nom de « principe de Duhamel » :
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Théoréme 4.1. Soit w € CU'ZHY(R™ x R) et, pour tout s € R, supposons que v(x, t;s) est

solution du probléme :

Qtzv —Av =0
v(x,0;5) = 0 . (126)
dv(x,0;5) = w(x,s)
Alors la fonction u, telle gue :
t
uz(x,t):J v(x,t —s;s)ds (127)
0
est solution du probléme (125).
Démonstration : Manifestement,
0
uz(x,O):J v(x,0—s;5)ds =0 (128)
0

et le fait que :

Ouy(x,t) = ;[J f.(t, s)ds] (ou fo(t,5) = v(x,t —s555))

[t d dt do o
= ). 3_[f (t,s ]ds + f (¢, t)dt(t)—fx(t,O)E(t) (Formule de Leibniz)
[t
— ). 3_[< t—s;s)]ds—l—v(x,t—t,t)—O
= [ dv(x,t —s;s)ds+v(x,05¢)
Jo
= ) do(x,t —s;s)ds (car’o(x,O;t):O, d’aprés(126)>
0
implique que :
d,u,(x,0)=0. (129)
En dérivant encore une fois, on obtient :
Aluy(x,t) = [ uy(x,t)]
= |:f do(x,t— ]
= f a7 v( 55)ds + dv(x,0;1)

_ J Av(x, t —s;5)ds +w(x, 1)
0

= A [Lt v(x,t —s;s)ds] + w(x, 1)
= Au,(x,t)+w(x,t)
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d’ou:
AP uy(x,t)— Auy(x,t) = w(x,t). (130)
De (128), (129) et (130), on déduit que #, est solution de (125). [ |

Le probleme (123) n’est réellement d’un intérét physique que si ¢ > 0. (Si on considere
les t <0, les données de Cauchy f et g deviennent alors des « conditions finales» au lieu
d’étre des « conditions initiales ».) Si 'on désire des solutions de d?» — Au = w avec
un temps ¢ arbitraire, le probléme suivant peut étre plus naturel : On suppose que le
systéme est completement a I’arrét dans un passé lointain, et qu’a un certain temps £,
la force motrice #(x,t) commence a agir. On suppose également que w(x,t) = 0 pour
t < t,, et on se propose de résoudre le probleme

{atzu—Au = w

u(x,t) = Opourt <t, (131)

Ce probleme (131) se raméne immédiatement au probleme (125) par la substitution de

t —t,at,eton peut reformuler sa solution d’'une maniére qui masque le temps ¢, :

Théoréme 4.2. Si w € CI*/2H (R x R) est telle que w(., t) = 0 pour t K 0, et si, pour tout

s €R, v(x,t;s) est la solution du probleme :

dv—Av = 0
v(x,0;5) = 0 (132)
do(x,0;5) = w(x,s)

avec v(.,.;s) =0 pour s L 0, alors la fonction u telle que :

u(x,t):f v(x,t —s;s)ds (133)
est solution du probleme :
Pu—Au = w
{ u(.,t) =0 pourt <0 (134)

Démonstration : On a:

u(,t)= ft (., t—s;5)ds

et dans I’'intégrale fioo v(.,t —s;5)ds, la variable muette s est < ¢. Donc, pour ¢t < 0,
on as < 0 et si 'on suppose que v(.,.;s) = 0 pour s K 0, alors, pour + < 0, on a
v(.,t—s;5)=0,dou:

Pour t K0, u(.,t)=0.

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.



Mémoire de Master 41 Nesrine ZEROULOU

On a ausst :

du(x,t) = % [J_; v(x,t —s;s)ds]

— o(x.0: ¢ Jt 80(x,t—s;5)ds {D’aprés la formule de dérivation de

- Leibniz pour une intégrale généralisée.
t
= J dv(x,t—s;s)ds
—0Q
et il s’ensuit alors que :

atzu(x, t) = d[du(x,t)]

= J [J Qtfv(x,t—s;s)ds]

= Jv(x,0 t)—I—J 3l v(x,t —s;s)ds

t

= w(x,t) —I—J Av(x,t—s;s)ds

—0Q

= w(x,t)+Au(x,t)
d’ou:
9 n—Au=1w. ]
Maintenant :

e Si n =1, la solution du probleme (124) est :

+t

at) =S40+ fa=0] 3 [ g,

—t

celle du probleme (125) est :

uy(x,t) = v(x,t —s;s)ds
1

[wa(m)dr]ds
_ f Jx+ w(r,s)drds

et donc celle du probleme (123) est :

|
J

x+

) =30+ S =43 [

x—t

g(s)ds + ~ ff - w(r,s)drds
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e Si 7 est impair > 3, la solution du probleme (124) est :

— 1 —1 "773 n—2
()= ———— (n_z)wn{a(t T[] Srendoy)]
+He gy e f| | g<x+ty>dol,o<y>]}
y|=1
celle du probleme (125) est :
#,(x, 1) :f v(x,t —s;s)ds
0
:ft 1 (t—lg)"f[tn—zj w(x+(t—s)y,s)do (y)]ds
o 1x3Xx(n—2)w, ! =1 ’ 1o
ce qui fait que celle du probléme (123) est :
(1) = : 3 T[ | Sl indoy )]
’ Ix3x--x(n—2), | © bl=t b
A E[e | e oo )
y|=1

+J0t(t13t)"23|:tn2J|y|:1 w(x +(t —s)y,$>d01’o(y)]a’5}

e Enfin, dans le cas ou 7 est pair, la solution du probleme (124) est :

— 2 —1g\F2 [ -1 f(x+1ty)
%1<x’t)_1.3...(n—1)con+1|:gt(t %) <t i<t /1_|y|2dy>

—19\2 [ i glx+ty)
(] G|

celle du probleme (125) est :

#,(x, 1) :J v(x,t—s;s)ds
0

' n—2 t— s
:J ! )T <t”_1J wixt = S)dy>ds
0 IX3x--x(n—1w,_, st /1=]y P
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ce qui fait que celle du probléme (123) est :

1 a2 e f(x+1ty)
u(x,t)= a,(t7'3,) <t" ! —=d >
(x:0) 1><3><---><(n—1)con+1{ ( ) i<t /1=y |2 Y

+fot(t_18t)n§2<t”_1 fmgl w<x;1<i|7_jj|)jl’s)dy>dsi|

Remarque 4.1. Si @, est une solution fondamentale de 37 — A, C’est-a-dire une distribution

telle que Lp, = 8, on 8 est la distribution delta de Dirvac a origine, alors, pour toute

fonction w = w(x,t), ona:
(P —A)wxp,)=w* (I —A)p, =w*Sy=w
et cela démontre que la fonction w = wx ¢, est solution de I’équation des ondes non-homogene
O —Aun =w(x,t).

L’inverse est également vrai : Si ¢, est une distribution telle que, pour toute fonction w =
w(x, t), la fonction u = w x P, est solution de équation 3?n — Au = w(x, t), alors ¢, est

une solution fondamentale de 3> — A.

Dans le théoréme 4.2., la solution #(x, t) du probleme (134) est obtenue par la for-
mule (133) dans laquelle v est solution du probleme (132), et dans la discution qui suivait

la remarque 3.1., on a vu que

, sin=1

O
=<

t t

W, stz estpar >2

[1]

sl 7 est impair >3,

ou®,, U, et ©, sont définies par les formules (114), (117) et (120) respectivement, et ou

* est la convolution par rapport a la variable spaciale x. Mais alors :

t
u(x,t):f w(.,s)* E,_.ds,
—o0
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ce qui est une convolution par rapport a ¢ si 'on remplace = par 0 pour s <0, et si =

est la distribution sur R” x R telle que :

- _[E,() sit>0
“+("t>_{ 0 sitr<0’

c’est-a-dire, telle que :

+o0
Eud)=| Eudleilt (et xm)
0
alors on peut vérifier que

Ywe € R"xR), u=wx=,

ce qui signifie que =, est une solution fondamentale pour 'opérateur des ondes.

5 L'analyse de Fourier pour I'opérateur des ondes

Nous réexaminons maintenant les problemes résolus dans les deux parties précédentes,
en utilisant la transformée de Fourier. On commence par le probleme de cauchy homo-
geéne (55) pour I’équation des ondes. En prenant la transformée de Fourier par rapport a

la variable spaciale x, on obtient :
Au(€,t)=—IEFa(E, )

et

22u(E,t)=320(E, 1).

Ainsi, le probleme (55) devient :

APu+|EPu = 0 (135)
AE0) = f() (136)
27(E,0) = (&) (137)

La solution générale de (135) est :
#(&,t)=C, cos(|E]t)+ Cysin(|E )
ou C, et C, sont des constantes a déterminer. Comme :

#(&,00=C, et du(&,0)=C,|E|

Mathématiques Juin 2019 Université de Guelma.



Mémoire de Master 45 Nesrine ZEROULOU

on conclut, d’apres les données initiales (136) et (137), que :

) @ G BO)
C=f() et C,= H

et que la solution du probleme (135), (136), (137) est :

(&0 =Tl + 86T (139)
En posant :
TN ~ . sin|&]t
¢, () =cos|E]t et ¢,(&)= i (139)
on obtient : L ~
u(t)=fé,+g¢,, (140)

et en prenant la transformée de Fourier inverse dans les deux membres de cette derniere
égalité, on arrive a conclure que la solution # du probléme de Cauchy homogene pour

I’équation des ondes est telle que :

Ve, u(,t)=Qm) 2 [f « b, + g%, ], (141)

sauf que le calcul direct de ¢, et ¢, (en tant que transformées de Fourier inverses de

& —coslélt et & — Slﬁglt respectivement) n’est pas toujours facile car, bien que ces

dernicres soient des distributions tempérées, ce ne sont pas des fonctions L'.
L'une des conséquences de I’expression (141) de # est le théoréme suivant :

Théoreme 5.1. Soit u la solution du probléme (), et t,, t, deux nombres réels tels que ty < t,.
0 Sif,g € L*(R"), alors u € L*(R” x [ty t,]).
e Si f € HKR™), g € HF'(R"), alors u € H*(R” x [y, t,]), oit k est quelcongue dans N,

6 L'équation des ondes dans un domaine borné

Lorsqu’on veut résoudre I’équation des ondes dans une région 2 x [0, co[, ou 2 est
un domaine borné de R”, il convient de spécifier non seulement les données de Cauchy
u(x,0) et J,u(x,0) sur 2 X {0} mais également une certaine condition sur J€ x [0, oo[
qui indique a 'onde la fagon dont elle doit se comporter lorsqu’elle atteint le bord. Les
conditions les plus couramment utilisées sont celles de Dirichlet et Neumann, c’est a dire

#=00u du =0, et le probléeme a résoudre est donc, soit

JPu—Aun = 0 surQx(0,00)
u(.,0) = f surQ
du(.,0) = g surQ (142)
u = 0 surdQx[0,o00[
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ou alors
dPu—Au = 0 surflx(0,00)
u(.,0) [ surQ
du(.,0) g surf) (143)
du = 0 surdQx[0,00]

Pour chacun de ces deux problémes on peut démontrer que la solution est unique, et on
se propose de la chercher par la méthode de séparation des variables, ¢’est-a-dire sous la

forme :

u(x,t)=F(x)G(t).

En substituant F(x)G(t) a u(x,t) dans I’équation d?»—Axn =0, on aarrive a I’équation :
G"F—GAF =0

qui implique que les fonctions F et G sont telles que :

AF G

Vxe, Yt >0, T(x) G (¢)

c’est-a-dire que AF/F et G”/G sont égales & une méme constante que nous supposons
réelle strictement négative, pour des raisons physiques (car le mouvement est oscillatoire),

et que nous désignons par —A2. On obtient ainsi :

AF G
F G

)2

et cela équivaut a :
{AF(x)+/12F(x) =0
G"(t)+AG(t) = 0

La solution de G”(t)+ A>G(t) = 0 est de la forme

(144)

G(t) =acos(At)+ bsin(Ar)

ou a et b sont des constantes déterminées par les conditions initiales, et si 'on pouvait
résoudre I’équation AF(x)+ A*F(x) = 0 assujettie a la condition au bord, on conclurait

alors que la solution du probléeme (142) ou (143) est :
u(x,t)=F(x)[acos(At)+ bsin(At)].

Cela représente un mode normal de vibrations avec une fréquence A, et avec un peu de
chance, on pourra obtenir la solution sous la forme de superposition de modes normaux.

En particulier, si I’on consideére le probleme (142) et que I’on suppose que IS est assez
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régulier, on pourrait voir que L*(€2) admet une base orthonormale {F;} constituée de
fonctions propres du Laplacien sur 2, qui sont associées aux valeurs propres négatives
{—/15}, et qui satisfont la condition F;(x,¢) = 0 sur d, et on pourrait alors résoudre le

probléme (142) en choisissant de prendre :

u(x,t):ZF].(x)[aj cos(A; 1)+ b;sin(A;)] (145)
=1
ou
24 F=f X AbF=¢g
=1 j=1
et donc

4= | E)eay =48 | Eoy

Dans le cas particulier ou 7 =1 et 2 =]0, /[, le probleme (142) est :

Pu—An = 0 sur (0,/) x (0, 00)
u(x,0) = f(x)
8“4(96,0) = g(x) (146)
w(0,t)=u(l,t) = 0

les fonctions propres normalisées sont :

F(x)= %sin]’%x

et les fréquences A; qui leur sont associées sont

LT

de sorte que la solution du probleme (146) est :

”(x’t):i[ﬂfws(j%t)_"bjSin<j?t>]sin(j§x>
j=1
avec :
2(' . . m
aj:Z o f(x)sm(]7x>dx
et
b —i l ( ) -7t d
/—].ﬂ ; g(x mn(;lx) X.
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7 Conclusion

L’équation des ondes est trés importante en physique. Elle décrit la propagation d’une
onde représentée par une grandeur scalaire ou vectorielle. Dans ce mémoire nous avons
utilisé trois méthodes pour déterminer la solution classique du probléme de Cauchy asso-

RN ’ . IEY ’ , ’ .
cié a cette équation. La premiére méthode nous permet également de dégager la solution
fondamentale de opérateur des ondes et d’en déduire la solution dudit probleme dans le
cas des distributions. Il existe egalement d’autres méthodes que nous n’avons pas traitées.
Parmi elles, nous citons celle qui utilise la transformée de Radon, et signalons I’existence

de méthodes numériques.
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