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Résumé

Le travail que nous présentons porte sur une étude générale
des équations intégrales singulieres et de leurs applications, on a
étudié deux types principaux : équations de Fredholm a noyau
hérmétique et de Volterra avec la théorie de la composition.
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The work that we present relates to a general study of the
singular integral equations and their applications, we studied two
main types: Fredholm’s equations with hermitian kernel and
Volterra’s equations with the theory of composition.
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Introduction

En mathématique, une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu,
généralement une fonction d’'une ou plusieures variables, se produit sous signe intégral.
Cette définition plutot générale tient compte de beaucoup de différentes formes spéci-

fiques et dans la pratique, beaucoup de types distincts surgissent.

Dans la théorie classique d’équations intégrales on distingue les équations de Frédholm
(Ivare Frédholm [1866-1927] mathématicien Suédois) et les équations de Volterra (Vito
Volterra [1860-1940] mathématicien Italian). Dans une équation de Fredholm les régions

d’intégrations sont fixeés, tandis que dans une équation de Volterra elles sont variables.

Les équations intégrales s’appelent singulieres si I'intégrale ne peut pas étre intérprétée
comme d’habitude (c’est -4-dire : dans le sens de Riemann ou de Lebegue) mais doit étre

considérée en tant qu’intégrale de valeur principale.

Les premiéres applications des équations intégrales remontent au début des années 60,
méthodes des singularités utilisées en aérodynamique, puis en rayonnement acoustique
et en élasticité. Elles sont en particulier bien adaptéés aux systhémes occupant un do-

maine infini, elles sont aussi 'un des principaux outils dans divers domaines de la mathé-
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matique appliquée, de la physique [4] et de lal'ingénierie. Elles offrent un puissant moyen

technique pour résoudre certains problémes pratiques.

Notre travail est présenté en trois chapitres de la manieére suivante :
Chapitre 1 :
Est une introduction a la términologie et a la classification des équations intégrales, qui a
pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept d’équation intégrale, tel que nous
avons présenté une classification pour les équations intégrales linéaire et non -linéaire,
premiere espece et seconde espece, homogene et non-homogene, nous avons donné des

exemples sur ces équations.

Chapitre 2 :
Ce chapitre se divise en deux parties. Dans la premiére partie, nous avons étudié les équa-
tions a noyaux hermitiques ce qui revient au méme que I’étude des formes hermitiques a

une infinité de variables. Dans la deixieme partie, nous avons vu des exemples.

Chapitre 3 :

Ce dernier chapitre concerne le cas singulier de la théorie de I’équation de Volterra qui a
éte traité par Volterra et Lalesco. Nous avons fait quelques remarques comparatives sur les
deux méthodes, puis on a vu une décomposition de noyau de la forme lP(f) et on a fait

un exemple.

Le mémoire se termine par des reférences bibliographiques.
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Chapitre 1

Introduction a la Théorie des équations
intégrales

1.1 Classification des équations intégrales :

Une équation intégrale peut étre classée comme étant soit une équation intégrale
linéaire ou bien comme une équation intégrale non linéaire. Il y a une similitude
parfaite avec la classification des équations différentielles ordinaires ou celle aussi des
équations aux dérivées partielles. Les équations intégrales les plus fréquemment
utilisées sont les équations intégrales de Volterra et celles de Fredhlom. Qui constituent
donc les deux principales catégories. A ces deux catégories d’équations intégrales, nous
pouvons considérer encore deux autre types, a savoir les équations

intégro-différentielles les équations intégrale singulieres.

1.1.1 Equations intégrales de volterra:

Définition 1.1. On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce

une équation de la forme
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X
@(x) :f(x)+7tf K(x, t,p(1)dt
a

ou

v" @(x) est une fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un

parametre reél.

1« Une équation de la forme

f K(x, t,p®)dt = f(x)

est appelée équation intégrale de volterra non linéaire de premiére espéce.

N

ol
v @(x) est une fonction inconnue.

2¢ On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une équation
de la forme

X
Px) = f(x) + A f K(x Dp(Ddt
a

ou

v" @(x) est une fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un

parametre reél.

3e Si f(x)=0 I'équation s’écrit
X
p(x) = /lf K(x,Hp()dt
a

elle est appellée équation intégrale linéaire homogene de Volterra de seconde espéce.

4+ Une équation a une inconnue ¢(x), de la forme

f K(x,Hp)dt = f(x)

MEMOIR DE MASTER 2 MEKHANCHA BOUCHRA
2018-2019 KHELAIFIA AHLEM
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est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiere espece.

Exemples des Equations intégrales de Volterra:

Equations intégrales linéaires non homogenes de Volterra de la seconde et premiere es-

pece
X X
p(x) = x* +sin(x) +1 +/1f (x? - Hedt ; 0= 2 +1 +Af (x® — De(dt
0 0
Equation intégrales linéaires homogeénes de Volterra de la seconde et premiére espece

X X
w(x):)tf (x* = De(dt ; Oz/lf (x* - D(t)dt
0 0

1.1.2 Equations intégrales de Fredholm :

Définition 1.2. On appelle une équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde

espece une équation de la forme

b
<p(x)—/lf K(x, t,p(0)dt = f(x)
a

ou

v" @(x) est une fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un

parametre reél.
«Si f(x) = 0I'équation s’ecrit
b
p(x) = )Lf K(x,t,p(0)dt
a

elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce homogene, si

dans le cas contraire

MEMOIR DE MASTER 3 MEKHANCHA BOUCHRA
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Si f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espeéce
non homogene.
1e On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espece une équa-

tion de la forme

b
p(x) —Af Kx, ept)dt = f(x)
a

ou

v @(x) est une fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un

parametre reél.

*Si f(x) =0 et K(x, ) = AK(x, t) I'équation s’écrit

b
@(x) = f K(x, e(ndt

elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce homogene, si dans le cas
contraire f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espéce
non homogene.

2e Une équation de la forme
b
f K(x, e(n)dt = f(x)
a

est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiere espece.

Exemples des Equations intégrales de Fredholm :

Equations intégrales linéaires non homogeénes de Fredholm de la seconde et premiére es-

pece
1 1
¢u3:x2+anu3+1+af MZ—U¢UNH;O:x2+1+Af (x* = e(Hdt
-1 -1
Equations intégrales linéaires homogenes de Fredholm de la seconde et premiére espece

1 1
wm:af(ﬁ—n¢mduo:1f(ﬁ—nwmdt
-1 -1

MEMOIR DE MASTER 4 MEKHANCHA BOUCHRA
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Equations intégro-différentielles :

Dans ce type d’équation intégrale, la fonction inconnue ¢(x) apparait dans 1’équation
par 'une de ses fonctions dérivées ordinaires et dans l'intégrande avec des conditions

initiales.

d?¢ x do
_dx2 (x)=f(x) +/1f0 (x—-tedt, ¢@0)=1; _dx @=0 (1.1)
do 1
—(x) = f(x) +/1f (xDp(D)dt, 0)=1 (1.2)
dx 0
do 1
Ix (x) :f(x)+/1f0 (xt)\edt, ¢0)=1 (1.3)

Similairement aux cas précédents, la forme des équations intégrales est soit du type li-
néaire ou du type non linéaire. On remarquera que I’équation intégrale est une équa-
tion intégrale linéaire de Volterra de la deuxiéme espéce tandis que I’équation intégrale
estune équation intégrale linéaire de Fredholm de la seconde espece. L'équation
est une équation intégrale non linéaire du type de Fredholm. Dans ce qui suit nous don-

nons quelques exemples d’équations intégro-diffé rentielles.

Exemples :
A 5 3 do d* 1
—x)=2x"—-x— - Hep(ndt, 0= —0)=0 ——0)=-—-
33 (¥) =2x"—-x fo (x=De(1) ®(0) dx( ) dxz( ) 2
de 1 4 fx 3
—(x)=-x"- -0’ (Ddt,p0) =1
dx(x) 2" 5 (x -0~ (Ddt,p(0)
MEMOIR DE MASTER 5 MEKHANCHA BOUCHRA
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1.1.3 Réducations équivalentes : équations intégrales - équations diffé-
rentielles

Probléme de la valeur initiale et équation intégrale :

Considérons le probléeme de la valeur initiale suivant

ae
dx

Une intégration le long de I'intervalle [xg, x] donne

(x) = F(x,), avecx=xy ¢(xo) = Qo

p(x) = o +f F(t,p(t)dt

X0

La fonction inconnue ¢(x) figure sur le coté gauche de cette derniére relation et fait aussi
partie de 'intégrande.

D’autre part, il est aisé de remarquer que cette équation intégrale est linéaire si l'inté-
grande F(t, (1)) ala forme F(t, (1)) = a(f)@(t), autrement dit si '’équation différentielle
initiale est elle aussi linéaire.

Exemple :

e L’équation intégrale linéaire de Volterra
1 X
Px)=x°— > sin(x) +f (x> —Det)dt
0

devient apres les transformations suivantes

@(x) =3x% - lcos(x) + (X2 - 0)x) +2xf p(Hdt
dx 2 0

dz(P _ 1. 2 dy *
W(x)—6x+§s1n(x)+(4x—1)<p(x)+(x —x)a(x)+2f0 p(Hdt

MEMOIR DE MASTER 6 MEKHANCHA BOUCHRA
2018-2019 KHELAIFIA AHLEM
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dg)—(p(x) 6+1cos(x)+4 (x)+(@x— l)d—(x)+(x —x)d2 (x)+(2x— 1)—(x)+2 (x)
dxd 2 ¢ dx 14

équivalente a I’équation différentielle linéaire d’ordre 3 avec les conditions initiales au

pointc=0
ﬂ(x) (x —x)d (x) (6x—2))d—(p(x)—6 (x)—6+1cos(x)
dxd dx PLI=075
=0, %oyt T
=0 Y T T A

L'équation différentielle linéaire avec les conditions initiales au point ¢ =0

a3 do 1, deo d*¢
—(x)—— =x“; 90)=0, —(0)=0, ——(0)=1
Ix 5 (%) Ix (x) 5% ¢(0) dx() dxz()

est équivalente apres les transformations suivantes

d2 d2
0 —(t)dt f—mdr- fo””ﬁ”‘_“” (0 +p(0) = -

d2
— S -1-g =<
x A2

d(p X X 1 x3
—(dt- | dt- ndt=-| t°dt
5 dz() f foq)() Gfo
ap 1 _ 99 o _ _f“ 1
dx (x) Tx 0)—x ; pndt= 52%

a I’équation intégro-différentielle suivante de type Volterra

MEMOIR DE MASTER 7 MEKHANCHA BOUCHRA
2018-2019 KHELAIFIA AHLEM
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Probléme aux bords et équation intégrale :

Inversement un schéma mathématique traduit sous la forme d’'une équation intégrale
peut aussi étre transformé en un probleme différentiel de valeurs aux bords.
Nous allons traiter 'équation différentielle d’ordre 2 suivante avec des conditions aux

bords
d’¢
W(x) =y(x,ex); 0sx<1, p0)=c, p(1)=d

En intégrant I'’équation deux fois de suite par rapport a x le long de [0, x], il vient

Exemples :
dz(l’ 1,
W(JC)‘FEX (p(X):l; 0<x<l1, (p(O):l, (p(1)=0
dz")()+1x W=x0<x<l 0O =1 0<x<1 00 =1 ®1y=0
—(X) + =xp(x) =x ) =1 , -1, )=
dx? 2 ® 14 4 dx

Equations intégrales a plusieurs variables

La notion d’équation intégrale peut étre facilement généralisée au cas multidimension-
nel. Si les fonctions f, K et ¢ sont a valeurs vectorielles, dans R” par exemple, alors les

définitions peuvent aisément étre adaptées a ce cas par les formulations suivantes

(p(x):f(x)+/1f K(x,t,p(0)dt, x=a

b
p(x) :f(x)+/1f K(x,t,p(1)dt, x<a<bh

avec respectivement

F@O=HD, LD, fr-1(8), e fr (DT

MEMOIR DE MASTER 8 MEKHANCHA BOUCHRA
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Kl (x) I, (Pl(t)» (pZ(t)y y(pp(t))
KZ(x’ t;‘pl» (pZ(t)r)(pp(t))

K(x,t,9(1) =

Kp(x) t»(Ply(PZ(t); r(pp(t))

1.1.4 Equations intégrale singuliére :

Définition 1.3. On dit qu'une équation intégrale est singuliére si 'une ou les deux limites de

I'intégrale sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des points de l'intégrale.

Exemples :

1. par exemple si le noyau K(x,t) de E.I.LL de Fredholm est de la forme

M(x, 1)

|x —t|*

O0<ac<l

Kx, )=

avec M (x, t) une fonction bornée sur [a, b] x [a, b].

Ou encore un noyau K (x, t)logarithmique

Kx,H)=M(x, t)In|x— ¢

Si @ = 1 dans I'exemple (1) alors K(x,t) est appelé noyau de Cauchy.

M(x,t)

K(x,t) =
(x,1) P

MEMOIR DE MASTER 9 MEKHANCHA BOUCHRA
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Chapitre 2

Equations intégrales singulieres de
Fredholm et ses applications

2.1 Théorie des équations integrales a noyau hermi-
tique

Le sujet principal de notre chapitre est I’étude des équations intégrales a noyaux
hermitiquesﬂ ou ce qui revient au méme, 1'étude des formes hermitiques a une infinité
de variables. C’est M.HILBERT qui a créé la théorie importante qu'on possede aujour-
d’hui sur cette question. Les recherches de M.HILBERT ont été pour suivies par plusieurs
auteurs parmi lesquels mentionnerons MM.WEYL, HELLINGER, TOEPLITZ, PLANCHE-
REL, ERIESZ [10].

Traduites dans le langage de la théorie des équations intégrales les hypotheses que fait

M.HILBERT, sont les suivantes :

1. Nous dirons que le noyau K (x, y) est hermétique si la relation K(x, y) = K(y, x) est remplie

10
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b
I: fKI(x,y)Izdy; existe en général,
a

2 b 2
II: skf lu(x)| dx,
a

b rb
ffK(x,y)u(x)u(y)dxdy

k étant une constante indépendante de u(x) .
La question qui nous occupe a considérablement augmenté. C’est, en effet, un instru-
ment mathématique indispensable pour le développement de la mécanique moderne

créé par MM. de BROGLIE, HEISENBERG et SCHRODINGER.

o Etude de 'équation intégrale

b
p(x) —/lf Kx,y)oy)dy = f(x),

pour les valeurs non réelles de .
Soit K(x, y) une fonction mesurable, définie dans le domaine a s;s b, et satisfaissant a
la relation K(x, y) = K(x, y). Supposons en outre que l'intégrale

2 b 2
k(x) :f |K(x,y)| dy

2
existe presque partout. Dans le cas général | k(x) dx n’est pas convergente. Or, on peut
En

2
toujours trouver une suite d’ensembles E, E, ...Ey, ... pour lesqueles f k(x) dx existe et
Ey

qui satisfaissant aux conditions :
Ei<E,<E3;.<E,=<..

lim [mesuredeE,] =b—a.
n—+oo

MEMOIR DE MASTER 11 MEKHANCHA BOUCHRA
2018-2019 KHELAIFIA AHLEM



UNIVERSTE 08 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Pour voir qu’il en est bien ainsi, il suffit de considérer les ensembles E;, pour lesquelles
k(x) < n. Considérons maintenant une fonction K, (x, y) égale a K(x, y) si x ou y appar-
tienta E, et égale a un noyau hermitique arbitraire a carré intégrable si x et y n'appartient
pas a Ej,.

Nous appellerons K, (x, y) la réduite généralisée de K(x, y). On voit que I'intégrale,

b rb )
f f |Kn(x, )| dxdy
a a

existeE|

Soit I’équation intégrale
b
0= [ K ey =f, @.1)
a

N

ou
vV A=a+if, B#0.

Nous ne considérons que des fonctions f(x) et ¢(x) a carré intégrable.

Introduisons d’abord les solutions ¢, (x) des équations intégrales

b
@n(x) —Af Ky, Vo,(y)dy=f(x); (n=1,2,..). (2.2)
a

En multipliant par ¢, (x) et en intégrant, on obtient

b b rb b
f(pn(x)qo(x)—/lf f Kn(x,y)cpn(x)tpn(y)dxdy=f FX)@n(x)

1 b b prb
Xf <pn(x)((<pn(x)—f(x))dx=f f Kn(x,y)0n(x)pn(y)dxdy.

2. On peut aussi considérer des réduites plus générales définies par la condition :

b
nlim f \K(x, ¥ —-K,(x,y) |2 dy =0 pour presque toutes les valeurs de x dans (a, b).
—o0 ),

MEMOIR DE MASTER 12 MEKHANCHA BOUCHRA
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Le second membre étant réel, on en déduit

1 1 b 2 1 (b 1
(z—i)fa |(Pn(X)| deXL (Pnfdx_ij;l pnfdx. (2.3)

C’estune relation tout a faitindépendante du noyau. En appliquant I'inégalité de SCHWARZ

RN 2\/ b e (P :
- <
- i)fa o] dx <+ falwn(xn xfa |f )| dx,

d’ou1'on conclut

on trouve

b 4 /12 b
f |<pn(x)|2dxs | |_|2f |f(x)|2dx. (2.4)
a A a

A~

b 2
Les intégrales f |(pn (x)| dx sont donc bornées dans leur ensemble.
a
Nous avons maintenant besoin de quelques notions introduites par M. E RIESZ [11].

Soit
fi(x), 20, fu(x),... (2.5)

une suite de fonctions a carré intégrable telles que

b
f | fo(x) |2 dx <M, (2.6)
a

N

ou
v' M est une constante indépendante de v.

Nous dirons que f,(x) converge faiblement vers une fonction f(x) a carré

intégrable si

limffl,(x)dx:f fx)dx, a<x<b

V—+00

MEMOIR DE MASTER 13 MEKHANCHA BOUCHRA
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et que f,(x) converge fortement vers f(x) si

b
lim f |f(x)—fy(x)|2dx:0.
v—+00 J,

Citons les théoremes suivants diis a M. E RIESZ.
I. De chaque ensemble f, (x) satisfaissant a la condition (2.6) on peut toujours extraire une
suite partielle qui soit faiblement convergente.

IL. Si f, (x) converge faiblement vers f(x), on a

_— b 2 b 2
lim f || = f |fx)| dx, 2.7)
V—+00 a a
b b
Jim f fr(x)gx)dx = f fxgx)dx, (2.8)
a a

g(x) étant une fonction a carré intégrable.

IIL. Si f,(x) converge faiblement vers f(x) tandis que g,(x) tend fortement vers g(x), on a

b b
Vljrpoof fu(x)gy(x)dxzf fx)gx)dx.

IV. Siune suite f;, (x) faiblement convergente vers f(x) converge (en sens ordinaire) presque

partout vers une fonction F(x) on a presque partout f(x) = F(x).

Revenons maintenant aux fonctions ¢, (x) introduites a la page 12.

A cause de la condition (2.4), on peut trouver une suite n, telle que ¢, (x) converge fai-
blement vers une fonction ¢(x) a carré intégrable.
En vertu du théoréme II on a pour presque toutes les valeurs de x dans (a, b) (plus préci-

sément pour les valeurs de x appartenanta £ =limEj,) :

b b
lim f kn, (X, V), »)dy = f k(x, y)p(y)dy.

MEMOIR DE MASTER 14 MEKHANCHA BOUCHRA
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En tenant compte de il S’ensuit que f;,,(x) converge presque partout.
En posant dans n = n, et en faisant v — oo, on trouve donc en vertu du théoréme IV
que
,}i_r,{}ofnv(X) =p(x)
est une solutionf|de @-1).
Il est facile de voir qu’on peut choisir les nombres n, de maniere que limg, (x) existe
presque partout pour toutes les fonctions f(x) a carré intégrable. On obtient ainsi une

fonctionnelle T(f, A) solution de I'équation

b
To(f,2) - A f kG N Ty(f, )dy = F(0).
a

Sil'on introduit le symbole

)

D, fil) lfb| |2d 1 [lfb—fd lfb?d

T = — X+——|— X—= X
4 A Ja 4 A=A 1A Ja ¢ AJa 4
nous pouvons écrire la relation sous la forme

D(gn, f;A) =0.
Par un passage a la limite il vient
D(E(f,A), f;A) <O0. (2.9)

Il convient de considérer en méme temps les équations associées

b
W - A f K, 0w()dy =g, 2.10)
a

b
Yn(x)— /lf Ky,(y,x)v,(y)dy = gx). (2.11)

3. Nous dirons que ¢(x) est solution de (2.1 si cette équation est vérifiée pour presque toutes les valeurs
de x dans (a, b)

MEMOIR DE MASTER 15 MEKHANCHA BOUCHRA
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Nous pouvons choisir les n, de telle maniere que ¢, (x) et y,,(x) convergent simulta-
nément vers des solutions ¢(x) = T(f, 1) etw(x) = T'(g, 1) de (2.1) et de (2.10) et cela pour
toutes les fonctions f(x) et g(y) a carré intégrable et méme pour toutes les valeurs non

réelles de A. Des formules (2.2) et (2.11) on déduit

b b
f F@wp(x)dx :f gX)p,(x)dx.
a a

Par un passage a la limite il vient

b b
ffT'(g,?L)dx:f gT(f, Ndx, 2.12)
a a

formule fondametale pour I’étude qui suivra.

Si, au lieu de la fonction ¢, on introduit une nouvelle fonction u par la transformation

A
=—(f+u),
o=
I'expression D(¢, f;A) prend la forme simple suivante

|/1_1/1|2 [fabuﬁdx—f:ff_dx

En désignant par u(f) la fonctionnelle qui correspond a T'(f), nous pouvons donc rem-

placer I'inégalité (2.9) par

D(p, f;A) =

b 2 b 2
f lu(f)| dxsf |f] dx. (2.13)

Pour que le signe d’égalité ait lieu dans cette formule il faut et il suffit que ¢, (x) converge
fortement vers sa limite.
Résumé : pour A non réel I'équation admet au moins une solution a carré intégrable.
De chaque suite de réduites K, (x,y) on peut extraire une suite partielle K,,,(x, y) telle que
les solutions ¢, (x) et y,,,(x) de 2:2) et tendent vers des solutions bien déterminées
px) =T, wx) =T (g A de et et cela pour toutes les fonctions f et g a
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carré intégrable et pour toutes les valeurs non réelles de A.
Les fonctionnelles ¢ et v satisfont a certaines relations qui, moyennant les transforma-
tions

(p_/i—ﬂ, ) W—i_lg )

peuvent s’écrire :

b P b 2 b 2 b 2
f lul dxsf |f| dx, f lv| dxsf lg| dx,
a a a a

b b
f ugdx:/ vfdx. (2.14)
a a

I est bien connu que I'équation ne possede qu'une seule solution a carré inté-
grable pour I[1] # OH, si K(x, y) est un noyau borné (au sens de MM. HILBERT et WEYL).
L'exemple suivant montre qu’il n’est pas toujours ainsi pour les noyaux plus généraux que
nous considérons ici. Définissons, comme suit, un systeme de fonctions y¥,v¥,..., ¥y, ...

orthogonales et normales dans I'intervalle (0, 1) H 9].

Yox)=1 pour 0=x=<1,

1
-1 pour Osxsg,

Y1(x) =
1 pour —=x=1,
2
0 pour 05x<1—2n—_1,
n-1 1 1
”(//n(,x,'): —-272 pour 1—FSX<1—2—’1,

n-1
22 pour 1-—=x<1.
2n

4. I[A] : partie imaginaire de A.
5. Ce systéme de fonctions orthogonales a été introduit par M.HAAR

MEMOIR DE MASTER 17 MEKHANCHA BOUCHRA
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L'équation intégrale

1
p(x) - /1[0 K(x,y)p(y)dy =0,

N

ou

V K, ) =) apy,(0)w,(y),
p=0
admet certainement pour A =i une solution ¢(x) telle que
b 2
f |(p(x)| dx#0
a
sila série

21)
2
1+a,

>

converge [12].
Il convient de classer les noyaux considérés en deux classes I et I suivant que I'équation
homogene

b
p(x) - ﬂtf K(x,y)p(y)dy =0,
a

n'admet pas ou admet de solution non nulle a carré intégrable lorsque A n’est pas réel. 1l
est facile de voir que la classe I est plus étendue que la classe des noyaux bornés d’ HILBERT.
Nous verrons plus loin qu'un grand nombre de propriétés des noyaux bornés subsistent
pour les noyaux de la classe I.

Ecrivons pour abréger

b b
fK(x,y)qo(y)dyzS(qo), fK(y,x)w(y)dy:S’(u/).

MEMOIR DE MASTER 18 MEKHANCHA BOUCHRA
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Théoreme 2.1.1. Si les équations
p—-AS(p) =0, (2.15)

w—-AS' (w) =0, (2.16)
n'ont pas de solution non nulle pour une valeur particuliere
A=A"=x"+16", (B*#0)

alors :
b 2
f lp| dx=0.
a

Démonstration. Del’équation (2.15) on peut déduire les relations

*

A
EYANE (1—7)<p,

— kol — AY
p-1"S (@) =010-—)p.
A

On a dong, en tentant compte des hypotheses du théoreme :

A* A*

=T|Q-—)p;A"|, @=T|01-—)p; A"
¢ (( A)(p)tp (( A)(p)

En appliquant la formule il vient

A* b A* b
1-— ©odx = 1——f Qodx,
(=) omar=1-5) [0

d’ot1 ’on conclut, si A # A, que
b 2
f || dx=0.
a
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Par un raisonnement analogue, on obtient le théoreme suivant :
L'équation admet le méme nombre de solutions a carré intégrable pour toutes les
valeurs de A situées du méme coté de U'axe réel.

Signalons enfin que les noyaux de la classe I sont caractérisés par la propriété suivante :
Soit D I'ensemble des fonctions f telles que S(f) soit aussi a carré intégrale, et D 'ensemble
des fonctions conjuguées de D.

La condition nécessaire et suffisante pour que K(x, y) appartienne a la classe I est que la

relation
b b
ffS'(g)dx:f gS(f)dx,
a a

ait lieu chaque fois f appartientaD et g a D.

2.2 Application

Les formes hermitique a une infinité de variables :

Il est presque évident que la théorie générale des équations intégrales a noyau hermi-
tique embrasse comme cas particulier celle des formes hermitiques
(e,0)
AX) =) apgXpxg
p.q
a une infinité de variables. On peut, en effet, faire correspondre a A(x) un noyau hermi-
tique K(x, y) défini par les relations :

p—-l<x<p,

K(x,y)=apq pour {q—1<y<q,

K(x,y)=0 surleslignes x=p, y=q,
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tel que 'on ait

m (0,0 o0
Y apgxpxg :fo fo k(x, ) R () (1) dxdy,
pq

oul'on a posé

hm(x)=x, pour p-1<x<p, p<m,
hm(x)=0 pour x> m.

Supposons maintenant que les séries
o0
Y lapql*
q=1

Soient convergentes quel que soit p. Cela revient a dire que 'intégrale

fo |K(x,y)|2dy

est convergente. Considérons le systéme d’équations linéaires a une infinité d’'inconnues
(e8]
Xp—A Zl apgxg=a, (p=12,..).
q:

En posant

px)=xp pourp-1<x<p
et
fX)=ap pourp-1<x<p
On voit que la détermination de toutes les solutions x1, X2, ..., X, ... dont la somme Z |xp |2

converge est équivalante a la recherche des solutions a carré intégrable de I’équation in-

tégrale
p(x) —xlfo K, )y dy = f(x).

On voit qu'un grand nombre des théorémes que M.HILBERT a établir pour les formes

quadratiques bornées subsistent sous les hypothéses que nous avons considéré ici.
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L’équation de Schrodinger.

Nous essayerons d’abord une déduction de I’équation de Schrodinger.
Considérons un point matériel de masse m se mouvant dans un champ des forces ayant
une fonction des forces U indépendante du temps.
En vertu du principe de moindre action les trajectoires correspondant a la I'énergie E sont

déterminées par la condition de rendre minimun l'intégrale

p
V2(U+E)\/dx?+dy*+dz?,
y
Po

v' po et p étant deux ponts quelconques de la trajectoire.

Ecrivons, pour abréger, 2(U + E) = w. On obtient les équations différentielles :

En introduisant les notations

dx dz
\/EE—P» wa—q; \/a%—r)

On en déduit le systéme
dx d d d d d d
_x:_y:TZ:m’Z):m‘Z):w‘Z):\/_;, 2.17)

p 4 29x 20y 20z

Or, on voit aisément que ces équation sont les équation différentielles des bicaractéris-

tiques(ou plutot la projection des bicaractéristiques dans I’espace )d'une certaine équa-

tion aux dérivées partielles du second ordre et du type hyperbolique

62V+62V+02V Co )62V 0 2.18)
—-Cw(x,y,2)— =0, .
9x2 | 3y2 | 022 Vera
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v' C est une constante arbitraire.

Les surface caractéristiques de (2.18) sont définies par I’'équation

9£f+%9£ﬁ+(952—Cw:0. (2.19)

(dx oy 0z

Les bicaractéristique sont les caractéristiques de cette équation du premier ordre (voir
HADAMARD,Propagation des ondes). Les équation différentielles de ces caractéristiques

sont les suivantes

dx dy dz dp dq dar dat
p Bx 3y 9z p
- ot ot ot
ou I'on a posé PP =p, @ =q, Fy = r. Remplacons dans 2.20) p, g, r par p\/a 6]\/6,

7v/C. On obtient le systéme :

dx dy dz dp dq dr

T T 16w~ 10w ~ 1dw
r ldw 10w  1low
p q 2 0x 20y 20z

En comparant avec les formulrs (2.17), on voit que les trajets des bicaractéristiques dans
I’espace coinsident avec les trajectoires du mouvement dynamique. Les bicaractéristiques
jouent le role de rayons pour le mouvement ondulatoire régi par I'équation (2.18).

Il est remarquable que la vitesse dynamique v et cela quelle que soit la canstante C. On
déduit, en effet, de

ds _ds _dt
2/ PE+ G2+ 12 2V/Cw 2Co’

d’ou il suit

1
a=——-,
vCw
tandis gi'’on a
w
v=1/—.
m
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Or, il est possible de choisir C de maniére que v soit la vitesse de groupe de certaines ondes
de correspondant a différentes valeurs de E. Pour définir cette vitesse de groupe, il
faut choisir, pour chaque valeur de E, une certaine fréquence v fonction de E. On peut
aussi considérer E comme fonction de v. Ceci posé, la vitesse de groupe b est définie par
I'équation

dvVC) . VCdE

d v d
== WV = Vo= ey oS

1

b
[w

En écrivant b= v = 1/ —, et en utilisant la relation w = 2(U + E),
m

on en déduit

2 C

;4O +2Ed(vVC) e - (2.21)

dv d dv

Remarquons que E et C sont indépendants de x, y, z, tandis que U est une fonction de ces

variables, pour (2.21) ait lieu il faut donc que le coefficient de U soit égal a zéro, c’est-a-dire

dvvC
(—\/_) =0 (2.22)
dv
L'équation (2.21I) nous donne encore
dE
C—=vm. (2.23)
dv
De (2.22) et (2.23) on déduit maintenant les relations suivantes
E=hv (Relation de PLANCK[),
ou

v' h est une canstante

et
m

Czﬁ.

6. une relation de base de la mécanique quantique, elle traduit le modele corpusculaire de la lumiére
(plus géneralement de toute ondes électromagnétique) en permettant de calculer I'énergie transportée par
un photon.
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L'équation (2.18) peut donc s’écrire

AV =2 —U+E—62V 0 (2.24)
—_— m = . .
E? &t
En posant
V =expQIlivt)p(x,y,2),
On obtient

211\?
Ap+2m(U+E) (7) @ =0. (2.25)

Le point fondamental dans la théorie de M.Schrodinger est I'ypothése que les "niveaux
d’énergie" qui correspondent aux "orbites possibles " de la théorie de M.Bohr sont les
valeurs caractéristique de I'équation (2.25), E étant le paramétre, c’est-a-dire les valeurs
de E, pour lesquelle 'équation admet une solution ¢ a carré intégrable, le domaine
d’intégration étant I'éspace entier.

Nous allons étudier de plus prés le cas ol1 le champ des forces U est crée par I'attraction
newtonienne d’'un nombre fini de masses concentréés en des points fixes dans I'espace.
Nous montrerons que ’équation ne peut admettre de solution a carré intégrable
que pour un nombre dénombrable de valeurs réelles de E.

2
En écrivant A = E (7) , nous pouvons écrire I'’équation (2.25) sous la forme

Ap+(W+1)p=0, (2.26)

Wp =Y 2L1p,
Ty
les o, et B étant des constantes positives et les r, désignant les distances du point variable
p a certains points fixes. Nous chercherons d’abord une fonction de GReen G(p, q) de
I’équation

A(p—x2<p+W(p:0,
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Ot x a une valeur que nous allons préciser plus loin. En adjoignant I'équation

AH-x*H=0,

exp(—xrpq)

qui admet la solution H(p, q) = ( rpq désignant la distance entre les points p

P4
et q ), et en appliquant une formule de Green, on démontre que la fonction G(p, p;) peut

s’obtenir par la résolution de I'équation intégrale

1
G(p,p1)—H(p,p1) - EIH(’?’ DU(g)G(q,p1)dwg =0. (2.27)

En introduisant les fonctions

Qp,q) = vVW(p)H(p,q) v W(q), (2.28)
Lip,q) =vW({PpP)G(p,g) v W(q),

nous pouvons écrire (2.27) sous la forme

1
L(p,p1) — Efﬂ(p, q)L(q, pr)dwg = Q(p, p1). (2.29)

Pour résoudre cette équation, nous avons besoin du théoreme suivant : [12]

S’il existe une fonction positive A(p) telle que

f |K(p, 9)| Al@)dw4 < kA(p)

( k = constante indépendante de p) K(p, q) est un noyau borné ( au sens de M.Hilbert)

dont la borne ne dépasse pas k.

Prenons A(q) = v W(q).

Ona

exp(—xr,,) [ &
Tpq v=1Tpq,

On peut prendre x suffisamment grand pour que I'intégrale du second membre soit in-

férieur a un nombre positif < 411 quel que soit p. Q(p, g) est donc un noyau borbée et 'on

MEMOIR DE MASTER 26 MEKHANCHA BOUCHRA
2018-2019 KHELAIFIA AHLEM



UNIVERSTE 08 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

peut résoudre 1'équation par la série de Neumann. La solution obtenue L(p, q) est
elle aussi, un noyau borné. La fonction G(p, q) cherchée s’obtient maintenant par la for-
mule (2.28). En remarquant que /W (p) < \/B on trouve que G(p, q) est un noyau borné.

Ceci posé, on démondre (par une formule de Green) que chaque solution a caré intégrable

de I'’équation différentielle (2.26) est en méme temps solution de I’équation intégrale

A

+x?
T fG(p, Ne(@dwg =0,

@(p)— 2

et inversement. Le noyau de cette équation étant un noyau borné d’Hilbert, il s’ensuit que
I’équation (2.25) ne peut admette de solution a carré intégrale que un nombre dénom-
brable de valeurs réelles de A.

(ol
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Chapitre 3

Equations intégrales singulieres de
Volterra et ses applications

3.1 Preliminaires

eLe présent travail concerne la théorie de I'’équation de VOLTERRA de premiére es-
pece

y
fo @K, y)dé = h(y) 3.1

(ol I'inconnue est ¢(y)), dans le cas singulier ou la diagonale K(y, y) du noyan s’annule
pour la valeur particuliére y = 0. On sait que I’équation se ramene par dérivation a
I’équation

PMK(y,y) + fo yw(&)K}(ﬁ, ydé=h,y) (3.2)

ou bien / /

Ky (&, y) g = hy(y)
Ky, y) Ky, y)
(équation de VOLTERRA de seconde espéce). En admettant par exemple que h;,( ), Ky, ),

y
p(y) + fo @) (3.3)

k;, (x, y) sont des fonctions continues dans les domaines respectifs

28
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D
O0<y<b
(D)

O0<x<y<b

et en ajoutant 'hypothése que K(y,y) ne s’annule pas dans (I), on a une équation inté-

grale réguliére, dont la solution est bien connue. Lorsque K(y, y) s’annule pour la valeur
!

K, (x,y)
particuliere y =0, le noyan h de (3.3) n'est plus borné dans (D) :
y

)

les équations (3.3) et (3.1) sont singulieres.

«Ce cas singulier a été traité pour la premiere fois par M. VOLTERRA|2], qui introduit

les conditions suivantes :

A).Ona
h(y)=y" ' (y)

n n+1
K(x,y) — Z aixlyl’l—l + Z x’y”“_’Li(x,y)
i=0 i=0
n étant un entier, les a; des constantes, h;(y) et L;(x,y) des fonctions continues, ainsi

que leurs dérivées par rapport a y, dans les domaines respectifs (I) et (D).

B). K(y,y) ne s’annule dans I'intervalle (I) que pour la valeur y = 0.

O). zn: a; # 0, de sorte que K(y, y) admet la racine y = 0 a un ordre de multiplicité exac-
temen;:é?gal a n.

D). L'équation algébrique

ap a an

+..+—=0 (3.4)
o-1 o-2 o—n-1
a toutes ses racines distinctes.
M. VOLTERRA établit alors les résultats suivants :
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1°) Si toutes les racines de ont leurs parties réelles positives, admet une solu-
tion et une seule ¢(y) continue dans (I).

2°) Si a des racines dont la partie réelle est négative, la solution ¢(y) de I'équation
n’est plus unique.

Le second de ces résultats a été complété par M. HOLMGREN [2] en suivant la méme

méthode. On obtient I"énoncé :

3°) Si admet r racines dont les parties réelles sont négatives, les autres ayant leurs
parties réelles positives, la solution générale de dépend de r constantes arbitraires et
s’écrit:

) =) +Cip1(Y) +...+ Crp, (¥,

1), 2(3), ..., (y) étant des solutions, linéairement distinctes, de ’équation homogeéne

y
fo P(K(E,y)dé=0.

eLa question a été reprise par LALESCO [6] qui retrouve les méme résultats en suivant

un analyse tout a fait différente de celle de MM. VOLTERRA et HOLMGREN.

Nous ferons quelques remarques comparatives sur les deux méthodes.

LALESCO admet pour le noyan K(x, y) un développement de forme

(y_x)n . (y_x)n+1
n! (n+1)!

K(x, ) :Ao(x)+A1(x)¥+...+An(x) P(x, ),

puis il détache le cas particulier ot P(x, y) est identiquement nul. Dans ce cas particulier
I’équation (3.1) conduit, aprés (n + 1) dérivations, a I’équation différentielle
n n-1

a7 (Ao(Y)p) + W(Al @) +...+ An(y)p = H(y) (3.5)
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qui, sous des restrictions correspondantes aux précédentes A, C, est du type de FUCHS.
Dans le cas général (P(x, y) non identiquement nul) LALESCO procede par approxima-
tions successives dont chacune est définie par une équation du type ou le second
membre est connu et s’explicite donc (méthode de variation des constantes) par des inté-
grales ol interviennent les solutions fondamentales de (3.5).
En allant au fond des choses, il est aisi de voir que, dans la méthode de M. VOLTERRA,

on détache de méme la partie du noyau
n . .
1. ,n—1
> aix'y"™,
i=0

ensemble des termes principaux pour x et y petits, laquelle amenerait, si elle était seule, a

I’équation différentielle

n [e) n—1

> a2 ")+ ) (n—1i)
> a;. y'e)+) (n—-iaj.——
7 dyn Ydyr!

i

(Y" L) + ...+ nlag.p = H(y). (3.6)

Mais, tandis que LALESCO a pu employer directement, dans son analyse, I'équation dif-
férentielle (3.5), MM. VOLTERRA et HOLMGREN ne pouvaient utiliser de méme qu'’il
est pourtant loisible de retrouver derriére leurs calculs et qui en donne le fil directeur.

La méthode de LALESCO est formellement beaucoup plus simple, de sorte que c’est elle
qui est généralement exposée dans les traités. Elle permet d’éviter la condition D posée
plus haut mais, d'un autre point de vue, elle est pourtant un peu moins générale :
LALESCO l'a exposée pour le cas ou le noyau K(x, y) de I'équation est analytique; il
est clair, comme il I'a indiqué, que I'analyse vaut sous des hypotheses plus larges, mais de
toutes facons, le passage par I’équation différentielle nécessite que ’'on dérive (n + 1) fois
I'équation et il faudra donc admettre I'existence des dérivées n + 1" de K(x, y) et

de h(y)ﬂ Or M. VOLTERRA pose seulement les conditions précédentes A, C : existence

1. Au moins en premiere analyse et s’il est possible d’éviter de telles restrictions, ce ne pourrait étre,
croyons-nous, que par des modifications profondes de la méthode, qui perdrait alors ses avantages de sim-
plicité.
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des dérivées premieres et hypotheses sur 'allure infinitésimale de K(x, y) et h(y) lorsque
x et y approchent de zéro dans (D) ou (I) : ce sont la des conditions plus larges et tout a
fait naturelles.

Observons d’autre part que la méthode de M. VOLTERRA pourra étre préférable s'il
s’agit non seulement d’obtenir les théoremes d’existence, mais de déterminer effective-
ment la ou les solutions d'une équation singuliére (3.I) donnée. Cela vient au fond de ce
que I'équation est infiniment plus élémentaire que (3.5). Les formules de M. VOL-
TERRA ne font intervenir que des fonctions élémentaires alors que les approximations
successives de LALESCO se calculent a I’aide des solutions fondamentales de (3.5), qui ne
sont en général pas connues en termes ﬁnisﬂ

oIl apparait donc comme souhaitable de simplifier la démonstration donnée par M.
VOLTERRA pour les théoremes d’existence tout restant a son point de vue.

C’est ce que nous avons cherché a faire ici. La méthode que nous exposons plus loin
amene aux théorémes en question par des calculs simples et d'une maniére qui parrait
tres naturelle. Elle repose sur une décomposition du noyau qui permet de procéder par

récurrence et qui présente d’ailleurs, en elle-méme, un certain intérét.

1 , .
3.2 Les noyaux de forme ;P(%) et leur decomposition

eNous utiliserons dans la suite les notations de la théorie de la composition de M.

VOLTERRA. Rappelons seulement que le produit de composition de deux fonctions f(x, y)

2. Au méme point de vue, il est intéressant de tenir compte d'un résultat de M.VOLTERRA qui montre,
dans sa seconde note, que I'on peut introduire systématiquement des fonctions symétriques des racines de
(3.4).
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et g(x, y) est (composition de premiere espece)

* g y
fgx,y =f fx,6)g¢, ydg

et renvoyons, pour les propriétés utiles de la composition et des fonctions permutables
* *
(c’est-a-dire telles que f § = § f) aux exposés de la théorie [12]. Les équations précédentes

(3.1) et (3.3) peuvent alors s’écrire

0@K =g h (3.7)
0p(1°—M) =¢ H (3.8)

en introduisant le symbole 1° (unité de compositionE[) et en posant

K'(x, h.,(y)
%)) H(y = J .
K(y,y)
Il est d’ailleurs sous entendu que, dans et 3.3), ¢, h, H ne dépendent que de y et que,

Mx,y)=-

* *
dans les compositions (7)[( et <*pM la limite inférieure d’intégration est x = 0 (nous
I'indiquons ici par I'indice zéro placé en avant et au dessous de la ligne).
Rappelons enfin que, noyau et second membre étant supposés continus (c’est-a-dire si

I'on n’est pas dans le cas singulier), I'équation a pour solution
x X * y
P =0 1O~ = HY) - | HORE e, 3.9)
0

le noyau R (noyau résolvant de M) étant donné par la série de composition

R=—(M+M + M +..): (3.10)

ce noyau est permutable avec M et vérifie les équations

1P-Mma°-R=1"-RA’-M =1

3. Loc. cit, p8
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d’ou
* *

1P°-R=0a"-m,

équations qui rendent d’ailleurs intuitif le passage de (3.3) a (3.9).

ePlacons nous maintenant dans le cas singulier et supposons que le noyau K(x, y) se
n

réduise a ses termes principaux Z a;x'y"™", avec la condition C:
i

n
Y a;i#0
i=0
Le noyau M de I'’équation (3.3) se réduira a

X 1

1 n
-=Y (n-ia;—= ; (3.11)
J’;) lyl Z?:oai
il est de forme
1 X
——P(—) (3.12)
y vy

P étant un polynome et nous allons examiner quelques propriétés de tels noyaux.

Soient deux noyaux de type (3.12) :

1 X 1 X
_p(_) et L1p (_)
y \y y y

P et P, étant des polynomes, ou mémes des fonctions quelconques de la variable ¢ =

)

<%

A

fonctions bornées et intégrables pour 0 < ¢ < 1. Les noyaux sont alors définis pour 0 < x <
¥; on voit de suite qu’ils sont permutables entre eux [7], leur produit de composition étant
défini, lui aussi, dans le champ

O<x=y,

et donnant un nouveau noyau de type (3.12).

1 (x
Il en sera de méme des puissances de composition de ;P (;) Donc enfin le noyau
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1 (x
résolvant de ;P (;) sera défini pour 0 < x < y et sera de type (3.12).

ePrenons le cas particulier de deux noyaux

=56 56T

N

ol
v aet bsont des constantes quelconques, ainsi que les exposants A et u.

Bornonsnous, ce qui suffit pour la suite, au cas ol A et u sont différents et formons

1°- HNa’-g=1"-F)
Il vient, comme on le vérifie de suite
() (o) 0 (o)
F=—|—| [a+ +—{=| [P+ .
y\y A-p) y\y p—A

Pour que les noyaux f et g soient résolvant 'un de I'autre il sera nécessaire et suffisant que

ab ab
a+ =0, b+ =0

A—pu pw—A
d’ou immédiatement

u=A-a, b=-a.

A x/l—a
D’ot 'énoncé suivant : Le noyau résolvant de a est—a .
y/1+1 yJL—a+1

eLe calcul qui précede entraine aussi que : si I'on compose des binomes en nombre
quelconque de forme

*0 x/ls
1 —615— (321;2;---;17);

N

ou

v les constantes A sont différentes entre elles.
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*

*
On obtiendra une expression de forme 1° - F avec

3 bt
F = bS )
= y/15+1

les coefficients b; se calculant aisément a partir des a; et des A;.
Nous nous trouvons tout naturellement amenés a étudier la question inverse :

étant donné le noyau

p xls
F=) b Tl (3.13)
s=1 )V
* *
peut-on trouver une décomposition de 1° — F en produits de composition
* % S=p * x,ls

a°-mn=T] 1°—aSW . (3.14)

s=1 Y

et une telle décomposition est-elle unique ?

+Or’étude de cette question est bien simple. Les coefficients by, et A5 sont connus, les A
étant tous distincts. On recherche les a;. Nous imposons aux décompositions cherchées
la condition que les exposants A des divers binomes du produit symbolique H
interviennent tous effectivement dans F, nous devons donc supposer que aucun des by
n'est nulf]

Si nous remarquons que

* -1
1*0 XM _ 1*0 N xh-—a
aQ y/11+1 - @ yﬂtl—a1+1

4. C’est la une condition qu’il n’est pas indispensable d’introduire. Notons en effet que, pour un choix
convenable des a; et des A; il peut fort bien arriver que quelques uns des b soient nuls. On pourrait donc
envisager des décomposition du type dans lesquels le produit symbolique ]_[ introduirait des expo-
sants qui ne se retrouvent pas dans E Cela n’a pas grand intérét pour la suite et ne présente d’ailleurs pas de
difficultés.
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tout revient a déterminer a; de facon que I'on ait

N Mo 0
_ ot
(1 —F)1+01W =1 F,
avec
! P !/ x/ls
F',p) =) by—— (3.15)
§=2 yrs

les b/, étant de nouvelles constantes.
Admettons, pour faire le calcul, que 1, — a; est différent de 11, A2, ..., A, quitte a vérifier a

la fin que cette hypothese est bien satisfaite. La valeur de F’ s'écrit de suite d’apres le calcul

Al
précédant. On trouve dans F' un terme en 157 Dont le coefficient est nul, un terme en
y 1
xM-a
————— qui doit disparaitre, ce qui donne
y/ll —a;+1
14 by

1+ =0 (3.16)

s=1 m -
C’est une équation de degré p pour déterminer I'inconnue a; ; il apparait dés maintenant
*
que le probleme de la décomposition de 1° - li" ne sera pas entierement déterminé; il ap-
parait aussi que la condition préalable posée 1, — a; # As(s = 1,2,..., p) est satisfaite par
toutes les racines de (3.16), les b, étant tous différents de zéro.
*

En choisissant a; racine de on est ramené a la question analogue avec 10— Ir15 F'
ayant la méme forme de F mais étant somme de (p — 1) termes seulement. On renouvel-
lera I'application de la méthode.

On arrive ainsi a I'énoncé suivant : la décomposition est toujours possible et de plu-
sieurs manieres.

*On vient de voir que, pour déterminer les ag, on a a résoudre une suite d’équations

algébriques : d’abord

P b
1+ —= -0 (inconnue a;)
52"1 A1 —ﬂp—dl
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puis I'équation analogue formée avec F,

>
1+ _
s=1 /12

=0 (inconnue ay) (3.17)
- /13 - az

etc. Mais il existe des relations trés simples entre ces équations successives (3.16), (3.17)
,...., de sorte que les décompositions cherchées s’écrivent immédiatement dés que 'on

connait les racines de (3.16). Posons, en effet,

/11—6l1:0'

on a, pour g, I'’équation algébrique

p bs
s=1V — ALs

Or le calcul précédant entraine de suite que

As—M As—M
bl =b—=> =b =2,3,...,
T A= +ar Ag—oy ¢ 2

en désignant par o, la racine de (3.18) qui a été prise pour valeur de A, — a;

Ecrivons maintenant (3.18) sous la forme :

P bg(o-A
flOy=o-MA +191+Zsu =0
2 0-_/13
o)-flo
puis transformons-la de fagon a y faire disparaitre le facteuro—o, |enforman IM .
O—01
Il vient
bs(As—A
1+ Z s( N 1) _
s=2 (c-A)(As—071)
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c’est-a-dire
p /
1+ S

0= A -
qui coincide avec en prenant o = 1, — ap.

L'application de la méthode suppose donc seulement connues les racines de (3.18), puisque
toutes les équations algébriques que I’on doit considérer se déduisent de eny élimi-
nant les facteurs binomes donnant les racines déja utilisées.

Toutes les racines de (3.18) seront utilisées a tour de role; (3.18) peut avoir des racines
multiples, cela n'aménera aucune difficulté, chacune comptant autant de fois qu’il y a

d’'unités dans son ordre de multiplicité.

%
Enrésumé: les décompositions cherchées de l'expression 1°—F s'obtiendront de la facon
suivante : prenons toutes les p racines de U'équation (3.18) (distinctes ou confondues) et

faisons correspondre a chacune d’elles o s des exposants A; on aura, d'apres ce qui précede,

aS:/ls_a-s (3.19)
et on aura .
* s—p| = xAs
1°-F=[[|1°-QAs-095— (3.20)
s=1 ys
d’ou immédiatement .
0 E-1_TT]|40 x7s
(]. —F)_ = H 1 —(O'S—AS)W (321)
s=1

On voit trés nettement I'arbitraire des décompositions cherchées qui est dans la corres-
pondance établie entre les A et les o; il y a donc p! décompositions possibles du type

précédent.
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3.3 Application a I’équation intégrales singuliére de
Volterra

*Nous n’aurons besoin que d'un résultat tres particulier entre les précédents et nous
I’énoncons ainsi :
Lemme. - Soit le noyau
i

1 & X 1
Mx,y)=——) (n—-ia;—. ai #0,a, #0 (3.22)
Y7y 2 yhria (Zz: )

i=0

auquel nous faisons correspondre l'équation (3.4)

ap a) a
+o..+—2 =0,
o—-1 o-2 o—n-1

Cette équation, rendue entiere, est de degré p, si p+1 est le nombre des coefficients a,, ay, ..., an,
qui ne sont pas nuls. Soit o, l'une de ses racines et soit r le plus grand entier inférieur a n
tel que a, # 0. Considérons les deux noyaux (résolvant l'un de l'autre)

o1—1 r

fi=(o1-r-1) o (r+1+01)yr+1,

on aura, dans le domaine 0 < x < y, les égalités équivalentes :

(10— M)(1°— f) = (1° = M) (3.23)

*

1= M) =(1°- M)(° - g1) (3.24)

M, (x, y) étant un noyau de méme type que (3.22)

M (x,y) = ——Z(r—z)a " (D a:#0,a,#0) (3.25)

Z A
mais tel que la somme qui y figure a un terme de moins.

Les coefficients a; sont donnés par
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ai(n—1i)
a=—"-

i o1—-i—-1
et]’équation analogue a formée avec les a; coincide avec I'équation débarassée
du facteur o — 0,

La vérification directe est immédiate. Si I’on veut avoir I'énoncé précédent comme cas
particulier des résultats du § 2 on fera attention aux changements de notations : les A
du § 2 sont ici les nombres 0,1, 2,....,n— 1, ou du moins ceux de ces nombres qui corres-
pondents a des coefficients a; non nuls; I'inconnue o de I'équation est notée ici
o — 1 de maniere que prenne exactement la forme donnée par M. VOLTERRA.

*Revenons alors a I’équation singuliere (3.1), ou a son équivalente
ki (€,y) . h, ()

k(y,y) k(y,y)

y
@) +f0 @)

Nous nommerons H(y) le second membre et nous poserons le noyau

K0y = M(x,y) + M(x,)
k(y,y)
M(x, y) étant I'expression (3.22). Les conditions A, B, C posées au début entrainent im-
médiatement la suivante :
A). H(y) et M(x, y) sont bornées et continues respectivement dans (I) et (D). (M(x, y) est
cependant discontinue pour x = y = O, mais en restant bornée; il importe peu pour la

suite ou I'essentiel est que les fonctions considérées restent bornées et soient intégrables).

Nous avons donc a traiter I’équation

y y _
qo(y)—f0 w(s)M(e,y)ds—fo pE)M(e,y)de = H(y) (3.26)

5. Bien entendu les valeurs de l'indice i qui correspondraient a des a; nuls ne devoient pas intervenir
dans le calcul, et 'on peut étre ainsi assuré de ne jamais rencontrer de dénomirateur o7 —i — 1 nul.
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qui peut encore s’écrire
* *0 * *i *
op(1"=M) —geM =9 H
sous les hypotheses A'. Toute la difficulté vient de la partie singuliere du noyau M(x, y);
mais le lemme précédent permettra de réduire cette partie singuliere.
«Si les noyaux M, f, g étaient bornés dans (D) ( ce qui n’est pas le cas ) la réduction,
laquelle serait d’ailleurs sans intérét, serait fort simple.

*

(3.26), en la composant par 19— f1 eten tenant compte de (3.23) donnerait
0&(10_1\41)—0 &)1\_/[1 =0 Hy (3.27)

avec

y
H, :H(y)—f H(e) fi(e, y)de;
_ 0y (3.28)
M1(x,y):M(x,y)—f0 M(x,€) fi(e, y)de

étant d’ailleurs équivalente a alaquelle on repasse en composant par (1*0 — §1),
puisque §1 est le noyau résolvant de f.

Mais les calculs que nous venons d’indiquer sont légitimes, malgré la limite inférieure
d’intégration zéro, si les fonctions f;,g; sont du type :

xH1
constx —-,

I'exposant p ayant sa partie réelle positive. Il est clair en effet que les intégrales que défi-
nissent les compositions restent convergentes et que ’on peut y échanger les signes
d’intégration, ce qui donne |’associativité des produits de composition, sur laquelle repose
en fait le calcul précédent.

.
. . . P N . X
Il n'y aura donc jamais de difficulté concernant g, ot apparait ——, avec un exposant r
y
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o1—1
et le calcul du début de ce numeéro sera valable si

positif. Dans f; apparait de méme o

la partie réelle de o est positive.

Enrésumé : Toute racine de qui a sa partie réelle positive permet de passer de
a une équation équivalente en ce qui concerne la recherche des solutions ¢(y) bor-
nées, plus simple parcequ’il y a un terme de moins dans la partie singuliére du noyau.
Léquation est d’'ailleurs exactement du méme type que car les fonctions M et
H, qui y figurent sont bornées :

par exemple l'intégrale qui intervient dans M, est telle que

y__ . y o1—-1
f M(x,$) f1(&, y)d¢| < max delMIf loy—r—1] v d¢ =
X X
oy —1— oy —r—1|

max de| M|

/
1

/

1 _
| (1 — (f)"l) < maxde|M|.
y 1

avec
o, =partie réelle de 0.

Si a une autre racine a partie réelle positive distincte ou non de o, on pourra appli-
quer a nouveau le procédé de réduction, et ainsi de suite.

Lorsque toutes les racines de ont leurs parties réelles positives, on aura ainsi une
équation

£ k= *
0® —0PMp =0 Hp (3.29)

ou la partie singuliere du noyau a disparue et ou ﬁp et Hy, sont des fonctions bornées.
C’est une équation de VOLTERRA de seconde espece qui est du type habituel et a la-
quelle s’applique la théorie classique. Nous retrouvons ainsi le premier résultat deM. VOL-
TERRA : I'équation a, dans ces conditions, une seule solution (bornée).

De toutes facons on pourra, par le procédé de réduction qui vient d’étre donné, se dé-
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barasser de toutes les racines qui ont leurs parties réelles positives. Il nous reste donc a
examiner le cas ol toutes les racines de (3.3) ont leurs parties réelles négatives.
* *
Il n’y a plus rien a tirer alors de la composition de par 1° — f; avec la limite in-
férieure d’intégration zéro, et cela nous oblige a modifier le procédé de réduction.
Le nouveau procédé conduit, comme on le verra, a une équation qui n’a pas tout a fait la
méme forme que (3.26), mais ou figure en plus une intégrale f . Nous envisagerons donc,

y
dés le début, au lieu de (3.26), une équation contenant un tel terme, a savoir

£« " * y _ b _
0910 M) — fo POME,y) - f PONE, y)dé = H(y) (3.30)
y

N(x, y) désignant un nouveau noyau donné dans le champ

(D) 0<y=<x<bh

borné et continu (ou au moins intégrable) dans ce champ. L'équation donne
comme cas particulier en y prenant N = 0 et on verra que les réductions successives
conservent ce méme type (3.30).

@(y) étant une solution bornée de et 0, une racine (de partie réelle négative) de
I'équation (3.4), il n'y a pas d’obstacle a remplacer 0(;)(1*0 - ]{2) par 0<*p(1*0 — ]\21)(1*0 — g*l) :

nous avons déja vu que les compositions par g n"amenaient pas de difficultés. En posant
0p(1° = My) = y(y) (3.31)
I’équation (3.30) s’écrit

r

y y _ b _
v - fo w(s)(r+1—ol)y‘f+ld6=ﬂ(y)+ fo POME NS+ [ pONE e,
y
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En désignant par L(y) le second membre, surement borné, et posant pour un instant
Y r
X0 = [ werds
0
On al’équation différentielle

dX r+1
yd—y—(r+1—01)X:y L(y)

b
X(y) — _yr+1—0'1f nUl_lL(n)dn+ ayr+l—0'1
y

a étant une constante arbitraire. Le second membre tend vers zéro avec y, on dérive sans

difficultés et obtient

vy =Ly -r+l1-0)y ! f n” " Lmdn+ By !
y

p étant une autre constante arbitraire. En tenant compte de (3.31) on a une nouvelle équa-
tion en ¢(y) qui, d’apres le calcul précédent, est équivalente a (3.30) en ce qui concerne la

recherche des solutions bornées. Or cette équation s’écrit :

£« " * y _ b _
0p(1°— M) - fo POV VA - [ PO Y = iy (3.32)
y
avec
b
H()=Hy)-r+1-0)y " f n“ ' Hmdn+ By,
y
— — b —
\ Ml(x,y)zM(x,y)—(rH—Ul)f Noy-1M(x,m)dn+y 7!, (3.33)
y
Nl(x,y):N(x,y)—(r+1—01)y‘”1f N(x,n)n‘“‘ldn—(r+1—01)y“’1f M(x,m)n° " tdn
y X

et il est clair que H, M, Ny respectivement définis dans les champs (I), (D) et (D’) y sont

bornées.
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La réduction est ainsi faite. La nouvelle équation a méme forme que (3.25), mais
avec un terme de moins dans la partie singuliere du noyau et une constante arbitraire au
second membre.

0, étant une autre racine de ayant sa partie réelle négative, on peut recommencer
la réduction sur (3.32). Le terme du second membre Sy~ ?' donnera un terme de forme
B(AYy ' + By~ ?2) ou bien B(Ay 7' + By “'logy) dans le cas ou g1 = g (cas ou 0 est
racine multiple de (3.4)), A et B ayant des valeurs évidentes; on aura de plus au second

membre un terme Yy~ ! ol1 y est une nouvelle constante arbitraire.

*Puisque, par hypothese, toutes les racines de ont leurs parties réelles négatives,
on pour suivra la réduction en éliminant completement la partie singuliere M. On abou-
tira enfin a une équation de forme

y b p
w(y)—fo ¢(€)P(€,y)d€+fy w(y)Q(é,y)dvf:Rwi_ZlaiRi(y) (3.34)
ou les fonctions P, Q, Ry, R; sont connues et bornées et ou les a; sont des constantes
arbitraires, P étant d’ailleurs le degré de I'équation (3.4). Il est évident que les fonctions
Ry, Ry,..., Rp sont linéairement indépeﬁdantesﬂ

L'équation (3.29) est du type a limites fixes; elle peut s’écrire

b
o) —fo 9©)S&,y)dé=Ry+)_aiR;
i

en prenant le noyan S égal a P ou a Q suivant que ¢est inferieur ou supérieur a y. On en
aura la solution par des approximations successives, évidemment convergentes si b est
assez petit pour que

b
fo ISE pldE<0<1,

6. Ces fonctionssont d’ailleurs solutions fondamentales de 1'équation différentielle associée au noyau
M(x,y) ('équation (3.6))
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ce qui ne fait pas de difficulté ; on retrouvera dans cette solution les constantes arbitraires,
stirement indépendantes a;.
En combinant ces résultats et ceux des numéros précédents on a bien tous les théoréemes

d’existence énoncés au début.

3.4 AQuelques remarques pour terminer

eDans le cas du racines a partie réelle négative il faut supposer b assez petit, ce qui
restreint I'intervalle (I) de definition des solutions ¢(y) obtenues. C’est la une restriction
qui se présentait aussi dans 'analyse de HOLMGREN et qui est sans importance, car il
est aisé de prolonger une solution ¢(y). Les calculs de MM. VOLTERRA et HOLMGREN
supposent essentiellement que I’équation (3.4) a toutes ses racines distinctes. Dans la mé-
thode de LALESCO également il faut traiter a part le cas ot les racines de 'équation
ont des différences nulles ou entiéres, la forme analytique des solutions fondamentales de
I'équation de FUCHS étant alors modifiée. Il est interessant de noter que notre mé-
thode n'établit pas de distinction entre ces divers cas : tandis que I'expression analytique
des solutions fondamentales de I'équation differentielle (3.6) se modifie pour le cas des
*
racines multiples, notre décomposition de (1° — ]ik/l), décomposition du type (3.20), se fait
toujours exactement de méme, que les racines soient simples ou multiples.
Nous avons laissé de coté le cas ou aurait des racines dont la partie réelle serait
nulle.
Il est a peine besoin d’'indiquer que les racines imaginaires de n'améneront, dans
I’analyse précédente, aucune difficulté ; les imaginaires disparaissent bien entendu d’elles-

meémes dans les formules finales.
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Conclusion

Notre but est de faire I'étude générale des équations intégrales singulieres de Fred-

holm et de Volterra.
Dans le cas des équations intégrales singulieres de Fredholm a noyau hermétique, comme
nous l'avons vu, la stratégie est basée sur les hypothéses de M.Hilbert, tel que I’équation

étudiée admet au moins une solution satisfaisant les hypotheses de Hilbert.

Léquation intégrale singuliere de Volterra repose sur les conditions et les résultats que

ce dernier a établit et sur les notations de la théorie de la composition.
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