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Résumé

Résumeé : On va étidier le probléme de Sturm-Liouville régulier défini par:

A—Lu=f
UEDL

ou f est un paramétre complexe et L est 'opérateur de Sturm-Liouville défini par:

L:Dy— Cla,b
Lu= 4 (p(x) @) — g (x)u

sur un intervalle [a, b] et des conditions au bord:

p(a)ul(a)sinf —u(a)cos® = 0

p(b)ur (b)siny —u(b)cosy = 0

la fonction p est dans C' et strictement positive sur [a,b], la fonction g est réelle et

' ue C%a,b] /p(a)u(a)sing —u(a)cosh =0,
continue sur [a,b] et Dy =
p(b)ur(b)siny —u (b)cosy =0

pour cela on fait I’étude spectrale de 'opérateur de Sturm-Liouville. On trouve que
les valeurs propres sont réelle et les fonction propre sont orthogonaux.
Mots-clés : opérateur de Sturm-Liouville, probléeme de Sturm Liouville, opérateur

intégral, fonction de Green, la Résolvante.
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Introduction

Plusieurs équations de la physique mathématique telles que ’équation des ondes, I’équation
de Laplace, ’équation de la chaleur, ’équation de Schrodrnger etc...., peuvent étre traitées
grace & la méthode de sépartion des variables qui raméne ces équations au dérivées par-

tielles & des équation différentielles linéaires du second ordre de la forme:

a (z)ut+5 (x) wy (z)u = u, ou A € C

dont on cherche les solutions u satisfaisant & des conditions imposées par le probléme
physique étudié.
Dans le cas ou o (z) = 3 (z) avec a () € C* et a(x) > 0 Vz € I ety (z) est une fonction

réelle ’équation précidente s’écrit sous la forme:
Lu = \u

out Lu = 4 (p(x)9) — g (z)u avec p(z) = a(x) et ¢(z) = —y(x). Cet opérateur
s’appelle 'opérateur de Sturm-Liouville.

Dans ce travail, on va étudier le probléme de Sturm-Liouville régulier défini par:

A—Lu=f
u € Dy,
u(z) € C*([a,b]) : p(a)us(a)sind — u(a)cost =0 et

sur un intervalle [a, b] et D, =
q(b)ur(b)siny —u(b)cosy =0

Notre mémoire est construit en trois chapitres:
Dans le premier chapitre, on introduit les outils de base. Tout d’abord nous rappellons

quelques définitions et rappels qui seront utilisé par la suite [4 — 6]
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Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier le probleme de Sturm-Liouville régulier
[4] . Finalement, dans le troisiéme chapitre, on va faire une application numérique sur le

probléme donné.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques notions de base qui seront utilisées par la suite

14— 6.

1.1 Rappels et définitions

Définition 1.1.1 On dit qu’une famille {x;, i € I} d’éléments d’un espace de Hilbert F,
est totale dans E si le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre est égal o F.

Une suite orthonormée et totale dans E est appelée une base hilbertienne de E.

Définition 1.1.2 On dit que T est de type Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne

(en)pen~ telle que:
> I Ten [IP< o0
n=1

Définition 1.1.3 Soient E un espace de Hilbert et A € L (E) . Il existe un unique opéra-
teur continu de E dans E, noté A* et appelé l'adjoint de A, tel que

(Az,y) = (z, A*y), Yo,y € E
En outre, on a (A*) = A et | A* |=|| A |=| A*A ||2

Définition 1.1.4 Un opérateur A € L(E) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien)

sl est égal a son adjoint, c’est-a-dire si, quels que soient x et y dans F,

(Az,y) = (z, Ay)



1.1. Rappels et définitions

Définition 1.1.5 Une équation intégrale est une équation de la forme:

b
fmz/meww

la notation est celle d’Arfken et Weber. Ici la fonction inconnue est ¢, tandis que f
et K sont des fonctions connues. la fonction de deux variables K est souvent appelée le

noyau de I’ opérateur intégral.

Définition 1.1.6 Une série a termes réels ou complexes Y . a, converge absolument
quand la série de terme général |an| converge. Dans ce cas, la série Y . a, converge

elle aussi et l'inégalité triangulaire se généralise en

(e ¢] (o 0]
D<) lan
n=0 n=0

Si la série est convergente, mais non absolument convergente, elle est dite semi-

convergente.

Définition 1.1.7 Un nombre complexe X est une valeur propre de (D, L) s’il existe une

fonction u dans Dy, non nulle et vérifiant

Mo—Lu=0

la fonction u est alors apelée une fonction propre de (Dy, L) associée a la valeur propre

de .

Définition 1.1.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien

réel ou complexe. Alors, pour tous vecteurs x ety de F,

| () (<=l y

De plus, les deur membres sont égaux si et seulement si x et y sont linéairement

dépendants.



1.2. Opérateur a Noyau Hermitien Continu

Définition 1.1.9 Soient un espace mesurable (X, A) et a € X.On appelle mesure de

Dirac au point a, et l'on note d,, la mesure sur (X, A) définie par :

1,sia€ A
VAe A, 0,(A)=14(a)= ou 14 désigne la fonction indicatrice de A.
0,sta¢ A

Les mesures de Dirac ont une utilité pratique ; elles permettent par exemple de con-

struire des mesures par approximations SucCessives.

Définition 1.1.10 La série (> f,) converge uniformément sur I si la suite de fonctions

(Sy) converge uniformément sur I.

Définition 1.1.11 Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et A un sous-ensemble
de X. Soient (fy),cn une suite de fonction définies sur X et a valeurs dans Y et f une
fonction définie sur X a valeurs dans Y. On dit que la suite (f,) converge uniformément

vers f sur A si:

Ve>0, AN. e NNVne N [n> N.=Ve e A, d(f,(x), f(z) <¢g]

Définition 1.1.12 On dit qu’une partie A d’un espace métrique est compacte si toute

suite bornée de A posséde une suite extraite convergente.

Définition 1.1.13 Soit E un espace de Hilbert et A un élément de L (E). On dit que A
est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné de E en un ensemble relativement

compact.

Définition 1.1.14 Un sous-ensemble F' de E est relativement compact si son adhérence

F est compacte. le sous-ensemble F' est dit précompact si son complété est compact.

1.2 Opérateur a Noyau Hermitien Continu

Dans cette section, on va étudier les propriétés des opérateurs a noyau. Soit I un intervalle
de R et k£ une fonction de I x [ a valeurs complexes, mesurable et de carré intégrable

pour la mesure de Lebesgue. On suppose que k est hermitienne, c’est-a-dire vérifiant



1.2. Opérateur a Noyau Hermitien Continu

k(z,y) = k(y,x) . On désigne par K l'opérateur de noyau k défini, pour f dans L*(I),

par

Kf(2) Z/Ik(:v,y)f(y)dy

On sait que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt (donc compact) et auto-adjoint.
Soit (A,) la suite des valeurs propres non nulles de K, chacune répétée un nombre de
fois égal a sa multiplicité, et rangées de fagon que (| A, |)soit une suite décroissante, et

soit la suite des fonctions propres associées, qu’on suppose normalisées
n )

K=Y \6,® 6, égalité dans L* (I x I)
n=1

et la norme de Hilbert-Schmidt de 'opérateur K est donnée par

K P=11k [Fann= Y X
n=1

L’équation intégrale de Fredholm s’écrit ici

/k(x,y)U(y)dy—Auzg

I
ou g est donnée et u la fonction a chercher. Cette équation est appelée équation de

Fredholm de premiére espéce si A = 0, et équation de Fredholm de second espéce si A # 0.

On suppose, dans toute la suite, que I est un intervalle fermé borné [a,b] et que k
est continu sur [a, b] X [a, b]. Nous allons voir que, dans ces conditions, non seulement au
sens de la norme de L?[a, b], mais aussi uniformément et absolument, dés que le second

membre ¢ est une fonction continue sur l'intervalle [a, b].

Théoréme 1.2.1 L’opérateur K est une application compacte de l’espace de Hilbert L*[a, ]

dans lespace (Cla,b] || oo |).

Remarque 1.2.1 Ce qui précéde montre en outre que, pour toute f dans L?[a,b], Kf est
une fonction continue sur |a,b]. En particulier, puisque K¢, = \,¢,,, les fonctions propres
associées aux valeurs propres non nulles de l'opérateur K sont des fonctions continues sur

Uintervalle [a, b].



1.2. Opérateur a Noyau Hermitien Continu

Théoréme 1.2.2 Pour toute fonction [ de L*[a,b], on a

Kf(2) =) A(f,6,) 6, () (1.2.1)

ot la série converge absolument et uniformément sur |a, b].

Considérons maintenant l’équation intégrale

b
o) = [ k(y)ul)dy = f ) (1.22)

ot A est un nombre complexe non nul, f est une fonction continue donnée sur [a,b] et ou

u est une fonction continue o déterminer.

Théoréme 1.2.3 (i) Si A n'est pas valeur propre de K , l’équation (1.2.2) admet une

solution unique donnée par

> 66, 123)

> =

u(e) = £ () +

ot la série converge absolument et uniformément sur |a, b].
(13) Si A est une valeur propre de K, l’équation (1.2.2) n’admet de solution que si f est
orthogonale au sous-espace propre E\ correspondant a A, les solutions sont alors données

par

1 1 & An
A A A=
An#A
ol uy est une fonction arbitraire dans le sous-espace propre Ey; la convergence de la série

du second membre étant absolue et uniforme sur [a, b].

Corollaire 1.2.1 L’unique solution u de l’équation (1.2.2) s’écrit

u@) = =3 @)+ [ RleuN) f ) dy

avec )
1 1 — A _

et ot la série du second membre est absolument et uniformément convergente sur [a, b].
Notons que, en général, la série > \,@, (x) ¢, (y) ne converge pas. Nous allons
donner, dans ce qui suit, une condition sur le noyau k qui assure sa convergence uniforme

sur lintervalle produsit.



1.3. Opérateur diftérentiel linéaire du second ordre

Définition 1.2.1 On dit qu’un noyau k, continu sur [a,b] X [a,b], est de type positif s’il
vérifie pour tout f dans L*|a, D

b b
/ / k(z,y) f(y) f(y)dyde >0

k est de type positif si, et seulement si, ['opérateur K est positif.

Proposition 1.2.1 Tout noyau k de type positif vérifie, pour tout (x,y) dans [a, b] X [a, b],
(a) k(z,2) >0
() k(z,y) = k(y )
Notons que si le noyau k est de type positif, l’opérateur intégral K qui lui est associé

est positif et ses valeurs propres sont positives ou nulles. Comme précédemment nous

désignerons par (\,) et (¢,,) les valeurs propres et fonctions propres de K.

Théoréme 1.2.4 (de Mercer) Si k est continu sur [a,b] X [a,b] et de type positif. Alors,
pour tout (x,y) dans [a,b] X [a, b]

K (2,y) =) Mbu (@) 6, ()
n=1
ot la série converge absolument et uniformément sur |a,b] X [a, b]

Corollaire 1.2.2 (Formule de Trace) Si k est un noyau continu sur |a,b| X [a,b] et de

type positif, alors
b o
/ K (z,z)dx = Z An
a n=1

Le second membre est appelé la trace de l'opérateur K.

1.3 Opérateur différentiel linéaire du second ordre

Soient ag, o et g des fonctions continues sur un intervalle I a valeurs réelles, on suppose
«g strictement positive dans I.
On désigne par L I'opérateur différentiel linéaire et du second ordre qui, & une fonction

u dans 1’espace C? (I) des fonctions deux fois continiment dérivables sur I, associe



1.3. Opérateur diftérentiel linéaire du second ordre

Lu = aou!! + aqu! + asu

On rappelle le théoréme d’existence et d’unicité de Picard qui dit que, pour chaque

choix de 2 dans I, de (€1,e2) dans C' x C' et de f dans C (I), le probleme

Lu=f
u(xo) = &1, ul(xg) = &9

admet une unique solution u dans C?(I).

IL en résult que:

(7) Pensemble des solution de I’équation différentielle homogeéne Lu = 0 est un sous-
espace vectoriel de C? (I) de dimension deux.

(74) Si ug est un solution particuliére de I’équation Lu = f et si u; et up sont deux
solution linéairement indépendantes de 1’équation homogéne Lu = 0, alors, la solution
générale de 1’équation

Lu = f est de la forme

U = C1U1 + CoUg + Ug

ol ¢; et ¢y sont deux constantes arbitraires.

Définition 1.3.1 (L’opérateur adjoint) On appelle adjoint formel de l‘opérateur L , et

on note Lt | l‘opérateur défini par
LTu = (aou) — (yu)! + cou

L’adjoint formel de L est en général différentiel de L , il lui est rattaché par la relation

suivante , dite identité de lagrange®

Proposition 1.3.1 Quels que soient u et v dans C?(I)

d
vLu —ultv = %[u, V]

avec

[u, v] = apW (u,v) + (oy — ap)uv



1.3. Opérateur diftérentiel linéaire du second ordre

La vérification de cette identité est immédiate et on en déduit

Corollaire 1.3.1 (Fomule de Green ) Pour toutes fonction u et v dans C*(I) et 1 , xo

dans I , on a

/fm (vLu — ultv)dz = [u,v](xs) — [u, v](x1)

x1

La formule de Green est souvent utilisée lorsque le second membre est nul .Elle s’écrit

de facon trés simple lorsque 'opérateur L est formellement auto-adjoint

Définition 1.3.2 L’opérateur différentiel L est dit formellement auto-adjoint si , pour

tout u dans C*(I), Lu = LT u.

Théoréme 1.3.1 (a) Lopérateur L est formellement auto-adjoint si , et seulement si ,
les coefficients ag et oy sont reliés par agl = a;.

(b) Tout opérateur L, formellement auto-adjoint (a coefficients réels ), s’écrit sous la
forme

Lu = (pul)! + qu

et pour un tel opérateur , la formule de Green s’écrit

T2
/ (uLv — vLu)dy = p(xe) W (u,v)(x2) — p(z1)W (u,v) (1)
Z2

(c) Si Lu =0 et Lv =0, alors pW (u,v) est une constante.
Théoréme 1.3.2 Soit L lopérateur différentiel défini par

Lu = apu” + aju! + asu

alors l'opérateur uL, avec

Yoy —

(o) = exp( [ dy)

T

%)

est formellement auto-adjoint (T est quelconque dans I ).

10



CHAPITRE

2 Opérateur de

Sturm-Liouville régulier

Dans cette section, on va étudier le probléme de Sturm-Liouville.

Définition 2.0.3 On appelle opérateur de Sturm-Liouville l'opérateur L défini par

L : C*(Q)—C(Q)

d du

Lu = %(p(l’)%)—qw)u

ot, ) est un intervalle de R , p est une fonction de C* et strictement positive sur S,

la fonction q est réelle et continue sur €)..
Remarque 2.0.1 L’opérateur de Sturm-Liouville est formellement auto-adjoint)

Définition 2.0.4 Le probléme de Sturm-Liouville consiste a résoudre I’équation de Sturm-

Liouwville définie par

A—Lu=f
(2.0.1)
(IS DL

Dy ={ueC*Q):p(a)u(a)sind — u(a)cosd =0, p(b)w (b)siny —u(b)cosy =0}

ou f est une fonction continue sur €2 donnée, A est un paramétre complexe et u est
une fonction inconnue o chercher.

Si Q) = [a,b] le probléme de Sturm-Liouville est régulier.

11



2.1. Fonction de Green et Résolvante

Définition 2.0.5 Soient u et v deuzx fonction dans C?[a,b]. On designe par W (u,v)
leur Wronskien c’est -a-dire

W (u,v) = uvt — vut
et
[, v] = pW (u, v)

et on obtient

/ab(uLv)da: = /ab(vLu)d:z: (2.0.2)

Pour cette raison, on dit que I’ operateur (Dp, L) est symétrique ou formellement

auto-adjoint.

2.1 Fonction de Green et Résolvante

Soit uy la solution de Lu = 0 qui vérifie

uy (a) =sinf, p(a)ul (a) = cosd
et soit us la solution de Lu = 0 qui vérifie

ug (b) = sin-y, p(b)uly (b) = cos~y

Proposition 2.1.1 La fonction [ui,us] est constante. Comme p est strictement posi-
tive sur [a,b], cette constante est nulle si, et seulement si, le Wronskien W (u; us) est

identiquement nul.

Preuve. On a

d
% [ul, Ug] = ulLu2 — u2Lu1 (211)

de telle sorte que

/ (w1 Lug — ug Luy) dx = [uq, ug) (b) — [ug, us) (a)

et si uy et up sont dans Dy, le second membre de 1’égalité ci-dessus est nul.

D’ot le résultat est prouvé. m

12



2.1. Fonction de Green et Résolvante

Proposition 2.1.2 Si l'opérateur (Dy, L) est injectif, alors les solutions u; et us sont

nécessairement liéairement indépendantes.
On peut donc énoncer

Théoréme 2.1.1 [4]On suppose lopérateur (D, L) injectif.

(1) Soient f une fonction de C'[a,b] et u la fonction définie par

u<x>:/ G (x.) f (v) dy

alors, la fonction u appartient o Dy, et vérifie Lu = —f

(i7) Soient u une fonction de Dy, et f = —Lu, alors
b
u@) = [ G0) ) dy

Démonstration. [4] (i) On suppose que l'opérateur (Dy, L) est injectif, c’est-a-dire

que le probléme
Lu=0

u € Dy
[ |
n’admet que la solution nulle ©v = 0. Les fonctions u; et uy, sont donc linéairement
indépendantes. On va résoudre, par la méthode de la variation des constantes de Lagrange,

le probléme

lu=—1 (2.1.2)

UGDL

ou f est une fonction donnée, continue sur [a, b]. la méthode consiste a poser
u(x) =c1 (z)uy (z) + 2 (z) us (2)
ou les fonctions ¢ et ¢y vérifient uicty + uscly = 0, de telle sorte que 1'on ait :

p(ulich + ulycs) = f

urcl + ugcCly = 0

13



2.1. Fonction de Green et Résolvante

d’ou il vient [ugus]c/y = —uyf. En tenant compte du fait que u appartient & Dy,
c’est-a-dire satisfait les conditions a la frontiére, on trouve ¢y (a) = 0 et ¢; (b) = 0 et par
suit I'intégration du systéeme précédent donne :
b T
uz(y) f (y) uiy) f (y)
aw) == [ T4y oy o) - [P0l
e [u1,us] o [uiug]

Ainsi, le probléme (2.1.1) admet une solution qui s’écrit :

b
M@=/G@wf@@

avec

mul(y)uz(x), sia<y<ax<b

G(x,y) = (2.1.3)

[’U«;’iz]ul (JL‘) Ug (3/), sia<z<y<hb

Démonstration. (i7)On pose :

[ |
d’aprés l'assertion (i) la fonction v appartient & Dy, et Lv = —f,

donc L (u — v) = 0. Comme l'opérateur (D, L) est injectif, on en déduit que u = v.

Définition 2.1.1 [4]La fonction G (.,.) s’appelle la fonction (ou le noyau) de Green de
Vopérateur (Dy, L) .
Le théoréme 2.1.1 exprime que si l'opérateur (D, —L) est injectif, alors il est inversible

et que son inverse est l'opérateur intégral o noyau donné par

Gﬂ@=/G@wf@@

La fonction de Green est caractérisée par les propriétés qui permettent donc de la

construire.

proprieté :Soit G, la fonction y — G (x,y)
(a) La fonction G, vérifie les conditions a la frontiére en a et en b, elle est de classe

C? sur [a, z[ et ]z,b] et sur chacun de ces intervalles elle satisfait

LG, =0

14



2.1. Fonction de Green et Résolvante

(b) En z la dérivée de G, est discontinue et le saut en ce point est

d d
3G (20 = 3G —0) = -

dy p ()

Si 0, désigne la masse de Dirac au point x, ces propriétés montrent qu’au sens des

distributions,

Exemple 2.1.1 Soit (D, —L) lopérateur défini par
Dp={uec0,1] /u(0)=0, u(l)=0}

Lu =ul,u € Dy,
Pour trouver son inverse, on doit résoudre:

ull = —f

w(0)=0, u(1)=0

pour démontrer que (L, Dy) est injectif il suffit de démontrer que

Lu=0
(*)
u € DL
admet une solution unique u = 0
I’équation caractiristique est 7> = 0 < r = 0 est une racine double alors la solution
de Uéquation ut = 0 est u = 1z + ¢ avecu € D, & u(0) =0=c, =0, u(l) =0 =
ci+c=0=>c=0

donc l'unique solution de (x) est w = 0 alors (L, Dy) est injectif donc uy et uy sont

linéairement indépendant tel que: uy est la solution du probléme

Lu=0
u(0) =0, w(0)=1

w(0)=0=c=0

w0)=c=1=u =2z
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2.1. Fonction de Green et Résolvante

avec Uy est la solution de:
Lu=0
u(l)=0, w(l)=1

u(l)=c1+c2=0
w(l)=c; =1= ¢y = —1 doncus = v — 1 alors d’aprés le theoréme (2.1.1) on trouve

que la solution u du probléme () est donné par:

avec:
-1 .

G(I‘,y): [u1,u2] 1<y)u2($),820§y§x§1

e (@ uz(y), si0<z<y<1

et [uy,us] = uyug! — uguy! = x — (x — 1) = 1, alors

—yr—1), si0<y<zx<l1

G(z,y) =
—z(y—1), si0<zx<y<l1

y(l—2x), si0<y<z<l1

z(l—y), si0<z<y<l1

donc

v@= [v0-2 7+ [ w0950

Exemple 2.1.2 Soit (D, —L) l'opérateur défini par

Dp={u € 0,7 /u(0)=0,u(r)=0}
Lu=¢e* [(equ/) + e%u] , u€ Dp

Pour inverser cet opérateur, on doit résoudre

L’équation différentielle s’écrit :

ult + 2ul +u = —f

16



2.1. Fonction de Green et Résolvante

En posant u = e "v, l’équation devient e *vIl = —f, et sa solution

générale est donc de la forme :

v(x):—/Om(x—y)eyf(y)dy+clx+02

Soit
u(x)=— / (x —y) W) f (y)dy + crze ™ + coe™”
0

Ecrivant que u vérifie les conditions aux bords en 0 et en T,

on trouve
1 i
co=0¢€tc = ;/ (m—y)e'f(y)dy
0

La solution u est donc donnée par :

um:[bmeNww

avec

G (r.y) %(w—x)ye—@ﬂ/),ogygxgw
T,Y)=
Lir—y)we @) 0<az<y<n

On vérifie que la fonction G, ainsi trouvée, est bien la fonction de Green de l’opérateur
(Dp,—L). Le théoréme 2.1.1 s’applique & opérateur (Dp, \I — L), pourvu que celui-ci
soit injectif. dans ce cas, (Dr,—\ — L) est inversible et son inverse, qu’on notera G

est de la forme \
Grf (0) = [ Gl )y

Ou la fonction G est construite de facon analogue au cas ou A = 0. Plus précisément,

soit uq (., A) la solution de Au — Lu = 0 vérifiant
uy (a,\) =sinf, p(a)u (a,\) = cosb
et soit us (., A) la solution de \u — Lu = 0 vérifiant
ug (b,\) =siny, p(b)uly (b, \) = cos~y

Si M — L est injectif, les solution uq (., \) et us (., \) sont linéairement indépendantes

et par suit [uq (., \),uz (., \)] est une constante non nulle qui ne dépend que de .

17



2.1. Fonction de Green et Résolvante

On vérifie alors que le noyau G est donné par

ey (y, N usg (2,0, sia<y<az<b
G (r.y) = 4 Tt () w2 (@,4), sta <y <a<

[ul(.,)\)_,ig(.,)\)} uy (z, N ug (y,A), sia<y<z<b

(2.1.4)

Le théoréeme 2.1.1 se traduit par

Théoréme 2.1.2 [4]On suppose I’ opérateur (Dy, \I — L) injectif

(1) Soient f wune fonction continue sur |a,b] et wu la fonction définie par

b
uwz/ihmwﬂm@

alors , la fonction u appartient a Dy, et vérifie A\u — Lu = f

(77) Soient u une fontiocn de Dy, et f = Au — Lu , alors

u(x)Z/ G (z,y) f (y) dy

La famille des opérateurs G s’appelle la Résolvante de l'opérateur (Dy, L) . Dans la
sutte on pose ,
o) = [ Sy g@idz, et | = VT
L’espace C [a,b] est ainsi muni d’une structure d’espace préhilbertien dont le complété

est l’espace L?[a,b].

Théoréme 2.1.3 [4]|Les valaurs propres de l'opérateur (Dy, L) sont réelles. Les sous-

espace propres correspondant sont de dimension 1 et deux a orthogonaux

Démonstration. La formule (2.1.3) se traduit par (Lu,u) = (u, Lv) si u et v sont
dans Dy, de sort que si u appartient & Dy, le nombre (Lu, u) est réel. Soient A\ une valeur

propre de (Dy, L) et ¢ une fonction propre associée

(Lo, ¢) = A||¢]°

la valeur propre A est donc réelle . Si v est une autre fonction propre associée a A . la
formule (2.1.3) montre que pW (¢, 1)) est une constante , comme sa valeur en a est nulle

,ona W (¢,1) =0 et les fonctions ¢ et 1) sont donc proportionnelles.
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2.1. Fonction de Green et Résolvante

Soient ¢ et 1 des fonction propre correspondant aux valeurs propre A et v

(Lo, v) = A{o,¥) = (&, L) = v (o, V)
d’ou

A=) o) =0 etsi  AFv , (,4)=0

Exemple 2.1.3 Soit (Dy, L) lopérateur défini par
A— Lu=f

Dp={u € C* [0,1] | u(0)=0,u(l)=0}

"

Lu=u", weDyp

on a avec les notions utilisées

_shm _sh /A (z—1) _sh\/x
uy (z,\) = —\/_)\ , ug (z,\) = ;o ur,ug] = 7

Les valeurs propres de l'opérateur (Dy, L) sont les complexes X tels que [uy,us] =0 , on

en déduit que les valeurs propres de (Dy, L) et les fonctios propres (normalisées) associées

sont

A= —n27? ¢, (z) = V2sin(nmz) , n>1

Compte tenu de la formule (2.1.3) , la fonction de Green Gy est définie

pour X # A\, par :

shv/ | #LyDion oy <y<

Gi(z,y) = o
py X T T T

Exemple 2.1.4 Soit (Dy, L) l'opérateur défini par

Dp={u € C* [0,7] | u(0)=0,u(r)=0}



2.2. Application des opérateurs intégraux a I’étude des opérateurs de Sturm-Liouville

On vérifie que ses valeurs propres et les fonctions propres associées sont

Aoy = —n?, ¢,(7) =cpe “sinnz , n>1

ot ¢, est choisie de fagon que ¢, soit normalisée.

2.2 Application des opérateurs intégraux a I’étude
des opérateurs de Sturm-Liouville

Le théoréme 2.1.2 montre que si A\ n’est pas valeur propre de (Dp, L), le probléme

A —Lu=f
UEDL

est équivalent a ’équation intégrale
()\ — /\0) GAOU +u= G)\Of

qui fait intervenir 'opérateur intégral GG, de noyau la fonction de green G, (.,.) Nous
allons voir qu’il est possible de choisir Ay de fagon que G, (.,.) soit un noyau de type
positif, on pourra alors appliquer les résultats du section 1 et notamment le théoréme de
mercer. Les notations étant toujours celles du section 3, montrons d’abord le théoréme

suivant

Théoréme 2.2.1 [4|L’opérateur (Dy, L) est semi-borné supérieurement, c’est-a-dire qu’il

existe une constante M telle que, pour tout u dans Dy, on ait
(Lu,u) < M || u|?
Démonstration. Par intégration par parties on obtient

b
(Lu,u) = [pu/ﬂ]z —/ (p | |? +q | u |2) dx
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2.2. Application des opérateurs intégraux a I’étude des opérateurs de Sturm-Liouville

Si les nombres 6 et v sont des multiples de 7/2, le crochet est nul pour toute fonction u

de Dy, donc pour une telle fonction
b
Ly == [ (ol w P 4a [ P)do <l

avec

Dans les autres cas, on a
b
(L) =] w(®) P oot 7= u(a) ot g0 — [ (o w? | u ) do
(en convenant de poser, pour 6 = km, | u(a) |* cot g =0) =

Lemme 2.2.1 [4]Soit u une fonction dans C?[a,b]. Pour tout € strictement compris

entre 0 et (a+b) /2,

a<z<b

2 b b
wax |u(a) P< 2 [ Ju) Pdy+2e [ wl) P dy

Démonstration. De 'égalité

on déduit, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

u@) = uly) Pz =y | [ wo)

de plus
|u() P<2|u(z) —uly) P +2]u(y) ?

d’ou par intégration par rapport a y sur [z, z + €] ou [z — €,z] (I'un au moins de ces deux

intervalles est inclus dans [a, b] )

b b
e|u(x)|2§2/ \u(y)|2dy+262/ |u/(t)|2dt

le lemme est ainsi prouvé.
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2.2. Application des opérateurs intégraux a I’étude des opérateurs de Sturm-Liouville

Terminons la preuve du théoréme 2.2.2. posons

Jnf p(z), b= inf ¢(z), et C ag};b{lcotgm,\cotm\}
Nous avons

b b
(Lu,u) < Cmax | u |? —A/ |ul|2da:—B/ | u |* do
d’aprés le lemme, pour tout € > 0

(Lu,u) < (2Ce — A /|ul|2dx+<——B)/ | u |? do

Or, par hypothése I'opérateur A est strictement positif, on peut donc choisir € de sorte

que 2C soit inférieur ou égal & A et il suffit alors de poser M = 2Ce™! — B =
Corollaire 2.2.1 [4] Tout valeur propre de (Dy, L) est inférieur ou égale &
M —inf{q(z); a <z <b}

posons

m =sup{(Lu,u) / uw€ Dy, | ul=1}

D’aprés le théoréme 2.2.2, m est fini, inférieure ou égale a M et toute valeur propre

de (Dr, L) est inférieure ou égale a m.
Théoréme 2.2.2 Si \g > m, la fonction de Green G, (.,.) est un noyau de type positif.

Démonstration. [4]Soit f une fonction de C'[a,b] et soit u = G,,f. D’aprés le

théoréme 2.1.2, on sait que u € Dy, et \gu — Lu = f d’'ou m

(Grof. ) = (u, Aou — Lu) = Xo | u [|* —=(Lu,u) > (Ao —m) [ w [*> 0

ce qui est le résultat cherché.

Théoréme 2.2.3 [4] (a) Les valeurs propres de (D, L) constituent une suite (\,) qui

tend vers —oo
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2.2. Application des opérateurs intégraux a I’étude des opérateurs de Sturm-Liouville

(b) Les fonctions propres correspondantes, (¢,,), normalisés constituent une base
hilbertienne de L? [a,b] .

(¢) Tout fonction u de Dy, s’écrit

u(z) =Y (u,6,)9, (x)

n=1
ot la convergence est absolue et uniforme
sur [a,b].

(d) Si A n'est pas valeur propre de (Dy, L), le probléme
uwe Dy, du—Lu=f

admet, pour tout f continue, une solution unique.
(e) Si A\ est une valeur propre et ¢ une fonction propre correspondant a A, le prob-
léeme

uwe Dy, Au—Lu=f

admet une solution si, et seulement si, (f,¢) =0

(f) Si A n'est pas valeur propre, le noyau de la résolvante G, s’écrit

Gy (z,y) = Z ¢nf\ﬂfl¢;n(y>

la convergence étant absolue et uniforme sur [a,b] x [a,b]

Démonstration. (voir [4])Soit Ay un nombre réel qui n’est pas une valeur propres de
(Dyp, L). Lopérateur G, admet les mémes sous-espaces propres que (Dp,, L), ses valeurs

propres sont les nombres
1

Ao — A

o A est une valeur propre de (Dy, L) . On sait que les valeurs propres de G, constituent

M:

une suite (u,), n > 1, infinie qui tend vers 0. On en déduit que les valeurs propres de

(Dp, L) constituent une suit (A,) reliée a (u,,) par la relation

B 1
_)\0_)\71

Ho,
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2.2. Application des opérateurs intégraux a I’étude des opérateurs de Sturm-Liouville

et qui tend donc vers —oo quand n tend vers 'infini, comme G, est un opérateur injec-

tif, les fonction propres (¢,,) correspondant a (\,) et normalisées, constituent une base

n
hilbertienne de L? [a, b]. la partie (c) de 'énoncé est une conséquence du théoréme 1.3 de
ce chapitre. L partie (d) a déja été démontrée, c’est le (i) du théoréme 2.1.2 De plus, le
probléme

ue Dy, u—Lu=f

est, d’aprés ce méme théoreme, équivalent a ’équation intégrale
()\ — /\0) G,\OU +u = G)\Of
celle-ci admet une solution si, et seulement si, G, f est orthogonale & ¢. Comme

<G)\0f7 ¢> - <f7 G)\0¢> = ()‘ - /\0) <f7 ¢>

on en déduit la partie (e).
Pour \g > m, le noyau G, (z,y) est de type positif (théoréme 2.2.3), donc d’aprés le

théoréme de Mercer
o0

Gry (o= 3, L)

n=1

La convergence étant absolue et uniforme sur [a,b] x [a, b] . si A n’est pas valeur propre, le
rapport (Ao — A,) / (A — A,) est borné et par suite la série
N ()9, ()
Gy (z,y) =) T

n=1
converge également absolument et uniformément sur [a, b] X [a,b] . Il est facile de montrer

que sa somme est égale & G, (z,y). Ce qui démontre la partie (f) de ’énoncé. =

24



CHAPITRE

Exemples

Exemple 3.0.1 Pour résoudre:
Yutwr=f
u(0)=0, u(r)=0

on cherche Uinverse Uopérateur (L, Dy) avec L = yu+ w!, on va démontrer que (L, Dy)

est injectif. Alors il suffit de démontrer que
Lu=20
u € Dy,
admet une solution unique u = 0
I’équation caractiristique est r? + }1 =0&r= j:i% alors la solution de [’équation

1
- I"n=0
4U+U

est

x+, .
U = €1 €08 — + 1Cy Sin —
2 2

avec u € Dy,

alors

w(0) = 0= ¢ =0,

u(m) = tca=0=c=0
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3. Exemples

donc l'unique solution de (x) est u = 0 alors (L, Dy) est injectif donc uy et uy sont
linéairement indépendant tel que uy est la solution du probleme
Lu=20
u(0) =0, w(0)=1
w(0)=0=c¢; =0
1

2
u/(0)2502:1:>02:;:—22':>u1:25in§

avec Uy est la solution de:

donc

par:
0
avec:
G(x,y) = [ul_,qlfg]ul (Yus (), si0<y<az<mw
[u;izlul ()ug(y), si0<zx<y<m
et
[uh uQ] - U1u2/ — u2u1/
= 2sin g (sin %) + 2 cos g (COS g)
= 2
alors

2sinfcosg, si0<y<z<m
G (z,y) =

2singcosy, si0<z<y<m
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3. Exemples

u(x) = /G(m,y)sinZydy
0

oY T T Ty
= 2 = = 2yd 2 = = 2yd
/o sm2coszsmyy+/x 51n2cos2smyy

On a
1 1 3 )
sin g sin 2y = 3 [cos <% — 2y> — Ccos (% + Qy)] =3 |:COS ?y — Cos 7‘7@
et
1 5 3
coS % sin 2y = 3 [sin ?y + sin Ey}
alors

u(r) = /0 (cos%cos%—cos%cos%)dy—l—/x <Singsin7y+sin%sin?y)dy

(53] =3 [ (5 -3)]

) 2 . 13 .
sin2x + —sin 2x = — sin 2z
5 15

WIN Wl

pour f (z) =3,

Ly Ty T yy
= 2sin = cos —.=dy + [ 2sin—cos=.2d
u () /0 sin o cos 5.5 dy /x sin o cos 0.5 dy

T x oy o T y
= oS — sin =dy + sin — cos =d
2/Oym2y 1“2/95‘” D

On a

I = / ysin ydy
0 2

par intégration par partie, on trouve
L = [—chos g} +/ 2 cos galy
2 0 0 2

T Ak
= T2wcosy [4 _]
xcos2—|— sm2 .

x T
= _9 Z 4 4sin =
xcos2—|— sm2
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3. Exemples

et

par intégration par partie

I, = [sting]m—/m 2singdy

= 27?—2xsin§ + [4605%
2 210

= 27?—2xsinE —4008E
2 2

alors

u(xr) = —2xcos’ g + 27 sing — 2 sin? g

= —2x 4+ 27sin L
2
Exemple 3.0.2 Soit (D, —L) lopérateur défini par
Dy={uec?le] /u(l)=0, u(e)=0}

1
Lu = z%ult + 2zul + Vil €Dy

Pour trouver son inverse, on doit résoudre:

pour démontrer que (L, Dy) est injectif il suffit de démontrer que

Lu=0
()

u € Dy,

admet une solution unique u = 0

on a

1
Lu = z%un+2zul + Zu

= (a:Qu/) !+ %lu
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3. Exemples

On fait le changement de variable

t dx t
r=e¢ =>—=c
dt
du
du w2
dz Z—f dt
d( )
2 dx
d“u B pr
2 du
dx r
_etdu 4 —td’u
I
ot

on remplace ulet ull dans Lu, on obtient

d2_u N du 1
dt? dt 4

donc pour démontrer que (L, Dy) est injectif il suffit de démontrer que

u//+u/+;11u:0

u € DL
[’équation caractiristique est
1
2
r“+r+-=0
4
alors r = —% est une racine double, la solution de l’équation x>ull + 2xul + iu =0 est

u(z (b)) = (crt + ) e 2*

alors

N

u(z)=(c1lnz +cy) ™
avec
ue D &

donc l'unique solution de (%) est u = 0 alors (L, Dy) est injectif c-a-d uy et ug sont

linéairement indépendant telque uy la solution du probléme

Lu=20
u(l)=0, w(l)=1
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3. Exemples

alors

u(e)—(cl—l-cQ)e_%:O:cl:—cQ
e_% 6_3
ul (e) =c¢ —c =1
(€) = 13 D)
alors

3 3

cp =e€2 et cg = —e2

donc

3 1

ug=-e2 (lnz—1)x"2

D’aprés le theoréme (2.2.1), on trouve que la solution u du probléme (x) est donné

par:
ww) = [ o)) dy
1
avec:
—L us(x), st 1<y<z<e
O
o (B)uz(y), sil<z<y<e
et
[ut,us] = p(z) W (u1, u2)
= 2% (ugug! — uguy/)
3
—= €2
alors
Iny (-1 —i—lna:)y*%x’%, sil<y<zxz<e
G(x7y) - 1 1
Inz(—1+lny)y 2272, sil<y<z<e

30



3. Exemples

u(x) = /1 Iny(—1+Inz) y’%af%f (y) dy —{—/ Inz(—1+Iny) y’%x’%f (y) dy
si f(v) =273,

my (~1+Inz)y 2965y5dy+/lnw(—1+1ny)y5xéyédy

|
+

1 N _1 l 1
= ﬂ 1+lnx)x 2dy—{—/ Inx (ﬂ) 72 dy
y X
“Iny
L =(nx—1) dy
par intégration par partie
donc
1 1
/ Ly = [ny] / ~Yiy
alors
“Iny 2 1z
dy = [ln y]1
B In?z
2
donce 1
(~1+Inz)z 2In’x
I, =
2
et
1 1
L=z 7z (—§ln2x b +1nx)
alors 1
—1 1 2] 2 1 1 1
u(x):( +nfg)x nx+x21n$<ln$—§ln2x—§)
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