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Résumé

Le but de ce mémoire est I’étude de I'existence de la solution non triviale
d’un probléme aux limites fractionnaire impliquant des dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville & gauche et de Caputo & droite en utilisant le
théoréeme du point fixe de Krasnoselskii.

Mots clés : Equation intégrale, dérivée fractionnaire, théoréme du point

fixe, existence de la solution.
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of the existence of the nontrivial
solution for a boundary value problem involving both left Riemann-Liouville
and right Caputo fractional derivatives using the Krasnoselskii fixed-point
theorem.

Keywords : Integral equation, fractional derivative, fixed point theorem,
existence of solution.



Introduction générale

Le concept de calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation
et de l'intégration ordinaire a un ordre arbitraire réel ou méme complexe.

Les dérivées d’ordres non entiers sont de nombreux domaines par exemple
en probabilité, viscoélasticité, économique, mécanique et en biologie, etc. Un
intérét particulaire pour la dérivation fractionnaire est liée a la modélisation
mécanique des gommes et des caoutchoucs. En bref toutes sortes de maté-
riaux qui conservent la mémoire des déformations antérieures notamment
a caractére viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y introduit
naturellement.

Bien que la théorie de la dérivation fractionnaire ne soit pas nouveau, ces
origines remontaient & la fin du 17¢™¢ siécle, I’époque ot Newton et Leibniz

ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En particulier,
mn

Leibniz a présenté le symbole e pour désigner la n“"¢ dérivée d’une fonc-

tion f (ou n € N). Quand il a annoncé dans une lettre a ’'Hopital, I'Hopital

a répondu :
n

Que signifie —= sin = %?
Cette lettre de I’'Hopital écrite en 30 Septembre 1695, est aujourd’hui

admise comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation

1
fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé spécifiquement pour n = 3

c’est-a-dire une fraction a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.

A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette
théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été considéré comme une abstraite
ne contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage
des formulations mathématiques pures a des applications a commencé & voir
le jour depuis les années 1990, ou les équations différentielles fractionnaires
sont apparues dans plusieurs domaines.
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Récemment, I’équation différentielle fractionnaire impliquant des dérivés
fractionnaires & gauche et a droit étaient de plus en plus au centre d’intérét
et de nombreux articles sont consacrés a ce sujet [1-3,7,8,9].

Les auteurs dans [3] ont étudié¢ une équation de type linéaire d’Euler-
Lagrange

u(a) = &, u(b) =&,

Ils ont transformé le probléme en une équation intégrale, puis ils ont
présenté une analyse numérique.

Dans [8], les auteurs ont étudié un probléme de valeur limite impliquant
a la fois les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville & gauche et
de Caputo a droite au moyen de théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniére sui-
vante :

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous avons énoncé tous les outils
de base du calcul fractionnaire que nous aurons besoin par la suite.

Deuxiéme chapitre : s’étend a rappeler quelques résultats fondamen-
taux sur le principe de ’application contractante ainsi que les théorémes
célébres du point fixe.

Troisiéme chapitre : dans le troisiéme chapitre de ce mémoire nous
présentons les résultats obtenus dans [9], c’est a dire I’étude de la solution
nontriviale du probléme fractionnaire suivant :

{CDO‘CDa+u()—w2°‘u() flt), a<t<b, 0<a<l,

—“Dy- Do+u( )+ f(tu(t)=0, 0<t<1
{ hmt_>0+ HPu(t) = u(1l) = —u(n) ’ (P)

uml<a,f<ll<a+pf<20<n<1 DY et Dg+ désignent
la dérivé fractionnaire au sens de Caputo a droite et de Riemann-Liouville &
gauche respectivement.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une bibliographie.
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Chapitre 1

Intégration et dérivation
fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduira 'opérateur d’intégration fractionnaire
ainsi que les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires a
savoir celle de Riemann-Liouville et de Caputo, en donnant les propriétés les
plus importantes de ces notions.

1.1 Outils de base

Dans cette partie, nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui
seront utilisées ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un role trés impor-
tant dans la théorie de calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement
le factoriel aux nombres réels et méme aux nombres complexes.

Définition 1.1 ([13])

Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma par :

—+o00

['(z) = /e_tt’z_ldt. (1.1)

0



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Propriétés 1.1 ([13])

1. Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de ré-
currence suivante :

I'(z+1) =2I(z), avec Re(z) > 0. (1.2)

Qu’on peut démontrer par une intégration par partie :

+oo +oo
F(z+1)= / te tdt = [—tze_t];roo +z / e 't = 2T (2).
0 0

2. La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel :

I'(n+1)=n! ¥neN. (1.3)

3. La fonction Gamma peut étre représentée par la limite :

z

['(z) = nhi& D)) avec Re(z) > 0. (1.4)

Démonstration (voir [13], p4)

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2 ([13])
La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie pour les nombres
complexes z et w par :

1
B(z,w) = / £1(1— )"V dt, Re(2) >0, Re(w)>0.  (L5)
0
Propriétés 1.2

1. La fonction Béta est symétrique :

B (z,w) = B(w,z), Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.6)

Qu’on peut démontrer par le changement de variable =1 —1 :

2



1.1. OUTILS DE BASE

1 1

:/t“ (1—t)"""dt = / )t Yy = B (w, 2) .

0 0

2. La fonction Béta peut étre donnée par :
B(z,w) = B(z + 1,w) + B(z,w + 1), Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.7)
En effet

B(z,w) = /[t—l—(l—t)] =)t

1

- /tZ(l — )"t dt+/t*”‘1 (1—1)"dt

0 0
= B(z+1,w)+ B(z,w+1).

Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

')
B (z,w) = %, Re(z) > 0, Re(w) > 0. (1.8)
Démonstration
+oo +o00

Fz)MN(w) = /exeId:c /eyyw%ly

0

e Yty dady.

I
O"\g
O"\g ©

En effectuant le changement de variable, y = p — x pour 0 < x < pu, on
obtient :
+oo p

PEPw) = [ feta oo dudg

+oo H
— /e“ /a:Z1 (u—2) " dx | dp.

0 0

3



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Pour évaluer 'intégrale relative a dx, on pose le changement de variable
x = t) on obtient que :

1% 1

[t ot = [ ) e

0 0

1
= /J[/Z‘Fw*l /tzl (1 _ t)w_l dt
0
= Bz, w).

Par la suite

['(z)'(w) = B(z,w) / e PPty = Bz, w)T(z 4+ w).

0

Ce qui donne le résultat désiré.

1.2 Intégration fractionnaire

Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, ]
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b] . Une primitive de f est
donnée par :

1) (@) = [ £ty (1.9
Pour une primitive seconde de f on aura :
(IPf)(z) = / / f(t)dt | ds. (1.10)

Le théoréme de Fubini sous ramene cette intégrale double & une intégrale
simple



1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

Par récurrence on peut montre que :

T

/ (x =" f)dt, Yn €N, (L11)

a

1

(10 @) = =y

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du
factoriel par la fonction Gamma, Riemann remarque que le seconde membre
pourrait étre équivalent quand n prenant une valeur non-entiére, il était
naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suite :

Définition 1.3 ([11])

Si f € Cla,b], a € RT l'intégrale

x

19f (z) = ﬁ / (z — )Y f(t)dt, telle que a €] — 00, +00]  (1.12)

est appelée intégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville d’ordre
a, et l'intégrale

b

(a) x:L — ) elle que —00, +00
19f () F(a)/(t )V £(4)dt, telle que b€ |—oo0, +o0|  (1.13)

T

est appelée intégrale fractionnaire o droite de Riemann-Liouville d’ordre

Remarque 1.1

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l'intégrale fractionnaire
a gauche.

Exemple 1.1

Considérons la fonction f(z) = (z — a)” alors :

1 X
1) (3 — q)f = —1_ / (x— @ (1 — a)idt.

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement de variable t = a +
(r —a)p, dou :

(I . o+)

a ( i
I (z—a)’ = T()l) / (1— @) pwp.



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

En utilisant la formule (1.5) et la propriété (1.8), on arrive a :

(@ (. _ N8 _ (x—a)(aw)

I'Y (z — a) —F(a) B(a,p+ 1)
F(ﬁ_’_l) ( _ )(04+5)
M'a+5+1) T '

En particulier, lorsque a = 0.5, 5 =1 et a =0, on aura :

1°% (z) =

(15) _
res @ T ey

Proposition 1.1 ([5])

Soit f € C"™([a,b]), pour z fizé, Uapplication o — (I°f) (z) définie
pour Re(a) > 0 est holomorphe et se prolonge analytiquement au domaine
Re (a) > —n.

Démonstration

Montrons I'existence du prolongement analytique. Dans (1.12) procédons
par une intégration par partie

t=x

@) = g | 0] s [0

(x —a)® 1 N
T+ @ F(a+1)/<x_t> fo)dt
Donc o
(1) (2) = =2 Ha) + () o), (114

Il est clair que le membre de droite de I’égalité précédente est holomorphe

dans le domaine Re(a) > —1. A présent le résultat final découle d’une simple
itération de (1.14)

n—1
33 _ a a+J

> T/ @ ) @ (1.15)

J=0

formule qui constitue ’expression du prolongement analytique.



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Théoréme 1.1 ([5])
Pour f € C'la,b], Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde
la propriété de semi-groupe

I (1P f(2)) = 1A f(x), pour Re(a) >0, Re(S) > 0. (1.16)

Démonstration
La démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Béta
d’Euler. En effet :

xT

1

P = / (z— ) (I8f(s))ds

- [ x—s)"""(s—1)! s
_ F<0‘>F<5>a/a/( )" (s — 0P F(t)dtd

or f € Cla,b], d’apres Fubini :

fauﬂf(as)):m / £t / (w5 (s—1)"" ds| dt

et par le changement de variable s =t + (x — t) p1, on obtient :
1

PN = wrmE ) 10 @07 [ @m0 )

0

_ B(OQB) r T — a+p-1
- r(@r(@/”w( .

_ 1 [ T — a+pB-1
- r<a+6>a/f“)( e

(1 f) ().

1.3 Dérivation fractionnaire

Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de déri-
vation aux ordres non entiers.



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

1.3.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.4 ([11])

Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et n —1 < p < n ou n € N*,
alors la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a gauche de la
fonction f d’ordre p est :

RLDP f(z) = (d%)”(]:;p (2))

1 I
_ m%a/(x—t) F(t)dt, Va € [a,b] ,(1.17)

et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a droite de la
fonction f d’ordre p est :

d n
WD) = (1) (575
wo b
= %%/(t — )" P f(t)dt, Vo € [a,b].(1.18)
Remarque 1.2
Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville a gauche.
Exemples 1.2
1- La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville.
Si p > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction
constante f(x) = ¢ n’est pas nulle, sa valeur est :

['(1-p)

2- La dérivée fractionnaire de f(r) = (r—a)” au sens de Riemann-
Liouville.
Soit p>0telquen —1<p<navecf > —1

RLpDPe — (x —a)™?.

BEDPF (a) = (10D — a)’)

8



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

d’aprés le résultat de I'exemple 1.1, on obtient :

& T(B+1)

RL mp _ _ _\(B+n—p)
Drf(e) = dx”I‘(n—pqLﬁ—i—l)(x @)
r(B+1) d" _ \(B+n—p)
Fn—p+p+1)dz" (z—a) ]

_ I'(B+1) F(6+n—p+1)( oy
F'n—p+p+1) T'(F—p+1)

T +1) _ \Bep
R CET TSI LA
ol nous avons utilisé la formule
d\" A rn  TA+T) A-n

(1.19)
En particulier, lorsque p = 0.5, 8 = 0.5 et a = 0, on obtient :

RL 05 05 _ L(15)
D™z —W—F(l.@.

Proposition 1.2
Si f est de classe C™ alors en faisant des intégrations par parties et des
dérivations répétées, on obtient :

S YN S PR
F(/f—p+1)f ()+p<n_p)/( t) fr(t)dt.

k=0 a

"D (@) =

(1.20)
Proposition 1.3 (Propriété d’interpolation)
Soit f(x) une fonction définie sur |a,b] et soit p € [0,1). Soit f(zx) a un
dérivé continu d’ordre suffisant et BEDP f (z) ewiste, alors :

lim "D f () = f'(x). (1.21)
lim “CD7f (2) = f(x). (1.22)

Démonstration (voir [13])



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Nous pouvons généraliser les égalités ci-dessus dans la proposition 1.3
pour tout nombre positif p, on obtient :

li_r)nRLD”f(x) = f"(z). (1.23)
gmlRLDpf() = (). (1.24)

Oun—1<p<n,n €N et avec la méme condition de proposition 1.3.

Propriétés 1.3 ([11])

Nous présentons maintenant quelques propriétés de 'opérateur de déri-
vation au sens de Riemann-Liouville.

1. Composition avec ’intégrale fractionnaire

Soit p > 0 et f € L' ([a,b]), alors on a :
RLpprrf(2) = f(2),Vz € [a,b]. (1.25)

Ce qui signifie que l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville du méme ordre.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour n € N*, si les dérivées fractionnaires " DP f et BLDPH" f existent,
alors :

dd;:n (REDPf (2)) =RE D™ f (2), Vo € [a,b], (1.26)
mais, on a :
. dn nip n—1 f a)kipin
RL [y (%f(a:)> =HRL prip f (g 2% Fk p_n+1) , Vo € [a,b].

(1.27)

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation

conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent que si : f* (a) = 0, pour
tout £ =0,1,2,....,.n — 1.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires

Pour f € L' ([a,b]), n—1<p<netm—1<g<m alors:

m —p—k
RL pyp (RLqu(x)) _RL Dp+qf Z RLDq kf ] F(fl a) Va € [a,b],
k=1

—p—k)
(1.28)

10



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

et

KD (RLD? () =% DR () [0 (o)

(x — a)quk

I'(l1—q—k)
(1.29)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires % DP et L D4
ne commutent que si p = ¢, [RLDq_kf (a)} = 0 pour tout k£ = 1,2....m et
[FLDP=%f (a)] = 0 pour tout k = 1,2...,n.

Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville ont certains inconvé-
nients lorsque on essaie de modéliser des phénomeénes du monde réel. Les
probléemes étudiés exigent une définition des dérivées fractionnaires permet-
tant 1'utilisation des conditions initiales physiquement interprétables incluant
y(0), 1 (0), etc. Ces défaillances ont conduit vers la fin des années soixante,
a une définition alternative des dérivées fractionnaires qui satisfait ces de-
mandes, elle a été introduite par Caputo.

1.3.2 Approche de Caputo

Définition 1.5 ([11])

Soit p >0 avecn —1 < p <n, (n € N*) et f est une fonction telle que
dn
%f € L' ([a,b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo & gauche et a droite
de la fonction f sont définis respectivement par :

CpP,fa) = 17 (if(x))

dz™

T

= —— [ (z—t)m P v e la .
F(n—p)/( t) fU(t)dt, Ya € [a,b], (1.30)

a

D flz) = ()" IV ( . f(w)>

dam

SV
—— x/(t )P (4)dt, Vo € [a,b]. (1.31)

11

, Vo € [a,b].



CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

Remarque 1.3

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo a gauche.

Exemples 1.3

1- La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de
Caputo

La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est
nulle :

“DP =0.
2- La dérivée f(r) = (xr — a)’au sens de Caputo
Soit p non entieret 0 <n—1<p<n avec f>n — 1.
On a d’abord d’aprés (1.19) :
dr I+

d?(x—a)ﬁ— —F(6+1—n)<x_a)ﬁ_n'

Alors
“DP(z —a)’ = I"P) [%(w - a)ﬁ}

“DP(z —a)’ = I{"P [FF(B—+1)($ _ &)ﬁ—n}

S EE
LB+ rap n
NEE R

d’apres le résultat de I'exemple 1.1, on obtient :

rpg+1)

el v ey

(x —a)’P.

En particulier, lorsque p = 0.5, 8 = 0.5 et a = 0, on obtient :

CPOsys = —FF((lf;’) =T (1.5).

12



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Proposition 1.4 (Propriété d’interpolation)
Soit p € [0,1], soit f(x) une fonction avec une seconde dérivée continue
dans [a, T] pour chaque T > a et “Df(x), on a :

i D7f (2) = f (o). (1.32)
i D7f (1) = f(2) - fla) (1.33)

Démonstration (voir [10])
Nous pouvons généraliser les égalités ci-dessus dans la proposition 1.4
pour tout nombre positif p, on obtient :

lim °Drf(z) = f"(z). (1.34)
pl}nmchpf( v) = [ 2) = f(0). (1.35)

Oun—1<p<n,n €N et avec la méme condition de proposition 1.4.

Propriétés 1.4 ([10],[13])

Nous présentons maintenant quelques propriétés de 'opérateur de déri-
vation au sens de Caputo.

1. Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire

Soit p > 0.81 f € C™ ([a, b]) alors, on a :

“DrIPf(x) = f(x), Vo € [a,b] (1.36)
et
1P CDP f(z) nz O @ —a)t la,b] . (1.37)

Alors l'opérateur de derlvatlon fractionnaire au sens de Caputo est un
inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire du méme ordre |,
mais il n’est pas un inverse a droite.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour m € N, si les dérivées fractionnaires “DP f et “ DP™ f existent ot
n—1<p<n(neN), alors :

D (ot @) = F) £ (D). s

On déduit alors que la différentiation fractionnaire au sens de Caputo et
la différentiation conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent pas.
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CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

3. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit p > 0avecn —1 < p<netn & N* supposons que f une fonction
telle que ¢ DPet BLDP existent, alors :

S (@) (=)

“prf(x) =RF pr - 1.39
o) =" D ) = 30 R (1.39)
On déduit que si f*®) (a) =0 pour k =0,1,2,..,n — 1, on aura :
CDP () =R DPf ().
Corollaire 1.1
Sio<p,g<lavecp+gq<1let fdeclasseC!, alors :
(°Dro® DY) f =C DPTif = (“D9o" D) f. (1.40)

Démonstration

(“Dro“ DY) f =

= (Il_p_qo]qo%oll_qo%> f

]l_po—oll_qoi) f

I'VP1oY Dao 0 i f
dx

d
Ji-p—a o
° d:z:) /

1.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo et celle de Riemann-
Liouville

L’avantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions ini-
tiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo ac-
ceptent la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier.
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1.5. PROPRIETES GENERALES DES DERIVEES FRACTIONNAIRES

On résume dans ce tableau :

Propriété Riemann—LiouViHe Caputo
Représentation RLDP f () = e (I"Pf(x)) “prf(z) = 10D (%f@))
. lim, ., D f (z) = f* (x) lim, ., “DPf (z) = f* ()
ROCIPOILON | iy PEDN () = 7 ) | Ny s ODPF (@) = £ (0) = S (0)
N FEDP (A f () + g (2)) D" (M () +g(2) =
Linéarité )\RLDPf () HRL Drg () /\CDpf (z) +C Drg (z)
Non A (mDrg () =k g ) (— ) =" s o
commutative ARL pp <%f (x)) £ % (chf (x))
f@y=c | DY) = g -0 D2 f(r) =0

1.5 Propriétés générales des dérivées fraction-

naires

1.5.1 Linéarité (voir [13], p90)

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D (Af () + pg (x)) = AD"f (x) + pD%g (x) , (1.41)

ou DP désigne n'importe quelle approche de dérivation considérée dans

ce mémoire.

1.5.2 La régle de Leibniz (voir [13], p91)

Pour n entier on a :

n

gk (x).

Fg () + RE(z), (1.42)

d’I’L
®)
k=0
La généralisation de cette formule, nous donne :
D (f (@) g (@) = 3 (1) P (x) D
k=0
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CHAPITRE 1. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRE

oun>p+1et

T

1 T
RA(2) = —F— ) tdt/ ) () (t— )" d
o) = iy [ =07 a0 [ £ o = 0"
a t
avec lim,,, o RP(z) = 0.
Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a.z], alors la formule
(1.42) devient :

o0

D (f (2)g(2)) =) (}) f* () D" Mg (x). (1.43)

k=0

Ou DP est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
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Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie
du point fixe

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du
point fixe. A savoir le théoréme du point fixe de Banach, celui de Brouwer et
Schauder et enfin nous abordons le théoreme du point fixe de Krasnoselskii.

2.1 Théoréme du point fixe du type Banach

Le théoreme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe
de contraction de Banach, est apparu pour la premiére fois en 1922 dans le
cadre de la résolution d’une équation intégrale.

Définition 2.1 ([17])

Soit E un espace de Banach et T : E — FE une application, un élément
x de E est dit point fivre de T si Tx = x.

Définition 2.2

Soit (M,d) un espace métrique complet et l’application T : M — M, on
dit que T'" est une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive
k telle que l’on ait, pour tout couple d’éléments x,y de M, l'inégalité

d(T(x),T (y)) <k (d(z,y)) (2.1)

Si k <1, Uapplication T est appelée non expansive.
St k < 1, Uapplication T est appelée contraction.
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CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT
FIXE

Théoréme 2.1 (Théoréme du point fixe de Banach(1922)) [15]

Soit (M, d) un espace métrique complet et soit T : M — M une appli-
cation contractante avec la constante de contraction k, alors T a un unique
point fixe v € M. De plus on a :

sizg € Metx,=T(x,-1), (2.2)
lim 2z, = zetd(z,,z)<k"(1—k) "d(z,z) n>1,

x étant le point fixe de T.

Démonstration

1-L’existence :

Soit y € M un point arbitraire dans M. Considérons la suite {z,}
donnée par :

To =Y
Tp =T (xp_1), n> 1.

On doit prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans M.
Pour m < n, on utilise I'inégalité triangulaire :

d(zm,xn) < d(Tm, Tma1) + d(Tmi1, Tmao) + o+ d (21, 25) .

Puisque 7' est une contraction, on a :

d(xp, Tpt1) = d(Txp_1,Tx,) <k d(xp_1,7p), pour p > 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

d(zm, ) (K™ + k™ + L+ k") d (20, 1)

k™ (1 + k + ...+ knimil) d(.%'(),.ﬁl?l)

1 — kn—m
k™ (ﬁ) d (LU(), Il)

k,m

IA A

IN

IN
S
—
8
g
8
=

donc



2.1. THEOREME DU POINT FIXE DU TYPE BANACH

Alors (x,,)nen est de Cauchy dans M qui est complet, on déduit qu’elle
est converge dans M, ie
lim z, = z.

n—oo

Par ailleurs puisque 7' est continue, on a :

x=limz,= lim T (z,1)=T <1im xn_1> =Tz.

Donc x est un point fixe de T, i.e Tx = x.
2-L’unicité
Supposons x = Tz et y = Ty alors :

d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y) (2.3)

ce qui implique que d(z,y) =0, i.e x = y (puisque k < 1).

Remarque 2.1

Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais ['une de ces itérées TP est une contraction, alors 7" a un seul point
fixe.

En effet, soit « 'unique point fixe de 7% on a :

TP(T(x)) = T(TP(x)) = T(x) ce qui convient & dire que T'(z) est aussi
un point fixe de T? et grace a l'unicité T'(z) = z.

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent
I'unicité du point fixe.

2.1.1 Extension du principe de P’application contrac-
tante

En premier temps on va voir une extension qui consiste & prendre un
autre type de contraction et qui donne le méme résultat que celui de Banach.

Extension de Boyd et Wong

Elle consiste & remplacer la contraction par la (p-contraction dont nous
donnons la définition :

Définition 2.3

Soit M un espace métrique et T wune application de M dans M. On
dit que T' est une @-contraction, sl existe une application p semi-continue
supérieurement de [0,00) dans [0,00) avec p(r) < r pour r > 0 telle que :

Va,yeM,d(T(x),T(y)) < ¢dy). (2.4)

19



CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT
FIXE

Le résultat suivant va assurer I’existence d’un unique point fixe pour une
telle application :

Théoréme 2.2 ([4])

Toute p—contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet
un point fixe unique.

Remarque 2.2

La contraction est un cas particulier de la ¢-contraction (il suffit de
prendre ¢ (r) = kr pour tout r > 0,0 < k < 1).

On va voir que si on remplace I’hypothése que T' soit une contraction par
I’hypotheése plus faible qu’est :

d(T(x), T(y)) < d(z,y) (2.5)

T n’a pas de point fixe. En effet nous avons ’exemple suivant :

Exemple

Considérons Iespace suivant : M = {z € R : z > 1} muni de la métrique
d(xz,y) = |z —y|, Yo,y € M.

1
Soit T': M — M tel que : T'(x) = x + — alors :
T

zy — 1

d(T (x), T (y)) = T(x) = T(y)| = [z - yl. <z =yl =d(z,y)

donc
d(T'(z), T (y)) < d(z,y),Yo,y € M.

On vérifie que T ne posséde aucun point fixe dans M.

1
En effet : T'(z) = x = — = 0 impossible.

x
Extension d’Edelstein
Théoréme 2.3 ([6])
Soit (M,d) un espace métrique complet et T : M — M wune application

telle que :
A(T(2), T(y)) < d(z,y), Yo,y € M, 3 £, (2.6)

Supposons qu’il existe y € M tel que la suite {x,} définie par :

To=1Y
Ty =T(xp-1),n>1
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2.2. LE THEOREME DU POINT FIXE DE TYPE BROUWER [18]

posséde une sous suite {x,;} avec im;_,o x,; = x € M. Alors x est unique
point fixe de T.

Remarque 2.3

L’application T': M — M avec la propriété (2.6) ne donne pas le méme
résultat que le théoréme 2.2 mais si M est compact alors T avec la propriété
(2.6) est une p-contraction.

- Le résultat précédent (d’Edelstein) a une importante conséquence qu’est :

Théoréme 2.4

Soit (M, d) un espace métrique complet et T : M — M une application
telle que :

d(T (x),T(y)) < d(z,y),Vz,y € M,z #y (2.7)

En plus, supposons que T : M — K ou K est un sous ensemble compact
de M, alors T posséde un unique point fixe dans M.

2.2 Le théoréme du point fixe de type Brou-
wer [18]

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algé-
brique. Il existe plusieurs formes de ce théoréme selon le contexte d’utilisa-
tion. La plus simple est parfois donnée sous la forme suivante :

Dans le plan : Toute application 1" continue du disque fermé dans lui-
méme admet au moins un point fixe. Il est possible de généraliser a toute
dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application 7' continue d’une boule
fermée d’un espace euclidien dans elle-méme admet un point fixe.

Il peut encore étre un peu plus général :

Convexe compact : Toute application 7' continue d’un convexe compact
K d’un espace euclidien & valeur dans K admet un point fixe.

a) Théoréme de Brouwer en dimension un : On note [a, b] le domaine
de définition de T'. L’application T est continue et a valeurs dans le méme
segment. Dire que cette application admet un point fixe, revient a dire que
son graphe croise celui de 'application définie sur [a, b], qui a x associe z.

Une démonstration n’est pas difficile a établir. Considérons I’application
continue

Fr=Tx—ux, (2.8)
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CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE DU POINT
FIXE

elle est positive en a, négative en b. Le théoreme de Bolzano, qui est un cas
particulier du théoreme des valeurs intermédiaires assure que ’application F
posséde un zéro dans [a, b], ce zéro de F est un point fixe de T'.

En dimension deux, un raisonnement intuitif permet de montrer que le
résultat est probablement vrai. La démonstration est néanmoins plus délicate.

b) Théoréme de Brouwer en dimension deux : Si K le domaine de
définition de T est d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon, K est semblable
a une boule unité fermée. Le terme semblable signifie qu’ il existe un homéo-
morphisme ¢ de la boule unité vers K, L’équation définissant le point fixe
peut encore s’écrire :

Sih =Tog¢, h(r) = x. Autrement dit, on peut supposer que K est la boule
unité fermée. On peut de plus choisir la norme de maniére quelconque. Si on
choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus grande coordonnée, cela
revient a dire que ’on peut choisir pour compact K, ensemble [—1, 1] x[—1, 1],
sans perte de généralité.

Si ’on définit la fonction F' comme suit :

F:[-1,1] x[-1,1] = [-1,1] x [-1,1]

r— F(z) = h(z) — x. (2.9)

Cela revient & montrer que la fonction F atteint le vecteur nul sur [—1, 1] x
[—1,1].

Si F},, pour k = 1,2, sont les deux fonctions coordonnées de F, cela revient
a montrer ’existence d’un point xg, telles que F; et F5 admettent toutes deux
pour zéro la valeur z.

La fonction Fj est une fonction de [—1,1]x[—1,1] dans [—1, 1]. Sur {—1} x
[—1,1], elle est positive en revanche sur {1} x [—1, 1], elle est négative. Ceci
laisse penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui part d’un point
[—1,1] x {1} pour finir sur un point de [—1,1] x {—1}.

Le méme raisonnement appliquée a F, laisse penser que la courbe de
niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point {—1} x [—1, 1] pour
terminer sur un point de {1} x [—1,1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent
nécessairement se croiser et ce point de croisement est un point fixe de T o ¢.

Remarque 2.4

Il est important de voir que l'unicité n’est pas assurée par le théoréme
de Brouwer du fait que chaque point de K est un point fixe de I’application
identité.
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2.3. THEOREME DU POINT FIXE DE TYPE SCHAUDER [18]

- Nous allons donner un résultat de Brouwer qu’on aura besoin dans la
démonstration du théoréme de Schauder :

Définition 2.4

On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute appli-
cation continue T' : E — E posséde un point fixre. On note par B, la boule
unité fermée de E".

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.5

La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout n € N.

2.3 Théoréme du point fixe de type Schauder
18]

Ce théoréme prolonge le théoréme de Brouwer pour montrer ’existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un
espace de Banach. Il est établi en 1930.

Théoréme 2.6

Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de
Banach E et supposons T : K — K wune application continue. Alors T
admet un point fize.

Démonstration

Soit T': K — K une application continue. Comme K est compact, 1" est
uniformément continue donc, si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour

tout x, y € K,
on a
o =yl <6 = [IT(z) -T(y)l <e
De plus, il existe un ensemble fini des points {z1,22,...,2,} C K tel

que les boules ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K, ie K C

Ulgjgp B(z;,0).

Si on désigne L := Vect(T(x;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et
K* := K N L est compact convexe de dimension finie. Pour 1 < 5 < p, on
définit la fonction continue ¢, : ' — R par :

0 sillz—x:ll >0
wj:{ o — ]

1-— M sinon ’

il est clair que 1); est strictement positive sur B(z;, ) et nulle dehors.
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On a donc, pour tout = € K, Z§=1 ¥;(x) > 0, et donc on peut définir sur
K les fonctions continues positives ¢, par :

. (r (x)
7 =S gy

pour les quelles on a Z?:l ¢;(z) =1 pour tout = € K.
Posant, pour x € K,

o(o) = D 0 @)T())

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues)
et prend ses valeurs dans K* (car g(z) est un barycentre des T'(z;)).

Si on prend la restriction g/« : K* — K*, (d’aprés théoreme de Brouwer)
g posséde un point fixe y € K*.

De plus :

Ty)—y = T(y) —g(y)

= Z ©; (y)T(y) — Z Spj(y)T@:j)
— Z 0, (W) [T(y) — T(x)] .

Or si ¢;(y) # 0 alors ||y — x| < 0, et donc [|T'(y) — T'(z;)|| <.
Donc pour tout j :

IT(y) =yl < Z l; (W) [T'(y) = T(z;)]

p

< Dy =«

Jj=1

Alors, pour tout entier m, on peut trouver un point v, € K tel que
T (Ym) — ym|l < 27™. Et puisque K est compact, de la suite (y,,) on peut
extraire une sous-suite (¥, ) qui converge vers un point y* € K. Alors T" étant
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2.4. THEOREME DU POINT FIXE DE KRASNOSELSKII [12][14]

*

continue, la suite (7'(ym, )) converge vers T'(y*), et on conclut que T'(y*) = y*,
i.e y* est un point fixe de T" sur K.

Théoréme 2.7 (Théoréme de Rothe)[15]

Soit X un espace normé, et K une partie convezre fermée de X. Alors
toute application compacte et continue de K dans X telle que T(0K) C K
admet un point fixe.

Le résultat suivant est une autre conséquence du théoréme de Schauder
qui donne lieu a de nombreuses applications dans les équations aux dérivées
partielles :

Théoréme 2.8 ([15])

Soit T un opérateur compact de l’espace de Banach X dans lui-méme.
Supposons qu’il existe un réel r > 0 tel que [’égalité

u=o0Tu=|lul| <r,outueXetoel01], (2.10)

alors T admet un point five dans B(0,7).

- Le théoréme de Schauder reste vrai dans le cas des espaces localement
convexes, nous allons le confirmer par les théorémes suivants (voir [15][16]) :

Théoréme 2.9 (Théoréme de Tychonoff et Singball)

Soit E un espace localement convere, et K un compact convexe de E
alors toute application continue de K dans K admet un point fize.

Théoréme 2.10

Soit E un espace localement convexe et séparé, K un fermé et convexe
de E, alors toute application T continue de K dans K telle que T(K) soit
continue dans un compact de E admet un point fize.

2.4 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii
[12][14]

Nous donnons un théoréme d’existence du point fixe concernant les ap-
plications de la forme 7' = U 4V, ou U une contraction et V' est continue et
compacte.

Théoréme 2.11 (Krasnoselskii, 1958)

Soit X un espace de Banach, soit D un sous ensemble non vide, fermé,
borné et convexe de X. Soient U,V deux applications de D dans X telles
que :

1. U est une contractante de constante k.
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FIXE

2. 'V est compact et continue.
3. Ve,ye D, Uxr+Vy e D.
Alors il existe x € D tel que Ux + Vz = x.

Démonstration :

Soit y fixé dans D, comme U est une contraction, I’équation z = Uz +Vy
admet une solution unique x dans D.

On définit application

L : D=D (2.11)
Ly = x
Ly = ULy+Vy, (y € D).

On a LD C D. On montre que L est compacte et continue et d’apres le
théoréme de Schauder, on pourra conclure qu’il existe y € D tel que Ly = y,
dou Uy +Vy=uy.

Soit ¥, un point arbitraire de D, alors de (2.11) :

Ly — Ly, = ULy—ULy,+Vy—Vyn,
ILy = Lynll < ULy — ULyall + [IVy — Vil
et puisque U est une contraction on a :
ILy = Lynll < El|Ly — Lynll + [Vy = Vial| (2.12)
1
< —||Vy—-Vy,
< 7 IVy =Vl

d’otui la continuité de L. Reste a montrer que LD est relativement compact.
En effet, comme V D est relativement compact,

Ve >0, 3(1 — k)e — réseau Vyy, ..., Vy,
c’est-a-dire les boules
B(Vyg, (1 —k)e),1<k<n
telle que .
VD c | B(Vyr, (1 - k)e).

k=1
Alors de (2.12), Ly, ..., Ly, est un € —réseau de LD.

26



Chapitre 3

Existence de la solution d’un
probléme aux limites
fractionnaire

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence de la solution d’un pro-
bléme au limites fractionnaire. Pour étudier ce probléme, nous le transfor-
mons en une équation intégrale que nous écrivons comme la somme d’une
contraction et d’un opérateur compact, puis nous appliquons le théoréeme du
point fixe de Krasnoselskii.

3.1 Présentation du probléme

On considére le probléme au limites fractionnaire (P) suivant :

{ —CDY Dult) + f (Lu(®) =0, 0<t<1 (P)

limy o+ ' Pu(t) = u(1) = —u(n)

oul<a, f<l,l<a+p<2,0<n<1, CD‘f, et Dg+ désignent la
dérivé fractionnaire au sens de Caputo a droite et de Riemann -Liouville &
gauche respectivement.
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION D’UN PROBLEME
AUX LIMITES FRACTIONNAIRE

3.2 Reésultat d’existence
Nous commengons par résoudre le probléme linéaire (P1) correspondant :

{ —OD¢. D0+u()+y(t):0, 0<t<l1

limy o+ £-2u(t) = u(1) = —u(n). (P1)

Lemme 3.1
Soit y € L'(0,1) alors le probléme linéaire (P1) a une solution unique u
qui satisfait ’équation intégrale

1 1

8—1 B-1,8
) = [ Gt [y (<0 + L5 ot
0 0 0(3.1)
B 1 Jo@—=s)F" (r—s)tds, 0<r<t<1,
Gtr) = T'(a)T(B) { fot(t —5)f(r—s)2lds, 0 <t <r<1. (32)
g(r) = m /(1 —8)P 7 (r — 5)*"lds. (3.3)

0

Remarque 3.1

Nous allons donner les propriétés des dérivés fractionnaires de Riemann-
Liouville et de Caputo qu’on aura besoin dans la démonstration du ce lemme
pour 0 < p<1:

I5. D f(t) = f(t) - ct’~h (3.4)

DY f(t) = f(t) —c. (3.5)

Démonstration
En appliquant 'opérateur I7* & I’équation de (P1)

I |=“D5 Dy u(t) + y(t)| =0
et d’apres la propriété (3.5), on obtient :
D ult) + o1 + I y(t) = 0 (36)
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE

puis, on applique I'opérateur [63; a I’équation (3.6)

13, [-Dg,ult) + e + I y(0)] =0

. . ort? - L .
il est claire que Ingc = m et d’apres la propriété (3.4), on obtient :
u(t) = I I y(t) + i + et (3.7)
0 rB+1)

En utilisant la condition lim,_o+ ' ~Pu(t) = u(1), on a d’une part

¢
lim ¢ Pu(t) = lim [¢° (Iﬁ e t) _ar -
J 072l = i |10 (R 00) + gt ] =

d’autre part

c
u(l) = I@Ila_y(l) + T Lt

L(5+1)
donc, on conclue :
& = —T(B+ DI, T y(1).
En substituant ¢; dans (3.7), on obtient :
u(t) = Ig Iy (t) — 710 I y(1) + eot” (3.8)

Maintenant & partir de la condition u(1) = —u(n) et de méme raisonne-
ment, on trouve :

1

Co = —1 + ,)7671

(—I@ff‘—y(n) + nﬂf&ff‘—y(l)) :

par conséquent (3.8) devient :

8 g T B o s
t)y =1y I y(t) + | —t" + 1), I y(1 Iy, I
u(t) o+ 1i-y(?) ( 1 7751) o+ 1i-y(1) 14 -1 071 y(n),
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qui peut étre écrit comme suit :

u(t) = m( / (t — 5)P! ( / (r — s)“ly(r)dr) ds

S

+(_ 1ti;ﬁ 1>/11_5 </<rs)a1y(r)dr> ds

s

1+ 775 1 /n (/1(T - 3)a1y<7)dr) ds).

0 s

D’aprés le théoréme de Fubini

+/ (/ (t —s)Hr — S)QIdS) y(r)dr
(1 — 1-8 /
-1 g

0 0

¢! o -1 a-1
_Tnﬁl/ (/(n —5)P 1 (r — ) ds) y(r)dr).

n 0
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Lemme 3.2
On suppose que 0 < a, B < let 1l < a+ p < 2, Alors la fonction G
définit dans (3.2) et la fonction g définit dans (3.3) satisfont les propriétés
suivantes :
1. Les fonctions G(t,r) et g(r) sont positives, pour tout 0 <r <t <1.
1 1

2O s G yr@rE N S G DT @)
Démonstration
Evidemment, G(t,r) > 0 pour ¢,r € [0, 1].
Soit
. 1 / . Bs—1 o a—1
gl(t,”r’)——r(a)r(ﬁ)/(t s\ (r—s5)"""ds, 0<r<t<l.

0

gz(t,”f’)zm/(t—s)ﬁ_l(r—s)a_lds, 0<t<r<il.

Pour 0 <r<t<l1,ona:

_ =) (r—s)* s
g (tr) < rmﬂwnj< P -eas (39
ratB-1
(a+8-1)I(a)T(B)

1
S @i DL (@I (@)

De méme, si 0 <t <r <1, alors :

t

- —s)P ¢t —5)* N ds
Btr) < F(Q)F(ﬁ)o/(t YLt — ) (3.10)
B tat+B-1
 (a+B8-1T(a)T(B)

1
S @i DT(@T @)
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Ainsi de (3.9) et (3.10), on obtient :

1
(a+8-1)I(a)T(B)
De méme raisonnement, on trouve :

1
(a+ -1 ()T (B)

On définit 6 =1 — 3, 0 < § < 1. Soit E I'espace pondéré Cs[0,1] = {u €
C(0, 1], tu(t) € C[0,1]}, alors E est un espace de Banach selon la norme
|ulle; = maxeo ) [t2u(t)], voir [13].

Théoréme 3.1

On suppose que M = sup(|f(t.0)], 0 <t < 1) < oo, M # 0 et il existe
une fonction positive k € Cs[0,1] tel que :

G(t,r) < , pour tout t,r € [0.1].

g(r) < , pour tout r € [0.1].

1f(t,z) — f(t, )| <t Pk)|z —y|, 0<t <1, m,y €R. (3.11)

Alors le probléme (P) a au moins une solution non triviale & condition

e (a+ 6 — DT(a)T(B + 1)
12 '

1Elle; <

Démonstration
Soit 2 = {u € E, |Ju|lc; < R} un sous-ensemble convexe non vide fermé
de E, ou R est choisi tel que :

(3.12)

12M
B e DG (3.13)

On définit les opérateurs A et B sur € par :

Au(t) = / Gt )£ (r, u(r))dr,

A1 /

Bu(t) = —W/G(n,r)f(r u(r))dr

P :
+(—t+1+nﬂ 1>/g dr.
0
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On divise cette preuve a 5 étapes :
Etape 1 : A est continu sur 2. En effet, soit (u,)nen € €2 tels que u,, — u,
en ), on a :

|17 Aun (t) — 77 Au(t)] = /[tl6G(tﬂ”)f('f’aun(7”))—tl5G(t77’)f(7”7u(7”))} dr

< / BBG (1) £, un(r)) — F(r,u(r))|dr

0

en utilisant (3.11), on obtient :
1
178 Au,, () — 1P Au(t)| < /tlBG(t, Y Pk () |un (r) — w(r)|dr
0

T refo,1]

< max |r1_6/€(r) [un (1) — u(r)]| /tl_BG(t,r)dT

A

1
= ’|k||05|\un—u||05/tlBG(t,r)dr
0

D’apres le lemme 3.2, on trouve :

1-8 s 1kl llun — ulles
[ A (8) = A < T T (B 1)

d’ou ||Au,, — Aull¢;, — 0 quand n tend & oo.
Etape 2 : (Au) est uniformément borné sur 2. En fait :

1

|t1_5Au(t)| < /tl_ﬁG(t,r)|f(r,u(r))|dT

< /tlBG(t,T)[If(T,U('f’)) — f(r, 0)[ + [f(r, 0)[ldr
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en utilisant (3.11), on obtient :

1

118 Au(t)] < / A5Gt ) [Pk a(r)] + | (r,0)]] dr

o
—_

< /tlﬁG(t,r) [rlfﬁk(r)]u(r)ﬂ d?’—i-/tlBG(t,T)’f(T’, 0)|dr

0 0

ref0,1) ref0,1]

< (max 1P P E(r)u(r)| + max |f(r, 0)|) /ltl—ﬂG(t,r)dr

1

_mwmw%+M/fﬁam
0

A\

d’apres le lemme 3.2, puis en utilisant (3.12)-(3.13), on truove :

[kllcsllulle, + M

(@+3— DT(T(B+ 1)

Rkl + M
(@ +B— DI @T(F+ 1)
R M
2 (et B-D)I(@TB+1)
R R R
12 12 12 6

[ Au(t)]

IN

IN

IN

IN

(3.14)

d’ou ||Aulle, < 5
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Etape 3 : (Au) est équicontinu sur €. En fait, pouru € 2, 0 <t; <ty <1

7P Au(ty) — ty P Au(ty)] =

/ HG(, ) () = 870Gty ) [ u(r) | dr

< /|t} BG(t1, 1) — 10 G o, )| (s ()| dr
0
< / 0G (1) — 150Gty )| £ () dr
0
n / G (b, 1) — G (b, )|, u(r)) dr
4 / 3G (0, 1) — 5P Gt )|, u(r)|dr
< / Gty 1) — PG, )| ([ (o ulr)) — F(.0)] + | £, 0) ] dr

0

+/ 677G () — 1 Gty )| [ f(ru(r)) — f(r,0)] + | £ (r, 0)[] dr

+/ 677G () — £ Gty )| [ f(ru(r)) — f(r,0)] + | £(r, 0)[] dr

d’apres le lemme 3.2 et la formule (3.2), on obtient :
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Klles [ullos + M
T(a)T(B + 1)

t1 r

1178 Au(ty) — 577 Au(ty)|

(/ / (tl (ty — 8)° =37 Pty — 5)°~ 1) (r —s)*'ds | dr

0 0
1 t1

+/ /(t}—ﬁ(tl—s> L d7P(ty —s)ﬁ—l> (r —

t1 0
to r

+/ /t;ﬁ(tg —8) 7 r —5)*tds | dr

t1 t1
1 to

—i—/ /t;ﬁ(tg — 5 (r — 5)*7ds | dr).

to t1

Par théoréme de Fubini, on trouve :

Hk:||c5||u||as M
- T(a+1) ﬁ+1

177 Au(ty) — t5° Au(ty)| tl Bty — s)P 7t =ty Pty —

t1

+ / (t}—ﬁ(tl—s) Lt — ) ) ds

0
t2 to

—f-/té_ﬁ(tg — S)B_lds + /té_ﬁ(tg — 3)6_1d3)

_ 20leullelles + M) (g s
= Brat i (2670w =)
2(|[Fllcylulc, + M)

Al (a+ 1T(5+ 1)

(2(ts —t1)° — (t2 — t1))

donc [t]77 Au(ty) — t37° Au(ty)| tend vers zéro quand t; — ty, ainsi (Au)
est équicontinu.
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Etape 4 : B est une contraction sur €. En effet, soient u, v € €2, alors :

0Bt - 4 Bu)] = l/c ) = Fr,v(r)] dr

1

+(¢+T£%T)/mmuvmw»—ﬂnmeW|

1
< T [ G ) = Sl dr
0
1
B
+y4+1;231/gmuvmw»—ﬂnmmww
0
< Mladu=tle, _ Ju=tlo,
~ (a+ 8- ()I(B+1) — 4
Etape 5 : Au+ Bv € €, pour tout u,v € 2. En fait, nous avons
1
— -1
[t'PBu(t)] = Tnﬁ_lo/G(n,r)f(r,u(r))dr + ( 776 1) O/g
1 1
_1+M4/Gmmwmwm—fmw+vmmWr
0
1
B
|-t | [ o070t - 100+ 10 bar
0

BlIkllcs lulle, +3M
~ (a+p-DI'(a)T(B+1) —
De (3.14) a (3.15), on trouve :

g (3.15)

7 (Au(t) + Bo(t))| < [P Au(t)| + [t Bu(t)]
R, R_2R .
6 2 3 —

IN

donc Au + Bv € .
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D’apres les étapes 1 a 3 et le théoréme d’Ascoli Arzela, nous concluons que
A est continu et compact sur €2. Grace aux les étapes 3 et 4 et au théoréme
de Krasnoselskii, nous déduisons que A + B a un point fixe u € ), puis le
probléme (P) a au moins une solution non triviale dans €.

3.3 Exemples

Nous donnons quelques exemples numériques pour illustrer les résultats
obtenus.
Exemple 1 Considérons le probléme fractionnaire suivant :

—CDISDYBu(t) +wu(t) +12 =0, 0 <t <1
- 050, (1) — 1(1) — (P2)
lim; o+ t"°u(t) = u(l) = —u(n), 0 <n<1
ouw=10"2 f(t, z) = wz +tY2. On a définit k(t) = wi~2, puis
[ft2) = fty)] = Jwz + 172 —wy =% = wlz — y|
= ktz|z—yl, 0<t<1, z,yeR

et
M = sup{|f(t,0)], 0 <t <1}
= sup{lt|, 0<t<1}=1.
On a:
e, =w < @F8= 1>1Fz<o‘>r(ﬁ D 95794 % 102,
Soit Q@ ={z € E, ||z|l¢; < R}, ou
R =40w > 121 = 38.768w.

(a+ -1 (a)T(B+1)
Nous concluons par le théoréme 3.1 que le probléme (P2) a au moins une

solution non triviale telle que ||z||¢, < 0.4.
Exemple 2 Considérons le probléme (P) avec o = 0.8, 8 = 0.5 et

tze
t.x) =
Jte) = Sy
tret
CDY8 DSyt =0,0<t<l.
= Dorult) + 350 +ut)?) (P3)
limy g+ t%%u(t) = u(l) = —u(n), 0 <n <1
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Vérifions les hypotheéses du théoréme (3.1). Nous avons :

[f(t, ) = f(t,y)|

—t

IA

IN

tiet tiet
30(1+22)  30(1 + 12

tre™t (y? — a?)
30(1 + 22)(1 + 42)

1
tzet

r+y

=iy

1
tzet

30

ou k(t) = © _ Par des calculs, on obtient :

30

M =sup{|f(t,0)], 0 <t <1} = max

”k”Ca

<

Soit Q@ ={z € E, ||z||¢, < 1}, alors :

R=1>

|z —y| = k()tze —y|, 0<t <1, z, yeR.

1t
2 4206 x 102,
0<t<1
% —t
max = 1.4296 x 1072
0<t<1
— 1IN 1
(@+B-DITB+1) _ 5oy s 10-2.
12
12M — 0.55423.

(a+ B8 -1 ()l(B+1)

Ainsi, d’apres le théoréme 3.1, le probléme (P3) a une solution non triviale

x €.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une breuf synthése sur les équations
différentielles fractionnaires.

Nous nous sommes concentrés sur la présentation de [9] en détail, dans
lequel il a été démontré I'existence de la solution non triviale d’un probléme
aux limites fractionnaire impliquant des dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville & gauche et de Caputo & droite en utilisant le théoréme du point
fixe de Krasnoselskii.
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