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Résumé :

Le présent mémoire a pour objectif d'étudier quelques nouvelles extensions et
raffinements établies au cours du temps de l'inégalité de Hermite-Hadamard pour certains
types de fonctions convexes et n-convexes via des intégrales fractionnaires. Ainsi quelques
généralisations des inégalités de type Pachpatte-Bihari-Ou-lang et leurs applications.
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Introduction

Les inégalités intégrales jouent un réle important dans le développement de toutes les branches
des mathématiques et occupent une place centrale dans ’attention de nombreux mathématiciens.
En particulier les inégalités intégrales ont connues un grand développement et des nouvelles 1dées
et techniques sont apparues ce qui a contribué a la résolution de nombreux problémes importants
en théorie de 'approximation et en analyse numérique ot 'estimation des erreurs d’approxima-
tion est exigée. Par ailleurs I'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie
dans I’étude des équations intégrales et plus généralement dans le cadre des équations différen-
tielles ordinaires au point de vue existence des solutions et stabilité des point d’équilibres. La
littérature dans ce sens est trés riche et connait une croissance explosive en théorie et aux ap-
plications. Pour plus de détails voir les travaux de Pachpatte [6], Bainov et Simeonov [1], S. S.
Dragomir [2].

Dans notre mémoire on s'interesse a quelques inégalités de type Hermite-Hadamard et Ou-
lang-Pachpatte-Bihari qui ont été appliquées presque 4 tous les types de fonctions c’est & dire
aux fonctions dérivables, absolument continues, Lipchitziennes, monotones et aux fonctions &
variation bornée. Elles sont utilisées aussi dans plusieurs domaines tels que les statistiques, 'in-
tégration numeérique et en analyse non linéaire.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Dans le premier et le deuxiéme chapitre nous
présentons un certain nombre d’inégalités de type Hermite-Hadamard qui peuvent étre obte-
nues pour deux type de convexité pour les intégrales normales et les intégrales fractionnaires

(voir [2,4,5,8]). Le troisiéme chapitre contient certaines inégalités intégrales de type Ou-Tang-



Table des matiéres

Pachpatte-Bihari [6]. Ces résultats sont ensuite utilisés dans le Chapitre 4 pour étudier quelques

exemples d’applications. On termine cette mémoire par une petite bibliographie.




Chapitre 1

Inégalités de type Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, on va rappeler certaines inégalités de type Hermite-Hadamard pour deux type

de convexité.

1.1 Cas des fonctions convexes

Définition 1.1 Soit f: 1 C R — R est dite conveze si
flz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—8) f (), (1.1)
pour tous x,y €1 ett € [0,1].

Exemple 1.1 1/ f (x) = z* est une fonction convexe dans R.
2/ f(z) = e* est convexe dans R.
3/ f(xz) = |z| est convexe dans K.

En 1893 Hermite-Hadamard ont démontré I'inégalité suivante

Lemme 1.1 [2]. Soit f : [a,b] — R une fonetion conveze, alors l'inégalité d’Hermite-Hadamard

est définte comme suit

f(cwb)g 1/f($)dxéw, (1.2)



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

Preuve. On suppose que | est convexe sur |a, b, alors on a

a-+b a b =z =x
f( 2 ) N f(§+§+§_§)
1 x
= f(g(a+bx)+2>

Jfatb-2)+ 1)

VAN

On pose z =ta+ (1 —t)b avee t € [0,1] on obtient

flatb—2z)+f(z) = fla+db—ta—(1—2t)b)+ f(ta+ (1 —1)b)

= f(Q—ta+th)+ fta+(1—1)b)

VAN

I

Fla)+ 1 ).

D'aprés (1.3) et (1.4) on a

of (;b) <flatb-2)+f(5) < fa)+f ).

On intégre les deux cétés de cette inégalité sur [a,b] on trouve

b

(150 <42 w0310

a

Remarque 1.1 F&n 1906, L-Féjer a démonitré le Théoréme sutvant

soit f : |a,b] — R une fonetion convexe alors

f(a+€>ngMM<ijf@Mﬂmdm<f0ﬂ+faﬂfg@ﬁm,

2

: : a+b
ot g : [a,b] — RT intégrable et symétrique par rapport & x =

(g(x)=gla+b—z), Yz € [a,b]).

(L =2) f (@) +¢f B)] + [tf (@) + (1 — 1) f ()]

(1.9)

(1.4)

(1.5)




Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

Remarque 1.2 55 on pose g = 1 dans (1.5) on retrouve l'inégalité d’Hermite-Hadamard

(*5) <biafbf(a:)dw<w_

22

En 1998, S.S.Dragomir et R.P.Agarwal ont démontré quelques inégalités intéressantes en utilisant

le Lemme suivant

Lemme 1.2 [2]. Soit f: I° C R — R une application différentiable sur I1°, soit a,b € I° avee

a<b. Sif € Lilab] alors on a l'égalité suivante

b 1

f(a)—;—f(b) biaff(a@)dmz b;a/(lzt)ff(ta+(1t)b)dt- (1.6)

vl 0

Preuve. On pose

I= /(1 —2t) f (ta + (1 — t) b)dt.
0
On intégre I par parties

1

_ Sflta+ (1-1)b) ' flta+ (1 —1)b)
I = — (12t)0+2/ —" dt
_ —f(z)—bf(b) +azb/f(ta+(1—t)b)dt.

0

Posons = ta + (1 —t) b, avec t € [0,1], alors on obtient

b

b—a b-ab-a
Donc a
b 1
f(a);f(b) biaff(w)dxszQ/Q21;)f’(m+(1t)b)dt.
n ’ 0




Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

Théoréme 1.1 [2|. Soit f : [° C R — R une application différentiable sur 1°,a,b € [° avee

a < b Si ‘f" est convexe sur [a,b|, alors on a Uinégalité sutvante

b

f@+1®) biaff@)dw Lo (f <g>\+ f @) 1
Preuve. D'aprés le Lemme 1.2 on a
f(a);f(b)bla/bf@)dw - bgafl(lzt)f’@w(lt)b)dt
< b;"""/ll—ztf%m(l—t)b)dt
< b““/llzt ¢l @] 0|7 @] e (car £ ost convexe)
< bQ“jlzwf’(a)dH]lu%(H) r ()| di
BCELTEACIEAIAC) Ulgttmojlmtw}
it qamme
]12t(1t)dt]12ttdtf(12t)tdt+/l(zt1)mjl.
Donc , %
fa)+1®) ‘blaff(“‘“)dx 2 (ba)(f’(g)u r®))

(51

Théoréme 1.2 [2|. Seit f : [° C R — R une application différentiable sur 1°,a,b € 1° avee

‘ff‘p/(P—l)

a < b, et sotbp >1. 51 est convexe sur |a,b|, alors on a Uinégalité sutvante

-



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

‘ = / —nq -/
— flz)dz| < (1.8)
3 b—a 2(p+1)7 3
Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et I'inégalité de Holder, on trouve
b / b /
fl)+7®) 1 ff(x)dx < _af|1—2t|‘f’(ta+(1—t)b)‘dt
2 b—a 2
a 0
1 1/p 1 1/g
b— ;
< =1 /|1—2t|pdt /f (ta+ (1)) |1.9)
0 0
1] :
Ou};‘f’g:l: (ie,g=p/(p—1)).
D’aprés la convexité de |f']Y, on a
1 | F@ s
f‘f’(m+(1t)b)th</{tf’(a)‘q+(1t) f’(b)ﬂdt: f@ ;f() . (1.10)
0 0
De plus
1 = 1 :
/1 —Qtpdtf(l —Qt)pdt+/(2t—1)pdt 2/(1 9P dt — il (1.11)
r
0 0 0

Z

Utilisons (1.10) et (1.11) dans (1.9) on déduit 'inégalité (1.8). =

1.2 Cas des fonctions n—convexes

Gordji et al.[4], ont introduit la fonction 7—convexe comme suit

Définition 1.2 Une fonetion f: [a,b] — R est dite n-convexe (ou convexe par rapport & n) si

fle+(1-t)y) <f)+m(f(2).f @), (1.12)

pour tous x,y € |a,bl, t € [0,1], et n est définie parn: f(la,b]) x f{|a,b]) — R.

8



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

Remarque 1.3 Dans la définition ci-dessus st on prend n =z — y, alors nous pouvons directe-

ment obtenir la définition classique d’une fonction convexe.
Maintenant, nous donnons quelques exemples concernant la fonction n-convexe

Exemple 1.2 [/ Pour une fonction convexe f, on peut trouver une autre fonction n autre que
la fonetion n(x,y) = z — v tel que f est n-convexe. Considérons f (z) = z° et n(x,y) = 2z + v,

alors on a

FOz+(1-Ny) = Qe+ (1-Ny)° <y + 20"+ A(1 - 2) 2y

y2 + 2% + A (1= A) (27 + )

IA

VAN

y2+)\($2+$2+y2):y2+)\(2$2+y2)
= S +mfx), ()

pour tous 7,y € R et A € (0,1). Awmsi le fait que z° < y* + (22% + y?) et v* < 3°, pour tous
z,y € R montre la véridité de ['inégalité pour A =1 et A = 0 respectivement, ce qui signifie que
f est n-convexe. Notons que la fonction f(x) = x° est n-convewe pour tous n(x,y) = ax + by
aveca > 1,6 > —1 et x,y € R.
2/ Considérons la fonction f: R — R définie par

f(a:):{w’ x>0

z, <0,

et on définit une bifonction n par n(z,y) = —x —y, pour tous x,y € R~ = (—00,0]. Il n'est pas
difficile de vérifier que f est une fonction n-convexe mais pas convere.

3/ Définir la fonction f: Rt — R™ par

et une bifonction n: RT — RT par

i ] { 4y, <y
.’IJ, =
i la+y), z>w

Alors f est n-convexe mais n'est pas conveze.
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Le premier résultat de cette section est un Lemme qui est la généralisation du Lemme 1.2.
Lemme 1.3 [4]. Supposons que f : [a,b] — R est une fonction différentiable, g : [a,b] — RT

une fonction continue et f est une fonction intégrable sur la,b], Alors

Preuve. Par la régle de dérivation de Leibniz et I'intégration par parties, on a

/bf(a:)g(m)dm:/bf(a:) jg(u)du d:r_f(b/ duf/ z)dudz. (1.14)

De méme on a

i

/bf(ac)g(m)ah::]bf(ac) jg(u)du dz = f (a) f dquf/ z) dudz. (1.15)

En ajoutant les inégalités (1.14) et (1.15), on obtient alors

»W);f(b)/bg(u)dujf(m)g(w)da;:;/b/xg(u)f’(m)dudx;/fg(u)f’(m)dudm.

Le Lemme suivant est une conséquence du Lemme 1.3

Lemme 1.4 [4]. Supposons que f : [a,b] — R est une fonction différentiable, g : [a,b] — R

a I . .
une fonction continue et symétrigue par rapport & et { est une fonction mitégrable sur

la,b]. Alors

10



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

1 +1+tb

—f(a);f(b)fbg(x)dx—fbf(x)g(x)dx(b;a)/ / g () du f’(l‘gtwlgtb)dw

0 \idt, 1=t
g at-gb

f o) dii f’<12ta+1;tb>dt . (1.16)

T @ b @
= ; /fg (w) f () dudz + /fg (u) f () dudz— (1.17)
a o L‘QHJ a
b b
// dudz — /fg (u) f (z) dudx
L‘QHJ
En utilisant le chengement de varaible z = ! ; ta + : th gl = : ; ta 8+ tb dans (1.17},
on aura
1 Fatrizt
g = 28 f ()T (1 IO tb) dudt+ (1.18)
4 2 2
0 a
1 Sat+itts
/ gl f (1 ;ta—i— 1"2”5) dudt — (1.19)
0 a
1 b
/ / g f (1 ;rta—i— : th) dudt — (1.20)
0 Litgy 1ty
1 b
o i) (1 Qta + 1;%) dudt b . (1.21)
D 1=to7 ey
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Considérons (1.18) avec (1.20) et (1.19) avec (1.21), alors

1 1—?&—0—%3} »
I = b;a / 2 / g(u)du—/g(u)du f’<1;—ta 12tb>dt+

L[ e

ff / g(u)dufbg(u)du} f’(lgtwl;tb)dt . (1.22)

21

. . a—+b
Puisque g est symétrique par rapport a alors on a
o+ ity b Itay ity
2 f g (u)du — /g (u) du = g (u) du, (1.23)
o o tha—o—%b
et
it lity b itatlfty
2 g (u)du — /g (u) du = g (u) du. (1.24)
v} a %a_._lgtb
Impliquant {1.23) et {1.24) dans (1.22) on trouve
1 %aJrl—th
b — 1T 1—1
I = (400 / g (u) du f(;a 5 b)dt+
0 \ar ity

Dot le résultat. m

Remarque 1.4 Si on pose g = 1, alors le Lemme 1.3 et le Lemme 1.4 sont équivalents au

Lemme 1.2,

12



Chapitre 1. Inégalités de type Hermite-Hadamard

Théoréme 1.3 [4|. Supposons que [ : |a,b] — R est une fonection différentiable, g : |a,b] — RT

a-+b ; .
une fonction continue et symétrique par rapport a i et ‘f ‘ est une fonction n-convexe, ot n

est bornée sur [a,b] . Alors

(b;a) {Q‘f’ (b)‘Jr‘n(f’ fT/ ) dudt. (1.25)

0 1+t

Preuve. A partir du Lemme 1.4 et du fait que ‘ f" est 7j-convexe ou 7 est bornée, alors on a

1+ 1—t¢
b
f( 5 a -+ 5 )‘+

1=t 1+t
f( 5 a -+ 5 b)Hdudt

HoLYS Egcu){f’(b)+1;tn(f’<),f(b>\)+ £ o)+ 50 (7 @,
(540‘)[2)“ ‘ ‘7?( )jf’(b))}fz 2 (u) dudt

13



Chapitre 2

Inégalités d’Hermite-Hadamard pour

les intégrales fractionnaires

2.1 Cas des fonctions convexes

Définition 2.1 Soit f € Ly [a,b], Uintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville J& f

et Ji* [ d'ordre o >0, ot a > 0 est définie par

&

1o f (z) = ﬁf(x _H* T f () dt, 3> a

21

et

b

Jf‘_f(m):af(t;c)o‘_lf(t)dt, x <b

&

ot ' (o) = /etto‘ldt, est la fonction Gamma et J2_f (z) = J)_f (x) = f(z).

0

En 2013, M.Z.Sarikaya et al. ont prouvé une variante des inégalités d’Hermite-Hadamard sous

forme d’intégrale fractionnaire comme suit

Théoréme 2.1 [8|. Soit f : [a,b] — R une fonction positive avec 0 < a < b et f € Ly[a,b]. Si

f est convexe sur |a,b|, alors on a l'inégalité suivante

14



Chapitre 2. Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires

A7) s re D s+ g @) < LY weaso

; ; 1
Preuve. Puisque f est une fonction convexe sur [a, b, alors pour z,v € [a,b] et A = 7 i B

f<w+y> @)+ ) (2.2)

2 - 2
On pose z = ta+ (1 —t)b, y = (1 —t) a + tb, on obtient

Qf(aTH))gf(m+(1—t)b)+f((1—t)a+tb). (2.3)

En multipliant I'inégalité (2.3) par t*~1, puis on intégre par rapport & ¢ sur [0, 1], on obtient

1 1

jf(a+b> < fto“lf(ta+(1t)b)dt+ft°‘_1f((1t)a+tb)dt

) et [ (7)o

= U [JE () + T fa)],

ie,

(M) <yt R s @l

donc la premiére inégalité est prouvée.

Pour la deuxidme inégalité de (2.1) et puisque f est convexe alors pour tout ¢t € [0.1] ,on a

fltat+(1—=t)b) <tf(a)+ (1 —1)f ()

et

P =tattb) <(1—1)f(a) +1f(b).

En ajoutant ces inégalités membre 4 membre, on obtient

15



Chapitre 2. Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires

Fltat (-0 +f(1—ta+th) <tf(@)+1-0FB)+1-OF@+tFB). (24
Puis en multipliant I'inégalité (2.4) par t* ! et on intégre par rapport & ¢ sur [0,1], on a

1 1 1

/to‘—lf(ta+(1 t)b)dt+/t°“1f((1t)a+tb)dt< [f(@)+f(b)]ft°“ldt

ce qui iImplique que

s 0+ 5 f (@) < IO

Done

(%57 < g s @+ 5 p @) < T,

D’on le résultat. =

Remarque 2.1 Dans le Théoréme 2.1, si on pose o = 1 alors Uinégalité (2.1) est devenue

linégalité (1.2) du Lemme 1.1.

Lemme 2.1 [8]. Soit f : [a,b] — R wne application différentiable sur (a,b) avec a < b. Si

e Lila,b], alors on a légalité suivante

FO IO e el o) - s @] =5 [ (-7 ) e (1 -0ty
" (2.5)
Preuve. Il suffit de noter que
I = /[(1 — ) =t f (ta+ (1 —t)b) dt
= {/(1 — 0% f (ta+ (1 t)b)dt} 4 {/t‘lf’ (ta + (1 t)b)dt}
= 110+ L. 0 (2.6)

16



Chapitre 2. Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires

On intégre par parties, on obtient

1

L = f(lf;)“f’(m+(1t)b)dt

af@a+utw)1+fautw4f@a+utwhﬁ

a—b

= =% a—>5

0

CFB) o [fa-2\"'f(2)
B b—ab—af(a—b) a—bdw
b

LSBT+l
@ 27

de méme on obtient,

1
L = /t“f’(m+(1t)b)dt
0

fta+ (1 —t)b)
a—b

1
1
R Jra/t"‘lf(m+(1t)b)dt
0

a—b

0
a

-t () e

fl@ T+l .,
o @_a (). (2.8)

En utilisant (2.7) et (2.8) dans (2.6}, on trouve

CF@AFO)_ T@ED e s
= b—a (b— a)a+1 [JaJrf (6) + S F ( )] ’

Ainsi, en multipliant les deux c&tés par 5 on obtient le résultat souhaité. m

Remarque 2.2 Dans le Lemme 2.1, 81 on prend o = 1 alors l'égalité (2.5) donne l'égalité (1.6)

du Lemme 1.2,

Théoréme 2.2 [8]. Soit f : |a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b. Si

" e s s
‘f ‘ est convere sur (a,b|, alors on a l'inégalité suivante

17



Chapitre 2. Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires

fla) + 1 (®)

'+ 1)

2 2 (b

— a)"‘

e f ®)+ B f(a)]| <

b—a

_§E;:ﬁ(1—%g[f@w+f%m.(zm

Preuve. En utilisant le Lemme 2.1 et la convexité de ‘ ff‘, on trouve

fl@+70) T+1) [

2 20— a)°

<0 a/l £ — 2|

0

bg“{f{(l £)°

|

b—a
=— (K + Ks).

= (=07 [t]r

Calculons K et K5, nous avons

et

/t (1 —)%dt — /t"‘“dt

0 0

cx1:
L "

_(oz+1) (o + 2)

(1 1

g b= a/1 £)® t“[
=3
0
%

o+ 1

Je (B + T f (a)]

(ta+ (1 - t)b)‘dt
‘f ‘+1—t)‘f’(b)Hdt

ol e

‘ (1— t)‘f’(b)Hdt

@+ -9 ®)| dt}

(2.10)

|7 o) U(l t)“*ldtj(l t)tadt}
R O

T e (2.11)

+|f ©)

Jeou fracral o\ fuaes fu o
_(ai 2) %)ﬂ B ‘ff (b)‘ (a+1)1(a+2) B (j)H : (2.12)
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Done, si on utilise (2.11) et (2.12) dans (2.10), alors on obtient

fl@+f®) T+, § - N |
2 C2(b—a)” [Ja+f(b)+‘]b—f(a”‘ Sw(l—ga> [f (a)+ F ()] .

D’'ou le résultat. m

Remarque 2.3 Sion prend o = 1 dans le Théoréme 2.2, alors Uinégalité (2.9) donne linégalité

(1.7} du Théoréme 1.1.

2.2 Cas des fonctions n—convexes

En 2015, M.E.Gordji, M.R.Delavar et 5.S.Dragomir ont prouvé l'inégalité suivante

Théoréme 2.3 [4]. Supposons que f : [a,b] — R est une fonetion n-convexe telle que n est

bornée sur f ([a,b]) x f ([a,b]). Alors on a l'inégalité suivante

b
b M 1
f(“; )—7” < baff(w)dw

< SU@+ TG+ {0 @, 0) 0 ©). @)
< f(a);f(b)jL%a (2.13)

ot M, est la borne supérieure de 1.

Preuve. Pour le c6té droit de I'inégalité (2.13), considérons un point arbitraire z = ta+ (1 — )b

avec t € [0, 1]. Alows f (z) < £ (B) +tn(f (a), f (b)) ou t = z:

b . :
B il s’ensuit que

biajf(m)dm = biaf {f(bﬂz_gn(f(a),f(b))}dm
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par la méme méthode, on a

b

@ e < 7@+ (6,5 @),

21

Par conséquent, on obtient

b

= [r@de < win{ 70+ (@ F6).F @+ 30 ®), £ @)}

a

< S+ £ O]+ I (F (@) 6) +0(F 6). F (@)
< f(a);f()+;Mﬂ

Pour le ctté gauche de Pinégalité (2.13), la n—convexité de f implique que

a+by a+b tb—a) a+bd t(b-a)
f(2>f(4_ I 4)

_ f(2 (a+b—;(b—a)) ., (a+b+;‘(b—a)>)

1
>
z f(a+b+t ba) %( (a+bt ba)),f(aerqL;(ba)
1
2

. f(a—%—b—%—;(b—a)) lag,

pour tout ¢t € [0, 1], alors

f<a+b+t(ba)) >f(a+b> ;Mn-

2

a+b—t(b-—a) a+tb 1
() 2 () e

En utilisant le changement de variable, on a

De méme on a

b

bia/f(x)dx = bia {ff(x)dxjtjf(x)dx}

) ;j :f<a+52t(ba))+f<a+b+2t(ba)ﬂdt

(AY4
| —
O\H =1
[
"-._h
G TR
=
Lo |
o
S~
|
=
1
j
e
I
"-._h
POl
=
o |+
sl
S s
|
|
=

))
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Done

a+b 1 1
f( 9 )2Mﬂ<ba/f($)d$.

21

D’on le résultat. m

Remarque 2.4 Notez que
(1) Selon le Théoréme 2.3, si nous considérons n(z,y) = x — y alors nous avons l'inégalité

classique d'Hermite-Hadamard pour la fonction conveze [

() < 2 jf(w)dwgw_

2 —b—a 2

a

(2) Nous remarguons également les affirmations sutvantes
(i) Soit f : I — R une fonction intégrable et n : f(I) x f{I) — R une bifonction bornée

supérieurement avec M, sa borne supérieure. Supposons que pour tout a,b € I aveca < b on a

b
a+b 1 1
f( 9 )2Mﬂ<b_a/f($)d$

22

Alors pour tout a,b € I avec a < b, il existet € (0,1) tel que

2 2
(i) Soit f : I — R une fonction intégrable et np : f{I) x f(I) — R une bifonction bornée

Flta+(1-1)b) zf(’”b) i,

supérieurement avec M, sa borne supérieure. Supposons que pour tout a,b €l aveca < b on a

b
| F@+f0) 1
ba/f@””52+zM#

Alors pour tout a,b € I avee a < b, il existe t € (0,1) tel que

fta+ (-6 <ITTO (@), @) -0 0). £ @)

La version n—convexe des inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires peut

&tre représentée de la maniére suivante

21
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Théoréme 2.4 |5|. Supposons que f : [a,b] — R est une fonetion n-convexe telle que n est

bornée supérieurement par M,, alors pour o > 0, on a l"inégalité suivante

TCHREET = 1Vt
L T@EG) el @) ] ®) 0 6),] (@)
- 2 2(a+1)
RELCESION ) .11

Preuve. Puisque f : [a,b] — R est une fonction n-convexe telle que 1 est bornée supérieurement

par M, donc, de (2.13), on a

sty My, _f@+50) M,
f( 2 >2<2+2=

ot z,y € |a,b|. Posons z =ta+ (1 —t)bet y=1tb+ (1 — t)a, alors on obtient

a+b M, fla+(1-t)b)+ftb+(1—-t)a) M,
() -1 2

9o ) 2 = 9

of (“‘2”’) M, < flta+(L—0)8) +F (th+ (1—t)a) + M,. (2.15)

En multipliant I'inégalité (2.15) par t* ! et puis on intégre par rapport & ¢ sur [0,1], on obtient

1

2 a+b M -
Ef( )——” < /t flta+ (1 —t)b)dt

2 o
0
1
+/t°“1f (thb+ (1 —t)a) dt+%. (2.16)

x
0

Onposcu=ta+ (1 —t)betv=1tb+ (1 —t)a, on obtient

22
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1 1

/t“—lf(mﬂl t)b)dt+/t°“1f(tb+(1 —t)a)dt

0

j (2‘;*) ot [(32) s

G

z [ F )+ I f(a)].

Done, I'inégalité (2.16) s’écrite sous la forme suivante

2 [a-+bh M, [' () N N M,
() e e 0 g @]

et le réaménagement des termes fournit

f (a;b) M, < 5((; +($()1 [JS. f(B)+ I f(a)], (2.17)

ce qui prouve la premiére inégalité de (2.14) .

Maintenant nous procédons pour prouver la deuxiéme inégalité. On a

flta+(1—=1)b) < f(b)+tn(fa),f(b), (2.18)
Fb+ (1 —t)a) < fla)+tm(f(b),f(a)). (2.19)

Ajoutons (2.18) et (2.19) ensuite multipliant les deux c6tés par t* 1 puis on intégre par rapport

atsur 0,1, on obtient

1

/t"‘l(f(taJr(lt)b)+f(tb+(1t)a))dt

<[f /t“ Ydt+ [ (f(a),f(®) +n(f /t"‘dt (2.20)

0 0

(par définition de la fonction 5-convexe). En simplifiant 'inégalité (2.20), alors on trouve

23



Chapitre 2. Inégalités d’Hermite-Hadamard pour les intégrales fractionnaires

)4 e p @] < @O 10 @,56) +n(B).1 @)

(b —a)” a a+1 ash)

D’aprés les inégalités (2.20) et (2.21), on a

f(aH?) M, < M[J§+f(b)+<fﬂf(aﬂ

2 2(b—a)
c f@+f0)  alifla),f®)+7(f6),f(e)
= 2 2o+ 1) '

De plus, puisque f est bornée supérieurement par M,, donc de ce qui précéde nous pouvons

facilement obtenir le résultat souhaité dans (2.14). =

Remarque 2.5 Sif estn-convexe par rapport an définie parn (z,y) = x—vy, alors (2.14) réduit

a U'inégalité du Théoréme 2.1.
Afin de prouver notre prochain résultat ,nous avons besoin du Lemme 2.1
Théoréme 2.5 [5]. Soit f: [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) avec a < b. Si ‘f"

est une fonction n-convexe sur [a,b], alors on a Uinégalité suivante

‘f(a)ﬂ“(b) IRNCERD)
2 2(b—a)”

2 (8) 1 I f (@]

?

< st (1= 50) Gl @+ (|7 @] @) (2.92)

Preuve. En utilisant le Lemme 2.1 avec la propriété fondamentale de la valeur obsolue des

nombres réels, on a
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fl@+f0®) Tl+1) [

/) 2(b—a)”

ba/lt
ba
/1t

’ (b)D) dt (car
52“{/m 0 1] ®)))ar

+!ﬁ“uwﬂ( Xm+m(f%@,f1m))ﬁ}
ff(b)‘ {/E[(lt)“tﬂdt}+n(f’(a)

0

+fw)t/wumw%+n(f@

Done par un calcul simple, (2.23) est équivalente a

T (B + T3 f (a)]

m+]_twﬂﬁ

E

Hﬂ? (‘f

est 7-convexe)

‘Hn (‘f (a)

%m){jﬂuw“ﬂm%

0

%m){fﬂwumﬂﬁ}] (2.23)

V%mwail2%;+U}+n(fmm“f@D[mwlia+%QMWL+U}
1 1

wf,(b)‘ Lr+1 - 204(():—%1)} “7(‘]0’ (a)

De plus, la simplification des termes ci-dessus fournit I'inégalité suivante

o) [ary - FerD)

fla) +f(b) Tt
2 2(b—a)"

[J2,f (B) + J f (a)]

Sz(bafn(l__) ‘f ‘+”(‘ff(a)"‘ff(b)‘))

Dot le résultat. m
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Chapitre 3

Inégalités intégrales a noyaux continus

. o . . .
Proposition 3.1 Soit f: R2 — R™ telle que f et —f soient continues sur B2, et sotent a et b

dz

deux fonctions dérivables de R dans R. Alors (I'intégrale paramétrigue) F définie sur R par

b(x)
Fz) = /f(a:,t)dt
afw)
est dériwvable et on a
b(ﬂ?)af
F @)= f@b@)8 @)~ f@a@)d @+ [ @b
a(x)

Dans un article publié en 1943, Bellman a prouvé I'inégalité suivante

Lemme 3.1 [6]. ( Gronwall-Bellman) Soit w(t) et v (t) des fonctions continues non négatives

pourt > a telles que

u(t)§a+/v(s)u(3)ds, t>a (3.1)

21

ot a > 0 est une constante, alors

t

u(t) <aexp /’U(S)dS , EZa

21
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Chapitre 3. Inégalités intégrales 4 noyaux continus

Preuve. Soit a > 0 alors I'inégalité (3.1) implique I'inégalité suivante

v(r)u(r)

a—i—/v(s)u(s)ds

G

Lalr]y T2 a.

En intégrant cecl de a & t on trouve

In {a—f—jv(s)u(s)ds} —lnagjv(s)ds,

a a

exp | In {a—f—f@(s)u(s)ds} < exp f@(s)ds—i—lna

27 27

En utilisant ’hypothése, on obtient I'inégalité désirée. m

Lemme 3.2 [6]. Soient b(t) et f(t) deux fonctions continues pour tout t > «, et v(t) une

fonction différentiable pour tout t > . On suppose que

V) <o) +f@), t>a
{ v(@) < )
alors, pourt > «
v () < v exp f b(s)ds | + f £ () exp / b(r)dr | ds. (3.3)

Preuve. Les conditions (3.2) impliquent que

t

{v’(s)—b(s)v(s)}exp /b(T)d'r < f(s)exp /b('r)dT , 8>

8

ol

;S{U(S)exp /b(T)dT £ 1) exp /b(T)dT

& 8

Par intégration par rapport & s de & 4 ¢ on obtient

v (t) — v () exp jb(?)d'r S/tf(s)exp fb(’?’)d’?‘ ds,

ce qui implique (3.3) avec v (o) < vy, W
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3.1 Inégalités de type Pachpatte

Théoréme 3.1 [6]. Sotent u(t), a(t), b(t), g(t), h{(t) e C(R ,R.) et p > 1 est une constante

réelle
(al) 51 .

w(t) < alt) + b(t)f lg(s)uP(s) + h(s)u(s)]ds, tcR., (3.4)
alors

( fuo (sr+ 1) ) } s

8

(az) Soit c(t) une fonction réelle positive continue et non décroissante sur R, . St

PE) < (8) + b() f o(s)(s) + h(s)u(s)] ds, te R, (3.6)

alors

t

u(t) < eft) {1 + b(t)/ [g(s) + h(s)c" 7 (s)]

0

X exXp tb(cr) o) + 19 05y dor | ds %, teR,. (3.7)
[ s+ 2 20)ar)

&

8,
(ag) Sotent k(t,s) et sa dérivée partielle ak(t,s) sont des fonctions réelles, non négatives et
continues pour 0 < s <t < o0, Si

t

uP(t) < alt) + b(t)/k(t, s) lg(s)u’(s) + h(s)u(s)|ds, tcR,, (3.8)

0

alors

uw(t) < {a(t) + b(t)/B(J) exp (/A(T)d?) da} , telRy, (3.9)

a
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ot

A(t) = k(t, 0(1) (g@) ¥

0

A(t)
p

Preuve. (ay) On définit la fonction z (t) par

t

o(t) = ] lg(s)u(s) + h{s)u(s)] ds.

0

Done z (0) = 0 et (3.4) peut étre rééerite sous la forme

W) < a(t) +b(t)z(1).

A partir de (3.13) et en utilisant 'inégalité élémentaire

1
TPy

1 1
otx >0,y >0e —+ — =1, on remarque
p

q

u(t)

IA

D

Wy =

z
<z
b

(t)

p

+

2

e

(a(t) + b(t)2(8))* (1) *7)
a(t) b
g Ly

2+ =

S

1

1

pourt € R..

Par différentiation de (3.12) et en utilisant (3.13) et (3.15) nous obtenons

20 <) (50 + 22 ) 20+ a0ae + 10 (22 +

P

D’aprés le Lemme (3.2) Uinégalité (3.16) implique 'estimation

alf) £ /t

X exp (

[ (st 27

&

t

s(sla(e) + ngs) (Lt 2)

a(t)

P

)]

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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L'inégalité réquise (3.5) découle de (3.17) et (3.13).
(az) Comme c(t) est une fonction positive continue et non décroissante pourt € R, a partir de

(3.6) on remarque gue

(j((f))yo <1+ b(f?)j {9(8) (z’((j)))p + h(s)ct?(s) (j((j))ﬂ ds.

Maintenant une application de l'inégalité donnée en (ay) donne le résultat désiré en (3.7).
(as) On définit la fonction z (t) par

t

bt = fl%(t, s) [g(s)uP(s) + h(s)u(s)] ds. (3.18)

0
Done d’aprés la proposition (3.1), on a

t

2(t) = k(t,1) lg(tne (1) + h(t)u(t)] + f = k(t,8) [g(s)u?(s) + hs)u(s)] ds (3.19)

D’aprés le Lemme (3.2) Uinégalité (3.19) implique estimation

z(t) < /B(J) exp (/A(T)dT) do. (3.20)

0 o

Utilisons (3.20) dans (3.13), on déduit l'inégalité (3.9). m
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3.2 Inégalités de type Pachpatte-Bihari

Théoréme 3.2 [6]. Setent u(t), a(t), a'(t) € C(R_,R.), k(t,0) (t,o) e C(D,R,) ou D =

3,
—k
Lot
{(t,O')ERi 0< o<t <oo} )
Soit g € C (R, R.) une fonction non décroissante sur R, et g(u) > 0 sur (0, 00). St

t

ult) < alt) + f k(t, )g(u(o))do,  teR, (3.21)
alors .
Wity £ G {G (alt)) + /A(s)ds} ; 0 <, (3.95)
Alt) = k@, 1) + f %k(t,a)da, (3.23)
G(r) = f%,r > 0, (3.24)

7o > 0 est arbitraire, G~1 est la fonction inverse de G et t; € R, est choisie de telle sorte que

t
Gla(t)) + /A(s)ds € Dom(G™1),
0
pour tout t € Ry sur l'ntervalle 0 <t < 1.

Preuve. Soit a(t) > 0 et z(t) une fonction positive non décroissante pour ¢ € R, définie par

t

2(t) = a(t) + [ k1, 0)gtuto))do,
alors z(0) = a(0), u(t) < 2(t) pour t € Ry et on a

t

Z(t) = a'(t) +E(tt)g(ult)) + f%k(t, a)g(u(o))do (3.25)
< d'(t) + Alt)g(=(1)),
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a partir de (3.24 ), (3.25) et le fait que a(t) < z(¢) et la non décroissance de g nous avons

G060 = O

dt -
o (1)
< Sy T
d

= ZGalt) + A).

A

&(0) + A@)g(=(1)
9=() (5.26)

Nt

Maintenant posons ¢ = s dans (3.26), intégrons de 0 & ¢, ¢ € R. et en utilisant le fait que

z(0) = a(0) nous obtenons

¢
Gl2(1)) < Clalt)) + / A(s)ds. (3.27)
0
A partir de (3.27) et 'hypothése sur G on obtient

t

| 1
z(t) <G |Gla(t)) + | A(s)ds]| . (3.28)
e [0

Utilisons (3.28) dans u(t) < z(t) on déduit 'inégalité (3.22).
Si a(t) est positive, nous nous chargeons de la procédure ci-dessus avec a(t) + € au lieu de a(t),
oll € > 0 est une constante arbitraire infiniment petite, et passons 4 la limite quand ¢ — 0 pour

obtenir(3.22). Le sous-intervalle 0 < ¢ < ¢, est évident. ®

Remarque 3.1 Notons que ['inégalité établie dans le Théoréme 3.2 est une [égére variante de
['inégalité donné par Pachpatte.

Dans le cas particulier quand a(t) = ¢ ( ¢ constante non négative ), k(t,o) = f(o) et par
conséquant %k(t, o) = 0, linégalité dans le Théoréme 3.2 réduite a l'inégalité de Bihari. St nous

prenons g(u) = w dans le Théoréme 3.2, alors Uestimation obtenue dans le Théoréme 3.2 réduite

t

W) & ufffes fA(s)ds ,

pourt € R,. Dans ce cas le Théoréme 3.2 est une généralisation de l'inégalité bien connue de

Gronwall-Belman.
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3.3 Inégalités de type Ou-lIang-Pachpatte-Bihari

(t,o) c C(D,Ry) oa D={(t,0) cR2: 0< o <t

8
Corollaire 3.1 6. Soientu(t) € C(R,R,), k(t,7), ak

et ¢ est une constante posttive,

(ay) Si t
u?(t) <c+ fk(t,a)u(a)dcr, teR, (3.29)
alors 0 t
u(t) < e+ ;/A(S)ds, (3.30)

pourt € Ry, ot A(t) est définie par (3.23).

(az) Sott g(u) définie comme dans le Théoréme 3.2. Si
¢

uwi(t) <ec+ /k(t, ou(a)g(u(o))do, pourt € R, , (3.31)
alors [ 0 , _‘
w(t) < gt LG‘ (Ve) + ;([A(s)dsJ , pour0<t<1is, (3.32]

ot G et G~lsont définis comme dans le Théoréme 3.2 et to € R, est choisie de telle sorte
¢

1
que G (\/¢) + Q/A(s)ds eDom(G 1), pour tout t € R sur Uintervalle 0 < t < ta.
0
Preuve. (a1). Soit ¢ > 0, z(¢) une fonction positive et non décroissante pour ¢ € R, .On définit

la fonction z(¢) par
¢

z(t) =c+ fk(t,a)u(a)da
alors z(0) = ¢, u(t) € /z(t) pourt € R et

t

() = k(t,t)u(t)+f%k(t,a)u(a)da (3.33)

< E(t,0)/ 2(E) +/;§k(t, o)/ z(o)do

0

1A
s
—
o~
S
[
—
o~
g
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ce qui Implique
t

Vz(t) < e+ %/A(s)ds. (3.34)
0
Utilisons (3.34) dans u(t) < y/z(t),en déduit U'inégalité (3.30). La preuve dans le cas lorsque

¢ 2 0 peut étre complétée comme mentionnée dans la preuve du Théoréme 3.2.
(@o) Soit ¢ > 0, w(t) une fonction positive et non décroissante pour t € R.. On définit la

fonction w(t) par
¢

w(t) =+ [hitou(e)gu()ds,
0
done w(0) = ¢, u(t) < y/w(t) pour t € Ry est comme la preuve de (3.33) on obtient

wW'(t) < Alt)/wt)g («/w(t)) : (3.35)

ce qui Implique

t

1
V) < et QfA(S)g (Mw(t)) ds. (3.36)
0
Maintenant, en appliquant I'inégalité de Bihari donnée par le Théoréme 3.2 on obtient

¢
e o]
w(t) < G7! {G(\/E) + Q/A(S)ds ; £3.87]
L ]
Utilisant (3.37) dans u(t) < y/w(t), on déduit 'inégalité (3.32).

La preuve dans le cas lorsque ¢ > 0 est mentionnée comme dans la preuve de Théoréme 3.2.

Le sous-intervalle 0 << £ < {5 est évident. m

3
Remarque 3.2 57 nous pronons k(t,o) = f(o) et par conséquant Ek(t’ o) =0 dans le Théo-

réme 3.3, alors les estimations obtenues dans (3.30), (3.32) se réduites @

ut) < Ver ; [ riolao,




Chapitre 3. Inégalités intégrales 4 noyaux continus

respectivement. Nous notons que, en suivant la démonstration du Théoréme 3.2 on peut facilement

obtenir les estimations sur les inégalités (3.29), (3.31) lorsque la constante ¢ est remplacée par

la fonction a(t), ot al(t) est définie comme dans le Théoréme 3.2.
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Chapitre 4

Applications

Dans cette section, nous présentons certaines applications des résultats ci-dessus

4.1 Application 1

En utilisant les inégalités d’Hermite-Hadamard, on donne quelques estimations entre certaines
moyennes spéciales définies par

la moyenne arithmétique :

a, B e R,

la moyenne logarithmique :

_ 8-«
L = e R\{0
la moyenne logarithmique généralisée :
1
6n+1 _ .

(n+1) (8 — o)

Ln(a,ﬁ){ }n, neN, n>1, o, eR, o< f.

Avec o #£ 8.
Appliquons les Théorémes 1.1 et 1.2 aux deux fonctions pour avoir des inégalités lies aux valeurs

IMOYyEInnes.
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Chapitre 4. Applications

Proposition 4.1 Soita,bc R, a <betn e N, n>2 Alors on a l'inégalité suwante

A(a", b)) — Ly, (a,b)] < n(b;a)

o

Ala~

bn_l D )
Preuve. La preuve est immedaite en appliquant le Théoréme 1.1 pour f(z) =2", z ¢ R. =

Proposition 4.2 Soita,b € R,a <betn € N, n > 2. Alors, pour tousp > 1 on a l'inégalité
sutvanie
n(b—a)

[A (‘a(n—l)p/(p—l)‘ ‘b(n—l)p/(p—l)‘)](p_l)/io'
2(p+1 ’

A (a™, ") — Ly, (a,b)] <

=

Preuve. La preuve est immedaite en appliquant le Théoréme 1.2 pour f(z) =2", z C R. ®

Proposition 4.3 Soita,b e R, a <b et 0 ¢ [a,b]. Alors on a U'inégalité suivante

b—a)
4

A ) — L @8] < P YA (a2, ).

?

Preuve. La preuve est évidente & partir du Théoréme 1.1 pour f{z) = —, z € [a,b]. =
i

Proposition 4.4 Soita,b € R, a < b et 0 € |a,b]. Alors, pour p > 1 on a l'inégalité suivante

|4 (a7 — L7 (a,B)] < M=) ﬁ4 (cl—zpmp—n,b—epmp—n)}(p‘le.

2(p+ 1)=

; . 1
Preuve. La preuve est évidente & partir du Théoréme 1.2 pour f(z) = —, z € [a,b]. =
T

4.2 Application 2

Considérons le probléme a condition initiale

(4.1)




Chapitre 4. Applications

il est équivalent 4 'équation intégrale suivante

t

z(t) = zo + /f(s,a:(s))ds. (4.2)

Supposons que to € By , xp € R* et f: Ry x R" — R, est une fonction continue et localement

Lipschitzienne en x € R%,1.e

Ft2) — F(Ly)| < LW o —yl, ovt € Ry, (3,9) € R x R, (4.3)

et

LR, — R, est une fonction continue.

Solent ¢ (t) et ¢ (t) deux solutions du probléme (4.1) définies sur J = [, 3] telles que 5 € J,
alors d’aprés (4.2}, ¢(t) et () satisfaient

o(t) = ¢(to) + /f(s, b(s))ds t
o — o(t) —¥(t) = o(to) —¢(t0)+f(f(3, (s)) — f(s,0(s)))ds
Y(E) = Plto) + ff(s,w(s))ds t

De (4.3) et (4.4) on obtient

t

www@><wmﬂw%n+ji@)M@w@n@.

D’aprés le Lemme 3.1 on a

|p(t) — ¥(t)| < |o(to) — ¥(to)| exp (/L(S)ds) , te J.

Or ¢(to) = ¥(ty), ce qui donne ¢(t) = ¥ (t), t € J cela implique que la solution du probléme

(4.1) est unique.
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Conclusion :

Le but de ce mémoire est de décrire le panorama des mathématiques de la
célebre inégalité d’Hermite-Hadamard. Nous avons présenté des nouvelles
extensions pour cette inégalité qui nous donnent une estimation de la valeur
moyenne (intégrale) d’une fonction convexe et n-convexe continue. On donne aussi
guelques inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari-Ou-lang et leurs applications.
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