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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les systémes dynamiques hamiltoniens. On pré-
sente une bréve introduction a ce type important de systémes différentiels en
introduisant leurs propriétés essentielles et on donne des exemples concrets
(Pendule simple, oscillateur harmonique,...) qui illustrent leurs comporte-
ments, puis on s’intéresse a 1’étude des systémes hamiltoniens intégrables
et leurs caractéristiques remarquables.
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Introduction

Les systémes dynamiques modélisent beaucoup de phénomeénes physiques,
astronomiques,...,ils sont divisés en deux grandes catégories : les systémes
dissipatifs, qui sont soumis a des frottements et les systémes non dissipa-
tifs, ou Hamiltoniens, sans frottements, dont 1’énergie se conserve au cours
du temps. Les mouvements des corps célestes, planétes, étoiles, astéroides
dont les frottements sont négligeables sont des exemples de mouvements
Hamiltoniens.

La mécanique hamiltonienne a été présentée en 1833 par le mathématicien,
physicien et astronome irlandais William Rowan Hamilton, c’est une refor-
mulation de la mécanique classique donnée par Joseph Louis Lagrange en
1788.

Un systeme hamiltonien est un systéme mécanique régi par les équations

de Hamilton
=2
{ __pia_H,z:l,...,n,

Pi = "5

avec H est le hamiltonien qui est une fonction qui ne dépend pas explici-
OH

tement du temps, i.e 5- = % = 0 et H =constante s’interpréte comme
I’énergie totale invariante du systeme ou l'intégrale premiere du systéme.

S’il arrive que d’autres quantités que 1’énergie soient conservées, elles aussi,
on les appelle des intégrales premieres du systéme hamiltonien. En 1835,
J Liouville a démontré que la connaissance de n intégrales premiéres indé-
pendantes en involution (n fonctions fi, ..., f,, vérifiant [f;, f;] = 0, Vi, j =
1,...,n), implique la nature quasi-périodique des solutions et qu’on peut
résoudre le systéme par des quadratures en calculant des intégrales. De
nos jours, les systémes qui satisfont cette condition de Liouville sont dits
"intégrables". Le crochet utilisé ici est le crochet de Poisson introduit par
le mathématicien francais Siméon Denis Poisson en 1809, qui joue un role

fondamental en mécanique et en physique.



vi INTRODUCTION

Ce mémoire représente une introduction a la théorie des systémes hamilto-
niens, il comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un chapitre préliminaire sur la théorie qualitative
des équations différentielles et des systémes dynamiques. On commence par
les systéemes différentiels autonomes et non autonomes, les points critiques,
la linéarisation et on termine par la classificationdes points critiques d’un
systéme autonome dans R?.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie les systémes hamiltoniens. Aprés avoir
définit les systémes hamiltoniens et donner des exemples concrets a savoir
le pendule simple et 'oscillateur harmonique, on caractérise les points cri-
tiques non dégénérées d’un systéme hamiltonien et on passe a démontrer
qu’'un systéme hamiltonien est conservatif puis on termine par I’étude des
transformations canoniques qui conservent la forme hamiltonienne du sys-
téme.

Le dernier chapitre est consacré & ’étude des systeme hamiltoniens inté-
grables. Premierement, on introduit le crochet de Poisson avec ses proprié-
tés, ensuite on passe a la notion d’intégrabilité d’un systeme hamiltonien et
on termine par les deux théorémes de Liouville sur les variables d’action et
angulaires et sur la conservation du volume.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systéme autonome et non autonome

Considérons un systéme de n équations différentielles du premir ordre :

d
d—gtc:f(x),teR,xER” (1.1)

Avec : f = (f1, fo, .-, [n) est un champ de vecteurs, nous supposons que f;
sont de classe C"(r > 1) en z et ¢, dans ce cas les fonctions z;(t) sont aussi
de classe C".

Par un changement de variables approprié, les équations différentielles d’ordre
n, n > 1, peuvent se transformer en un systéme d’équations différentielles
d’ordre 1.

L’équation :

d"x dx d*x A"z
d? —f(x,%,ﬁ,....,m,t> (12)

peut s’écrire sous la forme d’un systéme :

1



2 CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

(dz1 _
g T2
dry
a3
(1.3)
dxn_1 _
Lt Ln
Ln __
[ 92 = f(z1, 22,00y 20, 1)
En effet ; si on pose
(11 =2 ( ditl = T2
— dz T2
27 g @ T8
_ dx
T3 el .
, On obtient :
drp—1 __
e PR
J— T Tn
\ Tn = Gt (G = fr, 200, 20)

Définition 1.1 [6]

Lorsque le champ de vecteur f dépend explicitement du temps, le systéme
est dit non autonome.

Dans le cas contraire, on dit que le systéme est autonome.

Dans un systéme autonome, la trajectoire x(zo,t) ne dépend pas du temps
initial ¢y, alors. que dans un systéme non autonome elle dépend de t,.
Définition 1.2 (flot)

L’ensemble des applications : ¢! : R® — R™ décrivent le mouvement des
points zy € R" le long des trajectoires du systéme :

T = Az

Cet ensemble des applications est applé le flot du systéme linéaire & = Ax.



1.2 Points critiques

Définition 1.3 [6]
Soit le systéme non linéaire suivant :

&= f(z) (1.4)

on appelle point critique (ou point fixe ou point d’équilibre ou point sta-
tionaire), le point Z de l’espace des phases obtenu en annulant le second
membre de (1.4).

f(2) = 0 = & est un point critique.
Définition 1.4 [6]
Si aucune des valeurs propres de A = Df(0) n’a de partie réelle nulle, ou
Df(0) est la matrice jacobienne de f en x = 0, alors le point x = 0 est
appelé point critique hyperbolique de systéme (1.4)
Exemple 1.1
Soit le systéeme

T =ax+ by
y=cx+dy

Le point critique est (0, 0).
Soit le systeme

T=a2—9y? -1
)= 2y

les points critiques sont (1,0), (—1,0).

1.3 Linéarisation et Systéme linéarisé

Soit le systéme : (1.4)

Supposons que par un changement de coordonnées, le point fixe ait été
ramené a lorigine; f(0) = 0, le développement de Taylor de f en x = 0
s’écrit :



4 CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

fl@) = Df(@)x+%D?f(@)(x,a;)+§D3f(0)(x,x,x)+...
Diws = S,

Df@)wa) = NG,

ij

flx)(z,z,x) = Z(&zaf—&)xm]xk

ijk

La matrice Df(z) = %a:(f) s’appelle matrice jacobienne de f(x). (Son dé-
terminant est le jacobien).

Le systéme : & = Az o A = D f(0) est appelé systéme linéarisé du systéme
(1.4)

Dans R?, on considére le systéme :

T = f((l?, y)
{ y=g(z,y) (15)

Le systéme linéarisé s’écrit :

: 9f(0,0)  9£(0,0)
(x>: < a?go) a?go) > (x)
y ) g\Y,
Yy gax Oy Yy
ou (0,0) est le point critique.

Exemple 1.2
Soit le systéme non linéaire suivant :

=y —a°
j=—v—3y
Le point critique est (0.0).
Le linéarisé de ce systéme en (0.0) est :

' _ 9.3
X = Df(0,0)X ou Df(x,z) = ( _?’f _;yg >



—~ Df(0,0) = ( Y (1))

Donc le systéme devient :
. 0 1
= _1 9"
Théoréme 1.1 [6]

Si x¢ est un point d’équilibre hyperbolique du systéme & = f(z), alors il
existe un voisinage de ce point dans lequel le dernier systéme est topologi-
quement équivalent & son linéarisé & = D f(0)z c-a-d il existe un homéo-
morphisme préservant I'orientation qui applique les trajectoires de & = f(x)
sur celle de & = D f(0)z.

1.4 Portrait de phase et plans de phase
Définition 1.5 [6]

Soit le systéme :

&= P(z,y)

ou P, Q sont des polyndémes en z et y.

— Les solutions (z(t),y(t)) de (1.6) représentées dans le plan z,y par des
courbes applées orbites (trajectoires).

— Les points critiques de (1.6) sont des solutions constantes.

— La figure compléte des orbites du systéme (1.6), ainsi que les points cri-
tiques représentées dans le plan z,y s’appelle portrait de phase, et le plan
x,1y est appelé plan de phase.

1.5 Classification des points critiques

1.5.1 Pour les systémes linéaires.
Soit le systéme :

T =azr+ by
{ y=cx+dy (1.7)

(2

ou
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Nous allons distnguer plusieurs cas , selon les valeurs propres de A.

1) A a deux valeurs propres réelles distinctes.

Soit A1 et Ay sont des valeurs propres, avec A; # Ao, dans ce cas la matrice
A est diagonalisable, aprés un changement de base, on peut supposer :

(M0
=3 2

{ L= (1.8)

Y= Ay

et le systéme se réduit a :

la solution de (1.8) avec x(0) = (zo, o) est :

x(t) = zoeM?
{ y(t) = yoe'
A2

de sorte que les courbes intégrales (les orbites) sont les courbes y = cx 1.
Deux sous cas sont distingués :
a) Cas ou les valeures propres de A sont de méme signe
Désignons par : [A;] < |Ag].
on dit qu’on a affaire & un nceud impropre.

G<h<ha Ao hy <0

Figure (1.1) : Neeud impropre.

b) Cas ou les valeurs propres de A sont de signes contraires
Supposons par exemple que : A\ < 0 < As.



il s’agit d’un col (selle) :

Figure (1.2) : Col (Selle).

2) A a une valeur propre double

Soit A cette valeur propre, nous avons, A # 0, deux sous cas doivent étre
distingués.

a) A est diagonalisable

Dans ce cas, les courbes intégrales sont données par

z(t) = zoe
{ y(t) = yoe™
ce sont les droites y = cx, ¢ est une constante, on dit qu’on a affaire & un
neceud propre.

¥

A0 A<D

Figure (1.3) :Nceud propre.
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b) A est non diagonalisable
Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le systéme s’écrivent :

A0 T=A\r
A—(1 )\) ot {yf:a:+)\

les courbes intégrale sont données par :

{ x(t) = zpe

y(t) = (yo + zot)e™

Donc Yy = (C-’- t)fL' olcé¢E R’ t = lnm;\lnxo‘

on dit qu’il s’agit d’'un neeud exceptionnel

Axi A<

Figure (1.4) : Noeud exceptionnel.

3) Cas ou A a deux valeurs propres complexes conjuguées

On notera ces deux valeurs propres par A\ = a+ i et \y = a — i3, avec «
et 3 sont réels et > 0.

on sait qu ’il existe une base dans laquelle la matrice A et le systéme

s’écrivent :
a —f T =axr— Py
A= t )
(6 2) e Laliim

sa solution générale est

{ = = om0 -y )
y(t) = (y(0) cos B(t) — x(0) sin 3(t) ) e



» Lorsque aa =0 :

L’origine est le point d’équilibre, on dit que c’est un centre, le portrait de
phase correspondant est représenté sur la partie centrale de la Figure (1.5).
» Lorsque o < 0:

L’origine est le point d’équilibre, on dit que c’est un foyer, le portrait de
phase correspondant est représenté sur la partie droite de la figure (1.5).
» Lorsque a > 0 :

L’origine est le point d’équilibre, on dit que c¢’est un foyer aussi, le portrait
de phase correspondant est représenté sur la partie gauche de la figure (1.5).

©

o =0 =1 a )

Foyer instable Centre Fover stable

Figure (1.5)

1.5.2 Pour les systémes non linéaires
Soit le systéme non linéaire :

i = f(z) (1.9)

oux = (.Tl, L2, xn)t et f = <f17 f27 e fn)t

Un point critique zo de (1.9) est applé :

1.Puits, Si toutes les valeurs propres de A = D f(xy) ont des parties réelles
négatives.

2.Source, Si toutes les valeurs propres de A = D f(z) ont des parties réelles
positives.

3.Selle, S’il est hyperbolique et si A = D f(x() a au moins une valeur propre
avec une partie réelle négative et au moins une valeur propre avec partie
réelle positive.






Chapitre 2

Systémes hamiltoniens

2.1. Systéme hamiltonien dans R?

Définition 2.1 [2]
Un systéme différentiel dans R? est dit hamiltonien & un degré de liberté

s’il s’ecrit sous la forme :
i=21
- Y oom (2.1)

ot H(x,y) est une fonction deux fois différentiable.

Proposition 2.1 [4]

H(z,y) est une intégrale premiére du systéme (2.1).
Preuve :

Soit (x(t),y(t)) une solution du systeéme (2.1), on a

TEOVO) = TOY0) G + G0

OH oH oH

— Sl 0(0) G w0, 0(0) + G (0,0 (5 (0,00

=0
ce qui implique que H(x(t),y(t)) est constante sur chaque solution .

Les orbites se trouvent sur les courbes définies par H(x,y) = ¢ ou ¢ =
constante [

11



12 CHAPITRE 2. SYSTEMES HAMILTONIENS

Exemple 2.1.(Pendule non linéaire simple).
L’équation différentielle de ce pendule est :

a0 g .

E + 7 Sin (0) =0 (23)
ou 6 est le déplacement de l'angle de la verticale, [ est la longueur du
pendule.

Posons )
0=¢
. 2.4

{ ¢ = —9sin(0) (2:4)

Le hamiltonien de ce syetéme est :
2
H(8,¢) = % - %cos(@) (2.5)

ses points critiques sont : (0, ¢) = (nm,0), o n € Z.

Si n est impair : (nm,0) sont des selles (hyperboliques).
Si n est pair : (nm,0) sont des centres.

Le systéme linéarisé au voisinage des points (n,0) est :

dg;
dt
dt

(%mmm i]?gm)

(2.6)
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M= T
{)\2:—\/?,()\1>0),()\2<0>

Alors, les points (nm, 0) sont des points selles pour le systéme linéarisé, donc
c’est des points selles pour le systéme initial.
Cas 2 : Sin est pair on a :

&:
{%_Qg 2.7)
dt

{2

Les valeurs propres A; et Ay sont immaginaires pures donc (nm,0) sont des
centres pour le systéme linéarisé, ce qui implique que les points (nm, 0) sont
soit des centres soit des foyers pour le systéme non linéaire.

Maintenant, tragons les trajectoires ou les orbites dans I'espace (6, ¢) on
sait que 'hamiltonien est une intégrale premiére du systeme.

=0
{ ¢ = —9sinf 28)

c-a-d : ,
H(0,¢) =% — 9cos(#) = h, (h const)

2 1
I’équation qui nous permet de tracer les orbites est

¢ =2(7

l cos (0) + h) (2.9)

cosQ—I—h) :>¢:IF\/2(%

on choisit :
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¢ = ++/2(9 cosf + h) et on complete pour ¢ = —,/2(4

e

o T e e
s e e e e
P e, e T T e, Ty, e

G e, i

T T T, T " - Tl T e e T
R e SRS £ TG, T T T I e T
e gy e B e N iy
\///\\\\/\\\/ 7 N T
oo W "F!“ ~ S a‘ﬁlii ~ S
YA S WY S LY Y F - i
—fu i i ¥ I Yry/ g I FT
/’\\!&Egigig’tf " Q!ﬁi:’,; /’~\‘h§§!!gii"/*\
e £ NN ™ A e
S T e ] T S

T e e e T e e

| e Mo e

T e e e e e e

. | e e T T T T

P e T
e e T e T e T

B T S

figure (2.1) : Portrait de phase du pendule
simple

Proposition 2.2 [4]

Zcosf+ h).

Chaque point critique non dégénéré d’un systéme hamiltonien est soit une

selle soit un centre.
Preuve :

Supposons que le point critique est a lorigine (0,0), posons

on a :

, H=H(x,y).

Le systéme linéarisé au voisinage de (0,0) est :

&y
dt
dt

"\&

5552(0 0) a 5,7 (0,0)
(%1?(0 0) -1 L(0,0) (5)

(2.10)

(2.11)
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Les valeurs propres de .Jy sont les racines de 'équation det(Jy — A\I) = 0,0r
trace Jy =0 = det(Jy — M) = \* 4+ det Jy = 0.

on a : det Jy # 0 (car le point critique (0,0) est supposé non dégénérée).
1) Sidet Jy < 0:ona: Ao = =£y—detJy ce qui implique que le point
(0,0) est une selle.

2) Sidet Jy > 0: A\ = i/det Jy, Ay = —iv/det Jy ce qui implique que le
point (0,0) est un centre pour le systéme linéairisé.

Montrons qu’il est aussi un centre pour le systéme non linéaire.

Les égalités (2.11) implique que (0,0) est un point stationnaire pour la
surface z = H(z,vy).

Comme det Jy > 0, alors (0,0) est un minimum local strict de H(z,y).
Supposons que (0,0) est un foyer stable alors pour (z9,%9) € V¢(0,0) un
voisinage de (0,0) on a :

H(%JJO) - H<x(tax07y0)7y(t7x07y0>> :tEerooH(x(ta$0>?J0)7y(757$0,y0))

= H( lim a(t,70,y0), lim y(t.70,90)) "% H(0,0)

t—4o00 stable

= H(xo,y0) = H(0,0)
Ceci est impossible car (0,0) est un minimum strict de H(x,y).c-a-d on a :

H(z,y) > H(0,0),V(z,y) € Ve(0,0).

Alors (0,0) n’est pas un foyer stable.
Si (0,0) est un foyer instable (méme chose ) pour (zo, ) € Ve(0,0).

H(xo,y0) = H(x(t, 2o, y0),y(t, xo, 90)) :tEI_nOOH(:B(t,xU,yO),y(t,xo,yo))
- H( lim x(tam()ay())?tlh;n y<tax07y0)) = H(070>

t——o00
= H(wo,y0) = H(0,0)
Ceci est impossible car (0,0) est un minimum strict de H, ce qui implique
que (0,0) n’est pas un foyer instable.
Alors il n’y a pas de foyer donc (0,0) est un centre [J.
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Exemple 2.2
Soit le systéme :

p— oy = 28
VT W
y=x+a*=-51

Le hamiltonien de ce systéme est donné par

2 2 3
Y x 0
2 2 3_h
On a
=20 =0 r+a?=0 r(x+1)=0

Alors les points critiques sont (0,0) et (—1,0).
Le point critique (0, 0) est non dégénérée car si on pose f (x,y) = (
on obtient

DH —0H)
oy’ Ox /7

Tf(@,y) = <2x(3|— 1 (1)>

J£(0,0) = (ﬁ) é)

qui posséde les valeurs propres A\; = 1 et Ay = —1.

D’ou

Il n’y a pas de valeur propre égale a zéro, alors (0,0) est une selle.
Le point critique (—1,0) est non dégénérée car

- ()

qui posséde les valeurs propres A\ =1 et Ay = —i.
Il n’ya pas de valeur propre égal a zéro, alors (—1,0) est un centre.
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Figure (2.2) : Portrait de phas
I’exemple 2.2

€

2.2. Systémes hamiltoniens a n degré de liberté.

Définition 2.2 [2]
Un systéme hamiltonien & n degré de liberté est un systéme d’équations
de mouvement de la forme.

dg; _ OH

dt — op s T

dp; g i=1,n (2.12)
dt —  9q

ou H = H(q,p,t) est le hamiltonien. ¢ = (q1,...,¢n); p = (P1, .-, Pn); ¢ =

q(t); p = p(t).
L’espace des phases du systéme (2.12) est R*", on a

a
dt

" 9H dp; OH dg;
— 8p dt Z dq; dt

OH OH OH OH
Z Ip;i Oq; Z dq; Op;

_ 0H
Ot
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D’ou :

dH OH
dt ot
on déduit de cela que si H ne dépend pas explicitement du temps ¢, dd—lj =0,
alors H(q,p) = E (const) donc H est conservée au cours du temps. H est
une intégrale premiere du systéme.
Exemple 2.3
Soit I’équation du mouvement de I'oscillateur harmonique :

(2.13)

G+wig =0 (2.14)
I'équation (2.14) s’écrit sous la forme.
- OH
. 2.15
{ p=—wi=—% (2.15)
ou : ) )
Db~ Wy o
H =—+4+ —q".
(a,p) =5 + 54

ce qui implique que 'oscillateur harmonique est un systéme hamiltonien a
1 degré de liberté.

Théoréme 2.1 (de la divergence) [4]

Soit ¢, le flot de

i = f(z) (2.16)

fecC"(U), U C R” ouvert, r > 1.
et soit V' une volume de l’espace des phases au temps t = 0, ¢, (V) :
I'image de V par ¢,, on a :

d“bfjsfv) |i=0= / div fdx;...dz, (2.17)
“
ou
. o afl afn
div f = 9, + ...+ oz,

Corollaire 2.1 [4]
Si divf =0 alors volg, (V)= V.
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Preuve :

d

¢:(1h) li=to= /divf(:z:) dxy...dz,

dt
v
Donc si
d

divf:Oi%]t:m:Oﬂ@(V):VO 0

On consideére le systéme (2.12) sous la forme (2.16), avec

Tr; = ql,’L = 1,...,n

Tpyi = Pit=1,...n

on a :

. "L (04, api) _ ( O*H O?H )
div f = + = — =0 2.18
d Z_; (3% Ip; ; 9q;0p;  IpiOg; (2.18)

donc le 16t hamiltonien conserve le volume.
On dit que le systéme est conservatif.

2.3 Transformation canonique

Définition 2.3 [3]
Un changement de variables :

{ Z if,j((g;’,g)) i,j=1,..n (2.19)

est dit canonique s’il préserve la forme hamiltonienne des équations d’évo-
lution :

1=1

{ Qi =57 (Q. P) m (2.20)

P, = _g_gZ(Qap)

ou H(Q, P) est le hamiltonien transformé

H(q,p) = H(q(Q, P),p(Q, P)) = K(Q, P)
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Cherchons les conditions pour que (2.19) soit une transformation canonique.
Théoréme 2.2 [4]
Pour que (2.19) soit une transformation canonique il faut et il suffit que .

{Qr, Qi = {P0}=0 (2.21)
{Qr, B} = —{P Qi} = du

ou {«, B} designe le crochet de lagrange.

N - dq; Op; ~ Op; Og;
{a,8} = ; (aa 33 2o aﬁ) (2.22)
Preuve :
On déduit de (2.19) :
—P.=—/{q, 2.23
ka 16Pk I api(q p) (2.23)
d (2 a 2 8 - aH
p Z L QHZ Db = g, @) (2.24)

Multiplions (2.23) et (2.24) respectivement par 3 81’7 et 322%7 additionnons les
équations obtenues sur 7, nous obtenons :

8H
On obtient une relation analogue pour : a_Ql :
- __ . OH
S Qe QY+ (P QY P = (2.26)

d’out on déduit les conditions (2.21) O



Théoréme 2.3 [4]

I3

d’ou :

est la jacobienne de (2.19).

»=larl [

e

>=|ar]
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(2.27)

Pour que (2.19) soit une transformation canonique il faut et il suffit que.

ou :

est la transposée de M et

MTIM =J
AT T
MY = (BT DT

0 I
7=(5 )

ou I,, est la matrice identité d’ordre n.

Preuve :

Montrons que (2.28) est équivalente a (2.21)

Prenons n = 1, alors

et

9 9q
0Q OP
M=% %
aQ P

dg  Op 0 1 9q
MM = J<:>(Q %Q>< )
o J\~1 0
oP

)

)

(2.28)



22 CHAPITRE 2. SYSTEMES HAMILTONIENS

Par identification, on obtient

dg Op Op Oq Oq Op Op dqg
0Q0Q 0QOoQ ~ T OPOQ OPIQ
9q0p 0Opdq¢ _ , 9¢0p Opo1_,
0QoP 0Q 0P "OPOP OPOP

D’ou

{QaQ} = Oa{PaQ}:_]'
{Q. P} = 1{P,P}=0
La matrice M qui satisfait (2.28) est dite matrice symplectique.

L égalité (2.28) implique que (det M)* =1 (on fait det M = 1).
d’ou : M1 existe et :

M1t =—-JM"J
car
J ' = —J, J? = —E (identité) .
Exemple 2.4
Soit I'oscillateur harmonique :
{ 17P ,  owHgp) = l(p2 +wpg?)
P = —wuq 2

La trasformation :

est canonique car :

MTIM =
9 Ip 0 1\ [ 2
Q 9Q aQ OP
9 @) <_1 0) 9p  Op
OP OP 0Q oP

MT — (% g—g) B w/%cos@ —/2woPsin Q
={% = . =
z ﬁsm@ V8 cos Q)



et on a :
9q
F]
=%
aQ
alors :
MYIM = (

(
-

23

g_}% _ \/%COSQ ﬁsin@
68_11—2’ —V2woPsin@Q /53 cosQ

\/%COSQ —V 2w P sin (0 1) \/ 22 cos @ TlvaSinQ)
\/21137%51“@ v 5p Cos @ 10 —V2woePsin@Q /55 cos@Q
\/ 22 cosQ  —+/2PuwgsinQ —V2Pwgsin Q) \/%—gcosQ)

2P B :
T sinQ  \/5pcos@Q /25 c0sQ  —p—sinQ
0 1)
[







Chapitre 3

Systémes hamiltoniens
intégrables

3.1 Crochet de Poisson

Définition 3.1 [7]
On considére le systeme hamiltonien :

dgi _ 0H

dt ~— Op; -

dp _ B i=1mn (3.1)
dt —  Oq

Si H = H(q,p), on sait que H(q,p) = cte.

Plus généralement, une fonction f(g,p) est constante du mouvement si
f(g,p) = cte. quand q(t) et p(t) evoluent selon le systéme hamiltonien
(3.1), on a donc :

a _df

.f = dt - E(qlw"a(blapla'“:pn)
= 0fdg <= Of dp

B zn: of OH _ of 0H
B i1 dq; Opi  Opi Oy
0

Cette expression s’appelle le crochet de Poisson de H et f et il est noté

[/, H].

25
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ou 'expression dans les coordonnées locales (¢, p) est :

= [0f10fs O0f10f
Lf1, fz]q,p = ; (3% Op; B op; 36]@') (3.2)

Théoréme 3.1 (de Poisson) [3]

f est une constante du mouvement <= [f, H| = 0.

On a toujours [H, H] = 0.

Théoréme 3.2 (de Poisson) [3]

Soient F'(q,p) et G(q,p) deux intégrales premiéres du mouvement. Alors
h(q,p) = [F, G| est aussi une intégrale premiére.

Preuve :

Soit h = [F,G]; on écrit I'identité de Jacobi pour F,G et H :

[, [G H]| +[G,[H, F]] + [H,[F,G]] = 0.
Comme F' et GG sont deux intégrales premiéres, I'identité devient :
[F,—0G/0t] + [G,0F/ot] + [H,h] =0

En développant les deux premiers crochets de poisson de cette derniére
égalita, et en utilisant le théoréeme de schwarz, on obtient facilement :

—9/0t ([F,G)) + [H,h] =0

Soit :

oh

5 +[h,H] =0 O
Ce théoréme est toutefois un peu décevant en ce sens qu’il fournit souvent
des intégrales premiéres évidentes (0 par exemple) ou des fonctions de F' ou
deY...
A Taide de I'expression locale on déduit un certain nombre de propriétés
essentielles du crochet de Poisson :
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Proposition 3.1 (3], [7]
1. Antisymétrie [f, g| = — [g, f] .
2. Identité de Jacobi [f, [g, h]] + [h, [f. g]] + [g, [k, f]] = 0.
3. Relations sur les coordonnées locales [g;, ¢;] = [pi, ;] = 0; [pi, q5] = dij.
4. Distributivité gauche par rapport a I’addition (ou encore linéarité droite)
[fsg+h]=1f 9] +[f ]
5. Distributivité droite par rapport a 'addition (ou encore linéarité gauche)
[ +g.h] = [f.h] +[g.h]..
6. [af. Bg) = aBf.g).
7. Identité de Leibniz (droite et agauche) :

o [fighl=g[f hl+[f g]h

o[fg.h] = flg,h] + [, g.
Proposition 3.2 [3] (Dynamique et crochets de Poisson, equations du
mouvement) :
Si on réalise le crochet de Poisson d’un ¢ ou d’un p; avec le hamiltonien
H du systéme, on obtient :

OH oOH
=— JH) = ——
Opx, P H] gy,

En injectant les équations de Hamilton dans ces résultats, on déduit les
équations du mouvement dans le langage des crochets de Poisson :

law, H] = G lq, H| = ¢
{mﬂhmk@{mmzp

qr, H]

Proposition 3.3 [3] (Crochets de Poisson et trasformations canoniques)
On considére le systéme hamiltonien (3.1) et soit la transformation cano-

nique :
{ a = ¢i(Qj, Fj)
pi = pi(Qj, Pj)
on pose @ = (Q1,...,Q,) et P =(Py,...,P,), alors on a

,7=1,...,n

[f? g]%p = [f7 g]Q,P
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Preuve :

On a:

[f,g]Q,p:@'a—P—a—P'%

Mais, en considérant maintenant f et g comme des fonctions des variables
(¢;p) : f = fla.p.t) et g=g(g,p, 1)

o () (o
Q) oQ) 9q \oQ) OJp
of _ (8q)T3f+(8p)T8f
oP oP q 0 D
De méme :
99 _ (@)T@+(@>T@
oQ Q) 9dq \0Q) 0Jp
dg (GQ)T39+(GP)T89
oP OP q 0 D

Ce qui permet d’obtenir :
og\" of op\" of og\" g op\ " g
Fder = |(95) St (o) <L |(55) 24 (2) 2
0Q ) 0Jq 0Q ) Jp 0P ) 0q oP ) Op

og\"of (ap\" of dg\" 99 (9p\" g
(ﬁ) a‘ﬁ(a‘za) ap | (@) a—cﬁ(@) ap

En développant cette expression, on obtient 8 termes du type (Mu) - (Nv),
ou M et N sont des matrices. Chacun de ces termes va pouvoir étre modifié
grace a la propriété suivante : (Mu) - w = (MTw) 1. Comme ici w = N,
on aura ainsi : (Mu)-(Nv) = (MTN) v-u. L’expression de [f, 9lg.p devient
alors :

On pose :

T T
Ml = <@) 7u1:g7 N1:<@> 71}1:@

(op\"  _af . [(ap\' = 9y
My, = (%) >u2_a_p>N2_<a_P ’1}2_8_]9
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alors, on a :

Lf, Q]Q,p = (Myuy + Mauz) (N1v1 + Nava) — (Nyug + Noug) (Myvy + Mavs)
= (Mlul) (Nl’Ul) + (Mlul) (NQUQ) + (MQ’UQ) (val) + (MQUQ) (NQUQ)
— (Niwr) (Myv1) — (Niug) (Mavz) — (Nauz) (Myvr) — (Naug) (Mavs)
= (MlTNl) V1 - U+ (MlTNQ) Vg U + (MQTNl) V1 - Ug + (MQTNQ) Vg * Uo
— (NlTMl) V1 U1 — (N1TM2> Vo - U1 — (N2TM1) V1 - U — <N2TM2) Vo * Ug
en regroupant les termes en fonction des produits scalaires qui vont surve-
nir :
[frdlop = (M{Ny—N{ M)y -uyg+ (M Ny — NI M) vy - uy
+(M2TN1—N2TM1)1)1'U2+ (MQTNQ—N2TM2>’UQ'U2

alors :
gg o = |20 (2a\"_ 0 (9a\"] 29 0f
Jar T 190 \ P aP\aq ) | 8¢ oq
o (op\" o (op\"| 09 of
oQ \ opr oP \ oQ op Op
| 9a (op\"_oq (op\"| 09 of
oQ \ op oP\oQ) | dp oq
Lo (0" b (0a\") 09 of
oQ \opP oP \ 9Q dq Op
ou :

op _(0P\" op _ (0Q\" 0g _ (0P\" 0g _  (0Q\"
0Q dg) 'OP \oqg) '0Q \op) 'oP op
On peut donc utiliser ces relations pour remplacer chaque matrice transpo-
sée dans l'expression précédente de |[f, g]Q7 p pour obtenir :

g, — (2299 0a0P| 09 OF 10pIQ  OpOP)0g Of
Jer T T909p ToPap| 8 aq  |0Q dq T oP g | op ap
[aq 90 g ap}@ of {8}98@ 8]9(9]3} dg Of

90 0q 9P oq|op 3¢ |Qap “oPop) g Op
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Or, on se convainc facilement que les matrices entre crochets dans cette
derniére égalité ne sont que les expressions matricielles de I’ensemble des
dérivées partielles des variables p et ¢ entre elles au travers de la régle de
dérivation en chaine via les variables P et ().

Qg wor o,
0Qop oOPOp op "
ou I, est la matrice identité (n x n). soit O,, la matrice nulle (n x n), alors

dg Of dg Of

dg Of dg Of
) A it A
* "Op Oq "0q Op
Soit finalement :
B af 9dg Of 0Jg B
[f7 g]Q,P - 8q ap 0p aq - [f7 g]q,p |:|

3.2 Systémes intégrables

Définition 3.2 [7]
Un hamiltonien H(q,p) a n degrés de libertés est dit intégrable s’il existe n
constantes du mouvements linéairement indépendantes :

fl(q7p) = H(Qap) = hla fQ(Qap) = h?a SS) fn(Q7p) = hn

avec

Les constantes h; sont dites intégrales premiéres, (3.3) veut dire que les
fi(g, p) sont en involution.

Exemple 3.1

Soit le hamiltonien :

1 1
H= §(P§—|—Py2) —|—Z:U2+y2+x2y—|—2y3

cet hamiltonien posséde une deuxiéme intégrale premiére :

G = o* + 42?y® — 4i(iy — yx) + 842y + (44 — B)(4? + Ax?)
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On a
d O0H
rT=+<5=F,
.o P
Y=op, =1y
]?x = —Za—g = %x+2xy
Py=-5% = 2y + 22 + 6y>
et
G = 2*+42%y? — 4i(dy — yz) + 22%y
= o'+ 42%y* — 4P, (P,y — Pyx) + 22%y
Alors
. - OHOG MG OHOG _0H G
’ ~ Ox 9P, OP,0x 9y dP, OIP,dy
1
— (5;1; + 2:cy) (—8yP, + 4aP,) — P, (42° + 8zy” + 4P, P, + 4ay)
+ (2y + 2* 4 6y°) (4aP,) — P, (82°y — 4P} + 22?)
= —dayP, + 22°P, — 162y°P, + 82°yP, — 42° P, — 8zy°P, — 4P2P,
—4xyP, + 8xyP, + 42° P, + 24xy*P, — 82*yP, + AP2?P, — 22*P,
=0
Donc

[H,G] =0

Donc il est intégrable.

3.3 Variables d’action et angulaires

Théoréme 3.1 : (Liouville 1) [4]
Dans le cas d’un systéme intégrable, il existe une transformation canonique :

¢ =q0;,J;) . .
) =1,...,n 3.4
{ pi = pi(0;, J;) J (34)

ouf = (61,92, ---;9n>7 J = (JI; JQ, vy Jn)
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telle que le nouveau hamiltonien ne dépend pas de #;, Les équations de
hamilton s’écrivent :

Le systéme (3.5) est intégrable et a pour solution :

JZ:JZ(O) 1=1,..

Les J; sont n constantes (i = 1,...,n).

Les variables J; sont appelée les variables d’action et les variables 67 des
variables angulaires.Les trajectoires sont sur un tore 7".

Définition 3.3 [4]
La trajectoire sur le tore T" est dite quasi-périodique a n fréquences wy, wo, ..., Wy,
s’il n’existe pas de n — tuple :

m = (my,ma, ..., my), m; €7 (3.7)

tel que :

(m,w) = miwy + ... + muw, =0 (3.8)

Dans ce cas, la trajectoire ne se referme jamais sur elle méme et couvre de
fagon dense le tore T™.

Par contre s’il existe n — 1 relations du type (3.8) alors la trajectoire se
referme sur elle méme et le mouvement est péroidique . Dans ce cas, on
peut trouver un scalaire wy et un n tuple m de type (3.7) tels que :

w = Mmwy.



Figure (3.1) : Tore (T?% = R?/Z?)

Exemple 3.2
Soit le hamiltonien de deux oscillateurs harmoniques :

1 1
H =3 (P} + wiqi) + 3 (5 +wid3)

en variable d’action et angulaires Ji, 01, Js, 6

2.J
q = =1 gin 01, p1 = \/2w1Jp cos by
w

1

12
G2 = —QSin02,p2 =\ 2&)2]2 COSQQ
Wa
Le nouveau hamiltonien est :
H=H (Jl, :]2) = w1J1 +w2<]2

et les équations hamiltoniennes s’ecrivent :

91:(#1
92:CU2
J =0
Jy =0

d’ou la solution :
91 = wlt + wq (0)
92 = Ldgt + wo (0)
Jl = Jl(()) = cte
J2 = J2(0> = cte

33
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les trajectoires sont sur un tore 72. Elles sont périodiques si o+ est rationnel
et quasi-périodique (dense) sur Ty si x—; est irrationnel :

miwi + MaoWws =0= ﬂ = —@

w2 my

Théoréme 3.2 (de Liouville) [4]
Soit la transformation : n —— & (n) ou :
N =G,y Gns D1, -, Pn)s € = (Q1, .., Qn, P1, ..., P).
alors les volumes des domaines des espaces ¢,p et @), P qui correspondent
sont les mémes.
Preuve :
Soit la transformation :

(¢,p) — (Q, P)

ou :
Q= Q(q,p), P = P(q,p)

cette transformation transforme le domaine R au domaine S.

Posons :
AR: //dqdp et AS://deP
R S
on a :
//dqdp = / |det M| dQdP
S R
ou

8Q P
9¢0p 9q0p _,
IQIOP OPOQ

:>/R/dqdp:/S/deP U
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Exemple de transformation canonique :

(¢,p) — (Q,P) = (p, —q)

plus généralement ; pour

n= <QI7 oy Qn, P1, 7pn) et 5 = (le LERE) Qna Pla 7Pn)

on a :

/---/dql...dqndpl...dpn:/---/]detM\dQl...dQndpl...dPn
R

S
ou
Oq1 Oq1
GOy e 5b.
o= | e |det M| = 1
a'});,,' .......... é;n
90, e 5P
= /---/dQl...dPn:/---/dql...dpn. L.
S R
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Conclusion

La plupart des systémes dynamiques qu’on rencontre en mécanique clas-
sique et physique sont des systémes hamiltoniens. Pour étudier le compor-
tement de tels systémes, on cherche & les intégrer et a savoir s’ils sont inté-
grables ou pas. En général, on peut obtenir des informations détaillées sur le
comportement de ces systémes seulement s’ils sont intégrables. Cependant,
beaucoup de systémes hamiltoniens connus ne sont pas intégrables.

Dans ce mémoire, on a étudié les systémes hamiltoniens et on s’est intéressé
aux systémes hamiltoniens intégrables car beaucoup de phénomeénes natu-
rels peuvent étre modélisés par des systémes hamiltoniens intégrables ou
leurs perturbations. Par exemple, notre systéme solaire est intégrable. Les
systeémes intégrables ont une stabilité trés remarquable, ce qui leur permet
de persister dans la nature.

Parmi les questions essentielles non étudiées dans ce mémoire est la théorie
des perturbations des systémes hamiltoniens ainsi que leurs stabilité ou
instabilité.
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