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Résumé
Dans ce mémoire, nous discuterons la loi de contréle d’apprentissage itératif
de type PD pour les équations différentielles linéaires d ‘ordre fractionnaire.
Nous tirons des résultats de convergence pour les systemes d'apprentissage
itératif en boucle ouverte et en boucle fermée avec un erreur initiale nul puis
un erreur initiale aléatoire mais borné, en utilisant les propriétés de la

fonction « Mittag-Leffler ».
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0.1 Introduction

L’objectif de la théorie du controle est d’améliorer le fonctionnement des
systemes de commande, c’est-a-dire d’obtenir des systemes plus fiables, plus
économiques et plus rapides.

Le controle d’apprentissage itératif ILC ( i.e iterative learning control) est un
domaine de recherche actif. Depuis I'article d’Arimoto [1] et de ses co-auteurs
est souvent considéré comme la principale source d’inspiration de la recherche
dans ce domaine. L’idée principale du controle de I’apprentissage itératif est
d’utiliser des situations ou le systéeme a controler effectuera plusieurs fois la
meéme opération. Il sera alors possible d’améliorer progressivement les per-
formances du systeme de controle en utilisant les résultats d’une opération
lors du choix du signal d’entrée pour I'opération suivante.

Le principal domaine d’application de ILC est le controle de robots indus-
triels ; une discussion générale sur 'utilisation de ce type de controle en robo-
tique est la convergence : la mise a jour itérative du signal d’entrée converge
vers un signal donnant de bonnes performances. Les aspects de convergence
ont déja été examinés ou certains criteres de convergence ont été dérivés,
restrictifs et un grand effort a été consacré a la recherche de conditions plus
réalistes. Un certain nombre de ces résultats se retrouvent dans [5].
Récemment, plusieurs auteurs se sont intéressé a l’application du controle
d’apprentissage itératif pour des problemes fractionnaires [10] ou ils ont uti-
lisé la dérivée fractionnaire qui est une généralisation de la dérivée classique
vers un ordre arbitraire.

Cette notion est découverte dans le courrier échangé entre L’Hopital et Leib-
niz. Le 30 Septembre 1695, L’Hopital récrit a Leibniz afin de l’interroger
au sujet d’une notion particuliere qu’il avait employée dans ses publications
pour la niéme dérivée d’une fonction f(x). L’Hopital pose alors la question
a Leibniz, sur le résultat de cette dérivée pour Uordre 1 2 [§)]

Ce mémoire qui a donc pour but d’étudier le controle d’apprentissage itératif
(ILC) pour une classe d’équation différentielles fractionnaires linéaire, est or-
ganisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous allons présenter quelques notion préliminaires

concernant le calcul fractionnaire (la fonction Gamma, la fonction Mittag-

0.1. Introduction
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LefHer, les dérivées et les intégrales fractionnaires de Caputo et de Riemman-
Liouville).

Dans le deuxieme chapitre, nous allons présenter 1'idée du controle d’appren-
tissage itératif (ILC). Tout d’abord, on commence par la définition de la
théorie du controle. Ensuite, nous donnons des rappels dont on a besoin sur
le controle d’apprentissage itératif de type P, D et PD.

Dans le dernier chapitre, nous discuterons la loi de controle d’apprentissage
de type PD pour les équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire;
nous commencerons par 1’étude de l'existence de la solution d’un probleme
fractionnaire linéaire pour étudier ensuite la convergence de la loi ILC dans

les deux cas, en boucle ouverte et en boucle fermée.

0.1. Introduction



Chapitre

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au calcul des intégrales et les
dérivées d’ordre fractionnaire. On va présenter 'intégrale au sens de Caputo
ou nous définissons certaines fonctions importantes telles que la fonction
Gamma et la fonction de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un role trés

important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire.

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également
comme une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a I’ensemble

des nombres complexes.

Définition 1.1 [7] La fonction Gamma I'(z) est définie par 'intégrale sui-

vant :
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Cette intégrale impropre converge absolument sur le demi-plan complexe

ou la partie réelle est strictement positive z € C.

On peut définir la fonction Gamma par la limite :

nln?

z(z4+1)...(z+n)

['(2) =limy 100
Quelques propriétés de la fonction Gamma

1- I'(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.
2-T(z41)=2I(z), Vz>0.

3-T(0%) = +oo et I'(1) = 1.

4- La fonction gamma vérifie la formule de réflexion d’Euler, ou formule des

compléments
VzeC\Z, I(1 - 2)(z) = —

sin(rz)’

car la fonction I'(1 — 2)I'(2) est 2II-périodique et a les mémes poles et résidus

que la fonction

sin(rz)
5- Le logarithme de la fonction gamma est parfois appelé Ingamma. Il inter-
vient notamment dans la résolution des problemes de propagation d’ondes :

I’équation fonctionnelle de la fonction Ingamma est

Inl'(z) =Inl'(z+1) — In(2).

Remarque 1.1 De I'(z + 1) = 2I'(2) et I'(1) = 1, on déduit :

1.1. Calcul fractionnaire
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Valeurs particulieres

La valeur de I'(1/2) = /7 permet, par récurrence, de déterminer les autres

valeurs de la fonction gamma pour les demi-entiers positifs :

77
r(s/2) = 2T,
T(n+1/2) = égf):ﬁ

Meéme chose pour les valeurs négatives, par exemple :
[(=1/2) = —2y/7.

1.1.2 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Lefller, notée E, 5 qui tient son nom du mathématicien
suédois Gosta Mittag-Leffler (1903), est une fonction spéciale, ¢’est-a-dire qui
ne peut étre calculée a partir d’équations rationnelles, qui s’applique dans le
plan complexe et dépend de deux parametres complexes « et 3.

Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle, et

elle joue un role majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition 1.2 [§] La fonction de Mittag-Leffler est définie comme suit :

Eq(2) = ; m,

Bas(9) = 2 Taa s

=0
ou z € C et a, # sont des nombres réels positifs.

Exemple 1.1 Nous donnons quelques cas particuliers de la fonction Mittag-
Leffler
Eo(s) =, lel <1,

1.1. Calcul fractionnaire
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El(Z) = GZ,
Ey(2) = cosh(v/z), =z ¢€C,
Ey(—2%) = cos(z), z€C,

07— Ewa(s) = Sin}i/(z\/z)~

ELQ(Z) =

Lemme 1.1 [3] Soit >0, S €R, on a

d - « - a
T B p(2)] = 2 Ea 1 ().

Lemme 1.2 [6] Soient A\, «, § € R et |a\™%| < 1, alors

EEQ(Z) = E]Ea,a(z).

Lemme 1.4 []] Soit & € (0,2) et 3 € R sont arbitraires. Pour tout p = |

on a
p —k
&) z

—1-p
m+0(2 ), zZ —r OQ.

k=1
Sia=a, f=aetz=at®, on obtient la fonction Mittag-Leffler Eq q.
Lemme 1.5 [0/ Va >0, a € (0,2), on a

1
pladt)

a—1"

aa o

t By o (at®) ~ t — o0.

La fonction t* 'K, ,(at®) est croissante Vt € [0,T] et a > 0.

Qi

I

1.1. Calcul fractionnaire
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Lemme 1.6 [9] Soit {ai}ren) une suite réelle définie par

ar < pap— + di,

ou dy. est une suite réelle spécifiée. St p < 1, alors

d
lim supdy < d = lim supa < ——.

1.1.3 Dérivée fractionnelle

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires sur les intégrales

et les dérivées fractionnelles de Caputo.

Définition 1.3 [8] Soit 2 = [a,b) un intervalle fini de R et f une fonction
intégrable sur . L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par
RL) d’ordre « est définie par :

1°f(t) = ﬁ / (t — ) f(s)ds,

ou « est un nombre réel ou complexe.

Définition 1.4 [8] La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «

est définie par

dn
Dy f(t) = 2= (I F (1))
- ﬁ /at (t—s)" ' f"(s)ds, n—1<a<n, neN-.

Remarque 1.2 :

La définition de la différentiation fractionnaire de type Riemann-Liouville a
joué un role important dans le développement de la théorie des dérivées et
intégrales fractionnaires ainsi que pour son application dans les mathématiques
pures (solution des équations différentielles d’ordre entier, définitions de nou-
velles classes de fonctions, sommation des séries, etc...).

Malheureusement, I'approche de Riemann-Liouville mene a des conditions

1.1. Calcul fractionnaire
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initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville en la borne inférieure.

Malgré le fait que des problemes aux valeurs initiales avec de telles condi-
tions initiales peuvent étre résolus mathématiquement, leurs solutions sont
pratiquement inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de
telle type de conditions initiales. Une certaine solution pour ce probleme a

été proposée par M. Caputo.

Définition 1.5 [§] Soient 0 < n —1 < a < n et f une fonction de classe
C"™([a,b]). La dérivée de Caputo d’ordre « de la fonction f est définie par

I'intermédiaire de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

SDRf(t) =" DY[f(t) -

Remarque 1.3 :

Une différence entre la définition de Riemann-Liouville et la définition de
Caputo est que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle, par contre, la
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante C' n’est pas égale

a zéro, mais
ct@
‘DYC = —.
! Il —a)

1.1.4 Transformation de Laplace

Comme dans le cas entier, la transformée de Laplace est utilisée pour
la résolution des équations différentielles d’ordre fractionnaires. Dans cette
section, nous donnons quelques outils de base et des formules fondamentales

de la transformée de Laplace pour la dérivée fractionnaire de Caputo.

Définition 1.6 [2] La transformée de Laplace d’une fonction f(¢) d'un va-

riable réel positif ¢t € (0, +00) est définie par

(CF)(s) = LLF(0)}(s) = / Tt f(tydr, seC.

1.1. Calcul fractionnaire
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Remarque 1.4 Pour l'existence de I'intégrale précédent la fonction f(t) doit
etre d’ordre exponentiel s, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes posi-

tives M et T telles que
e *|f(t)| < M pour tout t > T.

En d’autres termes, la fonction f(t) ne doit ”croitre ou décroitre” plus vite

qu’une certaine fonction exponentielle quand ¢ — oo.

Propriétés de la transformation de Laplace :

1- Linéarité : La transformation de Laplace est linéaire c-a-d pour deux

fonctions f et g, on a

L{f+g}=L{f}+ L{g}
L{kf} = kC{f}, keR.

2-Addition : Soient L{fi(t)} = Fi(t) et L{f2(t)} = F>(1),
alors

L{f1(t) + fa(t)} = Fi(s) + Fa(s).

Définition 1.7 [6] L’inverse de la transformation de Laplace de la fonction

g(t) est donnée par la formule :

(£ g)(x) = £ g(s)}(x) = —— / T g (s)ds.

270 )y

Définition 1.8 [2] Soient F'(s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t)

et g(t) respectivement alors le produit de convolution (f * g) est donné par :

frg=F(s).Gs) = ] /0 F(t — 2)g(=)dz).

1.1. Calcul fractionnaire
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Définition 1.9 [2], [6]
1- La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville est

n—1
L{D f(t);s} = s°F(s) = Y _s" F'DE==2Df(0), (n—1<a<n).

k=0

2- La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo est :

C +OO C
CIDe(t); s} = / e D (1)),

avec

[y

L{L°Dyf(t);s} = sF(s) — s 0), (n—1<a<n).
0

3

i

Quelques transformées de Laplace :

Y(t) |y(t) =LY (1)
= | t*'Eqa(at®)
3(82—1(1) Eo(—at®)

1.1. Calcul fractionnaire



Chapitre

Controle d’apprentissage itératif ILC

Dans ce chapitre, nous allons présenter 'idée du controle d’apprentissage
itératif ( ILC) dans laquelle le systéme a controler effectuera plusieurs fois la
méme opération. Il sera alors possible d’améliorer progressivement les per-
formances du systeme de controle en utilisant les résultats d’une opération
lors du choix du signal d’entrée pour 'opération suivante. Cela peut étre vu
comme une procédure de recherche itérative qui doit évidemment converger
pour donner un résultat positif.

Nous commencons par donner quelques notions concernant la théorie de

controle.

2.1 Théorie de controle

La théorie du controle s’intéresse au comportement de systemes dyna-
miques en fonction de leurs parametres. Elle peut étre vue comme une stratégie
permettant de sélectionner la bonne entrée d’un systeme pour que la sortie
soit celle désirée.

Donc, le but est d’amener le systeme d’un état initial donné a un certain état
final, en respectant éventuellement certains criteres.

On rencontre dans la pratique de tres nombreux problemes de controle, dans
toutes les disciplines : par exemple garer la voiture, piloter un avion ou un
satellite vers une orbite, optimiser les flux d’information dans un réseau,

controler une épidémie, réaliser une opération chirurgicale au laser,...

11
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2.1.1 Systemes dynamiques controlés

La théorie des systemes dynamiques exprime 1’évolution d’un systeme au
cours du temps comme le résultat d'une fonction prenant en argument son
état ainsi que les actions appliquées sur ses entrées.

Un systeme controlé est un systeme dynamique sur lequel on peut agir au

moyen d’'une commande ou controle, donné sous la forme :

dx
% - f(ZL', u)?

ou x est un vecteur comprenant les entrées et les sorties du systeme; wu
un vecteur comprenant les modifications effectuées sur les entrées, appelé
"controle” ou "commande” et f représente le processus de transformation
(non linéaire en général) qui caractérise le systeme.

Le controle d'un systeme est donc la manipulation adéquate de ses entrées

en regard des buts de 'utilisateur sur ses sorties.

FI1GURE 2.1 — Controle d'un systeme dynamique

2.1.2 Controle en boucle ouverte

Le systeme commence avec des entrées qui sont transmises au niveau
controdle (ou de prise de décision), dont la fonction est de définir I'action qui
doit étre entreprise. Il transmet des instructions au niveau du procédé qui
est en charge de ’exécution de ces actions. Une fois les actions accomplies, le

travail du systeme est terminé jusqu’a ce que l'exécutif soit a nouveau activé.

2.1. Théorie de contrdle
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Bien entendu, sans feedback, le systeme en boucle ouverte ne peut pas sa-
voir si les actions déclenchées dans ’environnement ont été effectives pour
atteindre 'objectif, et des modifications ne peuvent donc étre apportées tant
que 'action est en cours.

Le controle en boucle ouverte est utilisé, la plupart du temps, lorsque la
réaction du systeme est difficile a mesurer ou a diagnostiquer. C’est-a-dire,

quand il est tres compliqué d’avoir un retour du résultat obtenu.

Entrée

Controle

Procédé —

FIGURE 2.2 — Controle en boucle ouverte

Exemple 2.1 les véhicules motorisés :

Un automobiliste qui dirige sa voiture avec un controle en boucle ouverte
ne réagit pas si la position de volant n’est pas bonne (en conduisant par
exemple les yeux fermés) et dévie rapidement. Si l'utilisateur d’une voiture

désire accélérer, il va en donner I’entée par le biais de la pédale d’accélération.

Plusieurs controle doivent étre entreprises sur le moteur pour respecter cette
entée. Ces controles impliquent des actions de la part de différents effecteurs
(valves, injecteurs, etc), qui doivent a leur tour étre controlés afin de s’assu-
rer que leur action (angle d’ouverture, durée d’injection, etc) est correcte et

coordonnée avec les autres actions en cours.

2.1. Théorie de contrdle



Chapitre 2. Controle d’apprentissage itératif ILC 14

2.1.3 Controle en boucle fermée

La rétroaction (ou feedback) est I’action que produit un phénomene en
retour sur ses propres causes. Une rétroaction est dite positive si elle tend
a amplifier le phénomene, et négative si elle tend au contraire a I’amortir.
Dans le cadre du controle de systeme, la rétroaction se traduit par le fait que
le controle d’un systeme est influencé par 'erreur entre la sortie du systeme
et I'entrée.

Les controleurs basés sur le principe de rétroaction sont dits en boucle fermée
(figure 2.3) ; ils constituent I'immense majorité des systemes de controle ac-
tuels. Ainsi, le comportement du systeme controlé influence celui de son

controleur et réciproquement. Les deux systemes sont couplés.

Controle

Procédé —

FIGURE 2.3 — Controle en boucle fermée

Exemple 2.2 L’exemple bien connu est celui du thermostat.

Le thermostat a été développé en 1886 par Albert Butz, qui a donné naissance
a la société Honeywell. Le thermostat a longtemps été constitué d’un systeme
a bilame qui ouvrait un circuit électrique quand la chaleur atteignait un
certain stade et fermait ce circuit des que ’'on descendait en dessous de cette
méme température. En pratique, tout se passait comme s’il avait existé en
fait deux entrées de température voisines.

Le thermostat est utilisé a chaque fois qu'une température doit se maintenir

a un certain niveau. Cela peut étre : un fer a repasser, un réfrigérateur, un

2.1. Théorie de contrdle
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lave-vaisselle, un four, une climatisation, au niveau d’un automobile, pres
du moteur pour réguler la température du liquide de refroidissement, pour

réguler la température d'une piece, etc.

2.2 Controle par apprentissage itératif

Introduit pour la premiere fois par Arimoto, Kawamura et Miyazaki en
1984 [I], le controle par apprentissage itératif (Iterative Learning Control,
ILC) a d’abord été motivé par la maitrise de bras robotisés industriels,
répétant indéfiniment la méme tache. Chaque nouvelle passe améliore le

controle en s’appuyant sur la précédente.

Entrée P LAN T l Sortie
Refaire ¢
ESTIMATION
of modeling errors and
repetitive disturbances

Controle

compensating for the
updated input estimated error estimated model error

for next trial

FI1GURE 2.4 — Controle d’apprentissage itératif

L’idée principale de ILC est que le systeme exécute une opération donnée
plusieurs fois. On suppose en outre que chaque opération est effectuée sur un
intervalle de temps fini. Tous les signaux sont donc définis sur un intervalle
de temps fini et dans le cas de temps discret e, désignera le signal d’erreur a
I'instant t et a l'itération k£ c’est a dire un vecteur représentant l'erreur aux

points d’échantillonnage.
U1 () = ug(t) + K(ex(t)). (2.1)

Le nouveau controle appliqué u.1 est donc fonction du précédent wuy, de la
derniere erreur ey entre la sortie et 1’entrée, et d’'un ”opérateur de gain K.

Pour illustrer I'idée de base, nous commencerons par examiner I'IL.C dans un

2.2. Controle par apprentissage itératif
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contexte de boucle ouverte. Par souci de simplicité, considérons un probleme
d’asservissement et négligeons la perturbation de la charge.

A Titération k, la sortie yx(t) du systéme est écrite sous la forme :

ye(t) = G()ux(t), (2.2)

ot G est une fonction de transfert. La sortie yx(t) donne lerreur :

ek (t) = yalt) — yk(t). (2.3)

x,{0) l

loi d'état initiale

4
”k( 1 loi de con_rro.fe Systéme non
d'apprentissage > linéaire

T

“kn(t)l l X,.4(0)

FI1cURE 2.5 — Controle d’apprentissage itératif

2.3 Controle ILC de type PD

Le controle proportionnel-dérivé PD est utile pour les controleurs a réponse
rapide qui n’ont pas besoin d'une erreur d’état stable de 0. Nous commencons

par la définition du controle P et D.

2.3. Controle ILC de type PD
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2.3.1 Controéle ILC de type P

L’action proportionnelle ( i.e controle ILC de type P) fournit une réponse
instantanée a l’erreur de controle. Ceci est utile pour améliorer la réponse
d’un systeme stable mais ne peut pas controler un systeme instable par lui-
méme. De plus, le gain est le méme pour toutes les fréquences quittant le
systeme avec une erreur d’état stable non nulle.

Il permet de tenir compte de 'erreur actuelle entre la valeur observée du

signal de rétroaction et I'entrée.

P = kpex(t),

ou k, est une constante, e; l'erreur actuelle et ¢ le temps. Augmenter I'im-
portance de ce terme permet une convergence plus rapide vers I'entrée mais

dégrade rapidement la stabilité du systeme.

Remarque 2.1 Un controleur d’apprentissage itératif de type P utilisant le
concept de facteur k, et la modification d’erreur actuelle ot la limite uniforme
entre la sortie du systeme et la sortie souhaitée est obtenue a chaque itération
sous certaines conditions relatives aux incertitudes. Donc, ’ensemble résiduel
de V'erreur de suivi sur l'itération final est une fonction de classe du facteur
k.

Lorsque toutes les incertitudes et le facteur k, tendent a zéro, la sortie du

systeme convergera uniformément vers celle souhaitée.

2.3.2 Controle ILC de type D

L’action dérivée agit sur la dérivée ou le taux de variation de I'erreur de
controle. Ceci fournit une réponse rapide, par opposition a l'action intégrale,
mais ne peut pas contenir d’erreurs constantes (c’est-a-dire que la dérivée
d’une erreur constante non nulle est 0).

Pour utiliser le controle dérivé, les fonctions de transfert doivent étre appro-
priées. Cela nécessite souvent 1'ajout d’un pole au contrdleur (ce pole n’est

pas présent dans les équations ci-dessous)

2.3. Controle ILC de type PD
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dek (t)
dt -’
ou k4 est une constante, e, 'erreur et ¢ le temps.

D=k,

2.3.3 Controéle ILC de type PD

Le controle proportionnel-dérivé PD est utile pour les controleurs a réponse
rapide qui n’ont pas besoin d'une erreur d’état stable de 0.
Les controleurs proportionnels sont rapides ainsi que les controleurs dérivés
mais les deux ensembles, sont plus rapides.
Pour utiliser le controle PD, les fonctions de transfert doivent étre appro-

priées. Cela nécessite souvent ’ajout d’un controleur proportionnel-dérivé :
Uk+1(t) = uk(t) —+ kpek(t) + kdek(t), (24)

ou k, et k4 sont des parametres réels.

2.3. Controle ILC de type PD



Chapitre

Analyse de convergence de la loi ILC

Dans ce chapitre, nous discutons la loi de controle d’apprentissage de
type PD pour les équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Nous
dérivons les résultats de la convergence pour la boucle ouverte et des schémas
d’apprentissage itératifs en boucle fermée avec une erreur initiale nulle puis
aléatoire, en utilisant les propriétés des fonctions de Mittag-Leffler.

Nous commencons par I’étude de la solution du probleme fractionnaire linéaire

a partir de la transformation de Laplace.

3.1 Existence de la solution d’un probleme

fractionnel linéaire

On considere 1’équation différentielle fractionnaire suivante :

DY x4 (t) = axg(t) + bug(t), t€[0,T], a€(1,2),
i) =0 o)

t

yr(t) = cay(t) + dofuk(s)ds,

ou k est le nombre des itérations, le symbole §Df x4 (t) est la dérivée de
Caputo d’ordre « de la fonction x; au point t avec xy, yi, ur € R,
a € Ry et bc,deR.

19
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Considérons le temps de démarrage de la machine, (z)) ne peut pas chan-
ger immédiatement sur un petit intervalle de temps fini [0,4]. Pour § — 0,
on obtient la condition z4(0) = 0 dans (3.1)).

Soit la trajectoire désirée :

t

yalt) = cza(t) + d / wa(s)ds, te[0,T],

ol z4(t) et ug(t) sont les trajectoires d’état et du controle souhaitées, respec-
tivement.

On note par
ex(t) = ya(t) — yk(t),

lerreur de suivi ( c’est-a-dire l'erreur sur la trajectoire) et

5uk(t) = Ud(t) — uk(t),

Perreur sur le controle.

Théoréme 3.1 La solution du probleme (3.1)) est donnée par :
t
zr(t) = Eu(at®)xr(0) + tE,2(at®)ig(0) + / (t — 8)* 'Eqalalt — s)*)bug(s)ds
0
t
= E,(at®)xi(0) + / (t — 8)* 'Eqalalt — s)*)bug(s)ds, (3.2)
0

ou Ey(2) et B, 5(z) sont les fonctions de Mittag-Leffier.

Preuve. En appliquant la transformation de Laplace sur la premiere équation
du systeme ({3.1]), on obtient :

L{D{x(t); s} = L{axk(t) + buy; s},

c-a-d

1

s L{z(t); st — Y "7 a(0) = al{w(t); s} + bL{un(t); s},

=0

s Ly{xp(t); s} — 5“2 (0) — s* 204 (0) = al{xp(t); s} + bL{ug(t); s}

3.1. Existence de la solution d’un probleme fractionnel linéaire
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Aprés des calculs simples on obtient :

(5 —a)L{x(t); s} = s* T (0) + bL{ug(t); s}
Alors,

Sa—l

L{x(t);s} = z(0) + %ﬁ{uk(zﬁ); s}

s —a

= L{Eq(at)z(0); s} + L{t* " Eqo(at®); s}L{buy(t); s}

= L{E,(at®)x(0) + /0 (t — 8)* "Eaalalt — 8)*)bug(s)ds; s}

En utilisant la transformation de Laplace inverse, on obtient :
21(t) = Eo(at®)x,(0) + fot(t — 5)* Eya(alt — s)*)bug(s)ds. m

3.2 Convergence de la loi ILC en boucle ou-

verte

Pour illustrer 1'idée de base de la convergence de la loi ILC, nous com-
mencerons par examiner ILC dans un contexte de boucle ouverte.
Dans cette section, nous étudions le probleme (3.1]) avec la loi de contrdle

d’apprentissage de type PD suivante :
uk+¢(t):: Uk(t)'+’kp6k(t)-+-kdék(t), (3.3)

ou k, et kg sont des parametres réels.

Théoréme 3.2 Supposons que le schéma ILC (5.3) soit appliqué a (3.1) et

que la condition nitiale a chaque itération est :
zr(0) = 24(0), Vk=0,1,2,.......

c’est-a-dire Uerreur initiale est nulle.
St
‘1 —-kdd‘<< 1,

alors klim Yr(t) = ya(t) uniformément sur t € [0,T].
—00

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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Preuve. On calcule 'erreur de suivi :

ex(t) = wa(t) — yu(t).

En utilisant la troisieme équation du probleme (3.1)), on obtient :

ex(t) = cxq(t) +d/0 uq(s)ds — cxp(t) — d/o ug(s)ds
= c(xq(t) — zx(t)) + d/o (ug(s) — ug(s))ds.

Et d’aprés (3.2)), on arrive a :

en(t) = c[Ea(at®)zq(0) + /0 (t — 8)* 'Eqola(t — 8)*)bug(s)ds — Eq(at®)z;(0)

- /Ot(t — 5)* " Eaalalt — 5)*)buk(s)ds] + d/ot dug(s)ds
= c/ot(t — 8)* By o(alt — s)*)bduy(s)ds + d/ot dug(s)ds. (3.4)
En dérivant (3.4), on obtient :
L
¢

ép(t) = )* B (a(t — s)*)béuy(s)ds] + douy(t)

[(t — 8)* "Eqala(t — 5)*)]bdug(s)ds + douk(t).

I

@)
<x&lg
&|&\

On pose :

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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et en utilisant le lemme ({1.1), on obtient :

ér(t) = C/o d [a & 2% By 0(2 )] bouy,(s)ds + déuy(t)

a e [a = (t—5) " Eqa-1(alt — s)*)]béuy(s)ds + dbuy(t)
= c/ot(t — 8)* Eq 01 (alt — 8)*)bSug(s)ds + dduy(t). (3.5)
De (3.3)), (3.4) et (3.5)), on obtient :

dup1(t) = dug(t) — kek(t) kack(t)

= dug(t) [c ) Eq o (alt — 8)*)boug(s)ds + d/ot duy,(s)ds)

o\é

P /0 (t = 8)*Eaas(alt — 5))bous(s)ds + doun(t)]
= (1 — kqd)ouy(t) — kye /Ot(t — 8)* 'Equ(a(t — 5)*)bSug(s)ds

—kdc/o (t — 8)* *Epa_1(alt — 8)*)boug(s)ds — kpd/o dug(s)ds.
(3.6)

En utilisant la A-norme qui est définie par :

—At
= m t)|.
lzll = max e (2)]

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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On conclut que

t
|Oupsr(B)]e™ < |1 — kad||6ug(t)] e + |k:pd|e_’\t/ |dug(s)|ds
0
¢
—I—]kpc|e_)‘t/ (t — 8)* "Ea.ala(t — 5)*)|[bdus(s)|ds
0

t
lkacle ™ / (t = 8)°2Eo o1 (alt — 5)°)|bous(s)|ds.
0

(3.7)
En notant .
I, = / (t — 3)0‘_1Ea,a(a(t — 5))|0ug(s)|ds,
0
¢
I, = / (t — 3)0‘_2Ea7a_1(a(t — 5)M)[dug(s)|ds,
0
¢
I3 = e’\t/ |0uk(s)|ds,
0
on a, alors
¢
L = / e M=t — 5)2 IR, o (a(t — 5)%)eM ) |Suy(s)|ds
0
¢

< M|ougls / M= (¢ )0 IE (ot — $)%)ds

0
< e’\t||5uk||,\/ e~ Mt=9) (t — s)o‘_lEava(a(t —5)*)ds

0

oY
= o llowl
(3.8)

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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Avec la méme méthode, on arrive a la valeur de I, c’est-a-dire

I = /0 (£ = 8 2B o1 (alt — 5))|Sus(s)|ds

t
= / e Mt — 5)2 2Ry, 01 (alt — 8)2)eM 9 |Suy(s)|ds
0

t
< e’\tH(SukHA/ e M=)t — 5)2 2R, i (at — 5)*)ds
0
< e)‘t||5uk||A/ e A=)t — 8)* P Eqa1(a(t — 5)*)ds,
0
(3.9)
et d’aprés le lemme ((1.2), on a le resultat suivant :
At
I < Yo aH(SUkHA'
Finalement, la valeur de I3 est majorée par :
t t
I3 = e’\t/ |dug(s)|ds = / |Gug,(s)|e e A9 s
0 0
t
< ||5uk||A/ e M9 ds
0
e—)\(t—s)
= ouelal
1 e—>\t
— s -_c
Ikl — 5-)
o
_ ?i\kHA(l Y
[[0u[x
3.10
< v (310)

D’aprés , , et on a :

ocb|  |kachh ko]
< — . .
||5uk+1||>\ < <|1 kdd| + o — g + N —a + \ HéukH)\ (3 11)

D’apres la condition 0 < |1 — kqd| < 1, on a :

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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| kb n |kqcb| A n | kpd| <1

1k
po= b= hadl+ T N

(3.12)

Pour A plus grand, l'inégalité (3.11]) devient

IN

| 6up1]x pllougx

lougllx < plloug—1]|x

[dur][x < pllduo||x
[0ugllx < P uox (3.13)

(pk) est une suite géométrique avec p < 1, donc elle est convergente, et par

passage a la limite, on obtient :

k—o0
D’autre part, en utilisant (3.4)), on a :

¢ ¢
lek(t)] < |c|/ (t— S)O‘_lEa@(a(t — 5)Y)|boug(s)|ds + |d|/ |0ug(s)|ds.
0 0
D’apres (3.8]) et (3.10]), on a :

At | At

d
5y + 141

t)] < lcb
ex(t)] < Jebl 1 — .

[|Gug | 5

On multiple I'inégalité précédente par e :

cb d
Mol < (50 + 5 1w,

cb d
e < (522 + 5o

N

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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Par passage a la limite, on on arrive a :

. |cb ld|\ ..
< JE D T et §
i llerly < (Aa_cﬁ % ) i llowells

donc
lim ||6k<t)H/\ =0.
k—o00

On conclut que
lim yg(t) = ya(t),

k—00
uniformement pour t € [0,7]. m
On va refaire le méme travail pour que I'erreur sur la condition initiale soit
bornée c-a-d

|02 (0)] = [za(0) — zx(0)] < A.

On arrive au résultat suivant

Théoréme 3.3 Supposons que le schéma ILC (3.3) soit appliqué o (3.1)) et
que [’erreur sur la condition initiale a chaque itération soit bornée :

162,(0)] = |24(0) — 2 (0)] < A, Yk =10,1,2, .......

Si
‘1 — kdd‘ <1,

alors Uerreur entre y4(t) et yx(t) est bornée et dépend des paramétres A, |k,| et |kq).

Preuve. En utilisant les mémes étapes dans la preuve du théoreme (3.2), on
obtient :

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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ex(t) = wya(t) — yr(t)

= cxq(t) + d/o uq(s)ds — cxi(t) — d/o ug(s)ds
= c(xq(t) — zx(t)) + d/o (ua(s) — ug(s))ds

= ¢[Eq(at®)z4(0) + /0 (t — 8)* 'Eqolalt — 5)*)bug(s)ds — Eq(at®)z,(0)

t

- /Ot(t — 5)* " Eaalalt — s))buk(s)ds] +d [ Suy(s)ds

o

= cE,(at®)dzi(0) + c/o (t — 8)* 'Eqolalt — s)*)bSug(s)ds + d/o dug(s)ds.
(3.14)

En dérivant (3.14]), on obtient :

ér(t) = c5xk(0)%Ea(ata) + c% [/0 (t — 8)* 'Eqala(t — s)*)bSuy(s)ds] + douy(t)

= cdxk(O)%]Ea(ata) + c/o %[(t — 8)* 'Equ(at — s)*)bSug(s)ds] + déuy(t).

Les lemmes ((1.1)) et (|1.3]), nous donnent :

d

. a—1
Gk(t) = C(;Ik(O) (CLOét m

E.(at®))

+ c/t(t — 8)* By o 1(alt — 8)*)bug(s)ds + déuy(t)

E.(at*)ox;(0)

= caat*!

d(at®)
+ C/o (t — 8)* *Ega_1(alt — 8)*)bduy(s)ds + douy(t)

= cat* '"Eaq(at®)éry(0) + c/t(t — 8)* ?Eqga_1(a(t — 8)*)boug(s)ds + duy(t).
(3.15)

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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Par l'utilisation de (3.3)) (3.14) et (3.15]), on obtient :

5uk+1(t) = 5uk(t) - k:pek(t) - k‘dek(t)

— Suplt) — ky[cEa(at®)Szs(0) + ¢ /0 (= 89 e o (alt — 5))bSug(s)ds
+d /Ot Sug(s)ds] — kafc a t* 'Eq q(at®)dz,(0) +
c /O (= 5 2B a1 (alt — 5)°)B0ug(s)ds + dbup(t)]

= (1= kad)Sug(t) — e /O (= )9y o (alt — 5))bSug(s)ds

t t
—k’dc/ (t — 5)* *Ea.a_1(alt — s)*)bduy(s)ds — k:pd/ du(s)ds
0 0

—kycEq (at®)6x5(0) — kqc a t* Eq o (at®)d24(0).

(3.16)
Ainsi
¢
|6upsr(D)]e™ < |1 — kad||6ug(t) e + |kpd|e’\t/ |duk(s)|ds
0
t
+|kpc|e_>‘t/ (t — 8)* 'Equolalt — 5)*)|bduy(s)|ds
0
¢
+|kdc]eM/ (t — 8)* *Eqa_1(alt — 8)*)|bduy(s)|ds
0
+kpcle ™ [Ea(at®)]| 024 (0)]
+kgc ale Mt By o (at®)]|024(0)].
(3.17)

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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D’aprés . et (3.10), on arrive a :

kcb k. cb| )\ kd
[6urii]lx < (|1 kad) + ’ '+’5 A ’>||5u I
a_q A —a

+ Ik‘pclIIEa(at“)IIAIM(O)I + |kacal[[t* 11‘Ea,a(mt"‘)IIAIM‘k(O)I-
(3.18)

Donc
10ukr1llx < pllowel|a+1kpcl[Eal(at®)||x|62z(0)]+|kacal [t Ea,q(at®)|| |62 (0)].

Sion a

IEa(at®)x < [Ea(at™)lc < Ea(aT®), (quAsuxuc, \mecqo,TLR).

Ou encore
[t Eaa(at®)[[x < [t Eqa(at®)|lc < T 'Eqa(aT®).
L’inégalité (3.18)) devient :

|0ukr1]lx < pllouk||x + |kpc|AE, (aT) + |k:dca|ATa_1]Ea7a(aT°‘).

En utilisant le lemme ([1.6]), on obtient :

1
klim sup || dug||x < 1—(|kpc]Ea(aT°‘) + |kdca|T°"1Ea7a(aTa))A.
—00 — p

De (13.14)), on obtient :
t t

4] < lel Ea(at®)||54(0)] +c / (t—5)" B o(alt—s)*) [bSus(s)]ds+|d] / (Gun(s)ds.
0 0

D’aprés et - on a :

cb d
eal < iy + D + el A (0t

A«

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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A

En multiplant cette inégalité par e~ on obtient :

b d
e_’\t|ek| < (L + | |) || O ||x + |C|A|Ea<ata)|6_>\t,

- X —qa N
chb d
cb d
= (;%£;+%gﬂﬁﬂh+kMEaﬂ“) (3.19)

Quand k — oo, on obtient :

A\

lim supllex||x
k—o0

AW .
(Aa — + Y kh_)rgo supl|dug||x + |c|AE (aT)

|cb\ |d| 1
< 4 : /Ya
< el ((/\a—a A l—p(lkp| o(aT?)

H@WWWWWWW0+EWE%
(3.20)

donc l'erreur entre y4(t) et y(t) est bornée et dépend des parametres A, |k,| et |kql.

La preuve est complétée. m

Remarque 3.1 Pour certaines longueurs de domaine d’itération T.

En liant la formule , on peut réduire 'erreur de suivi en appliquant
deux méthodes :

(i) en ajustant la loi d’apprentissage, c¢’est-a-dire en faisant diminuer |k,|.
(ii) amélioration de la précision de suivi de I’état initial du systeme, c’est-a-
dire A décroissante.

Mais nous ne pouvons pas voir si I’augmentation ou la diminution aura un

effet sur 'erreur de suivi par (3.20)).

1
En réalité, (1—) augmenterait si |k diminuent.
—p

Remarque 3.2 supposons que 'erreur initiale satisfasse x4(0) # xq et

3.2. Convergence de la loi ILC en boucle ouverte
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|21 (0) — o] < A"
Notons |z4(0) — x| = A™,
alors
[024(0)] = [24(0) — 2x(0)] < A,
devient
02£(0)] < A* + A™ = A,

On peut obtenir un résultat similaire dans le théoreme (3.2).

3.3 Analyse de convergence de la loi ILC en

boucle fermée

Dans cette section, on considere la loi ILC de type PD suivant :
Uk+1 (t) = Uk(t) + kp6k+1 (t) + kdék+1 (t) (3.21)

Dans cette loi, I'algorithme d’apprentissage proportionnel en boucle fermée

peut fournir une vitesse de convergence plus rapide. Nous supposons que

er(T) — ex(t)

T—1~ T—1 ’

on trouvera ci-dessous le premier résultat de cette section.

Théoréme 3.4 Supposons que le schéma ILC (3.21) soit appliqué a (3.1) et

que la condition initiale a chaque itération est :
x,(0) = 24(0), k=0,1,2,...

Si
11+ kqd| > 1,

alors klim Yr(t) = ya(t) uniformément surt € [0,T].
—00

Preuve. D’apres (3.4, on obtient :

ert1(t) = Yar1(t) — Y4 (t)
= c/ (t — 8)* "Eaala(t — 5)*)bdup.1(s)ds

0
¢
+ d [ Suggi(s)ds. (3.22)
0

3.3. Analyse de convergence de la loi ILC en boucle fermée
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D’apres (3.5)), on obtient :

érr1(t) = C/o (t — 8)* *Eqa_1(alt — 8)*)bdupy1(s)ds + doug1(t).  (3.23)

En utilisant (3.21)), (3.22) et (3.23)), on arrive a :

(5uk+1(t) = (5uk(t) — kp€k+1 (t) — kdék+1 (t)

= Ou(t) — kpc/o (t — 8)* 'Eqala(t — 5)*)bdusi1(s)ds
—kdc/o (t — 8)* *Ega_1(alt — 8)*)bdug,1(s)ds

¢
—k:pd/ dugy1(8)ds — kqdduyy1(t).
0
(3.24)

Ainsi
t
(1 4+ kgd)oug1(t) = Ooug(t) — kpc/ (t — 8)* 'Eqala(t — s)*)bSusi1(s)ds
0
t
— k:dc/ (t — 8)* *Ea.a_1(alt — s)*)bSug,1(s)ds

0
t

kpd | Sugi1(s)ds.
0

Draprés (3.8), (3.9) et (3.10), on a :

och| [kl A ko]
14 ol < ol + (e 4 B2 Bl gy,

kocb|  [kach| A |kpd]\ T
|;D ‘_ld’ _ Pl) ||5uk||)\

< _
ol < (14 b - (2 - [

Comme |1 + kqd| > 1, alors il existe A suffisamment grand tel que :

koch|  kach| X [y

- -
e v Vi

3.3. Analyse de convergence de la loi ILC en boucle fermée
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alors klim Yr(t) = y4(t) uniformément sur ¢ € [0,7]. =
—00

Maintenant, on refait les calculs pour une erreur initiale aléatoire bornée.

Théoréme 3.5 Supposons que le schéma ILC (3.21) soit appliqué a (3.1) et
que la condition initiale a chaque itération est conforme |0x,(0)] < A.
Si

11+ kqd| > 1,

alors Uerreur entre yq(t) et yx(t) est bornée et sa limite dépend de A, |k,| et
L

Preuve.

D’apres (3.14]), on a :

err1(t) = CEa(atQ)(Sxk(O)—O—c/o (t—s)alEa’a(a(t—s)Q)béukH(S)ds+d/0 dugy1(s)ds.

En utilisant (3.15)), on obtient :

t
érr1(t) = catalEa,a(ato‘)éxk(O)—l—c/ (t—8)*Eqa_1(a(t—s)*)bdup, 1 (s)ds+dSug(t).
0

5uk+1(t) = 5Uk(t) - kp6k+1(t> - kdék+1(t)

t
= Oug(t) — kpc/ (t — 8)* 'Eqalalt — s)*)bduy1(s)ds
0
t
—k:dc/ (t — 8)* *Eqa_1(alt — 8)*)bdug,1(s)ds
0
¢
—k:pd/ dugr1(8)ds — kaddug1(t) — kpcEq(at®)ox(0)
0

—kgc a t* 'Eq o(at®)dz(0),
(3.25)

3.3. Analyse de convergence de la loi ILC en boucle fermée
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donc
t
(1 + kgd)ougs1(t) = Oug(t) — kpc/ (t — 8)* "Eaalalt — 8)*)bduyi1(s)ds
0
t
- kdc/ (t — 8)* *Eqa_1(a(t — 8)*)bdug,1(s)ds
0

¢
- kpd/ dugy1(s)ds

0
—  kpcEq(at®)6z(0) — kac a t* ' Eq o (at®)dz4(0).

D’apres (3.8)), (3.9) et (3.10)), on arrive a :

lkycb|  |kach| A |kyd|
14 b ol < Dol + (32 S B g,

+Alkyc|Eo(aT®) + Alkgca| T* 'Eq o(aT®).

Donc

k,cb kqcb| A\ k,d
(10 b = - S Bl s,

< ||6ur|ly + A(|kpc|Eq (aT*) + |kac a|T°‘_1Ea7a(aTo‘)).

Cest-a-dire

A
(|kpe| Ea(aT®) + |kgac| T "Eq o (aT®)) .

[ourll, + =
YD

=

||5Uk+1||,\ <

Comme |1 + kqd| > 1, il est possible de choisir A\ suffisamment grand tant

que

. kbl [kach| A [kyd]
— (14 kad| — _ _ 1.
P (' M I ol reaites w

En utilisant le lemme ([1.6]), on obtient :

A(lkyc|Ey(aT™ kgca|T* 'E, o(aT®
im sup [, < AURClE(0T) + [hycal T 1B, (aT")

et d’apres (3.19)), on conclut que :

cb d
fes < (52 B )l + e Ao a7,

3.3. Analyse de convergence de la loi ILC en boucle fermée
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et par passage a la limite

: jebl , ldlY . o
kh_)rgo supllegllx < <m + kll)rgo supl|dug||x + |c|AE4(aT?)

|cb |d| 1
< + ) ——( A E,(aT®
< ( N -1 ’kpC’ o(aT*)

A\

A\ — q

+  Jkgca|T* "Eq o (aT®)) + |c|AEa(aTO‘))

LAY .
4 (52 + D) Sl atar)

+ k4l |a Ta_lEa,a(aTa)) + E,(aT?).

IN

Alors l'erreur entre y4(t) et yi(t) est bornée et sa limite dépend de A, |k,| et
’kd| |

Remarque 3.3 :
Si a =1, le systeme (3.1)) devenu une équation différentielle ordinaire a un

ordre comme suit :

ik (t) = axg(t) + buy(t), t€[0,T7.
{ yr(t) = can(t) + d [ ur(s)ds. (3.26)

Il est bien connu que la solution de est donnée par
1 (t) = e (0) + /t e =) buy(s)ds.
0
Avec des calculs élémentaires, nous obtenons la formule d’erreur :
ex(t) = ce™ . (0) + c/t et buy(s)ds + d/t duy(s)ds.
0 0
En prenant la dérivée, nous avons
e (t) = cae™x;(0) + c/t ae® = buy,(s)ds + douy(t).
0

En utilisant les résultats précédentes, 'analyse de convergence des lois en

boucle ouverte et en boucle fermée peut étre donnée immédiatement.

3.3. Analyse de convergence de la loi ILC en boucle fermée
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3.4 Exemples

Dans cette section, des exemples sont présentés. Pour décrire la stabi-
lité du systeme associée a 'augmentation des itérations, on désigne 1’énergie

totale de la k-itération par :

By, = [Jugll 2 -

Exemple 3.1 Considérons le systeme différentiel d’ordre fractionnaire sui-

vant :
6Dy Pay(t) = 0.5z, + 0.5uk(t), ¢ € [0,1],

ub() = 0.825(t) + 05 [ up(s)ds, (3.27)

la loi d’apprentissage dans le systeme est définie comme ((3.3]) ou

kp = 1, kd =1.2.

L’état initial et le 1¢" controle sont :

2,(0)=0, k=12,..
{ uy(t) =1, tel0,1]. (3.28)

Ensuite, définissons la trajectoire souhaitée comme :
ya(t) =12t(1 —t), te]0,1],

toutes les conditions du théoreme (3.1) étant vérifiées, I'erreur de suivi a la

25 eme itération est e = 0,0378, ce qui est tres infime.

3.4. Exemples
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Yyl D

track ing error

terative times

i
T
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1

total energy

a 8
T

15

iterative: times

FIGURE 3.1 — Les trajectoires y, et yi, I'erreur e et ’énergie total

Exemple 3.2 Considérons le systeme différentiel d’ordre fractionnaire sui-

vant :
l’k<t) = 053% -+ 05uk(t), te [O, 1],

4 3.29

yp(t) = 0.8z () + 0.5 [ ug(s)ds, (3.29)
0

la loi d’apprentissage dans le systeme, ’état initial, le 1" controle et la

trajectoire souhaitée, sont les mémes que l'exemple précédent. L’erreur de

suivi a la 25 eme itération est de e = 0,0042, ce qui est aussi tres infime.

Remarque 3.4 Dans les deux exemples, le total d’énergie devient stable
progressivement avec 1’augmentation des itérations et nous avons donc be-

soin de plus d’énergie pour compenser le mémoire du systeme de controle

fractionnaire.
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), 1)

tracking eror
1

I
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iterative times

ol T T ]
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total enengy

= fterative times ' = =

FIGURE 3.2 — Les trajectoires y, et yi, I'erreur e et ’énergie total
Conclusion

Dans ce travail, une introduction au domaine du controle d’apprentissage
itératif ILC pour un probleme fractionnaire linéaire a été présentée. Les prin-
cipes de base de 'utilisation de I'ILC de type PD a la fois en boucle ouverte
et en boucle fermée ont été discutés. Le choix des filtres dans la formule
de mise a jour et les conséquences pour la convergence ont été traités. Ces

résultat a été basé sur la fonction Mittag-Lefller et ses propriétés.

3.4. Exemples
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