République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de I'Informatique
et des Sciences de la Matiere
Département de Mathématiques

Mémoire de Master en Mathématiques

Option : EDP et Analyse Numérique
Présenté par :
Mr. Malek Abderraouf
Melle, Debbar Khouloud

Intitulé

Etude théorique sur les fonctions noyau pour

la programmation linéaire

Dirigé par :
Mr. BOUAFIA Mousaab
Devant les jurys :

PRESIDENT Dr. LAKHAL Fahim MCA  Univ-Guelma
RAPPORTEUR Dr. BOUAFIA Mousaab MCA  Univ-Guelma
EXAMINATRICE Dr. MELLAL Roumaissa MCB Univ-Guelma

Session Juillet 2019




Etude théorique sur les fonctions noyau pour la

programmation linéaire

Présenté par : Malek Abderraouf et Debbar Khouloud

Encadrées par : Dr. Bouafia Moussaab

30 juin 2019



= T .o%A
"SR g
I > e Ve
A\ A el P
Wi, .
L N
{ (\, i@ '-"\",
A X5
&g Aujourd’hui, apres des années d'attente et de patience, nous somme
& )
‘-,}..‘f au point de terminer une étape majeure de notre parcourt d'étude, c'était
£
une des expériences les plus merveilleuses, les plus belles que nous

avons vécues, remplie d'amour de science, d’apprentissage et de recolte
des connaissances.

Nous sommes tres décus d’avoir terminé cette période avant de prendre
plus d’une gorgée de la mer des mathématiques Avant de commencer la
présentation de ce mémoire, nous profitons I’occasion pour remercier du
fond du cceur toute les personnes qui nous ont aidés dans la réalisation de
ce mémoire de master mathématique, spécialité EDP et Analyse
numerique.

En premiers lieux, nous remercions tous les professeurs de mathématique
de I'université de 08 mai Guelma pour les solides notions théorique qu’ils
nous ont enseignés pendant tous ces années et sur lesquelles nous nous
sommes appuyés pour élaborer ce mémoire.

Tout d’abord grands remerciements a monsieur BOUAFIA Mousaab, tuteur
de ce mémoire, pour son aide précieux et pour son temps qu’il a bien
voulu nous consacrer. Nous adressons aussi nos sincéres remerciements
aux membres de jurés monsieur LEKHEL Fahim le président des jurés et
I’examinatrice M.MELLAL Roumaissa, qui ont accepté la lourde tache de
lire, commenter et juger ce mémoire.

Nos vifs remerciements vont également a tous les professeurs qui nous ont
enseigné qui par leurs compétences nous ont soutenus dans la poursuite
de nos études.

Nos derniére remerciements, et pas les moindres vont a nos parents et
familles qui nous ont tant apporté d’amour, d’encouragement, sans eux
nous n’aurons pas pu accomplir tels réussites. Finalement nous

remercions tous ceux qui nous aidons a réaliser ce travail de prés ou de

loin. B



G mes dhers parents, pour tous lewrs saonffiocs, amowr, ltendrotte, doution o leurs

pridres toat aw long do mes duds
< mes chéres sours pour leurs encouragements permanents, et oution mordl.
Hmes chers fréres Daid ot Hhalicd powr leurs appui et encouragement,

S ma flsture formme pour leur sufpors eontinue.

Htoute ma frrmille pour leur doution tous aw long de mon parsours universitaire,

Oho oo travail doit L accomplissoment do 005 vewws tant allguds, et lo frutt do votre




@G et aves un grand plaisir guefo deidie oo travail & :

.%/a/mnﬂ, gué ont condacre lewr exidtence & bitir la mienne, Wyw/ed'dowwo/e/m/em
WMWWW&/A&M %Wmmm wmébnﬂa%mwmfw%dm
préonce & mes eitds a toajours 66 maa douree de force pour: affontor les difrents obstactes. Qe o travall
Wdeme

Hed trés chens frores ntara, Ko, DBiliat ot Woiamed “Clhhalife et mes plus belles ewrs oma,
Ginet ot Hiifor aves quij ai partage les plus boaur moments, pour: lour: soutien infinds et lewrs aide
incesiantes, puisie Sllat vous donme santé, bonheu, sourage et durtout réisitte.

Mz eousirne Wlam et mes amies do tosgours: Worgem, Dloudha, Vorra ot Naaw ol e, pour

WW&MMW; Wme WWW&JM@WWWWW
WMM&M&M @/ WWW@@W&M@WWW

Won binéme dda//mu'&.




Résumé :

Dans ce mémoire nous présentons une étude théorique et algorithmique sur
la méthode de trajectoire centrale via une fonction noyau qui résoudre les
problémes de la programmation linéaire (PL). Cette méthode est un prolongement
de la méthode de trajectoire centrale classique.

Les avantages de notre méthode est d'assurer la convergence théorique et
pratique, mais il reste de trouver un point de départ a l'intérieur et au voisinage de
la trajectoire centrale est difficile.

Mots Clés :

Programmation Linéaire, Méthode de Points Intérieurs, Fonctions Noyaux,
Complexité algorithmique, Méthode de Trajectoire Centrale.
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Introduction

La programmation mathématique se propose pour objet 1’étude théorique des pro-
blémes d’optimisation ainsi que la conception et la mise en ccuvre des algorithmes de
résolution qui utilisérent une fonction & plusieurs variables. On distingue deux types
de programmation mathématique linéaire et non-linéaire (fonctions et de contraintes li-
néaire, non-linéaire).

En 1947 George Dantzig [10] a créé une méthode de résolution pour la programmation
linéaire s’appelle ’algorithme du simplexe. mais théoriquement la méthode n’a pas autant
de succes, elle est plutot jugée inefficace de par sa complexité arithmétique exponentielle
qui est de ordre de O(2") opérations.

Cette méthode a connu depuis lors de nombreuses améliorations, elle est dévelop-
pées par plusieurs chercheurs jusqu’a l'application de la méthode de l’ellipsoide par
L.G.Kachian en 1978 [20] et il prouve qu’elle est de complexité polynomiale.

En 1984 Narendra Karmarkar [13] a découvert des méthodes de point intérieurs qui
résout les problémes d’optimisation linéaire en temps polynomiale concurrente a celle de
Iellipsoide mais plus efficace. L’idée de base de cette méthode est d’utiliser des fonctions
barriéres qui sont convexes par définition du probléme. a 'opposé de I’algorithme du
simplexe, cette méthode atteint 'optimum du probléme en passant par l'intérieur de
I’ensemble des solutions réalisables.

Parmi leurs avantages est 'efficacité théorique et pratique, traitement de trés grands
problémes en un temps acceptable et 'adaptation au cas non linéaire.

Depuis 'annonce de Karmarkar, plus de 3000 articles de recherche portant sur les



méthodes de point intérieur ont été publiés par la communauté scientifique en quelques
années, Et a donné comme résultat une grande variété d’algorithme de ce type parmi
eux la méthode de trajectoire centrale (TC), qu’elle a été introduite au début des
années 90. Cette méthode est basée sur le suivi d’une trajectoire centrale

Elles possedent de bonnes propriétés théoriques, une complexité polynomiale. Les
algorithmes de trajectoire centrale restreintes les itérés a un voisinage de la trajectoire
centrale, cette derniére est une courbe de points strictement réalisables.

L’objectif de ce mémoire est de proposer une étude théorique et algorithmique sur les
fonctions noyau pour la programmation linéaire

Ce mémoire est reparti en trois chapitres :

Le premier contient un rappel introductif sur I’ananlyse convexe et quelques défi-
nitions de base, et il rassemble toutes les notions et résultats que nous utiliserons par
la suite. Le deuxiéme chapitre concerne les fonctions noyaux, leurs proprietés et leurs
califications. Et le dernier chapitre est consacré a 1’étude théorique pour résoudre un
programme linéaire primal-dual par les méthodes de points intérieurs basées sur la mé-
thode de trajectoire centrale, Ot nous avons injecté des fonctions noyau, en outre, nous
formulons un algorithme de points intérieurs primal-dual pour (I PMs) en utilisant la
fonction de proximité et de donner son analyse de complexité. De plus, la complexité
obtenue par 'algorithme de long pas et petit pas. Finalement, on finira le mémoire par

une conclusion et perspectives.



Chapitre 1

Notions de bases sur ’analyse

convexe

Dans ce chapitre, nous rappelons rapidement certaines propriétés de ’analyse convexe,
et quelques notions fondamentales de la programmation linéaire et 1’étude asymptotique
de la convergence d’un algorithme d’optimisation.

Ces notions sont utiles pour démontrer les résultats théoriques dans les chapitres

suivants.

1.1 Elément d’analyse convexe

La notion de convexité prend deux formes : un ensemble convexe, et une fonction

convexe.

Definition 1 e Un objet géométrique est dit convexe lorsque, chaque fois qu’on y prend
deuz points x et y, le segment [x,y| qui les joint y est entiérement contenu. Ainsi un cube
plein, un disque ou une boule sont convexres, mais un objet creux ou bosselé ne l’est pas.

On dit qu’un ensemble D de R™ est convexe c’est-a-dire : le segment de droite reliant



toute paire de points x et y appartenant a D est entiérement contenu dans D.
A+ (1—=)N) ye D,Ve,ye C Ve [0,1] (1.1.1)
e Un ensemble D est dit convezxe affine si :
A+ (1=N) yeDVe,ye D)VAER (1.1.2)

e Un polyédre est une forme géométrique a trois dimensions ayant des faces planes poly-
gonales qui se rencontrent selon des segments de droite qu’on appelle arétes.

On dit que D est un polyédre conveze si tout point de tout segment joignant deux points
quelconques du polyédre appartient au polyédre. Autrement dit, un polyédre est convexe si
toutes ses diagonales sont entiérement contenues dans son intérieur. Et il est de la forme
suwvante :

D={zeR": AL <b;, i=1,..,m} (1.1.3)

ou A; est un vecteur non nul de R"™ et b; un scalaire pour i =1,...,m.

D peut s’écrire aussi sous la forme matricielle suivante :
D ={x e R"/Az < b} (1.1.4)

ot A est une matrice de R™" et b un vecteur de R™.
e S, est un n-simplexe ( un simpleze ou n-simplexe est l’analogue & n dimensions du

triangle ) s’il est de la forme :

Sp = {xERZ:inzl} (1.1.5)
i=1

Un point x € S,, est dit extrémal (ou sommet de S,) si l'on a :

Vte[0,1],V(y,2) €S2 ia=(1-t)y+tz=a=9y==z (1.1.6)



e Une fonction réelle d’une variable réelle est dite conveze si :

- quels que soient deux points x et y du graphe de la fonction, le segment [x,y] est
entierement situé au-dessus du graphe, ou

- Uépigraphe de la fonction (I’ensemble des points qui sont au-dessus de son graphe) est
un ensemble convexe, ou

- vu d’en dessous, le graphe de la fonction est en bosse.

Soit f: D — R une fonction et D un ensemble convezre de R".

* f est dite convexe sur D si :

fOz+ (1 =Ny < Af(x)+ (1 =N f(y),VAe€0,1],Vz,y € D (1.1.7)

* [ est strictement convexe sur D si :

fQx+ =Ny <Af(x)+ A1=XN) f (y),YA€]0,1[,Ve,y e D et x £y (1.1.8)

* f est fortement convezre (a-convexe) sur D si :

Ja > 0,V €]0, 1], Va,y € Detx # y, (1.1.9)
tel que
PO+ (1= X)) SAF@) + (1= M)~ oML =N —y> (1110

* f est mid-convexe sur D si :

f (gp;—y) < f@ -QF I e yen (1.1.11)




* f est quasi-convexe sur D si :

fOz+ (1= Ny) <max(f(z), f(y)),Y\ € [0,1],Vx,y € D (1.1.12)

Remarque 1.1.1 Si f est une fonction continue sur un convexe D, on a :
o [ est convexe sur D < f est mid-convexe D.

o [ est a-convexre sur D équivaut a :

f@) + f)
2

r+y

) <

1
- gellz =y (1.1.13)

1.1.1 Fonction convexe différentiable

Les deuxiémes dérivées peuvent servir a déterminer la convexité ou la concavité d’une

fonction.

Definition 2 Soit f € C'(D), une fonction continiment différentiable sur un domaine
convexe D. Alors on a les équivalences suivantes :

f est convexe si et seulement si :

ot bien
(Vf(x)—Vfly),y—x)>0,Vae,y € D (1.1.15)

De plus, [ est dite strictement convexe si l'une ou l'autre des inégalités précédentes sont
strictes pour x # .

f est fortement convexe si et seulement s’il existe o« > 0, tel que :

J() = @) 2 (Vi(@).y =) + Sy - 2l Yoy € D (1.1.16)



St f € C*(D), alors :

f est une fonction convexe sur D si et seulement si la matrice Hessienne est semi-définie
positive, (c’est a dire que Y2 f (x)y > 0,Vz,y € D o encore toutes les valeurs propres
de V*f(x) sont positives).

De méme, si la matrice Hessienne est définie positive, (c’est & dire que y*'V*f(x)y >
0,Ve,y € D et y # 0 ou encore toutes les valeurs propres de sz(x) sont positives),

alors f est une fonction strictement convexe sur D

Formules de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui ’établit en 1712,
permet 'approximation d’une fonction n fois dérivable au voisinage d’un point, par un
polynéme dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce

point.

Théoréme 1.1.1 (Taylor-Young) Supposons que f soit de classe C™ sur I. Alors,

pour tout h € R tel que xo + h appartienne a I on peut écrire :

flxo+h) = f(wo) + hf'(xo) + & fP (o) + oo + 23 FO) () + h7e(h)

=D Pwo) + he(h)

(1.1.17)

i
o

Ou €(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

1.2 Programmation mathématiques

La programmation mathématique, et plus particulierement l'optimisation vise a ré-
soudre des problémes ot I'on cherche & déterminer parmi un grand nombre de solutions
candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus précisément, on cherche a trouver

une solution satisfaisant un ensemble de contraintes qui minimise (maximise) une fonction



donnée. L’application de la programmation mathématique est en expansion croissante et

se retrouve dans plusieurs domaines.

1.2.1 Classification et résolution d’un programme mathéma-
tique

Un programme mathématique (P) est un probléme d’optimisation avec contraintes

de la forme :

) min f (x) o D r€QCR"/gi(x)<0,i=1,...m
xreD hj(x)=0,j=1,...,p

ou f, gi, h; sont des fonctions définies de R" dans R.

On appelle f la fonction objectif et D I’ensemble des solutions réalisables ou I’en-
semble des contraintes.

La classification de (P) et son traitement numérique sont établis & partir des propriétés
fondamentaux des fonctions f , g;,h; a savoir la convexité, la différentiabilité et la linéarité.

Parmi les cas particuliers les plus étudiés on note :

— La programmation linéaire ( f linéaire, g;, h; affines).

— La programmation convexe ( f, g; et D convexes, h; affines).

— La programmation en nombres entiers (D est un ensemble discret, c’est a dire les

variables sont entieéres).

1.2.2 Existence et Unicité de solution

Théoréme 1.2.1 (Weierstrass) [19] Si D est compact non vide de R™ et si f est

continue sur D alors (PM) admet au moins une solution optimale globale z* € D.

Théoréme 1.2.2 [19] Si D est fermé non vide de R™, f est continue et coercive sur D

10



(c’est- a-dire | ‘}im f(z) = 400 ) alors (PM) admet au moins une solution optimale
x||—+o00

globale.

Théoréme 1.2.3 (d’existance [3]) Si D est convexe non vide de R", f est strictement

conveze sur D alors (PM) admet une solution optimale au plus.

Démonstration : Dans le cas ot il existe une solution, on va démontrer qu’elle est
unique c’est pour ¢a on suppose qu’il existe deux solutions différentes x; et xo minimum

de la fonction f, ou f est strictement convexe alors VA € ]0,1[ on a :

FOr1 + (1= Naz) < Mf(z1) + (1 — \) f(a) (1.2.1)

mais f(z1) = f(z2) alors:

fAzy + (1 = Nag) < f(21) (1.2.2)

Contradiction avec la supposition, alors on déduit que s’il existe une solution elle unique.

1.2.3 Dualité Lagrangienne :

Les programmes fractionnaires convexes consistent en la maximisation d’un objectif
rapport d’une fonction convexe soumis a des contraintes convexes. Pour ces modéles a
objectif non linéaire et non convexe, une nouvelle décomposition Lagrangienne basée sur
une réécriture fractionnaire des contraintes, est proposée. Elle combine la résolution d’un
programme en variables 0 — 1 & objectif linéaire sous les contraintes initiales et celle
d’un programme fractionnaire sans contraintes. Lorsque les contraintes sont linéaires, le
résultat de dominance de la décomposition Lagrangienne sur la relaxation Lagrangienne

est prouvé.
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On considére le probléeme primal suivant :

m=inf [f (z), z € 5] (1.2.3)

Avec

S={reDCR":g;(x)<0,i=1,...,kh;(x)=0, j=1,...,m} (1.2.4)

Le Lagrangien associé a ce probléme est la fonction L : D x [0, +oo[fxR™ — R,

définie par :

k m
Lz, A p) = f @)+ Y Ngi (x) + Y wihi () (1.2.5)
i=1 j=1
On pose :
o(x) = sup[L(e, A ) A> 0= 4 J@ste(@)<0ethr)=0 (1.2.6)
At 400 sinon
Et on prend
a= iglf)oz () =inf [f(x):2€ 9] (1.2.7)

Le probléme dual associé au probléme primal est :

B = sup inf [L(z, A\, p)] (1.2.8)
(M) zeD
on a l'inégalité de dualité :
—o<B<a (1.2.9)

1.2.4 Programmation linéaire (PL)

La programmation linéaire dans R" est constituée de la famille de programmes qui

traitent la résolution des problémes d’optimisation pour lesquels la fonction objectif et

12



toutes les contraintes sont linéaires. Il s’agit des problémes d’optimisation les plus cé-

lebres, les plus simples théoriquement et les plus étudiés en recherche opérationnelle.

Definition 3 On appelle un programme linéaire tout programme mathématique, ot la
fonction objectif est linéaire et l’ensemble des contraintes est affine.
1l existe trois formes pour écrire un programme linéaire qui sont : la forme canonique, la

forme standard et la forme générale.

On s’intéresse au probléme (P) sous forme standard suivante :

4
min ¢tz
s.c
(P) (1.2.10)
Az =10

x>0

\

tel que A est une matrice réelle de type (m,n) supposée de plein rang (c’est-a-dire :
Rang (A) = m < n), b un vecteur de R™.
Bien évidemment, n’importe quel (P) se raméne facilement a cette forme. Le dual

(D) de (P) est un programme linéaire défini par :

¢

max c'x
s.c
(D) Aly+s=c (1.2.11)
s>0,s e R"
| Y E R™
on notera par la suite :
Fipy={r€R": Az =b,x > 0} (1.2.12)

Ensemble des solutions primales réalisables de (P).

13



- Un vecteur = € F{p) est appelé solution réalisable de (P).

- Un vecteur z* € F(p) minimisant la fonction objectif de (P) s’appelle solution
optimale de (P).

- Un programme linéaire (P) réalisable est borné si la fonction objectif est bornée sur

F(p).

Fipy={zeR": Az =b,z >0} (1.2.13)
Ensemble des solutions primales strictement réalisables de (P).
On note par la suite 'ensemble des solutions duales réalisables de (D) par :
Fpy={yeR": Aly+s=cs>0} (1.2.14)

- Un vecteur y* € F(py maximisant la fonction objectif de (D) s’appelle solution optimale

de (D).

Remarque 1.2.1 e Sil'un des problémes (P) et (D) admet une solution optimale, il en
est de méme pour 'autre, et leurs valeurs optimales correspondantes sont égales.
— o Si l'un des problémes a une valeur optimale non finie, l'autre n’a pas de solution

optimale.

Théoréme 1.2.4 (Dualité faible) Siz et (y,s) sont respectivement des solutions réa-

lisables pour (P) et (D) alors, ctz > b'y.

Théoréme 1.2.5 (Dualité forte) Si T et (y,5) sont respectivement des solutions réa-

lisables correspondant une valeur optimale finie pour (P) et (D) tel que :
AT =10y (1.2.15)

alors T est une solution primale optimale de (P) ety est une solution duale optimale de

(D).

14



Remarque 1.2.2 On peut déduire facilement que si T et (y,3) sont respectivement des

solutions réalisables de (P) et (D), alors on a la propriété suivante :

T=Mye15=0T5=0 (1.2.16)

1.3 Meéthodes barriéres

Nous considérons le probléme

min f(x) sous contraintes = € D, g(x) <0 (1.3.1)

ol f:R"— R,g: R"— R™ et D est un ensemble fermé. L’ensemble des points

admissibles est

F={xeR" |z e D,g(x) <0} (1.3.2)

Dans ce cadre-ci, nous appellerons ’ensemble des points intérieurs I’ensemble S défini
par

S={xeR" |z € D,g(x) <0} (1.3.3)

Noter qu’il s’agit d'un abus de langage, et que les points ne sont intérieurs que lorsque
'on se restreint au sous-espace {x|z € D}. Nous supposerons que

S est non vide,

tout point admissible peut étre approché arbitrairement par un point intérieur, c’est-

a-dire, pour tout = € F', et pout tout £ > 0, il existe x € S tel que

|z —z|| <e (1.3.4)

Si D est un ensemble convexe, et g une fonction convexe, cette hypothése est toujours

vérifiée
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Lemme 1.3.1 ([3]) soit D C R™ un ensemble conveze fermé.soit g : R — R™ wune
fonction convexe. Soit F défin par () et S défini par °().Pour tout x € F, et pour tout
e >0, il existe x € S tel que

|2 — || <e (1.3.4)

Remarque 1.3.1 Les méthodes de points intérieurs utilisent des fonctions dites fonc-

tions barriéres afin d’obliger les algorithmes a rester dans S.

Definition 4 (fonction barriére) Soit D C R" un ensemble fermé.Soit g : R* — R™
une fonction convexe.Soit S défini par (1.3.4).Une fonction ® : S — R est une fonction
barriere si elle est continue et si :

lim ®(z) = 1.3.5
pesim (z) = +o0 (1.3.5)

Le théoreme suivant assure la convergence de la méthode barriére

Théoréme 1.3.1 ([3]) soient f : R™ — R ,continiment différentiable ,D C R™ fermé et
g : R™ — R™ continiment différentiable.Soient les ensembles F' et S définie par (1.3.2)
et (1.3.3) respectivement. Supposons que S # 0, et que tout point admissible peut étre
approché arbitrairement par un point intérieur, c’est a dire, pour tout x € F', et pour tout
e >0, il existe x € S tel que

|z —z|| <e (1.3.6)

Considérons la suite (), ou
T = arg migl f(z) +e,P(x) (1.3.7)
TE

avec & : R"— R est une fonction barriere, et (i) est telle que e, > €41, VEk, et

klim er = 0. Alors, tout point limite de la suite (xy)rest un minimum global du probléme
d’optimisation

min f(z) s.cx € F (1.3.8)
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1.4 Algorithme d’optimisation

Un algorithme d’optimisation est une procédure mathématique qui permet d’obtenir
les minimums (ou maximums) d’une fonction réelle f (que I'on appelle fonction objec-
tive) ;TElIIRI'lL f(x).

En général la solution est un sous-espace A € R™ qui est soumis & un ensemble de
contraintes, qui sont exprimées comme un systéme d’équations et inéquations. Les élé-
ments de A sont appelés solutions admissibles et souvent ont des bornes supérieures et
inferieure.

Les algorithmes d’optimisation sont des processus itératifs que générent une séquence de
valeurs x,,1 a partir d’un point de départ zy. Un algorithme est convergent quand pour
n’importe quel point de départ, la séquence arrive a la solution.

Les algorithmes d’optimisation ont besoin en général des dérivées de premier et deuxieéme
degré de la fonction pour le calcul du gradient d’une fonction, par exemple la méthode
de descente de gradient a besoin juste des premiéres dérivées, la méthode de Newton
nécessite les deuxiemes dérivées de la fonction objective, et sans dérivée on peut trouver
les méthodes d’algorithme du simplexe..etc.

Dans cette section nous allons présenter un algorithme permettant de converger vers une

solution optimale du probléme (P). Et nous donnerons quelques définitions.

1.4.1 Description

Un algorithme est défini par une application A de C' dans C, ou C est I’ensemble
des solutions réalisables, permettant la génération d’une suite d’éléments de C' par la

formule :

x9 € C'donné, k=0 Etape d’initialisation (1.4.1)
Ty = A(xg), k=k+1 Itération a

Si on remplace C' par son intérieur, en supposant que int (C') # &, 'algorithme est
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dit un algorithme de points intérieurs.
Définir un algorithme n’est autre que construire une suite (), de C' et réaliser une

étude pour montrer sa convergence.

1.4.2 Notations asymptotiques

Nous donnons les définitions des notations asymptotiques suivantes :

Definition 5 (Notation O) Soient deux fonctions f,g : N — RT. On note f(n) =

O (g (n)) lorsqu’il eziste des entiers c et ng tels que pour tout n < nyg,

f(n) < cg(n) (1.4.2)

Intuitivement, cela signifie que la valeur de la fonction f est inférieure a celle de g a
une constante multiplicative prés, pour les instances (données) de tailles suffisamment
grandes. De méme on définit :

(Notations 0,),0) Soient deux fonctions f,g : N — R*T. On note f(n) = o(g(n))

lorsque pour tout réel c, il existe un entier ng tel que pour tout n > ny,

F(n) < cg(n) (143
On note f(n) = Q(g(n)) lorsqu’il existe des entiers s et ng tels que pour tout n > ny,
F(n) = cg(n) (1.4.4

On note f(n) = 0(g(n)) lorsque f(n) = o(g(n)) et f(n) = Q(g(n)) .

Soit (v),ey une suite donnée par lalgorithme A et convergente vers x*.
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Chapitre 2

Fonction noyau et sa qualification

2.1 Fonction noyau

Definition 6 Soit f : RY — R, une fonction deux fois continument différentiable. Alors

f est dite fonction noyau strictement convexe, si elle vérifie les conditions suivantes :

f1)=f(1)=0
f"(t) > 0,Vt >0 (2.1.1)
lim; o+ f(t) = limy_.o f(t) = 400

Les deux premiers conditions montrent que [ est strictement convexe et minimale en 1

avec f(1) =0, donc f s’écrit comme suit :

f@ijﬂmw& (2.1.2)

Lemme 2.1.1 Soit f une fonction noyau alors :

1- tf'(t) > f(t),¥t > 1,
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2- Si f(t1) = f(ta), tel que t; < 1 <ty alors :

a- f’(tl) < O, f’(tg) >0
b- flaty) < f(aty),Va > 1

Démonstration : 1- On définit la fonction g par : g(t) = tf'(t) — f(t),¥vt > 1 On

g(1) =0, car f(1) = f'(1) = 0.
gty =f@)+tf"t) - f(t)
=tf"(t) >0, car f” > 0,Vt > 1 (d’aprés la définition)

Comme ¢'(t) > 0,V ¢t > 1 alors g(t) est croissante, en plus g(t) > g(1) =0,V t > 1.

lorsque ¢g(t) >0 < tf'(t)— f(t) >0
e tf'(t) = f(t)

2-a- Supposons que f(t1) = f(t2), avec t; < 1 < t5 alors on a :

f'(t) > 0= f"(t;) > 0, alors f" est croissante
donc f'(t;) < f'(1) =0, avec t; < 1
et f'(t2) > f'(1) =0, avec ty > 1

donc
f’(tl) <0
f'(ts) >0
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2-b-

B (1) > f(t2), (dapros 1)
P_Iﬁlf(t) = f(t1) + f/(t1)(t —t1) + %(t —t1)?, (formule de taylor au voisinage de ;)
lim f(t) > f(t2) + f'(t:)(t = 1)
f) > ft) + f1(0)(1 = 1)
0> f(tr) + f/(t2)(1 — t)
f(t) < f'(t)(t = 1)

D’autre part, on définit u(«) = f(aty) — f(ats), pour « > 1 On a :
u(l) =0

(@) = tfat) - taf (ats)

comme f” >0 (f’ est croissante), et at; < aty, pour a > 1, alors
f'(aty) < f'(atz), pour a > 1
D’autre part, f'(aty) > 0,Viy > 1,Va > 1, donc

U/(Oé) < tlf/(()étg) — tgf/(()étg) <0
U (a) < (t; —t2) f'(ate) <0, pour o > 1

alors

u(@) = flaty) = flaty) <0

donc

flaty) < f(ats)

Ce qui termine la preuve m
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2.2 Qualification d’une fonction noyau

Definition 7 Une fonction noyau f est dite étre qualifiée si elle satisfait les propriétés

suivantes :
L) + f1(8) > 0,V < 1 (2.2.1)

£ — f1(t) > 0,vt > 1 (2.2.2)

£7(t) <0, >0 (2.2.3)

2" = F () f"(t) >0,vt < 1 (2.2.4)

FIOf (at) — af () f"(at) > 0,5t > 1,Ya > 1 (2.2.5)

2.3 Propriétés et relation entre les conditions de qua-

lification

Les trois prochains lemmes sont vérifiés si les trois conditions (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3)

sont satisfaites.

Lemme 2.3.1 ([15]) Soit f une fonction deux fois différentiable, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f(t) est dite exponentiellement conveze car :
t t
f(\/ t1t2> < M, pour ty,ts > 0 (231)

(ii) la fonction ¢ définie par (€) = f(e°) est convexe.

(iii) tf"(t) + f'(t) > 0,t > 0.

Démonstration : Supposons que la fonction g est continue donc pour qu’elle soit
conveze, il suffit qu’elle soit mid-convexe.

Montrons que (i)<= (ii)
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f(Wtits) < w,vm,@ >0

On suppose que :

g(St2) = f(e™H) = f(Vebies)

f(ecl);f(eCQ) — 9(41);9(42)’\7(1’ €2 c R tel que t; = 641,t2 = 62

IN

<= ¢ est mid-conveze et continue donc convexe
Concernant [’équivalence (ii) <= (iii)

g conveze <= g"(&) = [F(e))" = ['(e5) + €S " (e¥))ef > 0,¥¢ € R
< [tf'(t)+ (Ot >0,Yt >0 out =S
— tf"(t)+ f'(t) > 0,Vt > 0.

Ce qui termine la preuve m

Lemme 2.3.2 ([7]) Soit f une fonction deux fois différentiable, alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) £/ < L) ¢ ¢, s,

(i3) la fonction ¢ définie par ¢(t) = f(\/t) est conveze, t > 0.

(iii) tf"(t) — f'(t) > 0,t > 0.

Démonstration : Signalons que la fonction ¢ est continue donc pour qu’elle soit

convexe, il suffit qu’elle soit mid-convexe.Montrons que (i) <= (ii)

2 2
PO EE2) < (76 + TG W G € B

on suppose que ¢; = /11,y = /o € R* alors




oty ittty SV TWE) S 00 w4 ¢ petel que ty = ot =

<= ¢ est mid-convexe et continue donc elle est convexe

Concernant 1’équivalence (ii) <= (iii)

¢ convexe <= ¢"(&) = [f(V1)]" = L (tf"(t) — f'(t)) >0, pour t > 0

4t2

— tf"(t)— f'(t) > 0,Vt >0

Ce qui termine la preuve. m

Lemme 2.3.3 ([7]) Si f vérifie (2.2.2) et (2.2.3) de la définition 5, alors [ wvérifie
(2.2.5) :

") f(at) —af'(t)f"(at) > 0,Va > 1 (2.3.2)
Démonstration : Supposons que f vérifie (2.2) et (2.3) de la définition 5. Soit ¢ > 1,

on consideére u(a) = f"(t) f'(at) — af'(t) f"(at),Va > 1, alors :

u'() = tf"(at) f(t) = f(t)f"(at) — atf'(t) f" (at), Vo > 1
u'(e) = f(at)[tf"(t) = f'(0)] = atf' () f"(at), Vo > 1

Mais on a :
f"(at) > 0 d’aprés la convexité de f

tf"(t) — f'(t) > 0 d’aprés (2.2)

f(t) >0,vt > 1

f"(at) <0, d’aprés (2.3)
Donc u/(ar) > 0 c’est a dire la fonction u est strictement croissante et u(1) = 0, alors
u(a) > 0,Va > 1.
Donc

) f (et) —af' () f"(at) > 0,Va > 1
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Ce qui termine la preuve . ®

Lemme 2.3.4 ([7]) Soit [ satisfait (2.2.3) alors :
1- f admet les propriétés suivantes, en distinguant deux cas différents :

Le premier cas : YVt <1, on a :

ft) < 52t -1)
IHORSKOIERY
5= 1PF(1) < f(1) < H(t - 1)

Le deuxieme cas : VYVt > 1, on a :

Boe-1  <f@)

FOE-1 > )
e 12070 < S(1) < L0 - )2

2- Si f(t1) = f(t2),telle que t; < 1 <ty alors :

f(t2) < =f'(t1)

Démonstration : 1- On définit u(t) = 2f(t) — (t — 1) f'(¢), pour £ > 0. On a :

uw(l) =0

u(t) =) =1
u'(l) =0

u'(t) ==t =1)f")

Donc nous distinguons les deux cas suivante
cas 1 :si 0 <t <1, alors
u'(t) = —(t = 1)f"(t) <0
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car
(t—1)<Opour0<t<1

f”/(t) <0

donc u’ est décroissante et u/(1) = 0, alors

u'(t) = f(t) = (t = 1)f"(t) > 0

donc u est croissante et u(1) = 0, alors

donc
(@) <@t =1)f"@1)
ft) <5t =1)f()

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de typ = 1, on a :

FO) =)+ O =)+ 520 -1+ 58 - 1)< <1
)

ft) > fﬁ%(t —1)? d’apres (2.3) comme f”(t) < 0

On a:
Ft) < L8 —1) < SO 1) < LW 12
FR(—1) < f(t) < B2 —1)

alors

(1) < B2 -1

F1(t) > )t —1)
Le—12f"(1) < f(t) < B (- 1)?

cas 2 :sit > 1, alors

u'(t) = —(t=1)"(t) > 0
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ceci implique que u’ est croissante avec u/(1) = 0, donc
u'(t) = f'(t) — (= 1)f"(t) > 0

comme u/(t) > 0, alors u est croissante avec u(1) = 0, alors
u(t) =2f(t) = (= 1)f(t) > 0

donc
fi(t) > (t=1)1"()
ft) >3t =1)f)

alors 1(t — 1)?f"(t) < f(t), et en utilisant le développement de Taylor au voisinage de

to=1,0n a :
f—l)(t—l)2+—f 6(5)(15—1)3,§> 1

~—~

ft) =
comme f"”(t) <0, donc f(t) < 5(t — 1)2f"(1), alors

0@ —1) < f(t)

fm =1 < £
(=17 < f() <P e-1p

2- Suppose que f(t1) = f(t2), telle que t; < 1 < ty, et utilisant les cas 1 et cas 2 alors :

)
2

/)
2

(tt —1)* < f(t1) = f(t2) < (ta — 1)
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comme f”(1) > 0, alors : 1 —t; < t; — 1. D’autre part, supposons que —f(t1) < f'(t2),

on a :
flt2) > T, — 1)
> 2 gy
> Ll )
> M), )
> f(t1)

Contradiction avec 'hypothese f(t2) = f(t1), donc f'(t2) < —f'(t1).

Ce qui termine la preuve. m
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Chapitre 3

Méthode de Trajectoire Centrale via

une fonction noyau

3.1 Présentation de la méthode

Dans ce chapitre on donne un apercu sur les méthodes primales-duales de trajectoire
basée sur 'approche barriére logarithmique. Les méthodes primales-duales de trajectoire
centrale, ont été introduites a la fin des années 80, comme variante de ’approche de
Karmarkar, et furent pleinement développées au début des années 90.

La méthode barriéres logarithmique de type primal-dual de T'C' pour PL pour son

description, on considére une deuxiéme fois le programme linéaire sous la forme suivante :

(P)min{c'z : Ax = b,z > 0}

v 3.1.1

(D)I(nazgc{bty:Aty—ks:c,yE]Rm,sER”,SZO} ( )
Y,S

Ou (P) représente le probléeme primale et (D) son probléme dual associé. Avec A €
R™*™ une matrice donnée, b € R™ et ¢,z € R".
Tout au long de ce chapitre, nous formulons les hypothéses suivantes :

Hypothése 1 : La matrice A est de plein rang (c’est a dire Rang(A) = m < n).
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Hypothése 2 : Condition de points intérieurs (IPC), c’est a dire qu’il existe (z°,1°, s°)
tel que :

A’ =b,2° > 0,A%° +s°=¢,5">0

On applique le théoréme de la dualité forte aux problémes duaux (P) et (D), et on obtient

le probléme suivant :

Az =bx >0
Aly+s =c¢,5>0 (3.1.2)
xs =0

La résolution de ce systéme est équivalente a la résolution des systémes (P) et (D).
L’idée principale d’'TPMs est de perturber la condition de complémentarité et spécifique-

ment la partie droite de la troisiéme équation du systéme (3.1.2)

Ax =b,x>0
Aly+s =¢,5>0 (3.1.3)
xs = pe, >0

D’apres la derniére équation du systeme (3.1.3), z;(u)s;(u) = p, Vi : 1..n, donc x's =
np ou x's désigne le saut dualité, donc il suffit de trouver (approximativement) des points

sur la trajectoire centrale quand p — 0.

Nous remarquons que ce systéme représente une méthode barriére. Alors il admet
une unique solution (z(u), y(u), s(u)), pour chaque > 0, et nous pouvons supposer que
2% = 5" = ¢ sans perte de généralité, on suppose aussi que (z(u),y(p), s(i)) est connu
pour certaines valeurs positives de pu.

Par exemple : p = 1,2(1) = s(1) = e. avec u = (1 — 6),V0 €]0,1[, et on obtient le

systéme de Newton suivant :
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AAx =0
AtAy + As =0 (3.1.4)
sAx +xAs = pe — xs

Le systéme (3.1.4) admet une solution unique dite la direction de Newton classique
pour l'optimisation linéaire désignée par (Ax, Ay, As). Ensuite, p est réduit par le facteur
(1 —0), et nous appliquons de nouveau la méthode de Newton ciblant les nouveaux p-
centres. Ce processus est répété jusqu’a ce que p devient assez petit (c’est a dire nu < ¢
), alors dans ce cas nous obtenons une e-solution des problémes (P) et (D).

Le nouvel itéré de la méthode de Newton avec un pas fixé est donné par :

Ty =1+ oAz, Yy =y + aly, sy = s+ als, ou a €]0, 1]. (3.1.5)

Maintenant, nous introduisons le vecteur réduit v et les directions de Newton mise &

I’échelle (d,, ds) comme suit :

- zs :173 _ UA?L‘7 d - UAS. (3.1.6)
W' \/ S

On utilise (3.1.6) dans la troisiéme équation du systéme (3.1.4) on obtient :

AAz =0
AtAy +As =0 (3.1.7)
sAT 4+ xAs = pv(v=! — )
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Maintenant on pose A = ﬁAVﬁlX, V = diag(v), X = diag(z). Alors (3.1.7) devient :

Ad, =0
AtAy +d, =0
dy +ds =v' —v

On remarque que v~ !

logarithmique @, ou d, + d; = —V®&(v).

Donc le systéme (3.1.8) peut étre réécrit comme suit :

Ad, =0
AtAy 4 d, =0
doy+dy, =—-V(v)

*

Ot la fonction barriere ®(v) : (R, )" — R est définie comme suit :

<D(U) = CI)(;L', 8?:“) = Zf(vl)

Avec

2

f(vi) = 5

— logv;

Remarque 3.1.1 On a d’aprés le systéme (3.1.8)

ANy +d, =0 & d'zAtAy + d'zd, = 0

mais

d'z At = Ad, =0
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— v n’est autre que 'opposé du gradient d’une fonction barriére

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)



Alors
AtAy +d, =0 < d'ad, =0 (3.1.14)

Nous remarquons que si (d,, Ay, ds) est une solution du systéme (3.1.9), alors d,.,ds sont
orthogonauz.

Nous utilisons la fonction de proximité ®;(v) (la fonction barriére logarithmique) pour
mesurer la distance entre [’itéré p-centre et la trajectoire centrale pour > 0 donné. Nous
définissons également la mesure de prozimité, basée sur la norme, 6(v) : (R})" — Ry,

comme suit :

1 1
() =5 I Ve() lI= 5 Il do + ds | (3.1.15)

3.2 Générique Primal-dual IPMs pour optimisation
linéaire

Dans cette section on remplace la fonction noyau f de la fonction barriere logarith-
mique ¢ par une nouvelle fonction u qui est défini dans la partie suivante et supposons
que 7 > 1. Alors I'algorithme se déroule comme suit :

Supposons que l'on donne un point strictement réalisable (z,y,s) qui est dans un 7-
voisinage de p-centre. Ensuite, nous diminuons g par une suite géomitrique de raison
(1—6), pour 0 < 6 < 1 puis on résout le systéme de Newton pour obtenir la direction de
descente.

La condition de positivité d’une nouvelle itération est assurée avec le bon choix de la
taille du pas qui est défini dans la partie suivante. Cette procédure est répétée jusqu’a ce
qu’on trouve une nouvelle itération (z7,y ™, s7) qui est dans un 7-voisinage de p*-centre.
Ce processus est répété jusqu’a ce que est suffisamment petit, i.e., nu < e.

Les paramétres 7, 0 et le pas de déplacement « doivent étre choisie de telle sorte que

33



I’algorithme est optimisée dans le sens ol le nombre d’itérations requises est le plus petit
possible.

Le choix de parameétre  joue un role trés important dans la théorie et la pratique des
IPMs. Si 0 est une constante indépendante de la dimension n du probléme, alors nous
appelons 'algorithme de grand pas. Et si # dépend de la dimension du probléme, tel que

0= \/iﬁ, alors l'algorithme est appelé algorithme de petit pas.

Algorithme 3.2.1 L’algorithme générique Primal-dual IPMs pour [’optimisation li-
néaire donnée comme suit :

Initialisation :

Un paramétre de seuil 0 < 7 < 1;

Un paramétre de précision € > 0 ;

Un paramétre barriére fixe 0,0 < 0 < 1;

Une fonction de proxzimité ®(v) ;

Début :

Soit (2°,4°, s°) vérifie la IPC (une solution initiale réalisable) tel que :
E=0;u’=1;0° = ﬁ;@(mo,yo,so) <7T;

Tant que : (ny > <) faire :

prtt = (1 — 0)u® ; (itération externe)

Tant que : (P(v) > 7) faire :

(Itération interne)

Résoudre le systéme (3.9) pour déterminer (d,, Ay, ds) puis (Ax, Ay, As) ;
Détermaner le pas de déplacement réalisable o ;

Mise a jour :

T =z + alx
y:=y+aly
s := s+ als

vi=, /2
m

Fin Tant que (itération interne)
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Fin Tant que (itération externe)

Fin Algorithme.

3.3 Etude de la convergence de la méthode de Tra-

jectoire Centrale via une fonction noyau

3.3.1 Borne supérieure de ®(v) pour chaque itération externe

Au début de chaque itération externe de I'algorithme, juste avant la mise & jour du
parameétre p, on a : ®(v) < 7 . Apres la réduction de p par le facteur (1 — @) il devient
uwt tel que :

pt=01-=0)pu, avec 0<0<1 (3.3.1)

Le vecteur v est mise & jour par la relation suivante :

vt = (3.3.2)

Ceci conduit en général a une augmentation de la valeur de ®(v) dans les itérations
externes, puis, au cours des itérations internes ®(v) diminue jusqu’a ce qu’elle atteint
la premiére valeur inférieure ou égale & 7 . Au cours de l'algorithme, les plus grandes
valeurs de ®(v) se produisent juste aprés les mises & jour de u. Pour cela, nous avons
besoin d’une bonne estimation de la borne supérieure de ®(v).

Il deviendra clair que dans I’analyse de I’algorithme certaines fonctions inverse. Rap-
port avec les fonctions noyau et leurs dérivées premiéres jouent un role crucial. Nous
introduisons ces fonctions inverses ici.

0 : [0, 00[— [1, +00[ la fonction inverse de f.

p : [0, 00[—]0, 1] la fonction inverse de —3 f'.

Supposons dans toute la suite que f est une fonction noyau qualifiée. Nous avons le

résultat suivant.
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Théoréme 3.3.1 ([2]) Pour tout vecteur positif v et tout a > 1, on a :

O(aw) < nf (ag (q)?(;’)))

(3.3.3)

Corollaire 3.3.1 ([2]) Pour tout vecteur positif v, si ®(v) <7 et ﬁ >1,o0na:

Lf(”? 0, T) < ((D)O

(@), = 51"(1) ( j% - 1)

(3.3.4)

(3.3.5)

3.4 Analyse de la décroissance de la fonction barriére

de proximité ¢

Dans cette partie, nous analysons la complexité de 'algorithme,

nous comimencons

en premier & donner des conditions qui assurent la stricte faisabilité d’une itération

de Newton d’ou on fixe p et on calcule le pas de déplacement « ensuite on prouve la

décroissance de la fonction barriére de proximité ¢
1T =x+alz, st =s+alset yT =y +aly
On utilise (3.1.6) dans ce systéme et on obtient

et =1+ (e+ o) =z(e+al)==%(v+ad,)
st=s+(e+alf) =s(e+al)==2(v+ad)

ztst
I

\/(v + ad,) (v + ady)

Donc pour p fixé, on a

vt

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)



Pour tout a@ > 0 on pose :

u(a) = ®(vy) — P(v) (3.4.4)

Donc u(«) est la différence de la proximité entre le nouveaux et ancien itérés, et on a :

B(v,) = <\/(v T ad) (0t ozds))

(3.4.5)
< 2 (®(v+ ady) + P(v + ady))
D’autre part
(@) < ui() (3.4.6)
Ou
w(a) = % (®(v + ady) + B(v + ady)) — B(v) (3.4.7)
Avec
w(0) = ur (0) = 0 (3.4.8)
La premiére dérivée de u; en point « est :
ui(a) = % 2"1: (f'(vi + ald.])[da]: + f'(vi + alds]i)[ds]:) (3.4.9)

e

Ou [d,]; et [d]; désigne respectivement la i®™ composante des vecteurs d, et d,. On

utilise (3.1.15), on obtient :

La deuxiéme dérivée de u; en point « est :
n

uf (o) = = (f"(vi+ aldai)[d,]? + [ (v; + aldy];)[d.]?) (3.4.10)

=1
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D’ou uf () > 0, si d, # 0, ou ds # 0, alors dans ce cas u; est strictement convexe.

On note par § = 6(v),® = ®(v) et Vi = min(v;).

Lemme 3.4.1 ([2]) Soit ui(«) défini dans (3.4.7) et § défini dans (3.1.15), alors on a :
w () = 262 f" (Vi — 2006) (3.4.11)

Lemme 3.4.2 ([2]) Si le pas de déplacement o vérifie l'inégalité suivante
— " (Vmin + 200) + f'(Vin) < 20 (3.4.12)

Alors
ui(a) <0 (3.4.13)

Lemme 3.4.3 ([2]) L’estimation de la plus grande valeur de o vérifiant (3.4.12) est

donnée par

@ = o (o(6) — p(20) (3.4.14)

Lemme 3.4.4 ([2]) Soient p et a définis dans le lemme (2.3.1) alors on a :

_ 1 _ =
a> @0 (3.4.15)

Lemme 3.4.5 ([2]) On suppose que h est une fonction conveze et deuz fois différentiable

avec

h(0) = 0,1/(0) < 0 (3.4.16)

et h atteint son minimum global a t* > 0, et h" est croissante pour tout t € [0,t*], alors

pour tout t € [0,t*], on a

th'(0
h(t) < 2( ) (3.4.17)
Lemme 3.4.6 ([2]) Si le pas de déplacement o vérifie o < @ alors
u(a) < —ad? (3.4.18)
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3.4.1 Analyse de la complexité algorithmique de I’algorithme

Lemme 3.4.7 ([15]) Si«a € [0,1] alors

1+ t)* <1+ at,Vt> -1 (3.4.19)

Démonstration : On définit la fonction u par :
ut) =1+ t)*—1—at,Vit> -1
Alors

W'(t) = a(l+ ) —a

u'(t) = ala—1)(1+ t)*?

:\
—~
~+
~—
IN
S

Donc u est concave et u'(0) = 0, alors
u(t) <u(0)=0

Ce qui termine la preuve. m

Lemme 3.4.8 ([15]) Soit tg,t1,...,tx une suite des nombres positifs qus vérifie :
thn <tx—ft), k=0, fi,...K—1
tels que B >0 et 0 <y <1, alors :

K < [—] (3.4.20)
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Démonstration : En utilisant de lemme (3.4.2), nous pouvons écrire

o <(t-8t7")

=t (1=pt")"
<t (1—=98t7)
=t =8

Donc ¢} <t} — vBk, en remplacant k par K, on obtient t] — 5K > 0, alors

t'Y
w= 3]
el
Ce qui termine la preuve. m
On note par (®), la premiére p_mise & jour de ®(v) et $y, k = 1,2, ..., K suite des

valeurs de ®(v) dans les itérations internes. Alors d’apres le corollaire (3.3.1) on a :

(®)y = gf”(l) (j% - 1) (3.4.21)

On pose qulils 3 3 >0et 0 <y < 1, tels que :

B8, < —B(Pp — 1) (3.4.22)

Alors
(Pp1 —7) = (Pr = 7) < —B(P) — 1) (3.4.23)

donc
(Pp1 —7) < (P —7) = B(P — 7)1 (3.4.24)
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On utilise le lemme (3.4.3) pour t;, = &, —7 > 0, on a K le nombre des itérations internes

de chaque itération externe, écrit comme suit :

[(®)o —7]”
By By By

K<

IN
Il

(3.4.25)

La détermination du nombre total d’itérations nécessaires pour trouver une solution

optimale primale-duale nécessite le calcul du nombre d’itérations externes.

Théoréme 3.4.1 ([7]) Soit h le nombre d’itérations internes nécessaires pour trouves

une solution optimale primale-duale approchée a une précision € > 0, alors on a :
1 n
k< 7 log — (3.4.26)
€

Démonstration : Si le paramétre de la trajectoire centrale avec p® = 1, et y;, =

(1—0)ku’ np<e,ona:

1-0)ku'n<e = (1-0)F<

Puisque log(1 — ) > 6 on obtient

K < logl
€
1 n
k< Zlogl
- QOge

Ce qui termine la preuve. m
L’équation (3.4.27) représente le nombre total d’itérations nécessaires pour trouver

une solution optimale primale-duale approchée avec des précisions € > 0 et t > 0 qui est
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égale a le nombre d’itérations internes par le nombre d’itérations externes :

M10g n (gfl,(l) <3(1% - 1)2>7

gl = g (3.4.27)

Dans (3.4.27), si on prend 7 = O(n) et § = 6(1), le nombre d’itérations pour IPMs est
trouvé a grande-pas. Par contre et si prond 7 = O(1) et 6 = 9(\%), le nombre d’itérations

pour IPMs est trouvé a petite-pas.
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Conclusion

Les méthodes de la trajectoire centrale primal-dual sont les méthodes les plus at-
trayants parmi les méthodes de points intérieurs pour résoudre un large éventail de pro-
blémes d’optimisation en raison de leur complexité polynomiale et leur efficacité numé-
rique. Elles sont connues par leur efficacité, rapidité de convergence, simplicité algorith-
mique et capacité de résoudre des problemes de grandes tailles.

Dans ce mémoire, nous avons apporté des aménagements d’ordre théorique et algo-
rithmique sur la méthode de trajectoire centrale via une fonction noyau. Cette approche
a I'avantage de démarrer avec n’importe quel point (z°,1°, s%) satisfaisant la condition
IPC.

L’inconvénient majeur de ce type de méthodes réside dans sa complexité algorith-
mique. Cette derniére est égale a celle de la méthode de trajectoire centrale classique
(c’est-a-dire le nombre d’itérations externes multiplié par le nombre d’itérations internes).

La meilleur complexité existence jusqu’a présente est O (\/ﬁ log n log %), pour la mé-
thode a grande pas, ou n désigne la taille du probléme (P).

En fin nous allons donner un tableau qui contient quelque fonction noyau les plus
connus sur la programmation linéaire et leurs grands et petits pas correspondant & chaque

fonction.
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7 Fonction noyau f; Grand-pas Petite-pas Ref

1 -1 logt. O (nlog2) O (v/nlogZ) [18]
1+p_ n n
2 L Lpl —logt, pel0,1]. 0] (nlog E) O (\/ﬁlog E) [11]
2_
3 51+ Stan (1475) - ? ? 2]
4 % + & tan (r25L). O (ntlog2) O (valog2) [12]
5 —logt + § tan® (1575) . (0] (n% log %) - —— [16]
6 t22_1 - ff 63((““1 wv2) 1) dz. O (v/n (log n)?log ) - —— [17]
2-1 2
== —logt+ Atan®h (),
7 R (8) O (ntlog?) =9
0= Epo <A<
— 2t +
8 sin h(t) o (n% log %) - —— 7]
ht) = &5
—1-lo 1—q__ q+1 n n
9 £ 121 L g(q_l)l,q > 1. (0] (qn 20 log ;) O (¢*/nlog?) [4]
10 B+ P — (14 2y, p>0. O(yn(logn)’log?) O (y/nlog?) [5]
14 L (7)) ~ 1], p=2 O (pn®log2) O (pymlog?) 6

Tableau 1 : quelque fonctions noyau les plus connus sur la programation linéaire
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