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Abstract

In this memory ,in the �rst case we will de�ne some mathematical tools, preliminary

notions and some fractional derivative defects and their properties,in the last case we will

treat with a fractional fractional problem using these last
Key words :
Fractional fractional derivative, fractional derivative of Caputo, fractional derivative of

Riemann-liouville, derivative of Grunwald.



Résumé

Dans ce mémoire ,au premier lieu on va dé�nir quelques outils mathématiques, notions

préliminaires et quelques défauts du dérivées fractionnaires et leurs propriétés et au dèrnier

lieu on va traiter un problème partielle fractionnaire en utilisant ces dèrniers.
Mots clés :
Dérivée partielle fractionnaire, dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville, dérivée de Grunwald-Letnikov,dérivée partielle avec une dérivée

temporelle fractionnaire.
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 ملخص

في هذه المذكرة نتطرق اولا الى بعض المفاهيم الاولية و بعض عيوب المشتقات       

 ه الاخيرةتا هام باستخد كسور جزئية الجزئية الكسرية و خصائصها ثم نقوم بمعالجة مشكلة
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En mathématiques, l�analyse fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie les

dérivées fractionnaires (dérivées d�ordre réelle).Au XIXéme siècle Riemann-Liouville

sont les premiers qui ont commencés l�extension dans ce domaine.

On peut établir des di¤érentes dé�nitions de la dérivée fractionnaire comme celles de

Caputo ou bien de Grunwald-Letnikov,ces deux dernières donnent des résultats équiva-

lantes pour plusieurs fonctions mais pas forcément identiques. Les dérivées fractionnaires

sont aussi appliqués dans la physique,comme l�electromagnétisme,l�acoustique ou la ther-

mique, en dé�nissant des opérateurs pseudo-di¤érentiels, avec condition de bord à "géo-

métrie fractale",etc ...
Le premier chapitre consiste à présenter des di¤érentes notions préliminaires de la

dérivation non entiére qui sont trés nécessaires car elle ont été établies dans le chapitre

qui se suit (chapitre 2).
Dans le troisiéme chapitre on vous propose un problème mixte d�une équation aux

dérivées partielles fractionnaires où on utilise les propriétés de la dérivée de Caputo pour

montrer l�existence et l�unicité de la solution du problème posé.



Deuxième partie

Chapitre 01 : Notions préliminaires
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0.1 Espace Lp

De�nition 0.1 
 = [a; b] (�1 � a < b � +1) est un intervalle borné ou non borné de
R. Soit 1 � p � +1,alors l�espace Lp est dé�nie comme suit :

1. pour 1 � p � +1, LP (
) est l�espace de fonctions mésurables de puissance P i�eme

intégrables sur 
 c�est-à-dire

f 2 Lp(
) =)
Z



jf jp dx <1 (1.1)

Avec kfkp =
�Z

jf jp dx
� 1

p

est une norme sur Lp (
).

et
�
Lp (
) ; k:kp

�
est un Banach.

N Cas particulier : si p = 2 alors :

L2(
) =

8<:f ;
Z



f 2dx <1; f ( classe de fonctions mésurables à carrée intégrable sur 
)

9=;
�
Lp(
) ; < :; : >L2(
)

�
est un hilbert ; avec < :; : >L2(
)est le produit scalaire dé�nit

comme suit :

< f; g >L2(
)=

Z



f(x):g(x)dx 8f; g 2 L2 (
) (1.2)

2. pour p =1, L1 (
) est l�espace des fonctions essentiellement bornées sur 


0.2 Espace ACn

De�nition 0.2 Soit 
 = [a; b], un intervalle borné de R, alors on peut dé�nir l�espace

des fonctions absolument continues comme l�espace des primitives des fonctions L1 (
)

i.e. f : 
 �! C , et on écrit AC
�


�

donc f est dérivable presque partout sur
 où f
0 2 L1 (
) et on a l�équivalance suivante :

f 2 AC
�


�
, f(x) = f(a) +

xZ
a

f
0
(t)dt; x 2 
 (1.3)

Si n 2 N�,
ACn

�


�
est l�espace des fonctions f : 
 �! C; (n� 1) fois dérivables sur 
 telles que

f (n�1) 2 AC
�


�
c�est-à-dire :

0.1. Espace Lp
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ACn
�


�
=
�
f : 
 �! C et f (n�1) (x) 2 AC

�


�	

Lemma 0.1 L�espace ACn [a; b]ne contient que les fonctions f(x) qui sont représentées
sous la forme suivante :

f(x) =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1 f (n) (t) dt+
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k (1.4)

0.3 Transformé de Fourier

De�nition 0.3 Soit f 2 L1 (R) une fonction à valeurs complexes. La transformé de

Fourier de f notée Ff est la fonction de la variable t 2 R, dé�nie par :

(Ff)(t) :=
+1Z
�1

eixtf(x)dx; (t 2 R) (1.5)

La transformé de Fourier inverse de f est dé�nie par :

�
F�1f

�
(x) :=

1

2�

+1Z
�1

e�ixtf (t) dt; (x 2 R)

0.4 Produit de convolution

De�nition 0.4 Soient f et g deux fonctions réelles,leur produit de convolution noté f �g
est dé�nie par :

(f � g) (x) =
+1Z
�1

f (x� t) :g (t) dt =
+1Z
�1

f (t) :g (x� t) dt (1.6)

Elle existe notamment lorsque :
�f et g 2 L1 (R) ; alors f � g 2 L1 (R)
�f 2 L1 (R) et g bornée.

Theorem 0.1 [3] Si f 2 L1 (R) et g 2 Lp (R), alors

(f � g) (x) 2 Lp (R) (1 � p � 1)

et on a

kf � gkp � kfk1 : kgkp

0.3. Transformé de Fourier
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N Particuliérement si f 2 L1 (R) et g 2 L2 (R), alors

(f � g) (x) 2 L2 (R) et kf � gk2 � kfk1 : kgk2

Theorem 0.2 [3] La transformée de Fourier dans L1 (R) d�un produit de convolution est
égale au produit des transformées de Fourier

F (f � g) (t) = Ff (t) :Fg (t) (1.7)

0.5 Transformé de Laplace

De�nition 0.5 On appelle transformé de Laplace d�une fonction f d�une variable réelle
t 2 R+la fonction suivante :

(Lf) (s) :=
+1Z
0

e�stf (t) dt; s 2 C (1.8)

Theorem 0.3 [3] La transformé de Laplace d�un produit de convolution de f et g est
dé�nit seulement si les transformées de ces deux derniers existent et on écrit :

L (f � g) (s) = Lf (s) :Lg (s) (1.9)

0.6 Fonction Gamma

De�nition 0.6 [3] Soit z 2 C avec Re(z) > 0, on peut dé�nir une fonction notée par

�,et appellée fonction Gamma comme suit

�(z) =

+1Z
0

e�ttz�1dt (1.10)

où tz�1 = e(z�1) log(t) , et on a � (z + 1) = z� (z).
Elle converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est strictement

possitive.

0.5. Transformé de Laplace
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0.7 Fonction Bêta

De�nition 0.7 La fonction Bêta est dé�nie sous la formule suivante :

� (p; q) =

1Z
0

xp�1 (1� x)q�1 dx; 8p; q > 0 (1.11)

� (p; q) = � (q; p)

on pose t = 1� x =) dx = �dt
et

1Z
0

xp�1 (1� x)q�1 dx = �
1Z
0

(1� t)p�1 tq�1dt =
1Z
0

tq�1 (1� t)p�1 dt

�
Il y�a une relation entre les deux fonctions Bêta et Gamma et elle est donnée par :

� (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)

0.8 Formule de binôme

De�nition 0.8 [3] La formule de binôme généralisée
�
a
n

�
pour � 2 C et n 2 N est dé�nie

par :

�
a

0

�
= 1,

�
a

n

�
=
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
, (n 2 N�) (1.12)

N Particuliérement, pour � = m 2 N , on a :�
m

n

�
=

m!

n! (m� n)! , m � n (1.13)

0.9 Fonction de Mittag-Le er

De�nition 0.9 [3] Soit z 2 C ,alors la fonction de Mittag-Le er généralisée E�;� (z) est
donnée par :

E�;� (z) =

+1X
k=0

zk

� (�k + �)
, (� > 0 ; � > 0) (1.14)

la fonction de Mittag-Le er E� (z) est dé�nie comme suit :

0.7. Fonction Bêta
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E� (z) =
+1X
k=0

zk

� (�k + 1)
(� > 0 )

0.9. Fonction de Mittag-Le er
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Chapitre 02 : Intégrales et dérivées
fractionnaires
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0.10 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

De�nition 0.10 
 = [a; b] est un intervalle �ni, l�intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville d�ordre � 2 R�+ est écrit sous la forme :

I�a f(x) =
1

� (�)

xZ
a

(x� t)��1 f(t)dt ; x > a (2.1)

Si � = 0 on a I0a := I(l�opérateur identité)
Si � = n 2 N� ,alors la dé�nition précédente devient :

(I�a f)(x) =

xZ
a

dt1

t1Z
a

dt2:::::

tn�1Z
a

f(tn)dtn =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1f(t)dt (2.2)

Example 0.1 Soit f(x) = (x� a)k avec k > �1, alors

I�a f(x) =
� (k + 1)

� (�+ k + 1)
(x� a)�+k (2.3)

En e¤et,

I�a f(x) =
1

� (�)

xZ
a

(x� t)��1 (t� a)k dt (2.4)

On utilise le changement de variable :

t = a+ s(x� a) , 0 � s � 1 (2.5)

et on utilise la fonction Bêta on obtient :

I�a f(x) =
1

� (�)
(x� a)�+k

1Z
0

sk (1� s)��1 ds

=
1

� (�)
(x� a)�+k � (�; k + 1)

=
1

� (�)
(x� a)�+k � (�) � (k + 1)

� (�+ k + 1)

I�a f(x) =
� (k + 1)

� (�+ k + 1)
(x� a)�+k

Au cas où a = 0 on a :

I�a f(x) =
� (k + 1)

� (�+ k + 1)
x�+k

0.10. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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Lemma 0.2 [6] L�opérateur d�intégration fractionnaire I�a est borné dans Lp [a; b]

(1 � p � 1) ;

kJ�a fk � k kfkp (2.6)

Proof. Soit f 2 Lp [a; b] , on a

1

� (�)

xZ
a

(x� t)��1 f(t)dt =
+1Z
�1

'1 (x� t)'2(t)dt

avec

'1 (x) =

(
x��1

�(�)
; 0 � x � b� a

0 ; x 2 R= [a; b]

)
et

'2 (x) =

(
f(x) ; a < x � b
0 ; x 2 R= [a; b]

)
De '1 2 L1 (R) et '2 2 Lp (R) ,donc d�aprés le théorème de convolution on a :

kI�a fkp = k'1 � '2kp � k'1k1 : k'2kp =
(b� a)�

� (�+ 1)
kfkp

Theorem 0.4 [1] Pour toute fonction f 2 L1 [a; b] et pour �; � > 0 on a :

(I�a I
�
a )(x) = (I

�+�
a )(x) =

�
I�a I

�
a

�
(x) (2.7)

Pour presque tout x 2 [a; b],et si de plus f 2 C [a; b], alors la relation précédente est
satisfaite pour tout x 2 [a; b] .

Theorem 0.5 [3] Pour 0 < � < 1 et f 2 L1 (R), on a la formule de transformé de

Fourier d�une intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donnée par :

F
�
I��1f

�
(t) = jitj��Ff(t) (2.8)

Lemma 0.3 [3] Pour � > 0; n = [�] + 1 et f 2 L1 (0; b) et pour tout b > 0, alors la

transformé de Laplace de l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f est dé�nit si

f admet une transformé de Laplace par la formule suivante :

L (I�0 f) (t) = s��Lf(s) (2.9)

0.10. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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0.11 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

De�nition 0.11 Soit � 2 R+ et n 2 N� avec n� 1 � � < n, la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville (R-L) d�ordre � d�une fonction f est donnée par :

�
D�
af
�
(x) := Dn

�
Jn��a f

�
(x) =

1

� (n� �)
dn

dxn

xZ
a

f(t)

(x� t)��n+1
dt; x > a

où

Dn =
dn

dxn
(2.10)

Particuliérement, si � = n ,alors

(Dn
af) (x) = f

(n)(x) (2.11)

Si � = 0 :

�
D0
af
�
(x) = f(x) (2.12)

On conclut que dans les deux cas précédentes la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville coincide avec la dérivée usuelle.

Corollary 0.1 [3] Pour � > 0 et n = [�] + 1 .L�équation
�
D�
af
�
(x) = 0 est satisfaite si

f(x) =
nX
j=1

cj (x� a)��j (2.13)

où cj 2 R (j = 1; n) sont des constantes arbitraires.

Proposition 0.1 [3] Pour � > 0 et n = [�] + 1, telles que 8m 2 N� , où m > � on a :

(D�
af)(x) = D

mJm��a f(x) (2.14)

Proof. comme m � n

DmJm��a f(x) = DnDm�nJm�na Jn��a f(x) = DnJn��a f(x) = D�
af(x)

car

Dm�nJm��a = I

Lemma 0.4 [3] Pour � � 0 et n = [�] + 1. Si f(x) 2 ACn [a; b],donc la dérivée fraction-
naire D�

af (x) existe presque partout sur [a; b], et elle est dé�nie comme suit :

0.11. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
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(D�
af) (x) =

n�1X
k=0

f (k)(a)

� (1 + k � �) (x� a)
k�� +

1

� (n� �)

xZ
a

f (n)(t)

(x� t)��n+1
dt

Theorem 0.6 [7] f et g sont deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville existent. soit c1; c2 2 R. Donc D�

a (c1f + c2g)existe et on a l�égalité suivante :

D�
a (c1f(x) + c2g(x)) = c1D

�
af(x) + c2D

�
ag(x)

Lemma 0.5 [7] Si � > 0 et f(x) 2 L1 (a; b), alors l�égalité suivante est satisfaite pour
tout x 2 [a; b] :

(D�
aI

�
a f)(x) = f(x) (2.15)

D�
a i
�
af(x) = D

nIn��a I�a f(x) = D
nIna f(x) = f(x)

presque partout sur [a; b] :

Proposition 0.2 [3] Si �; � > 0, alors pour f(x) 2 Lp (a; b) la relation (D�
aI

�
a f)(x) =

(I���a f)(x) est satisfaite presque partout sur [a; b].

En particulier si � = k 2 N;� > k, alors

(DkI�a f)(x) = (I
��k
a f)(x) (2.16)

Theorem 0.7 [3] Si f 2 ACn [0; b],et pour tout b > 0,Alors on a la transformée de

Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de f est donnée par la formule

suivante :

fL (D�
0 f)g (s) = s� (Lf) (s)�

n�1X
k=0

skDn�k�1Jn��0 f(0+) (2.17)

sous la condition que f possède une transformée de Laplace.
En particulier, si 0 < � < 1

n�1X
k=0

skDn�k�1Jn��0 f(0+) = J1��0 f(0+) (2.18)

ce qui donne :

fL (D�
0 f)g (s) = s� (Lf) (s)� J1��0 f(0+) (2.19)

0.11. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
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0.12 Dérivée fractionnaire de Caputo

De�nition 0.12 La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 R+ d�une fonction f
peut etre représenter par :

cD�
af(x) := J

n��
a f (n)(x) :=

1

� (n� �)

xZ
a

(x� t)n���1 f (n)(t)dt ; x > a; (2.20)

où n� 1 < � � n; n 2 N�:

Example 0.2 On pose f(x) = (x� a)k avec k > 0 alors pour (0 < � � 1) on aura :

D�
af(x) = I

1��
a f 0(x) = kI1��a (x� a)k�1 = k

� (1� �)

xZ
a

(x� s)��(t� a)k�1ds

d�après le changement de variable de (2.5) on obtient :

cD�
af(x) =

� (k + 1)

� (1� � + k)(x� a)
��+k

Theorem 0.8 [3] Pour � � 0 et n = [�] + 1:Si f admet (n� 1) dérivées au point a et si
D�
af existe alors on a l�égalité suivante :

cD�
af(x) = D

�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� �)k

#
(2.21)

8x 2 [a; b]
Proof. En utilisant la dé�nition on arrive à :

D�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= Dn

aD
n��
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#

=
dn

dxn

xZ
a

(x� t)n���1

� (n� �)

"
f(t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
dt

Et en utilisant l�intégration par partie on obtient :

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo
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In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
=

xZ
a

(x� t)n���1

� (n� �)

"
f(t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
dt

= � 1

� (n� � + 1)

" 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

!
(x� t)n��

#t=x
t=a

+
1

� (n� � + 1)

xZ
a

(x� t)n��
"
Df(t)�D

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
dt

d�où :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= In��+1a D

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
En utilisant la même façon n-fois on arrive à :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= In��+na Dn

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#

= Ina I
n��
a Dn

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#

Mais
n�1X
k=0

f (k)(a)
k!
(x� �)k est un polynome d�ordre n� 1 ,donc on aboutit à :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= Ina I

n��
a Dnf(x)

ainsi

D�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= DnIna I

n��
a Dnf(x)

= In��a Dnf(x)

= cD�
af(x)

8x 2 [a; b]

Remark 0.1 Si 0 < � < 1 alors la relation (2:21) devient

cD�
af(x) =

c D�
a [f(x)� f(a)]

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo
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Lemma 0.6 [3] Pour � � 0 et n = [�]+1. on choisit f telle que D�
af(x) et

cD�
af existent

donc

cD�
af(x) = D

�
af(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

� (k � � + 1) (x� a)
k�� (2.22)

Et particuliérement si 0 < � < 1 alors :

cD�
af(x) = D

�
af(x)�

f(a)

� (1� �)(x� a)
��

Une conséquance de ce lemme est donnée par le corollaire suivant :

Corollary 0.2 [3] Pour � � 0 et n = [�] + 1.Si on suppose que Dkf(a) = 0 8k 2
f0; 1; :::; n� 1g et si de plus D�

af(x) et
cD�

af(x) existent alors :

cD�
af(x) = D

�
af(x) (2.23)

Theorem 0.9 [7] Si � > 0 (n� 1 < � � n) et si de plus f 2 C [a; b] alors on a :

cD�
aI

�
a f(x) = f(x) (2.24)

Proof. D�aprés l�égalite (2:16) et pour k = 0; 1; :::; n� 1 on trouve :

(I�a f)
k(x) = I��ka f(x)

et d�après l�estimation suivante :

��I��ka f(x)
�� � kfk1

j� (� � k + 1)j (x� a)
��k

on obtient :

I��ka f(a) = 0; (k = 0; 1; :::; n� 1)

et d�après le corollaire précédent, on a :

cD�
aI

�
a f(x) = D

�
aI

�
a f(x) = f(x)

Theorem 0.10 [7] Soient f1 et f2 deux fonctions qui appartiennent à l�intervalle [a; b],
où cD�

af1 et
cD�

af2 existent presque partout. et soient aussi c1 et c2 2 R alors
cD�

a (c1f1 + c2 f2) existent sur le même intervalle [a; b] et on a :

cD�
a (c1f1(x) + c2 f2(x)) = c1(

cD�
a )f1(x) + c2

�
cD�

a

�
f2(x) (2.25)

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo
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Theorem 0.11 [2] Soit b > 0, si f 2 ACn [0; b] et si de plus la transformée de Laplace de
f existe alors la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

n
L
�
cD�

0 f
�o
(s) = s� (Lf) (s)�

n�1X
k=0

s��1�kf (k)(0+) (2.26)

Proof. On sait que :

cD�
0 f(x) = I

n��
0 f (n)(x)

8n� 1 < � � n; n 2 N�; x > 0:

Donc :

n
L
�
cD�

0 f
�o
(s) =

n
L(In��0 f (n))

o
(s)

= s�n+�
�
Lf (n)

�
(s)n

L
�
cD�

0 f
�o
(s) = s� (Lf) (s)�

n�1X
k=0

s��1�kf (k)
�
0+
�

0.13 Dérivée de Grünwald-Letnikov

De�nition 0.13 Soit � 2 R+;Si la limite existe ,alors la dérivée fractionnaire de

Grünwald-Letnikov est donnée par la formule suivante :

GLD�
a f(x) := lim

h�!0

1

h�

(x�a)
hX
k=0

(�1)k
�
�

k

�
f (x� kh) ; (x > a) (2.27)

cas particulier : si � = n 2 N;alors on a :

Dnf(x) = lim
h�!0

1

hn

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
f (x� kh) (2.28)

Theorem 0.12 [7] Pour � � 0 et n = [�] + 1.Si f 2 Cn [a; b],alors :

GLD�
a f(x) :=

c D�
a f(x) +

n�1X
k=0

f (k)(a)

� (k � �+ 1) (x� a)
k�� = D�

a f(x) (2.29)

Ce théorème représente la relation entre les trois dérivées qu�on a vu dans ce chapitre.

0.13. Dérivée de Grünwald-Letnikov
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0.14 Equation di¤érentielle au sens de Caputo

De�nition 0.14 On considère le problème associé à l�équation di¤érentielle au sens de
Caputo suivant :

(
cD�

0 y(x)� �y(x) = 0
y(k) (0) = ck 2 R; (k = 0; 1; :::; n� 1; n� 1 < � < n; � 2 R)

avec n = [�] + 1;la solution y(x) de ce problème est donnée par la formule suivante :

y(x) =

n�1X
K=0

ckx
kE�;k+1 (�x

�) (3.1)

Proof. On applique la transformée de Laplace sur l�équation suivante :

cD�
0 y(x)� �y(x) = 0

on trouve :

s� (Ly) (s)�
n�1X
K=0

s��1�ky(k)
�
0+
�
� � (Ly) (s) = 0

s� (Ly) (s)� � (Ly) (s) =
n�1X
K=0

cks
��1�k

Et alors :

(Ly) (s) =
n�1X
K=0

ck
s��1�k

s� � �

Et d�autre part on a :

s��1�k

s� � � =
1Z
0

e�sttkE�;k+1 (�t
�) dt

s��1�k

s� � � = L
�
xkE�;k+1 (�x

�)
�
(s)

Et après, en appliquant la transformation inverse, on arrive à :

y(x) =
n�1X
K=0

ckx
kE�;k+1 (�x

�)

0.14. Equation di¤érentielle au sens de Caputo
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0.15 Equation aux dérivées partielles avec une déri-

vée temporelle fractionnaire

L�équation de di¤usion généralisée avec une dérivée temporelle fractionnaire est donnée

par la formule suivante :

(cD�
0;tu)(x; t) = �Lu(x; t) + F (x; t) (3.2)

avec

0 < � � 1; (x; t) 2 
T := G� (0; T ); G 2 Rn

et

L(u) := � div(p(x) gradu) + q(x)u (3.3)

p 2 C1
�
G
�
; q 2 C

�
G
�
; p(x) > 0; q(x) � 0; x 2 G (3.4)

cD�
0;t est la dérivée de Caputo par rapport à t d�ordre 0 < � < 1

G est un domaine ouvert borné de Rn.
(�L) est un opérateur di¤érentiel elliptique linéaire du second ordre

� L(u) = p(x)�u+ hgrad p; gradui � q(x)u (3.5)

Où � est l�opérateur de Laplace.
Si � = 1 l�équation (3:2) devient une équation aux dérivées partielles parabolique du

second ordre.
Considérons le problème mixte suivant

(I)

8><>:
(cD�

0;tu)(x; t) = �Lu(x; t) + F (x; t)
u(x; 0) = u0(x); x 2 G

u(x; t) = v(x; t); (x; t) 2 S � [0; T ]

0 < � < 1; (x; t) 2 
T := G� (0; T ) ; G � Rn

La solution classique de ce problème est dé�nie sur le domaine 
T := G � (0; T ) à
valeurs réelles et qui appartient à l�espace C

�

T
�
\W 1

t (
T ) \ C2x (
T )
Avec

W 1
t (
T ) =

�
u : 
T �! R;8x 2 G;u(x; :) 2 W 1 ((0; T ])

	
C2x (
T ) =

�
u : 
T �! R;8t 2 [0; T ] ;u(:; t) 2 C2 (G)

	
où W 1 ((0; T ]) est l�espace des fonctions f 2 C1 ((0; T ]) où f 0 2 L1((0; T )) . Si le

problème (I) admet une solution classique alors :

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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F 2 C (
T ) ; u0 2 C
�
G
�
et v 2 C (S � [0; T ])

Theorem 0.13 [4] Si f 2 W 1 ((0; T ]) \ C ([0; T ]) atteind son maximum sur l�intervalle

(0; T ] au point � = t0; t0 2 (0; T ] alors la dérivée fractionnaire de Caputo de f n�est pas
négative au point t0 ,8 (0 < � < 1) :

(cD�
0 f)(t0) � 0; 0 < � < 1 (3.6)

Theorem 0.14 [4] Soit u(x; t) � 0; (x; t) 2 
T ; avec u est une fonction qui atteind son
maximum sur la partie STG :=

�
G� f0g [ (S � [0; T ]

�
de la frontière du 
T c�est-à-dire :

u(x; t) � max
(x;t)2STG

u(x; t);8(x; t) 2 
T (3.7)

Si u 2 C
�

T
�
\W 1

t (
T )\C2x (
T ) est une solution de l�équation (3.2) dans le domaine

T := G� (0; T ) ; G � Rn et F (x; t) � 0; (x; t) 2 
T :
Proof. La démonstration de ce théorème est basée sur le théorème précédent c�est-à-dire :

9 (x0; t0) ; x0 2 G; 0 < t0 � T
i.e.

(x0; t0) > max
(x;t)2STG

f0; u(x; t)g =M > 0 (3.8)

on prend le nombre � := (x0; t0)�M > 0 et on dé�nit la fonction auxilliaire suivante :

	(x; t) := u(x; t) +
�

2

T � t
T

; (x; t) 2 
T (3.9)

qui possède les propriétés suivantes :

8><>:
	(x; t) � u(x; t) + �

2
; (x; t) 2 
T

	(x0; t0) � u (x0; t0) = � +M � � + u(x; t) � � +	(x; t)� �
2
� �

2
+	(x; t)

(x; t) 2 STG

la derniére propriété signi�e que la fonction 	 ne peut atteindre son maximun sur la

partie STG.Si le point maximum de 	 est désigné par (x1; t1) alors x1 2 G; 0 � t1 � T
et

	(x1; t1) � 	(x0; t0) � � +M > �

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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Maintenant, d�après le théorème (3.2.1) et les conditions nécessaires de l�existance du

maximum sur le domaine G, on aboutit à les relations suivantes

:

8><>:
(cD�

0;t	)(t1) � 0
grad	 (x1; t1) = 0

4	(x1; t1) � 0

et on peut écrire :

u(x; t) := 	(x; t)� �
2

T � t
T

; (x; t) 2 
T (3.10)

Or d�autre part, pour 0 < � � 1 on a :

(cD�
0 �

�)(t) =
� (1 + �)

� (1� �+ �)t
���; � > 0 (3.11)

Donc :

(cD�
0;tu)(x; t) = (

cD�
0;t	)(x; t)�

�c

2
D�
0

�
T � t
T

�
(3.12)

(cD�
0;tu)(x; t) = (

cD�
0;t	)(x; t) +

�

2T

�(2)

� (2� �)t
1�� (3.13)

(cD�
0;tu)(x; t) = (

cD�
0;t	)(x; t) +

�

2T

t1��

� (2� �) (3.14)

ce qui donne :

(cD�
0;tu)(x1; t1)� div(p gradu)(x1; t1) + qu� F = (cD�

0;t	)(x1; t1) +
�

2T

t1��1

� (2� �) � p(x1)4	(x1; t1)� grad hp(x1); grad	(x1; t1)i

+q

�
	� �

2

T � t1
T

�
� F � �

2T

t1��

� (2� �) + q�
�
1� T � t1

2T

�
> 0

et c�est contraductoire avec la condition du théorème qui dit que la fonction u est une

solution de l�éqation (3:2)
Maintenant, en remplaçant u par �u dans le raisonnement ci-dessus,on arrive au théo-

rème suivant qui formule principe du minimum :

Theorem 0.15 [4] Si u 2 C
�

T
�
\ W 1

t (
T ) \ C2x (
T ) est une solution de l�équation
(3.2) dans le domaine 
T := G � (0; T ) ; G � Rn et F (x; t) � 0; (x; t) 2 
T ,alors soit
u(x; t) � 0,(x; t) 2 
T , ou la fonction u atteind son minimum négatif sur la partie STG de

la frontière 
T c�est-à-dire :

u(x; t) � min
(x;t)2STG

u(x; t);8(x; t) 2 
T (3.15)

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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0.16 Existence de la solution

Avec quelques restrictions sur les données du problème (I) on va montrer l�existance

de la solution,soit doncle problème :

(II)

8><>:
cD�

0;tu(x; t)� Lu(x; t)
u(x; o) = u0(x); x 2 G

u(x; t) = 0; (x; t) 2 S � [0; T ]
On va utiliser la méthode de séparation de variables, on cherchera

u(x; t) = U(t)X(x) avec X 6= 0; U 6= 0 (3.16)

En remplaçant dans l�équation (3:2) on trouvera :

cD�
0;tU(t)X(x) = �L(X)U(t) (3.17)

alors :

cD�
0;tU(t)

U(t)
=
�L(X)
X(x)

(3.18)

Le membre de droite dépend seulement de x et celui de gauche seulement de t,ils ne

peuvent être égales que si les deux sont égaux à une constante :

cD�
0;tU(t)

U(t)
=
�L(X)
X(x)

= ��; � > 0 (3.19)

la dernière équation avec la condition au bord est équivalente à l�équation di¤érentielle

fractionnaire suivante :

cD�
0;tU(t) + �U(t) = 0 (3.20)

et le problème à valeurs propres pour l�opérateur L est(
L(X) = �X

X(x) = 0; x 2 S
Soit, d�autre part, l�espace :

ML =
�
f; f�S = 0; f 2 C1

�
G
�
\ C2 (G) ; et L(f) 2 L2 (G)

	
On peut représenter toute fonction f 2ML par sa série de Fourier comme suit :

f(x) =
1X
i=1

hf;XiiXi(x) (3.21)

avec Xi 2ML sont les fonctions propres correspondantes aux valeurs propres �i :

0.16. Existence de la solution
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L (Xi) = �iXi; i = 1; 2; ::: (3.22)

D�après le théorème 3:1:1 la solution de l�équation di¤érentielle fractionnaire (3:20)

avec � = �i; i = 1; 2; ::: a la forme suivante :

Ui(t) = ciE� (��it�) (3.23)

Le problème étudié étant linéaire et homogéne,le principe de superposition s�applique

et par conséquant :

u(x; t) =
1X
i=1

ciE� (��it�)Xi(x) (3.24)

sera aussi une solution de notre équation avec la condition au bord. pour construire

une fonction qui véri�e la condition initiale, on introduit la dé�nition suivante :

De�nition 0.15 La solution formelle du problème (II) appelée série de Fourier est sous
la forme suivante :

u(x; t) =
1X
i=1

hu0; XiiE� (��it�)Xi(x) (3.25)

Theorem 0.16 [4] Si la donnée initiale appartient à l�espace ML alors la solution du

problème (II) existe et elle est donnée par la formule précédente.

0.17 Unicité de la solution

Le principe du maximum prouvé dans la section précédente est appliqué pour montrer

que le problème (I) admet une solution unique. et aussi elle dépend des données du

problème.
Le théorème suivant nous donne une estimation appropriée de la solution :
Si u est une solution classique du problème (I) et F est une fonction qui appartient à

l�espace C
�

T
�
avec la norme M := kFkC(
T ) ,alors on a l�estimation suivante :

kUkC(
T ) � max fM0;M1g+
T�

� (1 + �)
M (3.26)

avec

M0 = ku0kC(G) ;M1 = kukC(S�[0;T ]) (3.27)

Theorem 0.17 [4] Le problème (I) admet une solution unique dépend continûment des
données du problème au sens que si

0.17. Unicité de la solution
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F � ~F

C(
T )

� �; ku0 � ~u0kC(G) � �0; kv � ~vkC(S�[0;T ]) � �1 (3.28)

Alors, on a l�estimation suivante :

ku0 � ~u0kC(G) � max f�0; �1g+
T�

� (1 + �)
� (3.29)

Proof. Soient u1 et u2 deux solutions du problème (I) c�est-à-dire :8><>:
cD�

0;tu1(x; t) = �Lu1(x; t) + F (x; t)
u1(x; 0) = u0(x); x 2 G

u1(x; t) = v(x; t); (x; t) 2 S � [0; T ]
et 8><>:

cD�
0;tu2(x; t) = �Lu2(x; t) + F (x; t)
u2(x; 0) = u0(x); x 2 G

u2(x; t) = v(x; t); (x; t) 2 S � [0; T ]
Alors

cD�
0;t (u1 � u2) = �L (u1 � u2)

Soit 	 = u1 � u2 une solution du problème homogéne :8><>:
cD�

0;t	(x; t) = �L	(x; t)
	(x; 0) = 0; x 2 G

	(x; t) = 0; (x; t) 2 S � [0; T ]
Donc

k	k
C(
T )

� max fM0;M1g où M0 = 0;M1 = 0

Alors

	 = u1 � u2 = 0 =) u1 = u2

Le problème (I) admet une solution unique.
Pour prouver l�estimation (3:29) on utilise l�estimation (3:26). Cette fois, elle est ap-

pliquée à la solution u� ~u avec les fonctions F � ~F ,u0 � ~u0 et v � ~v au lieu des fonctions
F ,u0 et v respectivement

0.17. Unicité de la solution
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En conclusion,le but de ce mémoire est de préparer des prochaines études supérieurs

et aussi de pouvoir résoudre des problèms dans des domaines di¤érents en appliquant

presque toute les notions des dérivées fractionnaires.
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