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Abstract

In this memory ,in the first case we will define some mathematical tools, preliminary
notions and some fractional derivative defects and their properties,in the last case we will

treat with a fractional fractional problem using these last
Key words :
Fractional fractional derivative, fractional derivative of Caputo, fractional derivative of

Riemann-liouville, derivative of Grunwald.



Résumé

Dans ce mémoire ,au premier lieu on va définir quelques outils mathématiques, notions
préliminaires et quelques défauts du dérivées fractionnaires et leurs propriétés et au dérnier
lieu on va traiter un probléme partielle fractionnaire en utilisant ces dérniers.

Mots clés :

Dérivée partielle fractionnaire, dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville, dérivée de Grunwald-Letnikov,dérivée partielle avec une dérivée

temporelle fractionnaire.
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Premiére partie

Introduction



En mathématiques, ’analyse fractionnaire est une branche de ’analyse qui étudie les
dérivées fractionnaires (dérivées d’ordre réelle).Au XIXéme siecle Riemann-Liouville

sont les premiers qui ont commencés ’extension dans ce domaine.

On peut établir des différentes définitions de la dérivée fractionnaire comme celles de
Caputo ou bien de Grunwald-Letnikov,ces deux derniéres donnent des résultats équiva-
lantes pour plusieurs fonctions mais pas forcément identiques. Les dérivées fractionnaires
sont aussi appliqués dans la physique,comme I’electromagnétisme,l’acoustique ou la ther-
mique, en définissant des opérateurs pseudo-différentiels, avec condition de bord & "géo-
métrie fractale" etc ...

Le premier chapitre consiste a présenter des différentes notions préliminaires de la
dérivation non entiére qui sont trés nécessaires car elle ont été établies dans le chapitre
qui se suit (chapitre 2).

Dans le troisiéme chapitre on vous propose un probléme mixte d’'une équation aux
dérivées partielles fractionnaires ot on utilise les propriétés de la dérivée de Caputo pour

montrer I'existence et 'unicité de la solution du probléme posé.




Deuxiéme partie

Chapitre 01 : Notions préliminaires



0.1 Espace L*

Definition 0.1 Q = [a,b] (—oo < a < b < 400) est un intervalle borné ou non borné de

R. Soit 1 < p < 4o00,alors I'espace LP est définie comme suit :

1. pour 1 < p < 400, L¥ () est I'espace de fonctions mésurables de puissance Pme

intégrables sur €2 c’est-a-dire

fELp(Q):>/]f|pdx<oo (1.1)
Q

Avec | f|, = (/ Vik daj) "est une norme sur L? (Q).

ot ng (), ||.||p) est un Banach.
A Cas particulier : si p = 2 alors :

L*(Q) =1 f; / f2dz < oo, f ( classe de fonctions mésurables & carrée intégrable sur )
Q

(L”(Q); <. . > LQ(Q)) est un hilbert; avec < .,. >p2()est le produit scalaire définit

comme suit :

< fg> @)= / f(x)g(x)de  Vf.ge L) (12)
Q

2. pour p = 0o, L™ () est I'espace des fonctions essentiellement bornées sur 2

0.2 Espace AC"

Definition 0.2 Soit 2 = [a, b], un intervalle borné de R, alors on peut définir ’espace
des fonctions absolument continues comme 1’espace des primitives des fonctions L! (£2)
ie. f:Q— C,eton écrit AC (ﬁ)

donc f est dérivable presque partout sur Q ou f € Lt (Q) et on a l’équivalance suivante :
feAC () < f(z) = fla) +/f’(t)dt, €N (1.3)
Sine N*,

AC™ (Q) est I'espace des fonctions f : © — C, (n — 1) fois dérivables sur Q telles que
fmY € AC (Q) cest-a-dire :

0.1. Espace L*



AC" (Q) ={f:Q— Cet f" D (2) € AC (Q)}

Lemma 0.1 L’espace AC™ [a,blne contient que les fonctions f(x) qui sont représentées
sous la forme suivante :

T

n—1 (k) a .
0=y G0 a3 @ ;) (1.4

(n—1

a

0.3 Transformé de Fourier

Definition 0.3 Soit f € L' (R) une fonction a valeurs complexes. La transformé de

Fourier de f notée F f est la fonction de la variable ¢ € R, définie par :

“+o00

(F) = /emf(:v)dx, (teR) (1.5)

—00

La transformé de Fourier inverse de f est définie par :

+00o
1

(Ff) (@) = %/emf (t)dt, (€ R)

—0o0

0.4 Produit de convolution

Definition 0.4 Soient f et g deux fonctions réelles,leur produit de convolution noté f*g

est définie par :

()@= [fa-tg®d= [F0)96-1a (1.6)

Elle existe notamment lorsque :
Bfectge L' (R),alors fxg e L' (R)
B/ c L' (R) et g bornée.

Theorem 0.1 [3] St f € L' (R) et g € LP (R), alors
(f*g)(x) € L"(R) (1<p<oo)

et on a

1F gl < [1Flly - llgll,

0.3. Transformé de Fourier



A Particuliérement si f € L' (R) et g € L? (R), alors

(f*9)(x) € L*(R) et [[f+glly < IfIly - llgll,

Theorem 0.2 [3] La transformée de Fourier dans L* (R) d’un produit de convolution est

égale au produit des transformées de Fourier

F(fxg)(t)=Ff(t).Fg(t) (L.7)

0.5 Transformé de Laplace

Definition 0.5 On appelle transformé de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle

t € R, la fonction suivante :

400

(Lf)(s) = /e_Stf (t)dt, seC (1.8)

0

Theorem 0.3 [3] La transformé de Laplace d’un produit de convolution de f et g est

définit seulement si les transformées de ces deux derniers existent et on écrit :
L(fxg)(s)=LSf(s).Lyg(s) (1.9)

0.6 Fonction Gamma

Definition 0.6 [3] Soit z € C avec Re(z) > 0, on peut définir une fonction notée par

I',et appellée fonction Gamma comme suit

[(z) = / e ' ldt (1.10)

ot t*7t = e Dle® et ona ' (z+1) = 2I'(2).
Elle converge absolument sur le demi-plan complexe otu la partie réelle est strictement

possitive.

0.5. Transformé de Laplace



0.7 Fonction Béta

Definition 0.7 La fonction Béta est définie sous la formule suivante :

1

B (p,q) = /x”_l (1-— x)qfl dr, Vp,q>0 (1.11)

0

B(p,q) = B(q,p)

onposet=1—1xr=— dr=—dt

et
1 1 1
/:cpl 2)tdr = / )P dt = /tqll—t)pldt
0 0 0
|
Il y’a une relation entre les deux fonctions Béta et Gamma et elle est donnée par :
I'(p)T(q)
B(p.q) = talg)
I'(p+aq)

0.8 Formule de bindéme

Definition 0.8 [3] La formule de binome généralisée (?) pour o € C et n € N est définie

par :
a a ala—1)..(a=n+1)
=1 = € N* 1.12
A Particuliérement, pour « = m € N, on a :
m m!
= > 1.13
(n) n!(m—n)!’m_n (1.13)

0.9 Fonction de Mittag-LefHer

Definition 0.9 [3] Soit z € C' ,alors la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, g (2) est

donnée par :

400 Zk
Eaﬁﬁ(z)_;m . (>0, 8>0) (1.14)

la fonction de Mittag-Leffler £, (2) est définie comme suit :

0.7. Fonction Béta
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0.9. Fonction de Mittag-Leffler



Troisiéme partie

Chapitre 02 : Intégrales et dérivées

fractionnaires

11
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0.10 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Definition 0.10 Q2 = [a,b] est un intervalle fini, l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre o € R est écrit sous la forme :

I f(z) = ﬁ/ (x— )L f(B)dt, z > a (2.1)

a
Si =0 on a IV := I(I'opérateur identité)
Sia=n € N* jalors la définition précédente devient :

tn—1

(1) / dt, / dt.... / F(t = / (x—t"fBdE (2.2)

a

Example 0.1 Soit f(z) = (z — a)* avec k > —1, alors

o _ r (k + 1) a+k
I3 f(z) = TlothsD) (z—a) (2.3)
En effet,
I9f(x) = ﬁ / (z—t)* " (t —a)* dt (2.4)

a

On utilise le changement de variable :

t=a+s(r—a) , 0<s<1 (2.5)

et on utilise la fonction Béta on obtient :

If(zx) = Fgoz) (x—a)aJrk/sk(l—s)O‘_lds
1 atk
- -0 Bk
1 arw L ()T (k+1)
B F(a)<$_a) T(a+Fk+1)
a T+ a
IDf(x) = m(iﬁ—a) *
Aucasouna=0ona:
N TR+ D)
B = v ey

0.10. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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Lemma 0.2 [6] L’opérateur d’intégration fractionnaire I est borné dans LP[a,b]

(1<p<o0);

1T FI < KNI,
Proof. Soit f € LP[a,b] ,ona m
r +oo
I )/( —t)a,1 f(t)dt = /@1 (2 — 1) o (1)t
avec
Sol(l’)_ 31:1(04) ) 0<z<b-—a
) T & R/ [a7 b]
et

) flw) , a<ax<b
S02(3“")_{0 , xER/[a,b]}

De ¢, € L' (R) et ¢, € L? (R) ,donc d’aprés le théoréme de convolution on a :

e (b_a)a
12 fll, = ey * @all, < llenlly - lleall, = T+l 171,

Theorem 0.4 [1] Pour toute fonction f € L' [a,b] et pour o, 3 >0 on a :

(I3 1)() = (I770) (@) = (I]17) (x)

(2.6)

(2.7)

Pour presque tout = € [a, b],et si de plus f € C|a,b], alors la relation précédente est

satisfaite pour tout z € [a, b] .

Theorem 0.5 [3] Pour 0 < a < 1 et f € L*(R), on a la formule de transformé de

Fourier d’une intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donnée par :

F (1% f) (t) = |it| ™ Ff(t)

(2.8)

Lemma 0.3 [3] Pour « > 0,n = [a] + 1 et f € L' (0,b) et pour tout b > 0, alors la

transformé de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f est définit si

f admet une transformé de Laplace par la formule suivante :

L) (1) =sLf(s)

(2.9)

0.10. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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0.11 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Definition 0.11 Soit f € Ry et n € N* avec n — 1 < 3 < n, la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville (R-L) d’ordre av d’une fonction f est donnée par :

(D21) ) = D" (72 °1) &) = oy | ( Y o> a

['(n—B3)dx" t)?
ou
w4
D= (2.10)
Particuliérement, si § = n ,alors
(Dif) (x) = f () (2.11)
Sifg=0:
(Daf) (@) = f(=) (2.12)

On conclut que dans les deux cas précédentes la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville coincide avec la dérivée usuelle.

Corollary 0.1 [3] Pour 3> 0 et n=[8]+1 .L’équation (D% f) (x) = 0 est satisfaite si

n

fl@)=> ¢x—a)’”’ (2.13)

j=1
ot ¢j € R(j =1,n) sont des constantes arbitraires.

Proposition 0.1 [3] Pour >0 et n = [a] + 1, telles que Vm € N* , oum > (5 on a :

(DZf)(@) = D™ I f(x) (2.14)

Proof. comme m >n m

D" J P f(x) = D"D" "I T I f(w) = DR f(a) = Dy f(2)
car

D =1

Lemma 0.4 [3] Pour f >0 etn = |a]+ 1. Si f(x) € AC™ |a,b],donc la dérivée fraction-

naire D f (x) existe presque partout sur [a,b], et elle est définie comme suit :

0.11. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
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il (g )
DW= vy @ v

Theorem 0.6 [7] f et g sont deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouwville existent. soit ¢1,co € R. Donc Dg(clf + cog)existe et on a 'égalité suivante :

Dj(e1f(w) + ea9(x)) = e1 Dy f(2) + 2D g(x)

Lemma 0.5 [7] Si 3 > 0 et f(z) € L' (a,b), alors l’égalité suivante est satisfaite pour
tout x € [a,b] :
(D17 f)(@) = f(=) (2.15)

Djigf(x) = D"[;7PL} f(x) = D"I; f () = f(x)

presque partout sur [a, b].

Proposition 0.2 [3] Si a, 3 > 0, alors pour f(z) € LP (a,b) la relation (D2Iof)(x) =
(Ie=Bf)(x) est satisfaite presque partout sur [a, b].

En particulier si § =k € N,«a > k, alors
(DIZf)(x) = (137" f)(2) (2.16)

Theorem 0.7 [3] Si f € AC™|0,b],et pour tout b > 0,Alors on a la transformée de
Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de f est donnée par la formule

suvante :

{L(D5 )} (s) = s (LS) (s) = X_: S" DML (07) (2.17)

sous la condition que f posséde une transformée de Laplace.
En particulier, si 0 <a <1

S DML (0%) = - 7 (0°) (2.18)
ce qui donne : )
{L(DF1)} (s) = s (Lf) (s) — Ty~ f(07) (2.19)

0.11. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
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0.12 Dérivée fractionnaire de Caputo

Definition 0.12 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 5 € R, d’une fonction f

peut etre représenter par :

T

1 )/ (z — t)nfﬁfl f(”)(t)dt , T >a, (2.20)

c . gn—0 £(n) -
D) = Iy 5 =

a

oun—1<pg<nneN*

Example 0.2 On pose f(z) = (z — a)* avec k > 0 alors pour (0 < 8 < 1) on aura :

xz

/(x — §)B(t — a)Fds

a

k

Br(e) = Y B () = kI Y By — gL = 7
DIfa) = 1172 (w) = ML = )™ = s

d’apres le changement de variable de (2.5) on obtient :

. - I'(k+1)
Dgf(x)_F(l—B—I—k)

Theorem 0.8 [3] Pour 3 >0 et n = [5] 4+ 1.5i f admet (n — 1) dérivées au point a et si

DEf existe alors on a l’égalité suivante :

(x _ a)—ﬁ+k

Diste) =0} o)~ S L0 221

Vo € [a,b]
Proof. En utilisant la définition on arrive & : =

dx™

a

n x$_ n—3-1 n—1 k a
_ d/( t) [f(t)_ f().<><t_a>k]dt

Et en utilisant I'intégration par partie on obtient :

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo



17

. D@, [ (-t 0@,
i |- <x—a>] a/””‘@ [f(t)—ko . <t—a>]dt
B 1 = (a) s
~ T(h—-p+1) (f(t)_kzo k! (t_a)k)(x_t) B]t
1 x . n—1 f(k) (CL)
g KO0 ﬂ[Df@)—Dkzo )
d’ou :

1) (o 1) (o
s [f(x)— ! ”@—@k]ﬂ”ﬂ*m [f(:c)— ! ()<x—a>k]

En utilisant la méme facon n-fois on arrive a :

n—1 B n—1 T
n f® (a) n—B4n ryn f® (a)
Iy ﬁlf@:)—z S —af | = o ) - S e -
k=0 L k=0 i
[ 2l k)
= o ) - Y D ay
k=0 )
n—1 .
Mais %(m — ) est un polynome d’ordre n — 1 ,donc on aboutit & :
k=0
nloe(k)
I [f(:v) S BRI a>'f] — 77D f(x)
k=0 ’
ainsi
Ié] — f(k) (CL) k nrnrn—_>8 NN
i 1) - S I - 0| = D)
k=0
= 170D f(a)
= “Djf(x)
YV € [a,b]

Remark 0.1 Si 0 < 8 < 1 alors la relation (2.21) devient

‘D, f(x) = D] [f(z) — f(a))

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo
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Lemma 0.6 [3] Pour 3 >0 etn = [3]+1. on choisit f telle que D? f(z) et °D? f existent

donc

n—1 (k)
DY) = Dif@) = Do o) (2.22)
Et particuliérement si 0 < S < 1 alors :

c _ f(a) _
fo(x) = fo(x) - m(w —a) g

Une conséquance de ce lemme est donnée par le corollaire suivant :
Corollary 0.2 [3] Pour 3 > 0 et n = [3] + 1.5i on suppose que D*f(a) = 0 Vk €
{0,1,...,n — 1} et si de plus DP f(z) et °DP f(x) existent alors :
"D f(x) = D f(x) (2:23)

Theorem 0.9 [7] Si >0 (n—1< 3 <n) et sideplus f € Cla,b] alors on a :

DI f(x) = f(z) (2.24)
Proof. D’aprés I'égalite (2.16) et pour k£ =0,1,...,n — 1 on trouve : m

(L)) (@) = 177" f (=)

et d’aprés 'estimation suivante :

1/l
(6 —k+1)

1) < 7

on obtient :

I % fa)=0,(k=0,1,....n — 1)
et d’aprés le corollaire précédent, on a :
DI f(x) = DI} f(x) = f(x)

Theorem 0.10 [7] Soient f1 et fo deux fonctions qui appartiennent & lintervalle [a,b],
ot °DPf, et DPf, existent presque partout. et soient aussi c; et c; € R alors

¢DB(eyf1 + ca f2) existent sur le méme intervalle [a,b] et on a :

‘D) (c1fi(x) + 2 fo(x)) = c1(°D)) fi(x) + co (°DY) folx) (2.25)

0.12. Dérivée fractionnaire de Caputo



19

Theorem 0.11 [2] Soitb >0, si f € AC™[0,b] et si de plus la transformée de Laplace de

f existe alors la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

{£(-Dlr)} ) =" ch) ) - S 100 (2:26)
Proof. On sait que : = B

‘D f(z) =1y " f")(2)

Vn—1<p<nmneN" z>0.
Donc :

{c(Dir)} ) = {e@r™}e)
= (L) (s)

{e(Dif)} o) = (e (5) = 371 (o)

0.13 Dérivée de Griinwald-Letnikov

Definition 0.13 Soit a« € R,,Si la limite existe ,alors la dérivée fractionnaire de

Griinwald-Letnikov est donnée par la formule suivante :

(z—a)

“Lpof(z) := lim L Z (—1)* <Z>f (x —kh),(z > a) (2.27)

h—s0 h®
k=0

cas particulier : si « =n € N,alors on a :

D f() = Jim — 3 (= 1)F (Z)f (z — kh) (2.28)

Theorem 0.12 [7] Pour a >0 et n = [a] 4+ 1.5 f € C™[a, b],alors :

il (g
CLDgf(x) :=° Dyf(a) + wf——fxlu

k=0
Ce théoréme représente la relation entre les trois dérivées qu’on a vu dans ce chapitre.

(0 —a)" = Dof()  (2.29)

0.13. Dérivée de Griinwald-Letnikov
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0.14 Equation différentielle au sens de Caputo

Definition 0.14 On considére le probléme associé a I’équation différentielle au sens de
Caputo suivant :

*Diy(z) — By(z) =0
y®(0)=c, €R,(k=0,1,..,n—1,n—1<a<n,fER)

avec n = [a] + 1,la solution y(z) de ce probléme est donnée par la formule suivante :

y(z) = i x” B gt (B2) (3.1)
K=0

Proof. On applique la transformée de Laplace sur ’équation suivante :

‘Dgy(x) — By(r) =0

[
on trouve :
n—1
s* (Ly) (s) = Y s FyW(0%) = B(Ly) (s) =0
K=0
n—1
s (Ly) (s) = B(Ly) (5) = Y cps™
K=0
Et alors :

Et d’autre part on a :

Sa—l—k 7
prmy B / e By i (Bt) dt
0

Soz—l—k’ L
o5 L (2" Eq 1 (Bz%)) (s)
Et apres, en appliquant la transformation inverse, on arrive & :
n—1
y(@) =Y ca’ Bo g (B2°)
K=0

0.14. Equation différentielle au sens de Caputo
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0.15 Equation aux dérivées partielles avec une déri-

vée temporelle fractionnaire

L’équation de diffusion généralisée avec une dérivée temporelle fractionnaire est donnée

par la formule suivante :

(*Dgu)(x,t) = —Lu(w,t) + F(z,1) (3.2)

o 0<a<l,(zt)eQ:=Gx(0,T),GeR"

) L(u) := — div(p(z) grad u) + q(=)u (3.3)
peC'(G),qe C(G),p(x) >0,q(z) >0,z € G (3.4)

“Dyg, est la dérivée de Caputo par rapport a ¢ d’ordre 0 < a <1
G est un domaine ouvert borné de R".
(—L) est un opérateur différentiel elliptique linéaire du second ordre

— L(u) = p(z)Au + (grad p, grad u) — q(z)u (3.5)

Ou A est l'opérateur de Laplace.

Si a = 1 I’équation (3.2) devient une équation aux dérivées partielles parabolique du
second ordre.

Considérons le probléme mixte suivant

t) = —Lu(z,t) + F(x,t)
(1) u(z,0) = up(z),z € G
u(z,t) =v(x,t),(z,t) € S x [0,T]
O<a<l(xt)eQr:=Gx(0,T),GCR"

La solution classique de ce probléme est définie sur le domaine Qp = G x (0,7T) &
valeurs réelles et qui appartient a l'espace C' (Qr) N W} (Qr) N C2 (Qr)
Avec

W (Qr) = {u:Qr — R Vz € G;u(z,.) € W ((0,T])}

C2(Qr) = {u: Qp — RVt € [0,T];u(.,t) € C*(G)}

ou W ((0,T]) est I'espace des fonctions f € C'((0,7]) ou fr € L*((0,T)) . Si le
probléme (/) admet une solution classique alors :

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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FeC(Qr),upeC(G) etveC(Sx0,T))

Theorem 0.13 [4] Si f € W' ((0,T]) N C ([0,T]) atteind son mazimum sur l'intervalle
(0,T] au point n = ty,to € (0,7 alors la dérivée fractionnaire de Caputo de f n’est pas
négative au point to ¥V (0 < v < 1) :

(DS f)(ty) > 0,0 < o < 1 (3.6)

Theorem 0.14 [4] Soit u(z,t) <0, (x,t) € Qr, avec u est une fonction qui atteind son
mazimum sur la partie S% := (G x {0} U (S x [0,T]) de la frontiére du Qo c’est-a-dire :

u(z,t) < max wu(xz,t),V(z,t) € Qp (3.7)
(z,t)eSE

Siue C(Qr) W} (Qr)NC2 (Qr) est une solution de I'équation (3.2) dans le domaine
Qr:=Gx(0,T),G CR" et F(z,t) <0, (x,t) € Qr.
Proof. La démonstration de ce théoréme est basée sur le théoréme précédent c¢’est-a-dire :
[ |

I(xo,t0), 20 € G,0<tx <T

ie.

(x0,t0) > max {0,u(x,t)} =M >0 (3.8)

(x,t)ESg
on prend le nombre 7 := (x¢,ty) — M > 0 et on définit la fonction auxilliaire suivante :
nT —t

\IJ(.I',t) = U(l’,t)—FET,(fE,t) EQT (39)

qui posséde les propriétés suivantes :

\Ij(xat) < U($,t> + g:(%t) eﬁT
(z,t) € SL

la derniére propriété signifie que la fonction ¥ ne peut atteindre son maximun sur la
partie SZ.Si le point maximum de ¥ est désigné par (z,t;) alors z; € G,0<t; <T
et
U (x1,t1) > W (wo,t0) >+ M >

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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Maintenant, d’apres le théoréme (3.2.1) et les conditions nécessaires de I'existance du

maximum sur le domaine G, on aboutit a les relations suivantes

(“Dg W) (t) = 0
grad\Il (%1,t1) =0
AU (ZEhtl) S 0

et on peut écrire :

T—t —
u(z,t) = U(x,t) — gT (z,t) € Qr (3.10)
Or d’autre part, pour 0 < o« < 1on a:
L(1+35) 4
‘DSTP)(t) = th=e 0 3.11
(D5)0 = Fr et B> (3.11)
Donc :
c o c o nc o T—t
D) (ot) = (D0 - 50 (T (3.12)
n  T(2) 1—
cpe — (D W e el 1
(il 1) = (DG ) 1)+ grp ot (3.13)
n tl—a
Dy = (°D§ W —_ 14
(D, 1) = CDE) 1) + g ey (3.14)
ce qui donne :
. tl—a
(“Dgu) (w1, t1) — div(pgradu)(zy, t1) +qu — F = (“Dg, V) (w1, t1) + %ﬁ —p(z1) A V(2.
1

nT —t n tie Tt
v — = -F > —— 1— >0
+q( 2 T ) = T a7 2T
et c’est contraductoire avec la condition du théoréeme qui dit que la fonction u est une

solution de I'éqation (3.2)
Maintenant, en remplacant u par —u dans le raisonnement ci-dessus,on arrive au théo-

réme suivant qui formule principe du minimum :

Theorem 0.15 [4] Siu € C (Qr) N W} (Qr) N C2(Qr) est une solution de I'équation
(3.2) dans le domaine Qr = G x (0,T7),G C R" et F(z,t) > 0,(x,t) € Qr,alors soit
u(z,t) > 0,(x,t) € Qp, ou la fonction u atteind son minimum négatif sur la partie SL de

la frontiere Qr c’est-a-dire :

u(z,t) > min wu(z,t),V(z,t) € Qp (3.15)
(x,t)esg

0.15. Equation aux dérivées partielles avec une dérivée temporelle fractionnaire
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0.16 Existence de la solution

Avec quelques restrictions sur les données du probléme (/) on va montrer 1’existance
de la solution,soit doncle probléme :

‘Dgu(x,t) — Lu(z, 1)
(I1) u(z,0) = up(z),z € G
u(z,t) =0, (z,t) € S x [0,T]

On va utiliser la méthode de séparation de variables, on cherchera

u(z,t) = U(t)X (x) avec X # 0,U # 0 (3.16)

En remplagant dans I’équation (3.2) on trouvera :

DS U(H)X (x) = —L(X)U(t) (3.17)

alors :

‘D5 U(t)  —L(X)
Uity Xz (3.18)

Le membre de droite dépend seulement de x et celui de gauche seulement de t,ils ne

peuvent étre égales que si les deux sont égaux a une constante :

‘D5, Ut)  —L(X)
U T X AA>0 (3.19)

la derniére équation avec la condition au bord est équivalente & I’équation différentielle

fractionnaire suivante :

Dg,U(t) + AU (t) = 0 (3.20)

et le probléme a valeurs propres pour 'opérateur L est

=)

L(X) = AX
X(z)=0,z€S

Soit, d’autre part, ’espace :

Mp={f,fs=0,feC" (G)NC*(G), et L(f) € L* (G)}
On peut représenter toute fonction f € M, par sa série de Fourier comme suit :

[e.9]

flx) = Z (f, Xi) Xi(z) (3.21)

i=1
avec X; € My, sont les fonctions propres correspondantes aux valeurs propres \; :

0.16. Existence de la solution
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L(X)=NX;, i=12, .. (3.22)

D’apres le théoréme 3.1.1 la solution de ’équation différentielle fractionnaire (3.20)

avec A = \;,7 = 1,2, ... a la forme suivante :

Uz(t> = CiEa (-)\Zta) (323)

Le probleme étudié étant linéaire et homogéne,le principe de superposition s’applique

et par conséquant :

(o]
u(@,t) =Y B, (—\it*) Xi(z) (3.24)
i=1
sera aussi une solution de notre équation avec la condition au bord. pour construire

une fonction qui vérifie la condition initiale, on introduit la définition suivante :

Definition 0.15 La solution formelle du probléme (17) appelée série de Fourier est sous
la forme suivante :
u(a,t) =Y (ug, X;) Eo (—Ait®) X;() (3.25)
i=1
Theorem 0.16 [4] Si la donnée initiale appartient & l'espace My, alors la solution du

probléeme (1) existe et elle est donnée par la formule précédente.

0.17 Unicité de la solution

Le principe du maximum prouvé dans la section précédente est appliqué pour montrer
que le probléme (I) admet une solution unique. et aussi elle dépend des données du
probléme.

Le théoreme suivant nous donne une estimation appropriée de la solution :

Si u est une solution classique du probléme (I) et F' est une fonction qui appartient a

Pespace C (Qr) avec la norme M := ||F HC(ﬁT) ,alors on a l’estimation suivante :
1oy < max {Mo, My} + =M1 (3.26)
C’(QT) S Imax 0, 1 T (1 T a) .
avec
My = ||U0||C(G) My = ”UHC(SX[O,T}) (3.27)

Theorem 0.17 [4] Le probléme (I) admet une solution unique dépend continiment des

données du probléme au sens que st

0.17. Unicité de la solution
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HF—F

<, luo — 110”0(6) < 1o, v — ﬁ“C(SX[O,T]) <m

c(@r)
Alors, on a l’estimation suivante :

Ry < -
o uo"c(g) < max {1y, 7, } + T(1+ 04)77

Proof. Soient u; et us deux solutions du probléme (I) c’est-a-dire : m

°Dgui(2,t) = —Luy(w,t) + F(x,t)
ui(z,0) = uo(x),r € G
uy(z,t) =v(x, t), (z,t) € S x [0,T]

et
°Dg us(w,t) = —Lug(z,t) + F(x,1)
uy(x,0) = ug(x),z € G
ug(z,t) = v(z, t), (x,t) € S x [0,T]
Alors

‘Do (ur —uz) = =L (ug — up)
Soit ¥ = uy; — uy une solution du probléme homogéne :
CD&t\I/(x,t) = —LU(x,t)
U(r,0) =0,z € G
U(x,t) =0, (x,t) € S x[0,T]
Donc

||\I/|| SmaX{Mo,Ml} ou M():O,Ml =0
c(@r)

Alors

U=u —u=0=— u = u

Le probléme (1) admet une solution unique.

(3.28)

(3.29)

Pour prouver l'estimation (3.29) on utilise I'estimation (3.26). Cette fois, elle est ap-

pliquée & la solution v — @ avec les fonctions F' — Fug — 1y et v — v au lieu des fonctions

Fug et v respectivement

0.17. Unicité de la solution
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En conclusion,le but de ce mémoire est de préparer des prochaines études supérieurs
et aussi de pouvoir résoudre des probléems dans des domaines différents en appliquant

presque toute les notions des dérivées fractionnaires.
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