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Résumé : 
 

Généraliser  l’intégrale  de  Riemann, c’est pouvoir intégrer plus  

de fonctions,  en introduisant de nouvelles mesures, ce qui se fait  

 par la théorie de la mesure, et l’intégrale de Lebesgue. 

Dans ce projet, on se suffit de l’intégrale de Stieltjes ou intégrale  

de Riemann-Stieltjes ou on remplace la variable d’intégration  𝑥   

par une fonction  𝑔 qui n’est pas, obligatoirement continue.  

Cette intégrale  trouve son application, en physique, en probabilité  

et en théorie des nombres.  

 

 

 

 

 

 



Introduction 
 

2 
 

𝑰𝒏𝒕𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏: 

 

Dans ce mémoire on va  présenter l’intégrale de Stieltjes, et son  

 utilisation dans l’approximation des séries et on procédé par trois  

chapitres. 

Dans le premier chapitre, on va présenter  l’intégrale de Riemann  

de façon résumée: 

Le calcul intégral  trouve  son origine  et sa motivation  dans  

les problèmes géométriques du calcul des aires des figures plans  

curvilignes, des volumes des corps solides ronds, etc.  

Habituellement on interprète l’intégrale d’une fonction à valeurs  

réelles comme l’aire du domaine compris entre l’axe des abscisses  

et la courbe représentative de la fonction. L’idée de Riemann  

a été de repartir de cette évaluation de l’aire en montrant qu’elle  

pouvait se faire même pour les fonctions non continues. Bien que  

la théorie d’intégration de Riemann permet de calculer l’intégrale  

d’une très grande classe de fonctions et elle possède de nombreux  

atouts dont : la facilité de construction, interprétation visuelle  

immédiate, puissance d’utilisation (toutes les fonctions  

usuelles  sont Riemann intégrable, théorèmes puissants) mais  
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elle a aussi d’autres inconvénients, car on ne peut intégrer que  

des fonctions bornées, et les théorèmes sont souvent disponibles  

sous des hypothèses souvent trop fortes. Deux types de théorèmes  

sont peu satisfaisants: les théorèmes d’intégration d’une suite  

de fonction, le théorème fondamental de l’analyse. 

Le deuxième chapitre on va parler sur l’intégrale de Stieltjes  

de façon détaillée: 

la définition de l’intégrale de Stieltjes, les conditions pour  

appliquer cette intégrale, des propriétés de intégrale de Stieltjes,  

des théorèmes et leurs démonstrations, ainsi que des exemples  

simples pour mieux comprendre l’intégrale de Stieltjes. 

Le troisième chapitre on propose  des exemples d’applications  

de l’intégrale de Stieltjes à la sommation de certaines séries,  

importantes en théorie des nombres. 
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𝑪𝒉𝒂𝒑𝒊𝒕𝒓𝒆 𝟎𝟏:  

𝒍′𝒊𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒂𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏 ∶ 

 

 Dans ce chapitre  la définition de l’intégrale est due à Darboux 

 (1842-1917); elle est équivalente à celle donnée un peu plus tôt  

 par B. Riemann (1826-1866) . 

 

1-1: Définition de l’intégrale de Riemann: 

 

Définition 1-1: (Subdivision d'un intervalle) 

Soit  [𝑎, 𝑏] un intervalle fermé borné de ℝ ,On appelle subdivision  

de l’intervalle   [𝑎, 𝑏],  toute  suite  finie  strictement  croissante, 

 𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛  telle que   𝑥0 = 𝑎 𝑒𝑡  𝑥𝑛 = 𝑏 . 

Autrement dit  𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

 

Un raffinement d’une subdivision σ est une subdivision  σ′ 

 du même intervalle, formée en rajoutant des points. 

On dit alors que  σ′ est plus fine que σ.   
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. 

Le pas d’une subdivision σ est la quantité  

‖𝜎‖ ∶=  max
0<𝑖<𝑛

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖). 

 

Définition 1-2:(Fonction en escalier) [𝟏: 𝒑𝟒] 

Soit la fonction  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ . On dit que f est  fonction en escalier 

s'il existe une subdivision 𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛 𝑑𝑒 [𝑎, 𝑏] et des nombres  

réels 𝑐1………..𝑐𝑛 ,telle que ∀ 𝑖 ∈ {1… . . 𝑛}  𝑜𝑛 𝑎: 

∀ 𝑥 ∈  ]𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖[       𝑓(𝑥) = 𝑐𝑖  . 

Autrement dit 𝑓  est une fonction constante sur chacun des sous 

intervalles de la subdivision. 

 

 

Définition 1-3:(Intégrale des fonctions en escalier) [𝟏: 𝒑𝟒] 

Soit  𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ   une fonction en escalier , 𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛  

une subdivision , 𝑐𝑖 ∈ ℝ  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 ∈ {1… . . 𝑛}  tels que  

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑖  𝑠𝑢𝑟  ]𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖[ 

Son intégrale ,notée ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, est définie par : 
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∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∑𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1). 

Définition 1-4 :(Fonction bornée) [𝟏: 𝒑𝟒] 

Une fonction 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  est bornée s’il existe  𝑀 ≥0 tel que ∶ 

∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]   |𝑓(𝑥)|  ≤ 𝑀. 

 

Définition 1-5:(Sommes de Darboux) [𝟐: 𝒑𝟗] 

Soient 𝛽([𝑎, 𝑏], ℝ) l’ensemble des fonctions réelles bornées  

sur [𝑎, 𝑏], et 𝒮([𝑎, 𝑏])l^' ensemble des subdivision de [𝑎, 𝑏]. 

pour 𝑓 ∈ 𝛽([𝑎, 𝑏], ℝ) et  𝜎 ∈ 𝒮([𝑎, 𝑏]). 

 𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 ∶ 

𝑚𝑖 = min
[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

𝑓. 

𝑀𝑖 = max
[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

𝑓. 

et: 

𝑠(𝑓, 𝜎) =∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

𝑚𝑖 . 

𝑆(𝑓, 𝜎) =∑(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

𝑀𝑖 . 

∆(𝑓, 𝜎) =  𝑆(𝑓, 𝜎) − 𝑠(𝑓, 𝜎) =∑(𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑥𝑖−1)(𝑀𝑖 −𝑚𝑖). 
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𝑠(𝑓, 𝜎) 𝑒𝑡 𝑆(𝑓, 𝜎) sont  respectivement  la petite et la grande  

somme de Darboux  associée à 𝑓 𝑒𝑡 𝜎 . 

 

Définition 1-6:(Intégrabilité sur [a, b]) [3:p11] 

Une fonction 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ est dite intégrable sur [𝒂, 𝒃], si 

∀𝜀 > 0, ∃𝑓1,𝑓2: [𝑎, 𝑏] → ℝ  fonctions en escaliers telles que: 

1. 𝑓1  ≤ 𝑓 ≤ 𝑓2   (𝑖. 𝑒.  ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓2 (𝑥) ). 

2. |∫ 𝑓2

𝑏

𝑎

(𝑥)𝑑𝑥 − ∫𝑓1

𝑏

𝑎

(𝑥)𝑑𝑥| < 𝜀. 

 

Définition 1-7:(Intégrabilité au  sens de Riemann) 

Une fonction bornée f  est dit intégrable au sens de Riemann sur 

 [a,b] si: 

𝑙𝑖𝑚
‖𝜎‖→0

∆(𝑓, 𝜎) = 0. 

 

1-2 : Intégrabilité de certaines fonctions : 

1-2-1 : Fonction continue : 

Théorème 1-1: [2:p1] 

Si  𝑓 est une fonction continue sur [𝑎, 𝑏] , alors 𝑓 est intégrable 

sur  [𝑎, 𝑏],  De plus si  𝐹 est une primitive de 𝑓 sur[𝑎, 𝑏] ,  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎).
𝑏

𝑎
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1-2-2: Fonction continue par morceaux: 

 

Définition 1-8:(Continue par morceaux)  

Une fonction 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ est dite continue par morceaux s'il  

existe une subdivision  𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛 telle que, pour tout   

de {0……𝑛 − 1} la restriction 𝑓𝑘 de 𝑓 à ]𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1[ est continue. 

pour chaque  𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}  existe une application 𝑓𝑖 , définie  

et continue. Sur le segment ]𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1[ et vérifiant∶ 

∀ 𝑥 ∈  ]𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1 [, 𝑓𝑘(𝑥) =  𝑓(𝑥). 

 

Théorème 1-2: 

Si 𝑓 est une fonction continue par morceaux sur[𝑎, 𝑏] , alors 𝑓  

est intégrable sur [𝑎, 𝑏]. 



Chapitre 1                                                                                                     l’intégrale de Riemann               

6 
 

Corollaire 1-1: 

Si 𝑓 est continue par morceaux sur le segment [𝑎, 𝑏], 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= ∑ ∫ 𝑓𝑘

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

(𝑡)𝑑𝑡

𝑛−1

𝑘=0

 

(On utilise la relation de Chasles, énoncée ci-après). 

 

1-2-3:Une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité:  

 

 Définition 1-9: 

On dira qu’une partie 𝐴 𝑑𝑒 ℝ est négligeable si pour tout 𝜀 > 0  

 il existe une suite (𝐼𝑛)𝑛≥0d’intervalles  𝐼𝑛 = ]𝑎𝑛, 𝑏𝑛[ tels que∶ 

𝐴 ⊂⋃𝐼𝑛

𝑛≥0

    𝑒𝑡 ∑(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)

𝑛≥0

≤ 𝜀  . 

 

Définition 1-10: 

Un ensemble 𝐸 est dit  dénombrable  si il existe 

une  bijection entre   𝐸 et l’ensemble des naturels    ℕ. 

  

Exemples : 

ℕ, ℤ 𝑒𝑡 ℚ sont dénombrables. 
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Proposition 1-1: 

1-Un singleton  est négligeable.  

2-un ensemble fini de points est négligeable. 

3-un ensemble dénombrable  est négligeable.  

4-une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est  

négligeable . 

 

Théorème 1-3:  

Pour qu’une fonction 𝑓 ∈ 𝛽([𝑎, 𝑏], ℝ) soit  R- intégrable, il faut 

 et il suffit que l’ensemble de ses  points de discontinuité, 

 soit négligeable.  

 

1-3:Propriétés de l’intégrale de Riemann : [4:p21] 

Soient  𝑓, 𝑔  deux fonctions intégrables sur [𝑎, 𝑏] alors on a   

(1)- Si 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ  est intégrable alors la restriction de 𝑓  à tout 

 intervalle    [𝑎0, 𝑏0] ⊂ [𝑎, 𝑏] est encore intégrable . 

(2)-Relation de Chasles :   

Soit 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 , si  𝑓 est intégrable sur [𝑎, 𝑐] et [𝑐, 𝑏], alors 𝑓 est 

 intégrable sur[𝑎, 𝑏]. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 . 
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(3)-Positivité de l’intégrale 

 Soit 𝑎 < 𝑏 deux réels∶ 

𝑠𝑖    𝑓 ≤ 𝑔    𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 .
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 En particulier l'intégrale d'une fonction positive est positive : 

𝑠𝑖 𝑓 > 0   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 0
𝑏

𝑎

 . 

(4)-La linéarité de l’intégrale : 

 Pour tous réels  𝜆, 𝜇 on a : 

∫(𝜆𝑓(𝑥) + 𝜇𝑔(𝑥))𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

𝜆∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + μ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

. 

(5)-𝑓 × 𝑔 est une fonction intégrable sur [𝑎, 𝑏] mais en générale 

∫(𝑓𝑔)(𝑥)𝑑𝑥 ≠ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 × ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

.       

(6)−|𝑓| est une fonction intégrable sur [𝑎, 𝑏] ∶ 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

| ≤ ∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

(7)-Les bornes d’intégration sont confondues: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

𝑎

𝑎

 

(8)-On permute les bornes d^' intégration: 
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∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

−∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

𝑎

𝑏

 

(9)-intégration par parties :  

Soient 𝑓, 𝑔 ∈ ∁1[𝑎, 𝑏] alors   

∫𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

[𝑓𝑔]𝑎
𝑏 − ∫𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

Exemple 01 : 

Calcul de ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0
. 

 On pose 𝑓(𝑥 ) = 𝑥 et 𝑔′(𝑥 ) = 𝑒𝑥 .alors 𝑓′(𝑥) = 1 et 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 . 

La formule d’intégration par parties donne∶ 

∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

1

0

𝟏

𝟎

 

                  = [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]0
1 −∫𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

                  = [𝑥𝑒𝑥]0
1 −∫1. 𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

 

                  = (1. 𝑒1 − 0. 𝑒0) − [𝑒𝑥]0
1 . 

                  = 𝑒 − (𝑒1 − 𝑒0) = 1. 

(10)-première formule de moyenne∶ 

Soit  𝑓 une fonction  réelle continue sur  [𝑎, 𝑏] , il existe  

un point 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que∶ 
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𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥   𝑜𝑢  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎)𝑓𝑐)   

𝑏

𝑎

 

𝑏

𝑎

 

(11)-deuxième formule  de moyenne :   

Soient 𝑓 une fonction  réelle continue sur [𝑎, 𝑏],et 𝜑 bornée 

 et monotone dans [𝑎, 𝑏] .on a alors: Il existe    𝜉𝜖]𝑎, 𝑏 [,tel que ∶ 

            ∫ 𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

  𝜑(𝑎)∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑏)∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

𝑏

𝜉

𝜉

𝑎

  

 

1-4: Utilisation de l’intégrale de Riemann : 

Calculer des limites de sommes à partir d'intégrales. 

 

Théorème  1-3: [5-p1] 

Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction intégrable, alors : 

𝑠𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓 (𝑎 + 𝑘

𝑏 − 𝑎

𝑛
)
𝑛→∞
→   ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑛

𝑘=1

 . 

La somme 𝑠𝑛 s’appelle la somme de Riemann associée à l’intégrale 

 et correspond à une subdivision régulière de l’intervalle [𝑎, 𝑏]  

en 𝑛  petits  intervalles.  La hauteur de chaque rectangle étant  

évaluée à son extrémité droite. 

Le cas le plus utile est le cas où 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 alors 
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𝑏 − 𝑎

𝑛
=
1

𝑛
 𝑒𝑡 𝑓 (𝑎 + 𝑘

𝑏 − 𝑎

𝑛
) = 𝑓 (

𝑘

𝑛
) 

 et ainsi  

𝑠𝑛 =
1

𝑛
∑𝑓 (

𝑘

𝑛
)
𝑛→∞
→   ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0

𝑛

𝑘=1

. 

Exemple 02 : 

Soit  (𝑈𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par : 

𝑈𝑛 = ∑
𝑛

𝑛2 + 𝑘2

𝑛

𝑘=1

 

On va calculer sa limite  

𝑂𝑛 𝑎  𝑈𝑛 = ∑
𝑛

𝑛2 + 𝑘2

𝑛

𝑘=1

= ∑
1

𝑛

1

1 +
𝑘2

𝑛2

=
1

𝑛
∑

1

1 +
𝑘2

𝑛2

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

 

On a donc une somme de Riemann pour la fonction continue  

sur  [0, 1] définie par  

𝑓 (𝑥) =  
1

1 + 𝑥2
 , 

On  sait que  𝑈𝑛 converge  alors   vers  

 

∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

1

0

  = ∫
1

1 + 𝑥2

1

0

 𝑑𝑥 =  [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥]0
1 

                 

                             =
π

4
.                                   
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Exemple 03 : 

Soit (𝑈𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par∶ 

𝑈𝑛 = ∑
1

𝑛 + 𝑘

2𝑛−1

𝑘=𝑛

 

on va calculer sa limite : 

Un changement d’indice donne 

∑
1

𝑛 + 𝑘
= ∑

1

𝑗 + 2𝑛
=
1

𝑛
∑

1

2 + 𝑗
𝑛

𝑛−1

𝑗=0

𝑛−1

𝑗=0

2𝑛−1

𝑘=𝑛

 

qui est une somme de Riemann pour la fonction continue 

 𝑓(𝑥) =  
1

2 + 𝑥
 

𝑠𝑢𝑟 [0,1]𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖  

∑
1

𝑛 + 𝑘 𝑛→∞
→   ∫

𝑑𝑥

2 + 𝑥

1

0

2𝑛−1

𝑘=𝑛

= 𝑙𝑛
3

2
. 

 

1-5 : Exemples : 

Exemple 01 : 

𝑓(𝑥) = {

1

𝑞
       𝑠𝑖 𝑥 =

𝑝

𝑞
      𝑒𝑡 (𝑝, 𝑞) = 1.

0                                  𝑠𝑖𝑛𝑜𝑢 .

 

est discontinue dans [0,1] ∩ ℚ .donc  Intégrable car ∶ 

l’ensemble  [0,1] ∩ ℚ  est dénombrable  donc négligeable. 
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Exemple 02 : 

𝑓(𝑥) = {
1    𝑠𝑖 𝑥 ∈ ℚ
−1           𝑠𝑖𝑛𝑜𝑢

 

est discontinue partout et comme  ℝ n' est pas dénombrable ;donc  

non intégrable. 

 

Exemple 03∶ 

Soit  𝑓 ∈  [0,1] telle que  

𝑓(𝑥) = {
1               𝑠𝑖 𝑥 ∈ ℚ.
0                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑢.

 

est discontinue partout ; donc non R-intégrable, en effet :   

Soit 𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛 une subdivision de [0, 1]. Pour tout 

 1 ≤  𝑖 ≤  𝑛,  

l’intervalle [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] contient un rationnel 𝛼𝑖  et un irrationnel 𝛽𝑖  

(par densité de  ℚ  et  ℚ𝑐 dans 𝑅) 

On a alors           

       𝑓(𝛼𝑖) = 1   𝑑’𝑜ù sup
𝑥∈[𝑥𝑘,𝑥𝑘+1[

𝑓(𝑥) = 1  

et                             

      𝑓(𝛽𝑖) =  0 𝑑’𝑜ù inf
𝑥∈[𝑥𝑘,𝑥𝑘+1[

𝑓(𝑥) = 0. 

On en déduit facilement que 

𝐼−(𝑓) =  0 𝑒𝑡 𝐼+(𝑓)  =  1. 
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pour toute subdivision 𝜎. On ne peut donc pas vérifier  

la définition de la Riemann intégrabilité ∶ 

 avec 𝜀 =
1

2
, comment trouver  une subdivision 𝜎 telle que :  

1 = 1 − 0    𝑒𝑡  𝐼+(𝑓)−𝐼−(𝑓) ≤ 𝜀.  

La fonction 𝑓 n’est pas Riemann-intégrable. On verra qu’elle est 

Stieltjes intégrable. 
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𝑪𝒉𝒂𝒑𝒊𝒕𝒓𝒆 𝟎𝟐 ∶ 

𝑳′𝒊𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒂𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝑺𝒕𝒊𝒆𝒍𝒕𝒋𝒆𝒔. 

 

On  a  vu  au  chapitre 1,  l’intégrale  de  Riemann de la fonction  𝑓 

 définie sur [𝑎, 𝑏] par rapport à la variable  𝑥 nous allons définir   

une nouvelle intégrale, celle de Stieltjes, en remplaçant  la variable  

d’intégration  𝑥 par une fonction 𝑔 qui n’est pas toujours  

continue. 

 

2-1: Définition de l’intégrale de Stieltjes : 

 

Définition 2-1: (Subdivision d'un intervalle)[𝟕: 𝒑𝟏𝟐𝟕] 

Soit  [𝑎, 𝑏] un intervalle fermé borné de ℝ ,On appelle subdivision  

de l’intervalle   [𝑎, 𝑏],  toute  suite  finie  strictement  croissante, 

 𝜎 = (𝑥𝑖)0<𝑖<𝑛 , telle que   𝑥0 = 𝑎 𝑒𝑡  𝑥𝑛 = 𝑏 . 

Autrement dit  𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Un raffinement  d’une  subdivision  σ est  une  subdivision  σ′ 

 du  même  intervalle, formée  en  rajoutant  des  points. 
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On  dit alors que  σ′ est plus fine que σ. 

Le pas d’une subdivision σ est la quantité  

‖𝜎‖ ∶=  max
0<𝑖<𝑛

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖). 

Pour  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  et  𝜎 ∈ 𝑆[𝑎, 𝑏], on pose : 

𝑉(𝑓, 𝜎) =  ∑ |𝑓(𝑥𝑖+1) −  𝑓(𝑥𝑖)|
𝑗

 . 

 

Définition 2-2:(La somme de Stieltjes)  [𝟔: 𝒑𝟑] 

Soit  𝜎 une subdivision de l’intervalle [𝑎, 𝑏] ; et soit  𝑡𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] 

tels que pour tout 𝑘 = 1, … , 𝑛 . 

La somme de Stieltjes  de 𝑓 par rapport à 𝑔 est :  

𝑆(𝜎, 𝑓, 𝑔) = ∑ 𝑓(𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

)(𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘−1)). 

 

Définition 2-3 : (Intégrabilité au sens de Stieltjes) 

Une fonction 𝑓 est dite intégrable au sens de Stieltjes par rapport   

à 𝑔 sur  [𝑎, 𝑏] , s’il existe 𝐴 ∈ ℝ  tel que 

 𝑆(𝜎, 𝑓, 𝑔) → 𝐴          𝑎𝑣𝑒𝑐  max
𝑘

|𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘+1)| → 0. 
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Exemple 2-1:  

Soit   𝑓(𝑥) = 𝑥   𝑒𝑡   𝑔(𝑥) = 𝑥 + [𝑥]    Trouver   ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥).
10

0
 

 

Solution : 

Considérons la subdivision :   𝜎 = {0,
1

𝑛
,

2

𝑛
, … . . ,

10𝑛

𝑛
} . puis  

𝑆(𝜎, 𝑓, 𝑔) = ∑    𝑓(𝑡𝑘) (𝑔 (
𝑘

𝑛
) − 𝑔 (

𝑘 − 1

𝑛
))

10𝑛

𝑘=1

 

                                  = ∑ 𝑡𝑘 ((
𝑘

𝑛
+ [

𝑘

𝑛
]) − (

𝑘 − 1

𝑛
+ [

𝑘 − 1

𝑛
]))

10𝑛    

𝑘=1

 

               = ∑      𝑡𝑘 (
1

𝑛
+ ([

𝑘

𝑛
] − [

𝑘 − 1

𝑛
]))

10𝑛

𝑘=1

 

                  = ∑
 𝑡𝑘

𝑛

10𝑛  

𝑘=1

+ ∑   𝑡𝑘 ([
𝑘

𝑛
] − [

𝑘 − 1

𝑛
])

10𝑛

𝑘=1

. 

𝑃𝑢𝑖𝑠  

∑
 𝑡𝑘

𝑛
→ ∫ 𝑥

10

0

10𝑛

𝑘=1

𝑑𝑥 =
𝑥2

2
|

𝑥=0

10

= 50 

𝑒𝑡 

∑   𝑡𝑘 ([
𝑘

𝑛
] − [

𝑘 − 1

𝑛
])

10𝑛

𝑘=1

= ∑ 𝑡(𝑖+1)𝑛((𝑖 + 1) − 𝑖) → 55.

9

𝑖=0

 

𝑄𝑢𝑎𝑛𝑑  𝑛 → ∞  𝑜𝑛 𝑎 ∶ 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥) = 50 + 55 = 105.

10

0
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2-2 : Les fonctions à variation bornée : 

 

La notion de fonction  à variation bornée a été introduite par  

Camille  Jordan. Cette classe des fonctions est très importante 

pour l’intégration au sens de Stieltjes. 

 

Définition 2-4 : (Fonction à variation bornée) [3:p94] 

Une fonction 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] →  ℝ est dite à variation bornée  

sur  [𝑎, 𝑏] si: 

𝑉𝑓[𝑎, 𝑏] ≔ sup
𝜎∈𝑆[𝑎,𝑏]

𝑉(𝑓, 𝜎) < ∞. 

On désigne par   𝑉𝐵[𝑎, 𝑏]  l’ensemble des fonctions à variation 

bornée sur  [𝑎, 𝑏].                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 

Théorème 2-1: [7:p128] 

Si  𝑓 une fonction monotone  sur  [𝑎, 𝑏] alors  𝑓 à variation bornée  

sur  [𝑎, 𝑏]. 

Preuve : 

Soit  𝑓 croissante alors pour toute subdivision 𝜎 sur [𝑎, 𝑏] on pose: 

     ∆𝑓𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘−1)    ,          𝑜𝑛 𝑎  ∆𝑓𝑘 ≥ 0   
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     𝑉(𝑓, 𝜎) = ∑|∆𝑓𝑘|

𝑛

𝑘=1

 

                         = ∑ ∆𝑓𝑘

𝑛

𝑘=1

  

                         = ∑[𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘−1)]

𝑛

𝑘=1

 

                           = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎). 

Théorème 2-2: 

Soit  𝐼 désigne le segment  [𝑎, 𝑏] de  ℝ. 

Si 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼, ℝ), alors  𝑓 est à variation bornée et  

𝑉[𝑎,𝑏]( 𝑓) = ∫‖𝑓′(𝑥)‖

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥. 

Preuve : 

Tout d’abord, 𝑓 est à variation bornée et  

𝑉[𝑎,𝑏]( 𝑓) ≤ ∫‖𝑓′(𝑥)‖

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥. 

Soit en effet   𝜎 = {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} une subdivision de  𝐼 

𝑉(𝑓, 𝜎) = ∑‖𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)‖

𝑛−1

𝑖=0

 

        = ∑ ‖ ∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

‖

𝑛−1

𝑖=0

 



Chapitre 2                                                                                              l’intégrale de Stieltjes 

23 
 

       ≤ ∑ ∫ ‖𝑓′(𝑥)‖𝑑𝑡

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

 = ∫‖𝑓′(𝑥)‖𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

Théorème 2-3 : 

Si  𝑔 une fonction continument dérivable sur  [𝑎, 𝑏] alors  

 𝑔 à variation bornée sur [𝑎, 𝑏]. 

 Preuve :  

Soit  𝜎 une subdivision sur  [𝑎, 𝑏]  . Il existe 𝑀 > 0 tell que : 

|𝑔′(𝑥)| ≤ 𝑀  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] . 

Et par le théorème de la valeur moyenne, on a :  

∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛   ,         ∃  𝑐𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]       

|𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘−1)| = |𝑔′(𝑐𝑘)|(𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘) ≤ 𝑀(𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘) 

Ainsi 

𝑉(𝑔, 𝜎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Remarque  01 : 

La réciproque est fausse ; Il existe des fonctions à variation bornée  

qui ne sont pas continument  dérivables.  

Exemple 2-2: 

La fonction indicatrice de  ℚ est à variation bornée mais  

non continue. 
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  Théorème 2-4 : 

Si 𝑔 une fonction monotone sur [𝑎, 𝑏] alors 𝑔 a variation bornée 

 sur  [𝑎, 𝑏]. 

Preuve : 

Soient 𝑔 une fonction croissante sur  [𝑎, 𝑏] et 𝜎  une subdivision 

Sur [𝑎, 𝑏]  on a : 

∑|𝑔(𝑥𝑗) − 𝑔(𝑥𝑗−1)| = ∑ (𝑔(𝑥𝑗) − 𝑔(𝑥𝑗−1))

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

                                                            =  𝑔(𝑥𝑛) − 𝑔(𝑥0) 

                                                            = 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) = 𝑀 < ∞ 

Donc 

𝑉(𝑓, 𝜎) ≤ 𝑀. 

Remarque 2-2 : 

La réciproque est fausse ; Il existe des fonctions à variation bornée  

Qui ne sont pas monotone.  

Exemple 2-3 : 

𝑔(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑥)  fonction à variation bornée sur  [0,2𝜋] mais non  

Monotone. 

Théorème 2-5: 

  Si 𝑔 a variation bornée sur [𝑎, 𝑏] 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑔  une fonction bornée 

 sur  [𝑎, 𝑏]  
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Preuve : 

Soit  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] et par la définition,  

on a  

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)| ≤ |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)| + |𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝑉(𝑔, 𝜎) 

Donc par l’inégalité  triangulaire   

|𝑔(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑎)| +  𝑉(𝑔, 𝜎). 

Remarque 2-3 :  

La réciproque est fausse ; Il existe des fonctions  bornées  

qui ne sont pas à variation bornée. 

 

Exemple 2-4 :  

𝑓(𝑥) = {sin (
1

𝑥
)     𝑥 ≠ 0

0             𝑥 = 0

 

 𝑓 une fonction bornée mais non à variation bornée sur  [𝑎, 𝑏]. 
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2-3:Existence  de l’intégrale de Stieltjes: 

Nous considérons  maintenant un cas important  dans lequel  

l’intégrale  de Stieltjes  existe. 

 

Théorème 2-6: 

Si  𝑓 est continue sur  [𝑎, 𝑏] , et si  𝑔 fonction à variation bornée  

sur  [𝑎, 𝑏] ; alors  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔)  et la fonction  

𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥) .

𝑡

0

 

Vérifie les propriétés suivantes : 

(1) 𝐹 est une fonction a variation bornée sur [𝑎, 𝑏] . 

(2) 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont continue sur même point  . 

 

Théorème 2-7:  [𝟕: 𝒑𝟏𝟐𝟖] 

Si  𝑓 une fonction continue et 𝑔 une fonction croissante (resp  

décroissante)  alors  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)  
𝑏

𝑎
existe. 

 

Preuve : 

Pour la démonstration de ce théorème on utilise quelque  

propriété  de fonction continue. Le résultat  est  claire sans preuve.  
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Exemple 2-5: 

On va calculer    

∫ 𝑥𝑑(𝑥2)

1

0

. 

Par définition de l’intégrale de Stieltjes on a : 

                    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

1

0

= 𝑙𝑖𝑚 
𝑛→∞

∑ 𝑓 (
𝑖

𝑛
) [𝑔 (

𝑖

𝑛
) − 𝑔 (

𝑖−1

𝑛
)]

𝑛

𝑖=0

. 

 

Donc : 

∫ 𝑥𝑑(𝑥2)

1

0

= 𝑙𝑖𝑚 
𝑛→∞

∑ 𝑖

𝑛

2𝑖−1

𝑛

𝑛

𝑖=0

1

𝑛
. 

Mais : 

               ∑ 𝑖2

𝑛

𝑖=1 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 . 

                                                 ∑ 𝑖 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
.

𝑛

𝑖=1

 

Donc :  

∫ 𝑥𝑑(𝑥2)

1

0

= 𝑙𝑖𝑚 
𝑛→∞

1

𝑛3
[
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

3
−

𝑛(𝑛 + 1)

2
] =

2

3
. 
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2-4:Propriétés de l’intégrale de Stieltjes: [𝟕: 𝒑𝟏𝟑𝟏] 

 

Nous présentons maintenant  quelque  propriétés  utilise dans  

l’intégrale de Stieltjes .Les fonction  𝑓 𝑒𝑡 𝑔 dans les propriétés  

suivantes  sera complexe  sauf  indication contraire. 

 

2-4-1 : Table des propriétés :  

Dans la liste suivante 𝑘 une constante, 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 deux fonctions   

continues et croissantes. 

(𝟏): ∫ 𝑑𝑔(𝑥) =

𝑏

𝑎

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎). 

(𝟐):Si 𝑔 est constante alors: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 0.

𝑏

𝑎

 

(𝟑): ∫ 𝑓(𝑥)𝑑[𝑔(𝑥) + 𝑘] = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

𝑏

𝑎

𝒃

𝒂

 

(𝟒): ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

𝑏

𝑎

𝒃

𝒂

 

(𝟓): ∫[𝑓𝟏(𝑥) + 𝑓𝟐(𝑥)]𝑑𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓𝟏(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑏

𝑎

∫ 𝑓𝟐(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

𝑏

𝑎

𝒃

𝒂

 



Chapitre 2                                                                                              l’intégrale de Stieltjes 

29 
 

(𝟔): ∫ 𝑓(𝑥)𝑑[𝑔𝟏(𝑥) + 𝑔𝟐(𝑥)] = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔1(𝑥) +

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔2(𝑥).

𝑏

𝑎

𝒃

𝒂

 

(𝟕):Si  ℎ(𝑥)  ≥ 0 et 𝑔 est une fonction croissante sur [𝑎, 𝑏] alors :  

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) ≥ 0.

𝑏

𝑎

 

 

(𝟖):Si |𝑓|  ∈  𝑆𝑇(𝑔) sur [𝑎, 𝑏]  alors : 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

| ≤ ∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑔(𝑥) .

𝑏

𝑎

 

(𝟗): Soit  {𝑓𝑛(𝑥)} une suite de fonctions tel que  𝑓𝑛 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) 

 dans [𝑎, 𝑏]. Si  {𝑓𝑛(𝑥)} converge vers une fonction 𝑓uniformement  

dans [𝑎, 𝑏],  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) dans [𝑎, 𝑏] 𝑒𝑡 𝑜𝑛  𝑎 ∶ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = lim
𝑛→∞

∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
. 

 

2-4-2 : Propriété linéaire : [7:p142] 

Théorème 2-8:  

 Si 𝑓1, 𝑓2 ∈  𝑆𝑇(𝑔) sur [𝑎, 𝑏] alors  𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2  ∈  𝑆𝑇(𝑔) sur  [𝑎, 𝑏] 

𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  

∫(𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2) 𝑑𝑔 = 𝑐1 ∫ 𝑓1𝑑𝑔 + 𝑐2 ∫ 𝑓2𝑑𝑔.

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
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Preuve : 

Soient  ℎ = 𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2  et  𝜎 une subdivision sur  [𝑎, 𝑏] ,on a  

𝑆(𝜎, ℎ, 𝑔) = ∑ ℎ(𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

)(𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘−1)) 

                  = 𝑐1 ∑ 𝑓1(𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

)(𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘−1))

+ 𝑐1 ∑ 𝑓2(𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

)(𝑔(𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥𝑘−1)) 

                  = 𝑐1𝑆(𝜎, 𝑓1, 𝑔)+= 𝑐2𝑆(𝜎, 𝑓2, 𝑔). 

Pour  𝜉 > 0 en choisissent  𝜎𝜉
′  tel que  𝜎 ⊇ 𝜎𝜉

′   cela implique∶ 

|𝑆(𝜎, 𝑓1, 𝑔) − ∫ 𝑓1𝑑𝑔

𝑏

𝑎

| < 𝜉 

 et en choisissent 𝜎𝜉
′′ tel que 𝜎 ⊇ 𝜎𝜉

′′  cela implique :  

|𝑆(𝜎, 𝑓2, 𝑔) − ∫ 𝑓2𝑑𝑔

𝑏

𝑎

| < 𝜉. 

Si  𝜎𝜉 = 𝜎𝜉
′ ∪ 𝜎𝜉

′′  alors  

|𝑆(𝜎, ℎ, 𝑔) − 𝑐1 ∫ 𝑓1𝑑𝑔 − 𝑐2 ∫ 𝑓2𝑑𝑔

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

| ≤ |𝑐1|𝜉 + |𝑐2|𝜉 . 
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Théorème 2-9 : 

Si  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) et  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑘) sur  [𝑎, 𝑏] alors  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑐1𝑔 + 𝑐2𝑘) 

sur  [𝑎, 𝑏],alors 

∫ 𝑓𝑑(𝑐1𝑔 + 𝑐2𝑘) = 𝑐1 ∫ 𝑓𝑑𝑔 + 𝑐2 ∫ 𝑓𝑑𝑘.

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 

Théorème 2-10: 

Si  𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] alors  

∫ 𝑓 𝑑𝑔 = ∫ 𝑓𝑑𝑔 + ∫ 𝑓𝑑𝑔

𝑏

𝑐

 .

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎

 

On en déduit :                        

  ∫ 𝑓 𝑑𝑔 = − ∫ 𝑓𝑑𝑔.

𝑏

𝑎

𝑎

𝑏

 

Preuve : 

Si  𝜎 une subdivision sur  [𝑎, 𝑏] et  𝑐 ∈ 𝜎 ,alors : 

𝜎′ = 𝜎 ∩ [𝑎, 𝑐]     𝑒𝑡  𝜎′′ = 𝜎 ∩ [𝑐, 𝑑] 

On a  

 𝑆(𝜎, 𝑓, 𝑔) = 𝑆(𝜎′, 𝑓, 𝑔) + 𝑆(𝜎′′, 𝑓, 𝑔) 

Si   𝜎′ = 𝜎 ∩ [𝑎, 𝑐]  alors   |𝑆(𝜎′, 𝑓, 𝑔) − ∫ 𝑓𝑑𝑔
𝑐

𝑎
| ≤

𝜉

2
. 

et si  𝜎′′ = 𝜎 ∩ [𝑎, 𝑐]  alors   |𝑆(𝜎′′, 𝑓, 𝑔) − ∫ 𝑓𝑑𝑔
𝑏

𝑐
| ≤

𝜉

2
. 
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donc 

  |𝑆(𝜎, 𝑓, 𝑔) − ∫ 𝑓𝑑𝑔 − ∫ 𝑓𝑑𝑔

𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

| < 𝜉. 

Ensuite : 

0 = ∫ 𝑓 𝑑𝑔 = ∫ 𝑓𝑑𝑔 + ∫ 𝑓𝑑𝑔

𝑎

𝑏

   

𝑏

𝑎

𝑎

𝑎

 

Donc   

∫ 𝑓 𝑑𝑔 = − ∫ 𝑓𝑑𝑔

𝑏

𝑎

𝑎

𝑏

 

 

2-4-3:Intégration  par parties :[𝟕: 𝒑𝟏𝟒𝟔] 

 

Théorème  2-11 : 

Si  𝑓est fonction à variation bornée et  𝑔 est continue alors  

l’intégrale de Stieltjes de  𝑓 par rapport  à  𝑔 elle est  existé  

telle  que 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝑔(𝑎) − ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 . 
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Preuve: 

On a   

   𝜎∆ = ∑ 𝑓(𝜉𝑘)[𝑔(𝑥𝑘+1) − 𝑔(𝑥𝑘)]

𝑛−1

𝑘=0

,     𝑥𝑘 ≤ 𝜉𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1 

              = − ∑ 𝑔(𝑥𝑘)[𝑓(𝜉𝑘) − 𝑓(𝜉𝑘−1)]

𝑛−1

𝑘=1

− 𝑔(𝑎)[𝑓(𝜉0) − 𝑓(𝑎)]

− 𝑔(𝑏)[𝑓(𝑏) − 𝑓(𝜉𝑛−1)] + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎). 

Comme 

𝑓(𝜉0) − 𝑓(𝑎)  , 𝑒𝑡 𝑓(𝜉𝑛−1) − 𝑓(𝑏)  tendent  vers  0, 

on obtient  

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥) =

𝑏

𝑎

− ∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎).

𝑏

𝑎

 

 

Exemple 2-6 : 

Soit   𝑓(𝑥) = 𝑥   et   𝑔(𝑥) = 𝑥 + [𝑥]    et  

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(10)𝑔(10) − 𝑓(0)𝑔(0) − ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥).

10

0

10

0

 

= 10 × 20 − 0 × 0 − ∫ (𝑥 + |𝑥|)𝑑𝑥.

10

0

 

            = 200 − 50 − ∫ [𝑥]𝑑𝑥

10

0

= 150 − 45 =  105. 
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2-4-4:Intégrale de Riemann : 

Propriété 2-1 : 

Si  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) et la dérivé de  𝑔 est continue sur  [𝑎, 𝑏] ,alors 

 on a 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

 

2-4-5:Changement des variables :[𝟕: 𝒑𝟏𝟒𝟒] 

Théorème 2-12 : 

On suppose que  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) sur  [𝑎, 𝑏] et  ℎ est une fonction  

continue et strictement croissante  sur  [𝑐, 𝑑]  

avec  𝑎 = ℎ(𝑐) , 𝑏 = ℎ(𝑑), 𝑘 = 𝑓 ∘ ℎ, 𝑙 = 𝑔 ∘ ℎ . 

 Soit  𝑘 ∈ 𝑆𝑇(𝑙) sur  [𝑐, 𝑑] 

alors 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(ℎ(𝑡))𝑑𝑔(ℎ(𝑡)) =

𝑑

𝑐

∫ 𝑘(𝑡)𝑑𝑙(𝑡) .

𝑑

𝑐

 

 

Exemple  2-7: 

Soit  𝑦 = √𝑥 ,on a : 

∫([√𝑥] + 𝑥2) 𝑑√𝑥

4

0

=  ∫([𝑦] + 𝑦4)𝑑𝑦

2

0
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                                   = ∫[𝑦]𝑑𝑦 + ∫ 𝑦4𝑑𝑦 =

2

0

2

0

 1 +
1

5
 𝑦5|𝑦=0

2 =
37

5
 . 

2-4-6:Théorème de comparaison : 

 

Théorème 2-13 : 

Supposons que  𝑔 une fonction croissante sur  [𝑎, 𝑏] . 

 Si  𝑓, ℎ ∈  𝑆𝑇(𝑔) sur  [𝑎, 𝑏] .Si  𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)  et  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] . 

alors  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

≤ ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

   . 

Corollaire 2-1:  

Si  ℎ(𝑥)  ≥ 0 et  𝑔 est une fonction croissante sur  [𝑎, 𝑏] ,alors  

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) ≥ 0.

𝑏

𝑎

 

2-4-7: Théorème de moyenne: [6:p 137] 

On a    𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] 

Théorème 2-13: 

Soient  𝑓 une fonction continue  et  𝑔 une fonction croissante.  

On a alors  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝜉) ∫ 𝑑𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑎

𝑏

.  
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Théorème 2-14: 

Soient  𝑓 ∈ 𝑆𝑇(𝑔) ,et  𝜑 bornée et monotone dans  [𝑎, 𝑏] . 

On a, alors 

∫ 𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑏

𝑎

  𝜑(𝑎) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) + 𝜑(𝑏) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

𝑏

𝜉

𝜉

𝑎

 

 

2-4-8 :l’intégrale de Riemann contre l’intégrale Stieltjes :  

L’intégrale de Stieltjes  est une modification de l’intégrale  

de Riemann. 

 

 l’intégrale de Riemann  
 

L’intégrale de Stieltjes 

𝑓 est intégrable par 
rapport  à : 

𝑥 𝑔(𝑥) 

Les sommes de Darboux ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 ∆𝑔𝑖 = 𝑔(𝑥𝑖) − 𝑔(𝑥𝑖−1) 
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𝑪𝒉𝒂𝒑𝒊𝒕𝒓𝒆𝟎𝟑: 

𝑨𝒑𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝒍’𝒊𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒂𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝑺𝒕𝒊𝒆𝒍𝒕𝒋𝒆𝒔 

  à 𝒍’𝒂𝒑𝒑𝒓𝒐𝒙𝒊𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝒔é𝒓𝒊𝒆𝒔. 

Dans ce chapitre, on va donner des exemples d’applications de l’intégrale  

de Stieltjes, pour évaluer asymptotiquement certaines séries de théorie  

des nombres. 

3-1:Sommation d’Abel : 

 

Lemme 3-1: 

Soient  {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  et  {𝑏𝑛}𝑛=1

∞  suites des nombres complexes.  

On a : 

     𝐴𝑛 = ∑ 𝑎𝑚

𝑛

𝑚=1

(𝑛 ≥ 1), 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐴0 = 0  

alors 

∑ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑏𝑛 = ∑ 𝐴𝑛(

𝑁−1

𝑛=1

𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) + 𝐴𝑁𝑏𝑁. 

 Preuve : 

∑ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑏𝑛 = ∑(

𝑁

𝑛=1

𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑏𝑛 
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=   ∑ 𝐴𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑏𝑛 − ∑ 𝐴𝑛

𝑁−1

𝑛=1

𝑏𝑛+1 

   = ∑ 𝐴𝑛(

𝑁−1

𝑛=1

𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) + 𝐴𝑁𝑏𝑁 . 

  

Ce lemme constitue un outil simple mais efficace pour manipuler  

des sommes arithmétiques.   

 
Théorème 3-1: (Abel) [𝟗: 𝒑 𝟔] 

 
Soit  𝑓 une fonction de classe ∁1sur un intervalle   [𝑦, 𝑥] , 
 
avec  𝑥 >  𝑦 ≥ 1, et soit  (𝑎𝑛)𝑛≥1 une suite des nombres complexes. 
 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛

𝑛≤𝑥

 

𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

∑ 𝑎𝑛𝑓(𝑛) = 𝐴(𝑥)𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑦)𝑓(𝑦) + ∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

𝑦𝑦<𝑛≤𝑥

 

 
Preuve(1):[9 :p 8]  
 
 (Sans utiliser l'intégrale de  Stieltjes) 
 
𝑃𝑜𝑢𝑟  𝑛 < 𝑡 < 𝑛 + 1 

𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑛) = ∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0
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𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠  

∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 − 𝐴(𝑡) ∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 − 𝐴(𝑛)(𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛)).

𝑛+1

𝑛

𝑛+1

𝑛

 

 
𝑆𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑥 = 𝑁, 𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠. 
 
 On a 

               ∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑁

𝑀

∑ ∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑛+1

𝑁

𝑁−1

𝑛=𝑀

 

 = ∑ 𝐴(𝑛)(𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛))

𝑁−1

𝑛=𝑀

 

 

                = ∑ 𝐴(𝑛 − 1)𝑓(𝑛) − ∑ 𝐴(𝑛)𝑓(𝑛)

𝑁−1

𝑛=𝑀

𝑁

𝑛=𝑀+1

 

                                                                                                    

= − ∑ 𝑓(𝑛)(𝐴(𝑛) − 𝐴(𝑛 − 1)) + 𝑓(𝑁)𝐴(𝑁) − 𝑓(𝑀)

𝑁

𝑛=𝑀+1

𝐴(𝑀) 

                      

                = − ∑ 𝑎𝑛𝑓(𝑛) + 𝑓(𝑁)𝐴(𝑁) − 𝑓(𝑀)𝐴(𝑀)

𝑁

𝑛=𝑀+1

 

                          
 
La formule est démontrée  quand x et y sont entiers.  
 
Quand 𝑥 n’est pas entier, il suffit d’ajouter 
 

∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

[𝑡]

= 𝐴([𝑥])(𝑓(𝑥) − 𝑓(([𝑥])). 
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   Av𝑒𝑐      𝐴([𝑥]) = 𝐴(𝑡).    
   

De méme quand   𝑦 n’est pas entier . 
 
 Preuve(2): 
 
( 𝐸𝑛 𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑎𝑛𝑡  𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑒  𝑆𝑡𝑖𝑒𝑙𝑡𝑗𝑒𝑠 ) 
 
𝐴𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑜𝑛𝑠 𝑙𝑒 𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 2 − 8: 

∑ 𝑎𝑛𝑓(𝑛) =

𝑦<𝑛≤𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝐴(𝑡)

𝑥

𝑦

 

                           = [𝐴(𝑡)𝑓(𝑡)]𝑦
𝑥 − ∫ 𝑓′(𝑡)

𝑥

1

𝐴(𝑡)𝑑𝑡 

 

                           = 𝐴(𝑥)𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑦)𝑓(𝑦) + ∫ 𝐴(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡.

𝑥

𝑦

 

 
Ceci donne le résultat. 

3-2 : Comparaison d'une somme et d'une intégrale : 

Théorème 3-2: 

Soit 𝑓 une fonction monotone sur l'intervalle [𝑦, 𝑥], 

avec 𝑦, 𝑥 ∈ ℤ. 

Si existe 𝜃 = 𝜃(𝑦, 𝑥), 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 0 ≤ 𝜃 ≤ 1  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

∑ 𝑓(𝑛) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜃(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦).

𝑥

𝑦𝒚<𝑛≤𝑥
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Preuve: 

Appliquons le lemme d’Abel, avec   𝑎𝑛 = 1 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛, 

donc 

𝐴(𝑥) = ∑ 10<𝑛≤𝑥 = [𝑥]  (Partie entière de x) 

 

La partie fractionnaire de 𝑥, est  notée  {x}. 

∑ 𝑓(𝑛) − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥

𝑦𝑦<𝑛≤𝑥

∫ 𝑓(𝑡)𝑑[𝑡] −

𝑥

𝑦

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑{𝑡}

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

 

 

On intègre par partie, on trouve 

[−𝑓(𝑡){𝑡}]𝑦
𝑥 + ∫{𝑡}𝑑𝑓(𝑡) = ∫{𝑡}𝑑𝑓(𝑡)

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

 

Avec : 

0 ≤ ∫{𝑡}𝑑𝑓(𝑡)

𝑥

𝑦

< ∫ 𝑑𝑓(𝑡)

𝑥

𝑦

= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) 

C'est-à-dire 

 

∫ {𝑡}𝑑𝑓(𝑡) = 𝜃(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))  
𝑥

𝑦
avec 0 < 𝜃 ≤ 1 
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3-3 : Evaluation de la série  ∑
𝟏

𝒏𝑵≤𝒙  ∶ 

Théorème 3-3: 

         |∑
1

𝑛
− 𝑙𝑜𝑔 𝑥

𝑛≤𝑥

+ 𝛾| <
1

𝑥
   𝑜ù  𝛾 = 1 − ∫ {𝑡}

𝑑𝑡

𝑡2

∞

1

 

Preuve: 

𝑃𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑦 = 0 , 𝑓(𝑛) =
1

𝑛
  𝑒𝑡 𝐴(𝑥) = ∑ 1

1<𝑛≤𝑥

= [𝑥] 

On a 

∑
1

𝑛
1<𝑛≤𝑥

= ∫
𝑑[𝑡]

𝑡

𝑥

1−

 

               = [
[𝑡]

𝑡
]

1−

𝑥

+ ∫
[𝑡]𝑑𝑡

𝑡2

𝑥

1−

 

              =
[𝑥]

𝑥
+ ∫

[𝑡]𝑑𝑡

𝑡2

𝑥

1−

    

               =
𝑥 − {𝑥}

𝑥
+ ∫

𝑡 − {𝑡} 

𝑡2

𝑥

1−

𝑑𝑡 

               = 1 −
{𝑥}

𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − ∫

{𝑡}𝑑𝑡

𝑡2

𝑥

1−

 

              = 1 −
{𝑥}

𝑥
+ 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − ∫ {𝑡}

𝑑𝑡

𝑡2

∞

1

+ ∫ {𝑡}
𝑑𝑡

𝑡2

∞

𝑥
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             = 𝑙𝑜𝑔 𝑥 + (1 − ∫
{𝑡}𝑑𝑡

𝑡2

∞

1

) −
{𝑥}

𝑥
+ ∫

{𝑡}𝑑𝑡

𝑡2

∞

𝑥

 

On note  

  𝛾 = 1 − ∫ {𝑡}
𝑑𝑡

𝑡2

∞

1
  ≈ 0.577215663… (constante d’Euler) 

D’autre part, on a les encadrements : 

0 ≤ ∫
{𝑡}

𝑡2

∞

𝑥
𝑑𝑡 <

1

𝑥
     avec   - 

1

𝑥
<

−{𝑥}

𝑥2 ≤ 0 

Finalement on a 

|∑
1

𝑛
− 𝑙𝑜𝑔 𝑥

𝑛≤𝑥

+ 𝛾| <
1

𝑥
 

Corollaire 3-1:  

Pour  𝑛 ≥ 1 on a 

| ∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑛

1<𝑛≤𝑥

− 𝑥 𝑙𝑜𝑔 𝑥 + 𝑥 − 1| < 𝑙𝑜𝑔 𝑥 

 

Preuve : 

 

Posons  𝑦 = 0 , 𝑓(𝑛) = 𝑙𝑜𝑔 𝑛   𝑒𝑡  𝐴(𝑥) = ∑ 11<𝑛≤𝑥 = [𝑥] 

 

On a 

∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑛

1<𝑛≤𝑥

= ∫ 𝑙𝑜𝑔 𝑡 𝑑[𝑡]

𝑥

1−
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                      = [[𝑡]𝑙𝑜𝑔 𝑡]1−
𝑥 − ∫

[𝑡]𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1

 

                      = [𝑥]𝑙𝑜𝑔 𝑥 − ∫
[𝑡]𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1

     

                      = (𝑥 − {𝑥})𝑙𝑜𝑔𝑥 − ∫
𝑡−{𝑡} 

𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡 

                      = −{𝑥}𝑙𝑜𝑔𝑥 + 𝑥 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1 + ∫
{𝑡}𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1

 

Alors 

0 ≤ ∫
{𝑡}𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1
< 𝑙𝑜𝑔𝑥     et  −𝑙𝑜𝑔𝑥 < −{𝑥}𝑙𝑜𝑔𝑥 ≤ 0 

Finalement, on a 

| ∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑛

1<𝑛≤𝑥

− 𝑥 𝑙𝑜𝑔 𝑥 + 𝑥 − 1| < 𝑙𝑜𝑔 𝑥 

 

3-4:La formule de la somme d'Euler-Maclaurin: 

3-4-1:polynômes et nombres de Bernoulli : 

Soit {𝑏𝑟(𝑥)}𝑟=0
∞   définit sur l'intervalle [𝑎, 𝑏], soit les conditions: 

(1)𝑏0(𝑥) ≡ 1, 

(2)𝑏′
𝑟(𝑥) ≡ 𝑟𝑏𝑟−1(𝑥)(𝑟 ≥ 1), 

(3) ∫ 𝑏𝑟(𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 0   (𝑟 ≥ 1). 

On vérifie facilement qu’on a  l'identité suivante : 
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∑ 𝑏𝑟(𝑥)
𝑦𝑟

𝑟!
=

𝑦𝑒𝑥𝑦

𝑒𝑦 − 1

∞

𝑟=0

 

On peut  calculer 𝑙𝑒𝑠  𝑏𝑟(𝑥),nous avons 

𝑏0(𝑥) = 1                                               𝑏3(𝑥) = 𝑥3 −
3

2
𝑥2 +

1

2
𝑥 

𝑏1(𝑥) = 𝑥 −
1

2
                                      𝑏4(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 −

1

30
 

𝑏2(𝑥) =  𝑥2 − 𝑥 +
1

6
                           𝑏5(𝑥) = 𝑥5 −

5

2
𝑥4 +

5

3
𝑥3 −

1

6
𝑥 

On définit alors les 𝐵𝑟  , nombres de Bernoulli par: 

𝐵𝑟 ≔ 𝑏𝑟(0).  

Il est facile de voir que  𝐵2𝑟+1 = 0, 

Pour  𝑟 ≥ 1.On a les valeurs numériques :  

    r    0    1     2     4    6     8  10 

𝐵𝑟    1 - 
1

2
 1

6
 −

1

30
 

1

42
 −

1

30
 

5

66
 

 

Soit  𝑓 une fonction numérique de classe  ∁𝑘+1 sur l'intervalle [𝑎, 𝑏], 

avec 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Depuis  𝐵1({𝑥}) = {𝑥} −
1

2
, on écrit 

∑ 𝑓(𝑛)

𝑎<𝑛≤𝑏

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑[𝑡] =

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝐵1{𝑡}.

𝑏

𝑎

 

On intégrant par partie: 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝐵1(𝑡) = 𝐵1

𝑏

𝑎

. (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) − ∫ 𝐵1(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡.

𝑏

𝑎
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                            = 𝐵1. (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) −
1

2!
∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝐵2(𝑡)

𝑏

𝑎

. 

En effet, il peut facilement vérifier que 𝐵2(𝑡)est continue dans ℝ  

et différentiable dans ℝ ∖ ℤ , où il satisfait  𝐵′
2(𝑡) = 2𝐵1(𝑡). 

En encore, pour 𝑟 > 3. 

𝐵𝑟(𝑡) est différentiable sur la vrai ligne entière et satisfait 

𝐵′
1(𝑡) = 𝑟𝐵𝑟−1(𝑡). 

Nous pouvons alors calculer l'intégrale. En ce qui concerne 𝐵2(𝑡)par une 

nouvelle intégration partielle impliquant 𝐵3(𝑡),réitérant le processus, 

nous obtenons de cette façon le théorème célèbre suivant. 

 

3-5: Formule de la somme d'Euler-Maclaurin : 

Théorème 3-4 : 

Pour tout  entiers  𝑘 ≥ 0 et pour tout fonctions 𝑓 de classe ∁𝑘+1  

dans [𝑎, 𝑏], tel que 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ,on trouve ∶ 

∑ 𝑓(𝑛)

𝑎<𝑛≤𝑏

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑏

𝑎

∑
(−1)𝑟+1𝐵𝑟+1

(𝑟 + 1)!

𝑘

𝑟=0

(𝑓(𝑟)(𝑏) − 𝑓(𝑟)(𝑎)) 

+
(−1)𝑘

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐵𝑘+1(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑓(𝑘+1)(𝑡)𝑑𝑡. 

Par l'application de cette formule, nous donnons une évaluation  

des sommes partielles de la série harmonique. 
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Théorème 3-5: 

Pour 𝑛 ≥ 1 on trouve: 

∑
1

𝑚
𝑚≤𝑛

= 𝑙𝑜𝑔 𝑛 + 𝛾 +
1

2𝑛
−

1

12𝑛2
+

𝜃

60𝑛4
 

tel que 𝛾 constante d’Euler 𝑒𝑡 𝜃 = 𝜃𝑛 ∈ [0,1]. 

Preuve: 

On applique le théorème 3 − 4 tel que: 𝑓(𝑡) = 1 𝑡 ,⁄ 𝑎 = 1 , 𝑏 = 𝑛 , 𝑘 = 3. 

Nous avons ajouté la limite correspondant a  𝑚 = 1 et laissant  𝑛 

 tendre à l'infini, nous obtenons 

 

∑
1

𝑚
𝑚≤𝑛

= 𝑙𝑜𝑔 𝑛 +
1

2
(

1

𝑛
+ 1) −

1

12
(

1

𝑛2
− 1) +

1

120
(

1

𝑛2
− 1) − ∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡

𝑛

1

 

               =𝑙𝑜𝑔 𝑛 + (
1

2
+

1

12
−

1

120
− ∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡

∞

1
) 

+ 
1

2𝑛
−

1

12𝑛²
+

1

120𝑛
+ ∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑛

 

Tel que 

𝛾 =
1

2
+

1

12
−

1

120
− ∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡

∞

1

 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑′𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 

Comme  

 |𝐵4(𝑡)| ≤
1

30 
   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑡, 

on a: 
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|∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑛

| ≤
1

120𝑚4
 

Alors     

0 ≤
1

120𝑚4  + ∫ 𝑡−5𝐵4(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑛
≤

1

60𝑛4 

Finalement 

∑
1

𝑚
𝑚≤𝑛

= 𝑙𝑜𝑔 𝑛 + 𝛾 +
1

2𝑛
−

1

12𝑛2
+

𝜃

60𝑛4
 

Pour tout   𝜃 = 𝜃𝑛 ∈ [0,1] 

Remarque 3-1: 

En allant plus loin   , on aura      

  

 𝛾 =
1

2
+ ∑

𝐵𝑟

𝑟

𝑘

𝑟=2

− ∫ 𝑡−𝑘−1

∞

𝟏

𝐵𝑘(𝑡)𝑑𝑡 (𝑡 ≥ 1) 

Remarque 3-2 :  

On peut utiliser la formule pour évaluer   ∑
1

𝑚𝑚≤𝑛  

 avec une grande précision 

en prenant, n=10  avec une erreur inférieure à  0.000002 

 

∑
1

𝑚
𝑚≤10

= 𝑙𝑜𝑔 10 + 𝛾 +
1

2(10)
−

1

12(10)2
+

𝜃

60(10)4
≈ 2.626382663. 
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