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Introduction

Résumé -

Généraliser l'intégrale de Riemann, c’est pouvoir intégrer plus
de fonctions, en introduisant de nouvelles mesures, ce qui se fait
par la théorie de la mesure, et I'intégrale de Lebesgue.

Dans ce projet, on se suftit de l'intégrale de Stieltjes ou intégrale
de Riemann-Stieltjes ou on remplace la variable d’intégration x
par une fonction g qui n’est pas, obligatoirement continue.

Cette intégrale trouve son application, en physique, en probabilité

et en théorie des nombres.



Introduction

Introduction:

Dans ce mémoire on va présenter l'intégrale de Stieltjes, et son
utilisation dans I'approximation des séries et on procédé par trois
chapitres.

Dans le premier chapitre, on va présenter l'intégrale de Riemann
de facon résumée:

Le calcul intégral trouve son origine et sa motivation dans

les problemes géométriques du calcul des aires des figures plans

curvilignes, des volumes des corps solides ronds, etc.

Habituellement on interpreéte l'intégrale d’une fonction a valeurs

réelles comme l'aire du domaine compris entre l'axe des abscisses

et la courbe représentative de la fonction. L’idée de Riemann

a été de repartir de cette évaluation de l'aire en montrant qu’elle

pouvait se faire méme pour les fonctions non continues. Bien que

la théorie d’intégration de Riemann permet de calculer l'intégrale

d’une tres grande classe de fonctions et elle posséde de nombreux

atouts dont : la facilité de construction, interprétation visuelle

immédiate, puissance d’utilisation (toutes les fonctions

usuelles sont Riemann intégrable, théoremes puissants) mais



Introduction

elle a aussi d’autres inconvénients, car on ne peut intégrer que
des fonctions bornées, et les théoremes sont souvent disponibles
sous des hypothéses souvent trop fortes. Deux types de théoremes
sont peu satisfaisants: les théoremes d’intégration d’une suite

de fonction, le théoreme fondamental de I'analyse.

Le deuxieme chapitre on va parler sur l'intégrale de Stieltjes

de facon détaillée:

la définition de l'intégrale de Stieltjes, les conditions pour
appliquer cette intégrale, des propriétés de intégrale de Stieltjes,
des théoremes et leurs démonstrations, ainsi que des exemples
simples pour mieux comprendre l'intégrale de Stieltjes.

Le troisieme chapitre on propose des exemples d'applications
de l'intégrale de Stieltjes a Ia sommation de certaines séries,

importantes en théorie des nombres.



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

Chapitre 01.

l'intégrale de Riemann :

Dans ce chapitre la définition de l'intégrale est due a Darboux
(1842-1917); elle est équivalente a celle donnée un peu plus tot

par B. Riemann (1826-1866) .

1-1: Définition de l'intégrale de Riemann:

Définition 1-1: (Subdivision d'un intervalle)

Soit |a, b] un intervalle fermé borné de R ,0n appelle subdivision
de l'intervalle [a,b], toute suite finie strictement croissante,
0 = (X;)o<j<cn telleque xy=aet x,=Db.

Autrementdit a = xy < x1 <....<x, = b.

Un raffinement d’'une subdivision o est une subdivision o’

du méme intervalle, formée en rajoutant des points.

On dit alors que o' est plus fine que o.

1



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

Le pas d’une subdivision o est la quantité

oll :'= max (X; — X;).
loll = max (riq = x)

Définition 1-2:(Fonction en escalier) [1: p4]
Soit la fonction f:[a,b] - R. On dit que fest fonction en escalier

s'il existe une subdivision o = (x;)y<i<n de |a, b] et des nombres

réels c, cy telle quevi € {1.....n} ona:

Vx € [xi, [ f(x)=¢.
Autrementditf est une fonction constante sur chacun des sous

intervalles de la subdivision.

fonction en escalier

Définition 1-3:(Intégrale des fonctions en escalier) |1: p4]
Soit f :[a,b] » R une fonction en escalier,c = (x;)o<i<n
une subdivision,c; € R pouri € {1.....n} tels que

fx) = ¢isur Jxi_q, %

. Lz ¢ b Cp
Son intégrale ,notée fa f (x)dx, est définie par:
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n

b
[ roodx = -2

i=1
Définition 1-4 :(Fonction bornée) | 1: p4]
Une fonction f: [a,b] - R est bornée s’il existe M >0 tel que:

vx €[ab] If(x)| <M.

Définition 1-5:(Sommes de Darboux) [2: p9]
Soient B([a, b], R) I'ensemble des fonctions réelles bornées
surla,b], etS([a, b])!" ensemble des subdivision de [a, b].

pourf € B([a,b],R) et g € §([a, b]).

on pose :
m; = min _f.
[xi—1,xi
M; = max f.
xi—1,xi]
et:
n

s(f,o) = Z(xi — Xj_1) M.

i=1

S(f,o0) = Z(xi — Xi—1) M;.
=1

n

A(F,0) = S(f,0) = 5(f,0) = ) (¢ = Xe-1)(M; = o).

=1



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

s(f,o) et S(f,0) sont respectivement la petite et la grande

somme de Darboux associéea f et o.

Définition 1-6:(Intégrabilité sur [a, b]) [3:p11]
Une fonction f: [a, b] — R est dite intégrable sur|a, b], si

Ve > 0,3f,,f2:[a,b] = R fonctions en escaliers telles que:

1Lfi<f<f, (Lee VXE[ab]lf1(x) < f(x) < f,(x)).

b b
2. ffz (x)dx—jfl (x)dx| < e.

Définition 1-7:(Intégrabilité au sens de Riemann)

Une fonction bornée f est dit intégrable au sens de Riemann sur
[ab] si:
lim A(f,o0) = 0.

lloll=o
1-2 : Intégrabilité de certaines fonctions :

1-2-1 : Fonction continue :
Théoréme 1-1: [2:p1]

Si f est une fonction continue surla,b], alorsf est intégrable
sur [a,b], De plus si F est une primitive de f sur{a, b],

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

4



Chapitre 1

1-2-2: Fonction continue par morceaux:

Définition 1-8:(Continue par morceaux)

l'intégrale de Riemann

Une fonction f : [a, b] = R est dite continue par morceaux s'il

existe une subdivision o = (x;)y<;<n, telle que, pour tout

de{0 ... ... n — 1} la restriction f;, de f a |x, x,+1| est continue.

pour chaque i € {1,2,...,n} existe une application f;, définie

et continue. Sur le segment | xy, xXj. 41| et vérifiant:

Vx € Jxp, Xks1 [ (@) = f(x).

—~~

(]
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Xo X1

segment.

Théoreme 1-2:

n—1 n

Fonction continue par morceaux sur un

Si f est une fonction continue par morceaux suria, b), alors f

est intégrable sur|a, b].
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Corollaire 1-1:

Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b],

n—1 *k+1

f fwd=3 | fe@ar

(On utilise la relation de Chasles, énoncée ci-apres).

1-2-3:Une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité:

Définition 1-9:
On dira qu’une partie A de R est négligeable si pour touts > 0

il existe une suite (I,),,odintervalles I, = |a,, b,| tels que:

ACUIn et Z(bn—an)Ss.

n=0 n=0

Définition 1-10:

Un ensemble E est dit dénombrable si il existe
une bijection entre E et l'ensemble des naturels N.

Exemples :

N,Z et Q sont dénombrables.



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

Proposition 1-1:

1-Un singleton est négligeable.

2-un ensemble fini de points est négligeable.

3-un ensemble dénombrable est négligeable.

4-une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est

négligeable .

Théoréme 1-3:
Pour qu’une fonction f € f([a, b],R) soit R- intégrable, il faut
et il suffit que I'ensemble de ses points de discontinuité,

soit négligeable.

1-3:Propriétés de l'intégrale de Riemann : [4:p21]
Soient f,g deux fonctions intégrables sur|a, b] alors on a

(1)- Sif :[a,b] = R estintégrable alors la restriction de f a tout

intervalle [ay, by] € [a, b] est encore intégrable.

(2)-Relation de Chasles :

Soita < ¢ < b, si f estintégrable sur|a,c] et[c,b], alors f est

intégrable suria, b].

fbf(x)dx = fcf(x)dx + be(x)dx.
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(3)-Positivité de l'intégrale

Soita < b deux réels:

b b
si f<g alorsf f(x)dxsf g(x)dx .

a

En particulier I'intégrale d'une fonction positive est positive :

b
sif>0 alorst(x)dx>0.
a

(4)-La linéarité de l'intégrale :

Pour tous réels A,uona:

b

b b
j()tf(x) + ,ug(x))dx =/1jf(x)dx + uj g(x)dx.

a

(5)-f X g est une fonction intégrable sur|a, b] mais en générale

b

fb(fg)(x)dx & ff(x)dxx Jg(x)dx.

a

(6)—|\f| est une fonction intégrable sur|a, b] :

b b
jf(x)dx < f|f(x)|dx.

(7)-Les bornes d’intégration sont confondues:

a

ff(x)dx = 0.

a

(8)-0On permute les bornes d*' intégration:
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b a
aff(x)dx =—bff(x)dx.

(9)-intégration par parties :

Soientf,g € (a,b] alors

f £ g dx = [fglt j F()g ()dx.

Exemple 01 :
Calcul de fol xe*dx
Onposef(x)=xetg' (x) =e*.alorsf'(x) =1etg(x) = e*.

La formule d’intégration par parties donne:

1 1
fxexdx = ff(x)g’(x)dx
0 0

1
= [F)g b - j £ g0 dx
0

1

= [xe*]} — j 1.e*dx

0
= (1.et — 0.2%) — [e*];.
—e—(el—-e% =1.

(10)-premiéere formule de moyenne:

Soit f une fonction réelle continue sur |a, b], il existe

un pointc € [a, b] tel que:
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1 b b
Fle) =7 f F(@)dx ou f F()dx = (b — a)fc)

(11)-deuxiéme formule de moyenne:

Soient f une fonction réelle continue sur|a, b],etp bornée

et monotone dans [a, b] .on a alors: Il existe &€la, b [,tel que:

b 3 b
j f)ex)dx = @(a) j f(x)dx + ¢(b) j f(x)dx.
a a f

1-4: Utilisation de l'intégrale de Riemann :

Calculer des limites de sommes a partir d'intégrales.

Théoréeme 1-3: [5-p1]

Soitf:[a,b] = R une fonction intégrable, alors :

Sn=b;aif(a+kb;a)n_)o;ff(x)dx.

La somme s, s appelle la somme de Riemann associée a l'intégrale

et correspond a une subdivision réguliére de l'intervalle [a, b]
enn petits intervalles. La hauteur de chaque rectangle étant
évaluée a son extrémité droite.

Le cas le plus utile est le cas oua = 0,b = 1 alors

10



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

e L ar(wekt30) 1)

et ainsi

Exemple 02 :

Soit (Uy,)nen 1a suite définie par:

n
B n
Un = an + k?
k=1

On va calculer sa limite

n

n n
n 1 1 1 1
0"“”n=2nz+kz=25 252 K2
2

k2
k=1 k=1 1+— k=11+
n n

On a donc une somme de Riemann pour la fonction continue

sur [0, 1] définie par

f)= .

On sait que U, converge alors vers

1

1
1
Jf(x)dx =,[1+x2 dx = [arctan x|}
0 0
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Exemple 03 :
Soit (U,)) nen 1a suite définie par:
2n—1
U = 1
no n+k
k=n

on va calculer sa limite :

Un changement d’indice donne
2n-1 n—1 n-1
z 1 z 1 Z 1
k=nn+k j=0]+2n j=02-|-

qui est une somme de Riemann pour la fonction continue

S|

S|~

1
fx) = T %
sur [0,1]ainsi
2n—1 1
z 1 j dx _ 3
ntknowol 2+x 12
k=n 0
1-5: Exemples :
Exemple 01 :
1 . Db _
f(x)={a Slx—a et (p,q) = 1.
0 sinou .

est discontinue dans [0,1] N Q .donc Intégrable car:

l'ensemble [0,1] N Q est dénombrable donc négligeable.

12



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann

Exemple 02 :
(1 sixeQ@
flx) = {—1 sinou

est discontinue partout et comme R n'est pas dénombrable ;donc

non intégrable.

Exemple 03:

Soit f € [0,1] telle que

Flx) = {%) six € Q.

sinou.
est discontinue partout,; donc non R-intégrable, en effet :
Soito = (x;)g<icn Une subdivision de [0, 1]. Pour tout
1 <i<n,
lintervalle [xy, xi4+1] contient un rationnel a; et un irrationnel f3;
(par densité de Q et Q¢ dansR)

On a alors

fla;)) =1 dou sup f(x)=1

XE[Xp, X 41

et

f(B;) = 0d’ou e inf [f(x) = 0.

[XkX k41

On en déduit facilement que

I=(f) = Oet I*(f) = 1.

13



Chapitre 1 l'intégrale de Riemann
pour toute subdivision o. On ne peut donc pas vérifier
la définition de la Riemann intégrabilité :
avece = %, comment trouver une subdivision o telle que :
1=1-0 et IT(f)—I"(f) <=
La fonction f n’est pas Riemann-intégrable. On verra qu’elle est

Stieltjes intégrable.

14
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Chapitre 2 l'intégrale de Stieltjes

Chapitre 02 :
L'intégrale de Stieltjes.

On a vu au chapitre 1, l'intégrale de Riemann de la fonction f
définie sur|a, b| par rapport a la variable x nous allons définir
une nouvelle intégrale, celle de Stieltjes, en remplacant la variable
d’intégration x par une fonction g qui n’est pas toujours

continue.
2-1: Définition de l'intégrale de Stieltjes :

Définition 2-1: (Subdivision d'un intervalle)[7: p127]

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R ,0On appelle subdivision
de l'intervalle [a,b], toute suite finie strictement croissante,

0 = (xX;)o<j<n , telleque xo =aet x, =Db.

Autrementdit a = xq < x1 <...< x, = b.

Un raffinement d’une subdivision o est une subdivision o’

du méme intervalle, formée en rajoutant des points.

18



Chapitre 2 l'intégrale de Stieltjes

On dit alors que ¢’ est plus fine que o.

Le pas d’une subdivision o est la quantité
oll := max (x;41 — x;).
loll :== max Ceirq — x;)

Pour f:[a,b] > R et g € S[a, b], on pose:

V(.00 = ) IfGen) = fGDI

Définition 2-2:(La somme de Stieltjes) [6: p3]
Soit o une subdivision de l'intervalle [a, b] ; et soit t;, € [xy_1, Xx]

tels que pour toutk = 1,...,n.

La somme de Stieltjes de f par rapporta g est:

S(,f,9) = Z f () (gGex) — g(xp-1))-
k=1

Définition 2-3 : (Intégrabilité au sens de Stieltjes)
Une fonction f est dite intégrable au sens de Stieltjes par rapport
ag sur [a,b], sl existe A € R tel que

S(o,f,9) >4 avec maxlg(xi) = g(usr)l > 0.

19



Chapitre 2 l'intégrale de Stieltjes

Exemple 2-1:
Soit f(x) =x et g(x)=x+[x] Trouver folof(x) dg(x).

Solution :

2 10n} Lis
R e £

reo(s(®)-s(5)

Sk

Considérons la subdivision: o = {O,

NgE
o
S

5(o.f,9) =

w
1]
e

Il
=
()
NgE
o~
=
~/
TR
S| =
+
[r—
S | =
~—
[
—
w‘

S| |
[

+
[—
w‘

S| |
[
—
~
N~

=
o &
S I

Il
o~
w
/-~
S|k
+
—
SIx
I
=
S| |
=
~——
~—_—

= &
I
=

o
S
=
o
S

I
S|
+
(on
w
VN
S| =
—
|
=
=N
=
N————

k=1 k=1
Puis
10n 10 510
lk
Z T j xdx=—| =50
n 2
k=1 0 x=0
et
10m 0
k k—1 _ |
Z g ([5] B [ n D - z ta+nn((+1) — i) > 55.
k=1 i=0

Quand n - c ona:

10

f f(x) dg(x) = 504 55 = 105.

20



Chapitre 2 l'intégrale de Stieltjes

2-2 r Les fonctions a variation bornée :

La notion de fonction a variation bornée a été introduite par
Camille Jordan. Cette classe des fonctions est trés importante

pour l'intégration au sens de Stieltjes.

Définition 2-4 : (Fonction a variation bornée) [3:p94]
Une fonction f : [a,b] » R est dite a variation bornée
sur |a, b] st

Vela,b] .= sup V(f,0) < oo.
o€S|a,b]

On désigne par VB|la, b] I'ensemble des fonctions a variation

bornée sur [a, b].

Théoreme 2-1: [7:p128]

Si f une fonction monotone sur [a,b] alors f a variation bornée
sur la, b].
Preuve :

Soit f croissante alors pour toute subdivision o sur|a, b] on pose:

Afie = ) — flxk-1) ona Af, =0
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Chapitre 2
V(f.0) = ) 18fil

k=1

= Z Af
k=1

= > [F G0 — f Gl
k=1

= fb) - f(@).
Théoreme 2-2:

Soit 1 désigne le segment |a, b] de R.

Sif € C1(I,R), alors f esta variation bornée et
b
Vs () = [ IF' GOl d.
a

Preuve :

Tout d’'abord, f est a variation bornée et

b
Vg (f) < jllf’(x)ll dx.
a
Soit en effet o = {x,,...,x,} une subdivision de |

n—1
V(£0) = D IIf Grien) = G
i=0

n—-1 ||*¥i+1

=Z jf’(t)dt

=0

22



Chapitre 2 l'intégrale de Stieltjes

n—1Xi+1

<> [ e

b
- f IF GOlldx.

Théoréme 2-3 :

Si g une fonction continument dérivable sur |a, b] alors
g a variation bornée sur|a, b].
Preuve :
Soit o une subdivision sur |a,b] . Il existe M > 0 tell que:
9" (x)| <M pour tout x € [a,b].
Et par le théoréeme de la valeur moyenne, on a :
Vi<k<n, 3 ¢, € [xp—1, Xk]
|9 (i) — gCaa—) = 19" (i) (1 — xk) < M (xpe—q — xi)
Ainsi

V(g,0) < M(b—a)

Remarque 01 :
La réciproque est fausse ; Il existe des fonctions a variation bornée

qui ne sont pas continument dérivables.

Exemple 2-2:

La fonction indicatrice de Q est a variation bornée mais

non continue.
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Théoréme 2-4 :

Si g une fonction monotone sur|a, b| alors g a variation bornée
sur |a, b].
Preuve :

Soient g une fonction croissante sur [a,b] et une subdivision

Surla,b] ona:

iLq(x,-) - g-)| = Z (505) - 9x7-0))

= g(xp) — g(xo)
=gb)—gl@)=M <o
Donc
V(f,0) <M.

Remarque 2-2 :

La réciproque est fausse ,; Il existe des fonctions a variation bornée

Qui ne sont pas monotone.

Exemple 2-3 :
g(x) = sin (x) fonction a variation bornée sur [0,2m| mais non

Monotone.

Théoréme 2-5:

Si g a variation bornée sur|a, b] alors g une fonction bornée

sur |a, b]
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Preuve :
Soit x € [a, b] et par la définition,
on a

l9(x) —g(@)| < lg(x) —g(@| + 1g(b) — g(x)| = V(g,0)
Donc par l'inégalité triangulaire

g < lg(@)] + V(g,0).

Remarque 2-3 :
La réciproque est fausse ,; Il existe des fonctions bornées

qui ne sont pas a variation bornée.

Exemple 2-4 :
n(;) x=o
) = {S‘“ x) "
0 x=0
f une fonction bornée mais non a variation bornée sur |a, b].

-> Plot[sin{1/x),x,-1,1]
Graph of function: f{x)=sin{1/x)

|
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2-3:Existence de l'intégrale de Stieltjes:
Nous considérons maintenant un cas important dans lequel

l'intégrale de Stieltjes existe.

Théoréme 2-6:

Si f est continue sur [a,b], et si g fonction a variation bornée

sur |a,b]; alors f € S;(g) etlafonction

F() = j F() dg(x) .
0

Vérifie les propriétés suivantes :
(1) F est une fonction a variation bornée sur|a, b] .

(2) f et g sont continue sur méme point .

Théoréme 2-7: [7:p128]

Si f une fonction continue et g une fonction croissante (resp

décroissante) alors

f; f(x)dg(x) existe.

Preuve :
Pour la démonstration de ce théoreme on utilise quelque

propriété de fonction continue. Le résultat est claire sans preuve.
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Exemple 2-5:

On va calculer

1

jxd(xz).

0

Par définition de l'intégrale de Stieltjes on a :

1 n
| redge =tim > r (o (D) - a(
0 i=0

Donc:
1 n
jxd(xz) = lim ) 212
n—-oo nnn
0 i=0
Mais :
n
Z L, nn+1)(2Zn+1)
' i“ = 6 .
i=1
Zn: . nn+1)
. i = > )
i=1
Donc:

1

nn+1)2n+1) _n(n+ Dl 2

2\ — ]z 1
jm(x)_wlﬂ}oﬁ 3 2
0

27
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2-4:Propriétés de l'intégrale de Stieltjes: |7: p131]

Nous présentons maintenant quelque propriétés utilise dans
l'intégrale de Stieltjes .Les fonction f et g dans les propriétés

suivantes sera complexe sauf indication contraire.

2-4-1 : Table des propriétés :
Dans la liste suivante k une constante, f et g deux fonctions

continues et croissantes.

b
(1): j dg(x) = g(b) — g(a).

(2):85i g est constante alors:

b
| readge =o.

b b
3): f FG)dlg () + k] = j () dg ().

b
b
@: [ kfG)dgo =k j FG)dg (o).

a

b b b
5): j 100 + fo(01dg (x) = j () dg () + f £, dg ().
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b b b
(6): j FGdIg1 () + g2 ()] = j () dgs () + j £ dga ().

(7):87 h(x) = 0 etg est une fonction croissante sur|a, b| alors :

b
fh(x)dg(x) > 0.

(8):Si|f| € Sr(g) surla,b] alors:

b
< j Fldg ().

b
[ redge

(9): Soit {f,,(x)} une suite de fonctions tel que f, € S;(g)
dans [a, b]. Si {f,;,(x)} converge vers une fonction f uniformement

dans|a,b], f € S;(g) dans [a,b] et on a :

[ f@dg@) = lim [} f,()dg(x).

2-4-2 : Propriété linéaire : [7:p142]

Théoreme 2-8:

Sifi, f> € Sy(g) surla,b] alors cif; + c,f, € Sr(g) sur [a,b]

alors

b b b
j(c1f1 + cof2) dg = C1jf1d9 + Czjfzdg-
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Preuve :

Soient h = ¢, f; + ¢, f, et o une subdivision sur [a, b],on a

S(@,hg) = ) h(t) (9 — 9 (xi-)
k=1

= z fl(tk)(g(xk) — g(xk—l))

k

W ACH CICOEFICN)
k=1

Sk

= Cls(o-!flrg)+= CzS(O',fz, g)

Pour § > 0 en choisissent og tel que o 2 g; cela implique:

b
S fug) j fidg| < €

et en choisissent o tel quec 2 o cela implique :

b
5@ fo9) — j fdg| < &

Si o = aé U O'é’ alors

b b
5@, h, g) —cljfldg —czjfzdg < lerlé + leylé .
a a
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Théoréme 2-9:
Si feSr(g) et feSy(k)sur|a, b]alors f € Sp(c19 + c,k)

sur |a, bl,alors

b b b
jfd(clg + ck) = clffdg + ¢, jfdk.
Théoréme 2-10:

Si ¢ € [a, b] alors
b c b
| rdg=| rdg+ [ rdg .
a a C

On en déduit :

jafdg=—fbfdg-
b a

Preuve ;
Si o une subdivision sur |a, b] et ¢ € o ,alors:
oc'=on[ac] et o' =0n]cd]
On a
5(0,f.9) =5(0".f,9) +5(".f.9)
Si o' =onlac] alors |S(a',f,g) — f;fdg| < g
etsi ¢ =onla,c] alors |S(a”,f, 9) — fcb fdg| < g
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Chapitre 2
donc
c b
5@.£.9) - [ fdg - [ fag| <.
a c
Ensuite :
a b a
0=ffdg=ffdg+jfdg
a a
Donc
a b
| £dg=- [ rdg
b a

2-4-3:Intégration par parties :|7: p146]

Théoréme 2-11:

Si f est fonction a variation bornée et g est continue alors

l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a g elle est existé

telle que
b

b
j FG) dg(x) = F(b)g(@) j 900 df (x).

a
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Preuve:
On a

n—-1

fFCEg k1) — g )], xp < &k < Xpyq

k=0

Z 9CDIF ) = F )] - 9@IF ) — f(@)]

(_)[f(b) fCn-DI+ f(b)g(b) — f(a)g(a).
Comme

f(&o) — f(a) ,et f(&,—1) — f(b) tendent vers 0,

on obtient

b b
| 160 dgea == [ 9@ dr ) + FIg®) - F@g(@.

Exemple 2-6 :
Soit f(x) =x et g(x) =x+[x] et
10

j f(x)dg(x) = £(10)g(10) — £(0)g(0) —f g(x)df (x).
0 0

10
=10><20—0><O—J(x+|x|)dx.

10
=200 — 50 —j [x]dx = 150 — 45 = 105.
0
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2-4-4:Intégrale de Riemann :
Propriété 2-1 :

Si f € S;(g) etladérivé de g est continue sur |a, b] ,alors

ona

b b
[ rwge = [ fg e

2-4-5:Changement des variables :|7: p144|
Théoréme 2-12 :

On suppose que f € Sp(g) sur [a, b] et h est une fonction
continue et strictement croissante sur [c,d]

avec a=h(c), b=h(d),k=fohl=goh.

Soit k € Sy (1) sur [c,d]

alors
b d d
j F()dg(x) = j R dg(h(D)) = j k@) .
Exemple 2-7:

Soit y =+\/x ,ona:
[(al+ ) avz = [@1+y9ay
0 0
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2 2
1 37
=j[y]dy+fy4dy= 1+§ v°15-0 =z
0 0

2-4-6:Théoreme de comparaison :

Théoréeme 2-13 :

Supposons que g une fonction croissante sur [a, b] .
Si f,h € Sp(g) sur [a,b].Si f(x) < h(x) et x € [a,b].

alors

b b
[ g < [ nGdg@

Corollaire 2-1:

Si h(x) = 0 et g est une fonction croissante sur |a, b] ,alors

b

jh(x)dg(x) > 0.

a

2-4-7: Théoréme de moyenne: [6:p 137]
Ona & €la,b]
Théoréme 2-13:

Soient [ une fonction continue et g une fonction croissante.

On a alors

a b
j F)dg() = £(©) f dg(x).
b a
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Théoréme 2-14:

l'intégrale de Stieltjes

Soient f € S;(g) ,et ¢ bornée et monotone dans |a, b] .

On a, alors

b '3 b
f FOP()dg() = 9@ f FCOdg() + @(b) j FCOdg(0).
a a ¢

2-4-8 :I'intégrale de Riemann contre l'intégrale Stieltjes :

L’intégrale de Stieltjes est une modification de l'intégrale

de Riemanan.

l'intégrale de Riemann

L’intégrale de Stieltjes

f estintégrable par
rapport a:

X

gx)

Les sommes de Darboux

Axi =X;i — Xj-1

Agi = g(x;) — g(xi—1)
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Chapitre03:
Application de l'intégrale de Stieltjes

a l'approximation de séries.

Dans ce chapitre, on va donner des exemples d'applications de l'intégrale
de Stieltjes, pour évaluer asymptotiquement certaines séries de théorie

des nombres.

3-1:Sommation d’Abel :

Lemme 3-1:

Soient {a,},-, et {b,},=, suites des nombres complexes.

Ona:
n
A, = Z a, n=1),avec A, =0
m=1

alors

N N-1

> @nby= ) An(by—busr) + Ayby.

n=1 n=1
Preuve :
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N—-1
An bn - z An bn+1
n=1

Il
NIE

1

S
Il

2

-1

An(bn - bn+1) + ANbN-
1

S
I

Ce lemme constitue un outil simple ma’is efficace pour manipuler

des sommes arithmétiques.

Théoreme 3-1: (Abel) [9: p 6]
Soit f une fonction de classe CYsur un intervalle ly, x],

avec x > y =1, et soit (a,),»1 une suite des nombres complexes.

Alx) = Z a,

Alors =
D> af) = A — AWFO) + [ ADF Ot
y<n<x y
Preuve(1):/9 :p 8]

(Sans utiliser I'intégrale de Stieltjes)

Pour n<t<n+1

A(t) = A(n) = z Ly
k=0
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Alors
n+1

j A@f'()dt — A(L) f fr®dt —AM(f(n+ 1) — f()).

Supposons x = N,et y = M entiers.

On a
N—-1 n+1

N
f A (Ddt = Z j A F' (Ddt
M n=M

-1

N
> Am(f+ 1) - f@)

n=

S

N-—1
_ z A — 1)F(n) — Z A()f(n)
n=M

n=M+1

N

= Z fM(A@) — A(n — 1)) + F(N)AN) — f (M) A(M)

n=M+1

N

__ Z anf () + F(N)A(N) = f(M)A(M)

n=M+1

La formule est démontrée quand x ety sont entiers.

Quand x n’est pas entier, il suffit d'ajouter

t

j A@®F' (©dt = AL (FGO — F([xD).
[t]
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Avec  A([x]) = A(¢t).

De méme quand y n’est pas entier.

Preuve(2):

( En utilisant l'intégrale de Stieltjes )

Appliquons le théoreme 2 — 8:

> anf = f F(HAA®)
y

y<nsx

= [AOF O] - f £1(0) At
1

X

= AW — ADFG) + j ADF (D).

y
Ceci donne le résultat.
3-2 : Comparaison d'une somme et d'une intégrale :

Théoréeme 3-2:

Soit f une fonction monotone sur l'intervalle [y, x],
avecy,x €.

Si existed = 6(y,x),telque 0 < 0 <1 alors

> f = [ Fode+ 06 - FO.
y

y<nsx
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Preuve:
Appliquons le lemme d’Abel, avec a,, = 1 pour tout n,
donc

A(x) = Yo<n<x 1 = [x] (Partie entiére de x)

La partie fractionnaire de x, est notée {x}.

> rm - f f©)dt = f F@dlt] j F©)de = - f F@©dit)

y<nsx

On intéegre par partie, on trouve

—F OB j (}df (t) = j (df

Avec:

0< j (dF () < j df () = F() - )
y y

C'est-a-dire

[ABdf(©) = 0(f() = f() avec0 <0 <1
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3-3 : Evaluation de la série Y y<y % :

Théoréme 3-3:

1
~—logx+
2 logx+y

nsx

3 1 . j ) dt
" ou )/ = t2
1
Preuve:

Posonsy=0,f(n)=% et A(x) = Z 1 = [x]

1<n=<x

Ona

1 ju

1<n<x

=[7j

x — {2} jxt—{t}
= +

dt
X t2
1_
{x) [ {t)d
tyat
=124 _
x+ogx jtz
1_
(x) { dt [ dt
=1_7+logx_f{t}t_2+f{t}t_2
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X t2

~ logx + (1 - {tggt) W, [ o

On note
y=1-— floo{t}g ~ 0.577215663... (constante d’Euler)

Dautre part, on a les encadrements :

<[ {t}dt<— —{x} <0

Finalement on a

1
< —
X

1
——logx+
2 loax+y

ns<x

Corollaire 3-1:

Pour n > 1ona

<logx

z logn—xlogx +x—1

1<nsx

Preuve :

Posons y =0,f(n) =logn et A(x) = XYicn<x 1 = [x]
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X

[t]log t]{_ f
1
X
x]log x — f
1

= (x — {xPlogx — fxt e

X

tidt

= —{x}logx+xlogx—x+1+j%
1

Alors

L <logx et —logx <—{x}logx <0

Finalement on a

<logx

z logn—xlogx +x—1

1<nsx

3-4:La formule de la somme d'Euler-Maclaurin:

3-4-1:polynémes et nombres de Bernoulli :

Soit{b,(x)};~, définit surl'intervalle [a, b], soit les conditions:
(Dbo(x) =1,
(Z)b’r(x) = rbr—l(x)(r = 1);

1
(3) j b.(x)dx =0 (r=1).
0

On vérifie facilement qu’on a l'identité suivante :
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(ee}
r

y©_ ye
Zbr(x)ﬁ_ey—l

r=0

On peut calculerles b, (x),nous avons

3 1

bo(x) =1 by(x) = x3 —=x? +-x
2 2
bi(x) = = b,(x) 2x> + .
1(0) =x -7 2(0) = x* — 2x3 + x? 30
1 5 5 1
_ .2 2 _5_2.4,2 3 =
b,(x) = x x+6 bs(x) = x 5% +3x X

On définit alors les B, , nombres de Bernoulli par:
B, := b,.(0).
[/l est facile de voir que B,,,1 = 0,

Pour r = 1.0n a les valeurs numériques :

r 0 1 2 4 6 8 10
B. 1 1 1 1 1 1 5
2 6 30 | 42 30 | 66

Soit f une fonction numérique de classe C** surl'intervalle [a, b],

aveca,b € Z. Depuis B;({x}) = {x} — %, on écrit

> fo = j F)dt

a<ns<b

j F®)dt j F(©)dB, {1},

On intégrant par partie:

b b
[ r@as© =8,.(70) - r@) - [ B.OF W
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b
1
=B, (f0) - f@) - 5; [ /(B0

En effet il peut facilement vérifier que B, (t) est continue dans R
et différentiable dansR \ Z , ou il satistait B',(t) = 2B, (t).
En encore, pourr > 3.
B, (t) est différentiable sur la vrai ligne entiére et satisfait
B'1(t) = rBr_1 (D).
Nous pouvons alors calculer I'intégrale. En ce qui concerne B, (t) par une
nouvelle intégration partielle impliquant B;(t),réitérant le processus,

nous obtenons de cette facon le théoreme céléebre suivant,

3-5: Formule de la somme d’Euler-Maclaurin :

Théoréeme 3-4 :

Pour tout entiers k > 0 et pour tout fonctions f de classe C**1

dans|a, b], tel quea,b € Z,on trouve:

b K r+
> = j f(t)dt+z(_(1r)+1£’!’“ RIORFIO)
a<nsb a r=0

b

j Biar (8) FOFD (D)t

a

(—1)*

Tk D

Par I'application de cette formule, nous donnons une évaluation

des sommes partielles de la série harmonique.
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Théoréme 3-5:

Pourn > 1 on trouve:

zl—l PV I S
m o I Y S T Toan2 T sont

msn

tel quey constante d’Euleret 6 = 6,, € [0,1].

Preuve:

On applique le théoréme 3 — 4 telque: f(t) = 1/t,a=1,b=n,k = 3.
Nous avons ajouté la limite correspondanta m = 1 et laissant n

tendre a l'infini, nous obtenons

n

zl—l +1(1+1) 1(1 1)+1(1 1) Jt‘SB(t)dt
m 9Ty 12 \n2 120 \n2 4

msn 1
=logn + (_+__E_f t 5B, (t)dt)
+ LI > + . +jt"sB4(t)dt
2n  12n° 120n J
Tel que
1 1 1 r

j t~>B,(t)dt est la constante d'Euler

1

V=3t 120
Comme
1
|B,(t)| < 30 PoWr tout t,

ona:
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(00]

f t~>B,(t)dt| <

n

120m*

Alors

0<

—— + [ tT5B, (D)dt < n4

Finalement

Zl—l P .
m I Y S T 1an2 T sond

msn

Pourtout 6 = 6, € [0,1]

Remarque 3-1:

En allant plus loin , on aura

k (0.¢]

1 B

= §+Z—T—j t~ 1B, (t)dt (t = 1)
r=2 r 1

Remarque 3-2 :

. , 1
On peut utiliser la formule pour évaluer Y,,,<y, —

avec une grande précision

en prenant, n=10 avec une erreur intérieure a 0.000002

1 1 1 o
— =1og 10 — ~ 2.626382663.
Z m P9 oA T 121002 T 60(10)

m=<10
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