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Résumé

Dans ce travail, nous étudions 'existence et la non existence des cycles
limites des systémes polynémiaux dans R?

{ &= P (z,y)
Z):Q(m,y),

ou P et () sont des polynomes de degré n. Ainsi que les systémes différentiels
de kolmogorov de la forme
{ i
Y
)y 4

tel que p (z,y) = (FU + A\yU,)
des polynomes et A € R*.

xp (z,y)
yq (z,y),
(z,y) = (GU — \zU,) avec U, F et G sont

Mots clés : Cycle limite, systéme de Kolmogorov, solutions périodiques,
courbes invariantes.
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Abstract

In this work, we study the existence and non-existence of limit cycles of
the polynomial systems in R?

{ i’:P(l’,y)
y=0Q(y),

with P and () are polynomials.
We also study the existence of limit cycles of kolmogorov system of the

type
v =yq(z,y),

where p (z,y) = (FU + M\yU,), ¢ (z,y) = (GU — A\zU,) with F,U and G are
polynomials \ € R*.

Key words : Limit cycle, Kolmogorov system, periodic solution, Inva-
riant curres.
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Introduction

Un des problémes principaux dans la théorie qualitative des équations
différentielles est ’étude de 'intégrabilité et les cycles limites des systémes
différentiels planaires polynomiaux. L’intérét des cycles limites des systémes
différentiels planaires est dii a leurs significations importantes dans les mo-
deéles mathématiques issus de la pratique dans plusieurs branches des sciences
(Physique, Biologie, Economie, ...).

Les cycles limites ont été introduits pour la premiére fois par H. Poincaré
en 1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une équation diffé-
rentielle" [I2]. Poincaré s’est intéressé a I’étude qualitative des solutions des
équations différentielles, c’est a dire des points d’équilibre, des cycles limites
et de leur stabilité. Ce qui permet d’avoir une idée globale des autres orbites
du systéme étudié. A la fin des années 1920, Van Der Pol, Liénard et Andro-
nov ont prouvé qu’'une trajectoire fermée d’une oscillation arrivant dans un
circuit de tube vide était un cycle limite.

Le mathématicien David Hilbert [5] présenta, lors du deuxiéme congres
international des mathématiques (1900), 23 problémes "dont I’avenir attend
la résolution grace aux nouvelles méthodes qui seront découvertes dans le
siecle qui commence". Le probléme numéro 16 est de savoir le nombre maxi-
mal et la position relative des cycles limites d’un systéme différentiel, Ce
probléme est non résolu a ce jour. Beaucoup de travaux récents sont consa-
crés a I’étude des cycles limites, voire par exemple les papiers ( [2], [3], [§],
99, 10], [15], [17)).

En biologie mathématique, un modeéle de systéme d’équations différen-
tielles a été proposé, indépendamment, par Alfred James Lotka(1880 1949)
en 1925 et Vito Volterra (1860 1940) en 1926, d’ou le nom Lotka-Volterra. Ce
modeéle connu aussi sous le nom "proie-prédateur" décrit I'interaction entre
deux espéces d’une population et son évolution. Le modeéle de Lotka-Volterra
a fait 'objet d’une vaste littérature. Ce modéle ne présente pas de cycles
limites, mais il reste le point de départ de plusieurs modeéles proposés ac-
tuellement. Kolmogorov a considéré le systéme proie-prédateur général ot
I’existence de cycles limites est probable. Ces Systémes interviennent dans la
modélisation de plusieurs phénoménologies liées a 1’écologie et & I’environne-
ment socio-économique.

Dans notre travail, nous allons utiliser la théorie qualitative des équations
différentielles ordinaires pour traiter une classe des systémes différentiels pla-



naires polynomiaux de Kolmogorov de la forme

dx
4y

- = va(y),
ol p et ¢ sont des polynomes.

Ce mémoire est structuré comme suit : Le premier chapitre est consacré
aux rappels de quelques notions préliminaires sur les systémes différentiels
planaires. On définit la notion de points singuliers, la linéarisation des sys-
témes différentiels non linéaires, le portrait de phases, les courbes invariantes,
ainsi que les solutions périodiques. Le deuxiéme chapitre, on énoncera des
critéres pour l'existence et la non existence des cycles limites. De plus, on
rappellera un théoréme qui caractérise la stabilité d’un cycle limite. Dans
le troisiéme chapitre, seront traitées trois classes de systémes différentiels de
type Kolmogorov de la forme

&=z (FU+ M\yU,)
y =y (GU — \aU,),

ou U, F, et G sont des polynomes et A € R*.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base des systémes
dynamiques, équations et systémes différentielles, flot et points critiques, la
stabilité du point critique du systéeme différentiel, portrait de phase, cycle
limites. Enfin nous terminons par donner les définitions des courbes algé-
briques invariantes.

1.1 Equations et systémes différentiels

1.1.1 Equation différentielle

Définition 1.1.1 Soit E' un espace vectoriel normé, une équation différen-
tielle ordinaire (EDO) est une relation entre la variable réelle t, une fonction

inconnue t — y(t) et ses dérivées (y,, T y(”)> au point t définie par

F (t,y,y,, ...,y(”)) =0. (1.1)
Soit y une fonction de t définie d’un intervalle I dans l’espace vectoriel normé
E, n fois dérivable en tout point de I ety , 4", ..., y™ ses dérivées successives.

Cette fonction y est solution de (1.1) si Vt € [

F(t,y(t),y (t),...) = 0.

Définition 1.1.2 (EDO linéaire et non linéaire) : L’équation (1.1)) est dite
linéaire si elle s’écrit sous la forme

" + an1y" 4 o+ ary + agy = b, (1.2)

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

ol ag, i, ..., Gy, b sont des fonctions de t ou bien des constantes. Autrement
dit l’équation (1.1) est dite non linéaire si n est un entier strictement positif

et si a, # 0 l’équation (1.2)) est d’ordre n.

1.1.2 Systéme différentiel

Un systéme différentiel linéaire d’ordre n est un systéme d’équations dif-
férentielles linéaires de la forme

gi(t) = ann(Wya(t) + -+ + arn()ya(t) + bi(t)
: (1.3)

yn(t) = Qn1 (t>yn<t) +oeee ann(t)yn(t) + bn(t)7
ol ¥i, ..., Yo sont les fonctions inconnues & déterminer et ou les a;; et b;

sont supposés données. Ce systéme différentiel peut s’écrire comme une seule
équation différentielle dans

R"™: Y (t) = A(t)y(t) + b(t), (1.4)

oll A est la matrice des coefficients a;; et ol on a introduit les vecteurs de
R*" )Y = (y1,-¥n) » Y = (U1, -, Yn), €t b = (b1, ..., by). L’équation est dite
homogene si b = 0, et non homogene lorsque b # 0.

Définition 1.1.3 (Systéme dynamique) : Un systéme dynamique sur R™est
une application
U:Rt*R" - R"”

définit sur tout R* x R™ telle que :

oU(.,x): RT — R" est continue.

oU(t,.) : R" — R" est continue.

oU(0,z) =

oU(t+s x) U(t,u(s,r)) pour t, s € Rt z € R™.

Exemple 1.1.1 Soit le systéme linéaire suivant :

{ZL‘(O)ZQT(), teR",z e R",

ot A est une matrice constante. La solution de (1.4)) est :

x(t) = exp(tA) * xq.
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1.2. FLOTS ET POINTS CRITIQUES

Le systéeme (1.4) engendre un systéme dynamique car :

U:RTxR" — R"

U(t,z) = exp(tA) sz, t € R e R"

o[/ est continue.
oU(0,2) = x.
oU(t+s,z) =U(t,u(s,x)).

1.2 Flots et points critiques

Soit le systéme différentiel non linéaire

= f(x), (1.5)

ou x = x(t) appartient & un ouvert U (un ouvert de Iespace des phases
paramétrisées par les coordonnées locales =) de R" et f une application de
U dans R". L’application f est appelée champ de vecteurs.

Définition 1.2.1 On appelle flot sur louvert U dans R", une application
contindment différentiable

o RxU —T,

telle que

(i) #(0,2) = z,Yx € U C R";

(i) ¢(t, (s, 7)) = d(t +s,2) ,V (t,8) e R®EV 2 €U CR",

Notons ¢(t, z) = ¢,(x). Autrement dit, le flot est une solution d’équations
différentielles qui décrit ’évolution d’un systéme dynamique.

Remarque 1.2.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement
du temps, et il est dit non-autonome dans l’espace des phases si cette fonction
dépend explicitement du temps.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.2.2 Soit le systéme différentiel suivant :
X = f(X).

On appelle point d’équilibre de ce systéme, tout point Xy € R" tel que
f(Xo)=0

Définition 1.2.3 Le point o € R" est appelé un point critique (aussi, point
d’équilibre, point singulier, ... etc) du systéme(1.5)), sl satisfait I’équation de
linéarisation et classification des points critiques.

1.2.1 Linéarisation

Dans I’analyse des points critiques nous commengons par la linéarisation
du systéme d’équations différentielles au voisinage de ces points critiques.

Définition 1.2.4 Soit le systéme suivant
i = Az, (1.6)

ol
ofi
al’j

est une matrice (n x n), est appelé le systéme linéarisé de (1.5]) en x.

A= Df(5=(x0)) = Df(x0), 1 <i,j <n

1.2.2 Classification des points critiques

Notons la matrice Jacobienne A par :

a b
A=
ol A1, Ay sont les valeurs propres de A, cette matrice s’appelle souvent matrice

de stabilité, les valeurs propres de A données en fonction du déterminant et
de la trace par

Mg = %(tr(A) + /(tr(A))? — 4det(A)),



1.2. FLOTS ET POINTS CRITIQUES

et vérifient les relations A\; + Ay = tr(A) , et Ay - Ay = det(A) pour la
linéarisation le point d’équilibre (xg, o) et alors :

e un point selle si det(A) < 0.

e un point centre si det(A) > 0 et tr(A) = 0.

e un foyer si det(A) > 0 et (tr(A))* — 4det (A) < 0, ce foyer est stable si
tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.

e un noeud si det(A) > 0 et (tr(A))*> — 4det(A) > 0, ce noeud est stable
si tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.

e le point d’équilibre (zg,yo) est dit hyperbolique si aucun des valeurs
propres de la matrice Jacobienne D f(xg) n’a de partie réelle nulle.

det(A)
=
5 det(A) = 4(tr(A))’
\ Newd ~ Neeud /
\stable instable /
Foyer J Foyer
stable "‘-11 / instable
N tr(A]
Col Col

classification des points critiques

1.2.3 Stabilité du point critique du systéme linéaire
dans R?

Soit donné un systéme de deux équations différentielles linéaires homo-
génes & coefficients constants

dx
= a11T + a1y

g_ﬁ (1.7)
dt

= 21T + a22Y,



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

ou

ai; Q12
0,

Q21 Q22 7

Pour étudier la stabilité des points critiques de systéme ((1.7)) il faut établir

I’équation caractéristique :

A:

a;; — A ai2
a21 age — A

-

on cherche ses racines \; et Ay, les cas suivantes se présentent la stabilité du
systéme :

(1) Si Ay, Ao sont réelles et distincts :

() Si Ay < 0, Ay < 0, le point critique est asymptotiquement stable
(noeud stable).

(b) Si Ay > 0, Ay > 0, le point critique est instable (noeud instable).

(¢) Si Ay >0, A2 < 0, le point critique est instable (point selle (col)).

R

{20\ (1)
A:ko}‘)<0 A:LO)J<O
Neeud stable Col Noeud instable
& &
?/Z
P
'y

2 120 2 0% 020

Portraits de phases plans et linéaires

dx
i Ax, lorsque les valeurs propres de A Aq,

A2 sont réelles et &, &, sont les vecteurs
propres de A lorsqulils existent

(2) Si les racines de 1’équation caractéristique sont complexes ot
M =p+ig A =p—iq.

8



1.3. STABILITE D’UN POINT D’EQUILIBRE DU SYSTEME DANS RV

(a) Sip <0, ¢ # 0, le point critique est asymptotiquement stable (foyer

stable).

(b) Sip >0, q# 0, le point critique est instable (foyer instable).

¢) Sip =0, q+# 0, le point critique est stable (centre).

a) Si Ay = Ay < 0, le point critique est stable (noeud stable).
b) Si Ay = Ay > 0, le point critique est instable (noeud instable).

(c)

(3) Les racine A\; = Ay sont multiples :
(a)

(

Foyer stable Centre Foyer instable
i 'y i
A . A . .kl
0 0
A, ® Ay ® o),

Portraits de phases plans et linéaires en
fonction des valeurs propresde A ayant une
partie imaginaire non nulle

Exemple 1.2.1 Soit le systéme suivant
dx

-~ _9
: r+y
Yy

—~ =51 —y.
a0

On étude la nature du point critique (0,0) du ce systéme. Ay > 0, Ao < 0, par
suit le point critique (0,0) est instable (point selle ).

1.3 Stabilité d’un point d’équilibre du sys-
téme dans R"

Soit (x0,yo) un point d’équilibre du systéme

X(t) = (P(z(t),yt)),Q (x(t),y(1)))
et
Xo = (P (x0,%),Q (zo,y0)) -



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.3.1 On dit que (xo,y0) est stable ssi
Ve > 0,30 > 0. [[(z,y) — (o, yo)[| <=Vt >0 [[X(t) - Xo|| <&,
(x0,%0) est asymptotiquement stable ssi (xo,yo) est stable et

lim || X (t) — Xo| = 0.

t——+00

1.4 Portrait de phase et cycle limite

Portrait de phase
Soit le systéme planaire autonome :

&= P(z,y)
{ g):Q(x,y), (18)

ou P et ) sont polynomiaux en z et y.

Définition 1.4.1 Les solutions (z(t),y(t)) du systéme([L.8) représentent dans
le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme
sont des solutions constantes. La figure compléte des orbites de ce systéme
ainsi que les points critiques représentés dans le plan (zoy) s’appelle portrait
de phases et le plan (xoy) est appelé plan de phase.

Théoréme 1.4.1 On appelle orbite périodique du systéme une trajec-
toire ¢,(x) qui n’est pas réduite a un point et telle qu’il existe T > 0 vérifiant
op(x) = x. Le plus petit réel T strictement positif tel que ¢rp(x) = = est
appelé Période. Il est indépendant du point x pris sur la trajectoire.

Remarque 1.4.1 Toute solution périodique ce correspond & une courbe fer-
mée dans l’espace des phases, l'inverse est vrai.

Remarque 1.4.2 Pour un systéme non autonome ceci est faut. C’est a dire
une orbite fermée du systéme :

= f(t,z), x € R",

ne correspond pas nécessairement a une solution périodique.

10



1.4. PORTRAIT DE PHASE ET CYCLE LIMITE

Exemple 1.4.1 Soit le systéme

{ T =2ty (1.9)

y = —2tx,
a une solution sous la forme
o(t) = (x(t),y(t)) = (acos(t?) + Bsin(t?), —asin(t?) + B cos(t?)).

Dans le plan de phases (xoy), on a des orbites fermées mais les solutions ne
sont pas périodiques.

Portrait de phase du systéme

9)

Définition 1.4.2 On appelle cycle limite C' du systéme une orbite fer-
mée isolée dans R, ceci signifie qu’il existe un voisinage V' de C dans lequel il
n’y a pas d’autres courbes fermées. Cependant il peut exister des orbites non
fermées dans V' qui s’approchent ou s’éloignent de C.

1.4.1 Stabilité des cycles limites

Dans [14],D.W.Jordan et .Smith ont expliqué que les trajectoires avoisi-
nantes ne sont pas fermées et se comportent comme des spirales qui s’ap-
prochent ou s’éloignent du cycle limite lorsque ¢ — +00. Ceci concerne aussi

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

bien les trajectoires y(¢) qui démarrent a I'intérieur que celles qui démarrent
a lextérieur en fonction des conditions initiales. Ces solutions sont relative-
ment de moindre importance en comparaison avec la solution périodique.

Les types de cycles limites :

(a) Le cycle limite «y est stable (ou attractif), si les trajectoires intérieures
et extérieures spirales tendent vers 1’orbite fermé v quand t — +oc.

(b) Le cycle limite 7y est instable (ou répulsif), si les trajectoires intérieures
et extérieures spirales tendent vers 'orbite fermé v quand t — —oc.

(c) Le cycle limite v est demi-stable, si les trajectoires spirales intérieures
tendent vers l'orbite fermée v quand t — +o00, les extérieures tendent vers
quand ¢t — —oo.

L
s ) a J
| , - -
!
v \ i b
-
- — L —
cvele linute stable cyele inute instable cyele linute denu—stable

Classi fication des cycles limites

Exemple 1.4.2 soit le systéme suivant

1
&= —y + z(2? +9?)sin ——
vty (1.10)
y =z + y(z® + y*) sin :
x? + 92

Apres le passage en cordonnée polaire (r,0), ce systéme se découple en

1
7 =r3sin -
. T
0=1,

12



1.5. COURBES INVARIANTES

= G P A A

Cycle limite du systeme ([1.10))

Définition 1.4.3 (fonction de Lyaponov) : une fonction de Lyaponov est
une fonction continue w : R™ — R, telle que w(x) > 1 et limw(z) = +o0.
En particulier les ensembles de niveau {z : w(x) < a} sont compacts.

1.5 Courbes invariantes

Les courbes algébriques invariantes jouent un role important dans l'inté-
grabilité des systémes différentiels planaires polynéomiaux, sont utilisées dans
I’étude de I'existence et non-existence de solutions périodiques et par consé-
quent 'existence et non-existence de cycles limites.

Définition 1.5.1 On appelle courbe invariante du systéme (|1.8)), toute courbe
d’équation U (x,y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction
R = R(x,y) appelée cofacteur associé a la courbe invariante, telle que :

U (z,y) oU (z,y)

P (z,y) e o

+Q(z,y) = R(2,y)U (v,y). (1.11)

. . . 4 U oU
Cette égalité montre que sur la courbe invariante, le gradient ErS 8_> de
x 0y
U est orthogonal au champ de vecteurs X = (P,Q), donc en tout point de
la courbe invariante le champ de vecteurs est tangent a cette courbe, donc

13



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

elle est formée de solutions (ou trajectoires) du champ de vecteurs X, ce qui
jJustifie son appellation.

Définition 1.5.2 Une courbe invariante U (x,y) = 0 est dite algébrique de
degré m si U (x,y) est un polynome de degré m. Si non on dit qu’elle est non
algébrique.

Remarque 1.5.1 Dans le cas ou le systéme est polynomial et posséde
une courbe invariante algébrique U (x,y) = 0 de degré m, le cofacteur est
aussi algébrique et son degré vérifie deg (R) < m — 1. Nous rappelons que la
notations div est la divergence du systéme , c’est-a-dire :

OP (z,y) +0Q(x,y)
Ox oy

div (z,y) =

Exemple 1.5.1 La courbe définie par l’équation
PP -1=0
est une courbe invariante pour le systéme

=2+ +4y—1
g=a"+y*+4x -1,
Ulr,y) =" +y° —1
oU (z,
+Q(x,y)% = 20 (2® +y + 4y - 1)
+2y (2 + y* + 4o — 1)
= (2z+2y) (2®+y°—1).
Le cofacteur est : R (x,y) = 2x + 2y.

Théoréme 1.5.1 [7/y(t) une orbite périodique de période T et supposons
que f : U C R* — R une courbe invariante telle que v C {(z,y) /f(z,y) = 0}
et R(z,y) est le cofacteur de la courbe invariante. Supposons que V f(p) # 0
Vp € ~. Alors,

/ R(y())dt = / div(v(£))dt.

14



1.6. RESULTATS AUXILIAIRES

1.6 Reésultats auxiliaires
(1) Gradient d’une fonction a valeurs scalaires
—
g = gradU (2),

aU ()
8@

est le vecteur de composantes g; = . On a noté z; les composantes du

vecteurs 7.

(2) Divergence d’une fonction a valeurs vectorielles.

Etant donné une fonction a valeurs vectorielles U (&), de composantes
(Uy (%), Uy (%), ..., U, (Z)), c’est la fonction scalaire

L = 0U (D)
dlvU(a;)—; T

Propriété importante
—_—
On a que div gradU () = AU, avec

"L 0?U (%)

AU =
dx? 7

=1

ou A est 'opérateur Laplacien.

La formule de Green

Soit C' une courbe plane simple, positivement orientée et C' par mor-
ceaux, D le compact du plan délimité par C' et Pdx + QQdy une forme diffé-
rentielle sur R?, si P et ( ont des dérivées partielles continues sur une région
ouverte incluant D, alors

/(Pda: + Qdy) = é/ (% - 86_];) dxdy.

C
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Chapitre 2

Existence et non-existence de
cycles limites

Dans la Théorie qualitative des équations différentielles il y a plusieurs
problémes. Un de ces problémes principaux est ’étude d’intégrabilité et sur-
tout I'étude d’existence et non-existence des cycles limites de systéeme diffé-

rentiel de la forme (o.9)
T =P(z,y

. ’ 2.1

{ y=Q(z,y), (21)

ou P et ) sont des polynomes réels en x et y de degré n > 2.

2.1 Ciritére de non-existence de cycles limites

Pour étudier la non-existence du cycle limite on utilise des critéres et des
théoréemes (Critére du Bendixon-Dulac, Critéere du Bendixon, Critére du la
fonction du Lyaponov, Critére du Potentiel).

2.1.1 Critére de Bendixon

Théoréme 2.1.1 [11]Soit D un domaine simplement conneze de R?, si la
quantité

oP 0Q
a—era—y?éO,

est non identiquement nulle et de signe constant sur D, alors le champs de
vecteur X n’admet pas de cycle limite entiérement contenu dans D.

16



2.1. CRITERE DE NON-EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

Preuve. Supposons que
v X=X(t);,0<t<T

est une orbite fermée du systéme (2.1]) entiérement contenue dans D. Si S
désigne l'intérieure de 7, s’il s’en suit de la forme de green (pagelb) que

[ (2o

(Pdy — Qdx)
(Pdy — Qdz)

(Py—Qa)dt

— Ty T — T —

(PQ — QP)dt

O o

Y

et si div(P, Q) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans
S, alors il s’en suit de la continuité de champ de vecteur (P, Q) dans S que
I'intégrale double précédente est soit positive ou négative. Dans tous les cas,
cela conduit a une contradiction. Donc, il n’y a pas de cycles limite de ([2.1])
entiérement contenu dans D. m

Exemple 2.1.1 Soit le systéme

1
. 2 =+
T = 4x2y+2y+x (2.2)
y = 4zy” + 2y.
Ona
oP 0
—+—Q —8xy + +8xy + 3
or Oy
= 1+2
= 3>0,

17



CHAPITRE 2. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLES
LIMITES

alors il ne peut donc exister de cycle limite dans R.

I I O A R O B O T T T T T N N NN
T PN MAANANNNNANARN
T T O O O T N N N L LN LN
A TN NN RN RN
RS NN
i R L L N NN NN
E R T R UL L LU N N N N N N NN N
U VRVANNNNN RN S NS
T T L T N T N N N N N N NN
R R T T T N N NS NN
L R R T T N N NN
| R R e i
AN N N R T R T e e e e
L | R R T N
1 "‘. .‘\ kY R T et
0,5: A N T T B T e e e e e e e e e
1 \ NI N T R e e e e e e e e
TUN N s e e e e e e e
0= T

- S B B B B b S BN A L s o oo
100 200 300 400 500 600 700 800 500
X

Portrait de phase du systéme

22)

Remarque 2.1.1 Sin > 2 on ne peut pas appliquer les résultats précédents
comme on le voit sur [’exemple suivant

T =1y
j=—u
z=—2z.
On a bien div f = —2 < 0, dans R®. Mais le systéme posséde une orbite

périodique (x(t),y(t),z(t)) = (sint,cost,0).Par conséquent on ne peut pas
généraliser le critére de Bendixon sans ajouter d’hypothéses.

2.1.2 Ciritére de Bendixon-Dulac

Théoréme 2.1.2 [T1/Soit le systéme différentiel (2.1)) et soit B (x,y) une
fonction de classe Ctsur un domaine simplement connexe D de R®. Si la
quantité

0 0
Ep (BP) + ay (BQ), (2.3)

est non identiquement nulle et de signe constant sur D, alors le systéme (2.1
n’admet pas de cycle limite dans D.

18



2.1. CRITERE DE NON-EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

Preuve. Supposons qu'il existe une fonction B (z,y) € C* telle que

9(BP) 9(BQ)
oz T oy >0,

soit v une trajectoire fermée du systéme planaire dans D, et soit S l'intérieur
de . S’il s’en suit de la formule de Green

// (8(53;) 4 0(5;@)) dedy = /(Bde — BQdx)
S

’YT
= /(BPg-BQx')dt
0

(BPQ — BQP)dt

I
2ot~

C’est une contradiction, alors il ne peut y avoir une trajectoire fermé . Donc
il n’a y pas un cycle limite. m

Exemple 2.1.2 Soit le systéme de Kolmogorov suivant
{ t=z(l—-z—ay)=0
j=ry(l—y—pr) =0 °

Les points d’équilibres (0,0), (1,0), (0,1), et (z*,y") qui vérifient les deux
équations

avec o, 3, r > 0.

l—2"—ay*=0

1—y*— B2 =0.
Les droites x = 0 et y = 0 sont respectivement isoclines nulles verticale et
horizontale, le quadrant positif D = {(z,y)/x >0, y > 0} est un domaine
positivement invariant. S’il doit exister un cycle limite, il est nécessairement
autour de (z*,y*). D est aussi simplement connexe, on le choisit pour appli-
quer les critéres de Bendixson-Dulac.On considére

P
P(:L‘,y):x(l—x—ozy)j8—:1—2x—ay

Q) = ry(1 —y — fr) = a—cj (1 -2y fa),
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLES
LIMITES

ce qui implique que

oP 0
L 0@

el - 1-%— 1— 2y —
o oy x—ay+r( y — px)

= 1+r—z2+78) —y(a+2r).

Le signe de cette quantité n’est pas claire, le critére de Bendiron ne permet

pas de conclure ou d’exclure la présence de cycle limite. Soit B(x,y) = —.

Ty
Alors,
z 0OBP 1
BPlw.y) = (Q-w—ay)=—==="" 9P _oBQ 1 v
T OB e i

ot la quantité (2.3) est toujours strictement négative sur D. On peut donc
exclure la présence de cycle limite.

Exemple 2.1.3 Soit le systéme de Kolmogorov suivant

t=x(b—y—br)
{ y=y(4—1z-5y), 24)

et soit D = {(x,y) ER*/x>0ety> 0}. Nous avons

oP 0Q

— 4+ —=9—9x — 9y,

or Oy Y
cette quantité s’annule et change de signe dans D, et le critére de Bendixon
ne permet pas de conclure ou d’exclure la présence d’orbite fermée dans D.

1
Soit B(z,y) = —. Alors,
1Y

OBP 9BQ _ 5 5
Ox oy oy

Donc pour tout (x,y) € D la quantité (2.3) est négative. On peut conclure
donc que le systéme (2.4]) n’admet pas de cycle limite dans D.
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2.1. CRITERE DE NON-EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

2.1.3 Ciritére de la fonction de Lyaponov

Une fonction de lyaponov est une fonction qui permet d’estimer la stabilité
d’une solution d’équation différentielle, soit f : R" — R" une fonction et
& = f(x) un systéme dynamique, avec x* un point d’équilibre de ce systéme

f (") =0.

Définition 2.1.1 Une fonction V : R" — R une fonction candidate de lya-
PONov St

-V (0) = 0.
Yo e U\{0},V (z) > 0, pour un certain voisinage U de lorigine la dérivée V
d’une fonction V' le long du champ de vecteurs f est définie par

V= (VV(x), f(x)).

Définition 2.1.2 Une fonction de Lyaponov est une fonction de classe C'a
valeurs dans R telle que

V(Xp)=0et VX # X,V (X) > 0.
—_——— .
VX # Xo,gradV (X)X <0.

Théoréme 2.1.3 St un systéme différentiel admet une fonction de lyaponov
il ne peut admettre d’orbite fermée.

Exemple 2.1.4 Soit le systéme suivant

T=—+2
{ i (25
Posons V (x,y) = 2* +y* et
E— AV dr dV dy
Xx = &, Yy
grad V (X) de dt | dy di
— ﬂ y + ﬂ y
- dx dy 4
= —day’ + 4y’a?
= 0.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLES
LIMITES

On remarque que

—_—
V(0,0) =0,V (z,y) # (0,0), et V (z,y) >0 et gradV (X)X =0,

alors, V' n’est pas une fonction de lyaponov. Donc il existe au moins un cycle
limite.

Exemple 2.1.5 Soit le systéme

{x':y—x
y:_x_ya

1
posonsV(m,y):§(aZ2+y2),donc
E— AV dr  dV dy
xX)x = &4, vy
grad 1 (.X) dr dt | dy dt
v,
 dx dyy

= z(y—z)+ty(-z—y)
= ay—a' —ay—y°
= —(:172+y2)<0.
Remarquons que
_ .
V(0,0) =0,V (z,y) # (0,0), V (z,y) >0, et gradV (X)X <0.

Alors V' est une fonction de lyaponov, ce qui implique que le systéme ne peut
admettre d’orbite fermée, donc n’existe pas un cycle limite.

2.1.4 Critére du Potentiel
Définition 2.1.3 Soit le systéme

X =f(X). (2.6)

()

. S
Supposons que le systéeme (2.6|) puisse s’écrire sous la forme X = —gradV (X)) ou
X € D CR? etV est une fonction de classe C* définie sur D & valeur dans
R, on dit que V' est un potentiel du systéme (2.6)).

Telle que
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2.2. CRITERE D’EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

Théoréme 2.1.4 Si le systéme (2.6) admet un potentiel, il ne peut admettre
d’orbites fermées donc n’admet pas de cycle limite.

Exemple 2.1.6 Soit le systéme

i = 4a3siny
y = 2% cosy,

ce systéme admet un potentiel V (z,y) = —x*siny, telle que
. _—
X = —gradV (X),

donc le systéme n’admet pas d’orbites fermées, ce qui implique que le systéme
n’admet pas de cycle limite.

2.2 Ciritére d’existence de cycles limites

En mathématique, le théoréme de Poincaré-Bendixon est un résultat sur
les équations différentielles, il est énoncé par Henri Poincaré et la preuve est
finalement complétée par Ivar Bendixon en 1901. Gréce a ce théoréme et sous
des hypotheses nous pouvons assurer I'existence d’un cycle limite. Donnons
d’abord quelques définitions.

Définition 2.2.1 Un compact de R* est un ensemble fermé et borné (fermé
signifie que la frontiére est incluse et borné signifie qu’il est délimité par des
bornes finies).

Définition 2.2.2 (Domaine positivement invariant) : Un domaine D du
plan associé au systéme

dr _
% (2.7)
==

est dit positivement invariant si quelle que soit la condition initial

(l’g, yO) € D7
la trajectoire correspondante reste dans D lorsque t — +00.

Définition 2.2.3 (Domaine attractant) : On dit que D est un domaine at-
tractant pour le systéme dynamique (2.7) si D est compact et positivement
mvariant.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLES
LIMITES

2.2.1 Critére de Poincaré-Bendixon

Théoréme 2.2.1 Soit D un domaine attractant du plan pour le systéme
dynamique planaire (2.1)). Alors, pour tout Xe D, son w — limite est soit :

(1) Un point d’équilibre attractif (asymptotiquement stable).
(17) Une trajectoire périodique (un cycle limite).
(1ii) Une réunion de points d’équilibre reliés par des trajectoires réguliéres.

Un ensemble limite w(x) non vide compact d’un systéme dynamique planaire,
qui ne contient pas de point d’équilibre est une trajectoire périodique.

Corollaire 2.2.1 S’il existe dans le plan un domaine attractant pour un
systéme dynamique, et qui ne contient pas de point d’équilibre ou contient
un unique point d’équilibre instable, alors il existe au moins un cycle limite
entierement contenu dans ce domaine.

Exemple 2.2.1 Soit le systéme dynamique suivant

HECAREC

1
La fonction V(x,y) = §(x2 + %) est une fonction de Lyaponov pour ce
systeme.

V = zi+yy
vly+ (1 —a2® —y))a] +yl-z+ (1 -2 — )y
= (4971 -2 — ).

1
Si on considére le Domaine D définie par le cercle de rayon o et le cercle

de rayon 2,
1
D= {(w,y)/;L <2 +y’ §4},

on obtient un domaine attractant pour notre systéme. Le domaine D ne
contient pas de point d’équilibre, on peut donc conclure d’apreés le corollaire
de théoréme de Poincaré-Bendixon qu’il existe au moins un cycle limite en-
tierement contenu dans D. On considere le domaine D définie par

D= {(z,y)/2* +y* <2},
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2.2. CRITERE D’EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

le domaine D contient un unique point d’équilibre instable (I’origine), On peut
donc conclure d’aprés le corollaire de théoréme de Poincaré-Bendixon
ou il existe au moins un cycle limite.

—— e

NN e
‘\\ \m\\-_-q—__,—r‘ﬂls/_

R Ay B )

Cycle limite du systeme ([2.8])

Théoréme 2.2.2 [11/Soit (t) une orbite périodique, de période T' alors : vy
est un cycle limite stable st

T
/ div(~(£))dt < 0.
0

v est un cycle limite instable si

div(~(t))dt > 0.

Ot —

v est un cycle limite semi-stable si
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLES
LIMITES

T
Remarque 2.2.1 Si / div(y(t))dt # 0, alors le cycle limite ~y est hyperbo-

0
lique.

Exemple 2.2.2 Soit le systéme suivant

i =4y + 2% (xy — v?) (2.9)
y =—r+ Y, .
P
ona div(P, Q) = g_m + g—Q telle que
oP
% = 322y — 2zy?
% 1
oy ’
ce qui implique que
oP 0Q 9 9
=3 -2 1
BN + = ay Ty Yy~ + 1,

et le point d’équilibre de ce systéme est (0,0). Supposons que : y(t) = (— cos(t), —sin(t))
est une solution périodique de ce systéme de période 27w. Donc

T

8P 8@

ax —cos(t), —sin(t))dt =

[3(— cos(t))*(—sin(t)) —

o\
Ot — 5

2(— cos(t))(—sin(t))* + 1]dt

= /[—3 cos?(t) sin(t) + 2 cos(t) sin®(t) + 1]dt

2

— [

0
= 27 >0,



2.2. CRITERE D’EXISTENCE DE CYCLES LIMITES

donc il existe un cycle limite instable.
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Cycle limite du systeme ([2.9))
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Chapitre 3

Cycles limites des systémes
différentiels polynomiaux de
Kolmogorov

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie qualitative des équations
différentielles ordinaires, pour traiter une classe des systémes différentiels
planaires polynomiaux de kolmogorov de la forme :

o =y (z,9),

ou p (z,y) et ¢ (x,y) sont des polyndomes. Notre contribution dans ce travail
consiste en la présentation de quelques classes de systéemes différentiels de
type de kolmogorov, possédant des cycles limites algébriques hyperboliques,
donc on peut déterminer leurs expressions explicites.

3.1 Introduction

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonc-
tions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle cor-
respond au degré maximal de la différentiation auquel 'une des fonctions
inconnues a été soumise. La dynamique des populations est une partie de la
biologie mathématique qui a pour but la description, en termes de modéles
mathématiques, de 'interaction entre différents types des populations dans
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3.1. INTRODUCTION

un milieu donné. Ces modéles sont régis par des équations dévolutions qui
sont des équations aux dérivées partielles. Il existe en dynamique des popu-
lations plusieurs types d’interactions entre, ces populations (proie-prédateur,
compétition, etc). Un probléme central est I’étude du comportement asymp-
totique des solutions des systémes modélisant ces phénomeénes. Dans les an-
nées 1920 le staticien austro-hongrois Lotka et le mathématicien italien Vol-
terra élaborent un modeéle qui décrit la dynamique des systémes écologiques
ou cohabitent un prédateur et sa proie (Lynx et liévres des neiges dont les
recensements précis ont été établis par la compagnie de la baie d’Hadson).
Ce modeéle est constitué d’une équation différentielle qui traduit I’évolution
des populations de chaque animal. Kolmogorov a considéré le systéme proie-
prédateur général ou 'existence de cycles limites est probable. Ces sys-
témes interviennent dans la modélisation de plusieurs phénoménologies liées
a l’écologie et & l’environnement socioéconomique. Dans notre travail, on
s’intéressera au systéme de kolmogorov de la forme avec :

oU oU
—F = = —\r— 2
p(z,y) U+Ayay,Q(»’lf,y) GU = Az, (3.2)
ou U, F, GG sont des polyndémes et A € R*. Donnons d’abord quelques défini-
tions.

Définition 3.1.1 [4](Intégrales premiéres) une fonction H : U — R de
classe C7 et qui est constante sur chaque trajectoire de

i = P(z,y)
{ y=Q(z,y) (3:3)

et non localement constante, s’appelle intégrale premiére du systéme de
classe j sur U C R%. L’équation H (z,y) = ¢ pour un ¢ € R fizé, donne un
ensemble de trajectoire du systéme d’une maniére implicite. Quand j = 1,
cas conditions sont équivalentes

OH OH
P(x,w% (z,y9) +Q (v, y) n

et H non localement constante.

(z,y) =0,

Définition 3.1.2 (Facteurs intégrants) la fonction K (x,y) est un facteur
intégrant du systéme (3.3)) sur le sous ensemble ouwvert U C R%*si K € O (u),

K #0 surU et
O(KP)  0(KQ)

Ox oy
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
POLYNOMIAUX DE KOLMOGOROV

div (K P, KQ) =0,

ol
0K 0K .
P%+Qa—y - —KdIV(P,Q),

c’est claire que la fonction H telle que
oH
G
— =—-KP,
dy

est une intégrale premiére, c’est a dire H est donnée donc par

H(as,y>=—/KP<x,y>dy+h<a:>

H(x,y)Z/KQ(I,y)derh(y)-

3.2 La non existence de cycle limite pour une
classe de systémes cubiques de kolmogo-
rov

Soit le systéme de kolmogorov suivant

{ i=z(a(z® +y* — 1) + 2)\¢°) (3.4)

= y(b(z2 + y2 —-1)— 2/\:172).

Proposition 3.2.1 Le systéme (3.4) admet U (z,y) = 2*+y*—~1 = 0 comme
une courbe algébrique invariante de cofacteur R (z,y) = 2az® — 2by?

Preuve.
dU . .
— & (20)+7 ()
= (2aa:2 — 2by2) (932 + 9% — 1) .
[ ]
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3.2. LA NON EXISTENCE DE CYCLE LIMITE POUR UNE CLASSE
DE SYSTEMES CUBIQUES DE KOLMOGOROV

Théoréme 3.2.1 Le systéme (3.4) a une intégrale premiére rationnelle de

la forme

fL‘b

H(z,y) = FYERRTEERS (3.5)

de plus, il n’admet pas de cycle limite algébrique.

Preuve. Soit

2P (bt (y“ (22 +y? — 1)’\) — 2y (22 42— 1))
H, = 2X
y e (@2 +y2 = 1)

bzt =22z (22 + 2 — 1))

ye (2% +y? — 1) ’
et )
0 — _xb(ay*1 +2 0y (22 4+ —1))
’ ye (a2 +y2 = 1) |
on a donc
dH . :
= z(a(@®+y* — 1)+ 20 H, + y(b(z® +y* — 1) — 2\ H,

= 0

donc, ce systéme admet une intégrale premiére rationnelle, ce qui implique
que les courbes solutions sont algébriques. Donc elles ne peuvent pas étre des
spirales. Ainsi le systéme (3.4)) n’admet pas de cycle limite algébrique.

Exemple 3.2.1 On pose a =2, b=4, A =1, le systeme (3.4) devient

{ i = x(22* + 4y* — 2) (3.6)

g = y(20* + 4y* — 4),
il posséde comme intégrale premiére rationnelle
4

T
IR}

H(z,y) =
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RGN

EIGETENY

TR
zt <8 (22 4+ y* — 1) — 8y — 4x? — 4a?y? (2* + y* — 1)_1)

xt (8 (22 + 9% — 1) — 8y? — 4a® — 4a?y? (2® + y* — 1)_1)

— iH,+yH,

dt

an

donc, ce systéme admet une intégrale premiére rationnelle alors le systéme

n‘admet pas de cycles limites algébriques.

on trouve que

alors
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3.3. L’EXISTENCE DE CYCLE LIMITE ALGEBRIQUE POUR UNE
CLASSE DE SYSTEMES QUARTIQUES DE KOLMOGOROV

3.3 L’existence de cycle limite algébrique pour
une classe de systémes quartiques de kol-
MOgOorov

Soit le quadrant positif w = {(m, y) €R*/z >0,y > O}, on a le systéme
suivant

=21 ((ax) ((x—1)2+(y—1)2— (%) >+2)\?J<y_1)>
'zy((by) ((w—1)2+(y—1)2‘ (%) ) _zm(x_l)>’

1
telqueF:ax,G:byetU(x,y):(x—l)Q—l—(y—l)z—Zoflaetbsont

des constantes réels.

(3.7)

Remarque 3.3.1 le cercle v = {(z,y) € w/U (x,y) = 0} est contenu dans
le premier quadrant du plan w = {(z,y) € R*/z ) 0,y ) 0}.

Proposition 3.3.1 Soit le systéme (3.7) admet U (x,y) = 0 comme une
courbe algébrique invariante de cofacteur

R(z,y) =2az® (z — 1)+ by* (y — 1)] . (3.8)
Preuve. Soit
R(ey)UGy) = 5
. oUu  LoU
= 2wt @040 - 1) (- 02+ -0 )

pour prouver l'existence de cycle limite algébrique de la classe de systéme de
kolmogorov (3.7) on doit vérifier le résultat suivant

Lemme 3.3.1 Le cercle v définit une solution périodique de systéme (3.7)).
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]
Preuve. Le cercle v est une courbe algébrique invariante de cofacteur

R(z,y) =2[az® (x — 1)+ by’ (y — 1)] .

On va montrer que ce cofacteur et non singulier. Supposons que le cercle v
contient un point singulier du systeéme (3.7)) tel que ce point singulier est une
solution du systeme

ax ((:1:—1)2+(y—1)2— (%) )+2)\y(y—1):0
by ((w—1)2+(y—1)2— (%) ) —2\x(x—1) =0,

2

onal (z,y) = (z—1)2+(y — 1)°— = 0 (courbe algébrique invariante)donc

{ Q—AzyA(xy(; P;i 0~ { .

N | —
N

)=0 y=0ouy=1
0 = r=0oux =1,

et comme = > 0 et y > 0 alors le seul point singulier est (z*,y*) = (1,1). Le
systéme ([3.7) admet le cercle 4 comme solution périodique, ce qui implique
que v est une orbite périodique. m

Théoréme 3.3.1 Le systéme (3.7) admet le cercle v comme cycle limite

hyperbolique st
a(l — \/g) +b(1 — \/g) # 0. (3.9)

Preuve. On pose T la période de . Pour montrer que v est un cycle limite,
il suffit de vérifier que

/div('y(t))dt # 0.

D’aprés le théoreme[1.5.1]
T T
[t = [ R
0 0
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CLASSE DE SYSTEMES QUARTIQUES DE KOLMOGOROV

donc ¥y € R* on a

T

[atroa = [ avtna e[ aveoa- [ reoua)

0

ol

divia) = 5-(@)+ 5.0)
= 2w+ ) - )+ P - )
+(az® — \z)(x — 1) + Ay + by*) (y — 1),
donc

/ div(z(t), y(£)dt — / div(y(£))dt + /T div(~y(8))dt — /T R(v())dt)

= 2/((a:€2 — A —nAz)(z — 1)

0
+(by? + My +ny)(y — 1))dt.

D’aprés le systéme on a

o dx
~ 2(az((r —1)2 4 (y — 1)2 — D20y -1)
par suite
/div(m(t),y(t))dt _ % (ax —;y(—yn_)\)l()w - 1)dx + f %d%

on a U(x,y) =0 est une courbe algébrique. Donc
Uy(x,y)dx + Uy(x,y)dy = 0,

ce qui 1mplique que
Un(z,y)dz = =Uy(z, y)dy,
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donc

/div(x(t),y(t))dt_ fwd _}[W@-

Y v

Cette éqgalité est de la forme

/T div(a(t),y(®)dt = [ plo.)ds+ [ afe. )iy

v v

ot on peut appliquer la formule de Green (pagelb) on obtient

[ vt uopae ~ [ / e by*j;"” %W)dxdy

nt(y)

B // by—i—ax
N Ay

int(y)

- -1//5 da:dy——// L dudy.

int(y) nt(y)

Telle que v est une réunion des deux arcs

y=1-— Z—(x—1)2
=1 1 1)2
yp=1+4/7-(@-1)
On pose
T
. b a
dlv(x(t) y(t))dt = _XII - X]g, (3.10)
avec
I = // dxdy et I, = // —dxdy.
int(y) int(y
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On calculent

— [ Jauay

int(7y)

g 1i--1?

- [c [ S

1
On faisant le changement de variable v = 1 + 3 sin @ on obtient

/\/ — sin 9(:089
L
1—i——sm0
g
B 1/2 cos? 0
2 1+—Sln0
%
on pose
0
t = tan —
2
on obtient )
1—t 2t 2dt
f=—— sinf=——, dd = ——
cos 112 ° 1+t 1+t
par suite
1
1 (1—t2)2 1 2dt
=95 97871 21 442
+ +21+t2 +

-1

(1-#)
B [ (L+82)2(t2 +t + 1)dt’
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apres la décomposition du dénominateur on obtient

1

4 At 3
L = - - dt
! /<1+t2 (1+1¢2)2 (t2+t+1))

-1

1

1
)
T 3/(t2+t+1)

-1

—

dt
= 2r—3 5 3
Jo(t+3)? g
on pose
t—i—l
T = =,
2
Alors
3
[odr
L = 2mr—-3
' /724—%
_1
2
3
2
[ 1 T
= 27 — 3 | (—=(arctan —=)
Y
4 4 1
2
= (arctan —= — arctan —=)

|
m S

[

m
2

\?
E

— o=
2

\[
I = 277(1—\/2)

On a la deuxiéme intégrale
I, = / / —dxdy,

int(T)
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par symétrie

1
I, = //—dxdy
x

int(T)

- [1.
Done, la formule (3.10) devient

T

[t = Lara -3 - Gana -2

2w 3
= —7(1 - Z)<b+ a).

Alors, lorbite périodique v est un cycle limite hyperbolique si et seulement si

a(1— /2y +b(1 -

; ) £ 0.

&‘

3
4
[ ]

1 1
2’ b= 5 et A = —1, le systéme (3.7)) devient

x (Gm) <($—1)2+(y—1)2— ( )2) —2y(y—1)>
, 3.11
y_y((gy) (<x—1>2+<y—1>2—<—)> 2x<x—1>>, o

Exemple 3.3.1 on pose a =

T

=N

2
et comme
’ 3 3
. ™ s

[av@umie = Fa-y - Ga-y7)
0

084179

N A

= 0.84179 > 0,

alors le cercle .
Yi@—1P+ (-1 -5 =0
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est le cycle limite hyperbolique instable de ce systéme.

Cycle limite du systeme (3.11)

3.4 L’existence de cycle limite algébrique pour

une classe de systémes de kolmogorov d’ordre

quatre ou plus

Soit le quadrant positif suivant : {(z,y) /2 > 0, y > 0} et R* est le
plan de travail.
On considere les deux systémes (i) et (i)

(0) i=x((zy+py)) (az® + bz + cy® + dy + h) — dy — 2cy?) (3.12)
=y ((zy+q(x)) (az® + bx + cy® + dy + h) + bz + 2az?) '

ou a, ¢ sont des réels positifs, b, d sont des réels négatifs et h satisfait telle
que

2 d2 b2 d2
.z < — 4
ma${4a’4c}< Sk
avec p (y) et ¢ (z) sont des polynomes.

i =z ((zy+pY)) (az® +ba® + cy® + dy® + h) — 3dy® — 6cy°)
(1) - _ 4 2 6 3 2 4
y=y ((zy+q(z)) (az* + ba® + cy® + dy® + h) + 202> + daz?)
(3.13)
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CLASSE DE SYSTEMES DE KOLMOGOROV D’ORDRE QUATRE OU
PLUS

ol a, ¢ sont des réels positifs, b, d sont des réels négatifs et h satisfait telle

que
b d? ¥ d?
h <
max{4a 4c}< Sda T
avec p (y) et g () sont des polynémes.

Théoréme 3.4.1 1-Le systéme (3.12) admet au moins un cycle limite, les
cycles limites sont hyperboliques représentés par la courbe

V1= {(907?/) €R27a$2+bx+cy2+dy+h:0},

2-Le systéeme (3.13|) admet au moins un cycle limite, les cycles limites sont
hyperboliques représentés par la courbe

v, = {(z,y) € R* az* + bz” + ey’ + dy® + h = 0},

Preuve. (i) On va montrer que 7, est non-singuliére, invariante pour le

systéme (3.12)) et /div (7,)dt #0. m

0
A- La courbe v, est non singuliére pour le systéme (3.12)) si le systéme
suivant n’a pas de solution réelle.

ar® +br +cy’ +dy+h=0
—xy (d+2cy) =0
yx (b+ 2ax) =0,

d’aprés un calcul simple on trouve que le seul point critique de ce systeme

() one

b d?
h4— 1
7 4a + 4c’
alors ce point n’appartient pas a 7y, ce qui implique que ~; est une courbe
non singuliére pour le systéme ([3.12)).
B- 7y, est une courbe invariante pour le systéme([3.12))

du, 6U1£+5U1.
dt Oz 8yy

= [(zy+p®)) (2a2® + bx) + (zy + q (2)) (2cy” + dy)] Uy,
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tel que
Uy = ax® +bx +cy* +dy + h,

et
Ry (z,y) = (zy + p () (202% + bx) + (zy + ¢ () (2¢y® + dy) .

C- On doit vérifier que

T
/div (1) dt # 0.
0
D’apres le théoréme [1.5.1
T T
[awGie= [ R0,
0 0
tel que

[(zy +p(v)) (2a2” + bx)] dt

St~

/R1 ((t)y (1) dt =

+/ [(zy + q (z)) (2cy® + dy)] dt

(zy +p () (2a2* 4 bx)

B 7{ y (2a22 + bx)

3 7{ (wy +q(2)) Cey’ +dy)
z (2cy? + dy)

dy

71

- f o forr)e

Y1 Y1
En appliquant la formule de Green (pagel5)
j[(x—f—w) dy—%(y—kw) dr = //Qdmdy,
Yy x
71 71 int(7y1)
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d’aprés A, B, et C concluons qu’ il existe au moins un cycle limite pour le
systéme ((3.12]).

(#4) On va montrer que v, est non-singuliére, invariante pour le systéme
T

ETPet [ div () dt £0,

0
A- La courbe v, est non singuliére pour le systéme (3.13)) si le systéme

suivant n’a pas de solution réelle.

az* +bx® + ey +dy  +h=0
—3x1° (d + 26y3) =0
2yx? (b + 2aa:2) =0,

d’apreés un calcul sunple on trouve qu’il ya deux points crlthues de ce systeme

2_ 3_ ] e - 1
sontM( \/Za \/ ) (“2(1’“%) On a h # 4a~|—4c,8u0rs

ce point n’appartient pas a 7,, ce qui implique que 7y, est une courbe non
singuliére pour le systéeme (3.13]).
B- 7y, est une courbe invariante pour le systéme((3.13))

dU2 aUQ . 8U2 .

it Or T dy Y
= [(:cy +p(y)) (4ax4 + b:cz) + (zy + q (2)) (6cy6 + dyg)] Us,
tel que
Uy = az* +ba® + ey’ +dy® + h
et

Ry (z,y) = (xy + p (y)) (4am4 + bxz) + (zy + ¢ (x)) (60y6 + dy?’) )

C- On doit vérifier que

T
/div () dt # 0.
0

T T
/le ~2)dt = /Rz (t))dt,
0 0

on a
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alors

/Rz (x(t),y(t)dt = / [(zy +p (y)) (4az® + bz®)] dt

T
—I—/ vy +q(z)) (6cy® + dy*)] dt

(xy +p(y)) (daz’ + ba?)
j{ y (4az* + bx?) 2
B j{ (wy +q (@) (6ey” +dy°)
x (6cy® + dy?)

Y2

- flaf o)

T2 Y2
En appliquant la formule de Green (pagel5) :
{22 [
Yo znt 72

d’aprés A, B et C on conclut qu’ il existe au moins un cycle limite pour le

systéme (3.13)).

Exemple 3.4.1 Posonsa=2,b=—1,c=1,d=-3, h=2 etp(y) =y,
q(x) =z, alors le systéme (3.12) devient

&= ((zy +y) (22° +y* = 3y —x +2) + 3y — 2¢°) (3.14)
Jy=y((zy+2) (20> +9y* =3y —x+2) -z +42”), ’

1 /3
Ce systéme est un systéme qui admet un seul point critique M (\/; , \/%),

le cofacteur de ce systéme est
Ry (z,y) = 42y + 292 + 322y + y*x — 4ay,
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v =222+ 9% =3y — x4+ 2 =0 est leur courbe, elle est non singuliére et
tmvariante. D’autre part

T

/div(ﬁyl(t))dt - 74(3:+1)dy—f(y+1)da:

0 71 71
= //2dxdy # 0.

int(vq)

Donc le systéeme (3.14) admet un cycle limite.

11 e
@ ot 02z 03 04 05 06
X

Cycle limite du systeme (3.14))

1
Exemple 3.4.2 Posons a = g’ b=-1l,c=1,d=—-4,h=5 etpy) =
v* — vy, q(z) = 2 + 2. Le systéme (3.13) devient

1
:t:x<($y+y3—y) §x4—$2+y6—4y3+5 —6y6—|—12y3>

1 1
y:y((:):y—l—x?’—i—x) §x4—x2—|—y6—4y3+5 —|—§x4—2x2>,
(3.15)
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Ce systeme est un systeme qui admet deux points critiques M (—2, \75) et
M (2, \‘75), le cofacteur de ce systéme est

Ry (z,y) = (zy +y° —y) (%lA — 2:52) + (wy + 2° + ) (6y° — 12¢°)

vy =222 + 9% — 3y — x4+ 2 =0 est leur courbe, elle est non singuliére et
mwvariante. D’autre part

/Tdiv(%(t))dt = j{(x+y2—1)dy—7{(y+x2+l)dm

Y2 V2

= /dedy # 0.
(

int(vs)

Donc le systéme (3.15)) admet au moins un cycle limite.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Le nombre de cycles limites d’une équation différentielle polynémiale fait
I'objet de la seconde partie du seiziéme probléme de hilbert. Le théoreme
de poincaré-Bendixon et celui de Bendixon-Dulac prédisent I’existence, res-
pectivement ’absence, de cycles limites pour les équations différentielles non
linéaires en deux dimensions.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié 'existence des cycles limites d'une
classe des systemes de kolmogorov (page 28), on projette généraliser ici
aux systémes différentiels de kolmogorov généraliser de degré n, plus préci-
sément dans R?, on considéré le systéme différentiel de kolmogorov

{izxp@w)

y=yq(z,y),

ou les polynémes p et ¢ sont de degré n.
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