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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'é¢tude des inégalités intégrales de type
Ostrowski.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de convexité classique et
généralisée, ainsi que des identités intégrales que nous invoquerons dans le chapitre suivant.
Dans le deuxiéme chapitre, nous citons certains résultats déja connus dans la littérature.
Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités de type
Ostrowski, nous mentionnons que ces résultats ont fait I’objet de la publication internationale

B. Meftah and A. Azaizia, Ostrowski type inequalities for functions whose derivatives
are strongly beta-convex, Transactions of NAS of Azerbaijan, Issue Mathematics,
(accepted).

Mots clés: inégalité d’Ostrowski, inégalité de Holder, fonctions béta-convexes, fonctions
s-préinvexes.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
26,27, 28].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de cette thése est de faire une petite synthése concernant les inégalités inté-
grales de type Ostrowski et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités
intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et de
convexité généralisée pour les fonctions & une variable, une esquisse concernant 'intégra-
tion fractionnaire ainsi que quelques identités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous énoncerons sans démonstration certain résultat concer-
nant les inégalités intégrales de type Ostrowski unidimensionnelle.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré & des nouvelles inégalités

de type Ostrowski dans ces nouveaux résultats en fait 'objet de la publication inter-



nationale suivante : B. Meftah and A. Azaizia, Ostrowski type inequalities for
functions whose derivatives are strongly beta-convex, Transactions of NAS of

Azerbaijan, Issue Mathematics, (accepted).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [31].

1.0.1 Convexité classique
Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([14]) Un ensemble I C R" est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([31]) Une fonction f: I — R est dite convezxe, si

flz+ 1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([32]) f: 1 — R est appelée fortement convexe de module ¢ avec ¢ > 0,
s1

flte+(1—t)y) <tf(@)+ (1 —1)f(y) —ct(l —1) (z —y)*
est satisfaite pour tout x,y € I et t € (0,1).
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Définition 1.4 ([6]) Une fonction positive f : I — R est dite P-conveze, si

flr+1—=t)y) < f(z)+ f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.5 ([1]) Une fonction positive f : I — R est dite fortement P-conveze, si

fltz+(1—-1)y) < f@)+ fy) - ct(l—t) (z - y)°
est satisfaite pour tout x,y € I,c > 0 et tout t € [0, 1].

Définition 1.6 ([7]) Une fonction positive f : I — R est dite fonction s-Godunova-

Levin, ou s € [0,1], si

flr+(1-t)y) < +

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € (0,1).

Définition 1.7 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-convere au

second sens pour un certain nombre firé s € (0, 1], si

fltr + (1 =t)y) <t°f(x)+(1-1)°f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].

Définition 1.8 ([1],[10]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement

s-conveze au second sens pour un certain nombre fixé s € (0,1] et ¢ > 0, si

flte+ (1 =t)y) <tf(a)+ 1 —1)f(y) —et(l —1) (z —y)*

est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].



Définition 1.9 ([40]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite étendu s-

conveze pour un certain nombre fixé s € (—1,1], si

fltz+ (1 —t)y) <t°f(zx) +(1—1)"f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et t € (0,1).

Définition 1.10 ([35]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement

étendu s-convexe pour un certain nombre fixé s € (—1,1] et ¢ > 0, si

flte+(1—=t)y) <)+ 1=t f(y) —ct(l=t) (& —y)*
est satisfaite pour tout x,y € I ett € (0,1).

Définition 1.11 ([36]) Soit f : I C R — R une fonction positive. f est dite tgs-convexe

sur I, si linégalité
fle+ 1 —=t)y) <t(@—=t)[f(z)+ f(y)]

est satisfaite pour tout x,y € I, ett € (0,1).

Définition 1.12 ([37]) Une fonction f : I C R — R est dite béta-conveze sur I, si

flr+A=t)y) <P (A =8)7f (2) +"(1=1)"f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I, ett € (0,1), ot p,q > —1.

1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité

classique, cette derniére a été introduite par Hanson [9].



Dans tous ce qui suit on considére que le sous-ensemble K C R et les fonctions

f:K—Retn: KxK —R.

Définition 1.13 ([39]) Un ensemble K est dit invex au point x par rapport a n, si

r+tn(y,z) € K

est satisfaite pour tout y € K et t € [0,1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invex par rapport a n, si K est inver en chaque

points v € K.

Définition 1.14 ([39]) Une fonction f sur l’ensemble invex K est dite préinvexe par

rapport a n, Si

fl+tn(y,z) <A —1)f(z)+tf(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0, 1].

Définition 1.15 ([38]) Une fonction positive f sur l’ensemble invex K C [0, 00) est dite

s-préinveze au second sens par rapport a 1, pour un certain nombre fixé s € (0,1], si

fletin(y,x)) < (L=10)°f () + [ (y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0, 1].

Définition 1.16 ([29], Condition C) Soit K C R un ensemble invex par rapport a n,

alors pour tout a,b € K ett €[0,1], on a

n(a,a+tnb,a)) =—-n(b,a) et n(a,b+tn(a,b)) = (1—t)n(a,b).

Remarque 1.2 [] s’ensuit de la Condition C

n (CL + t277(b7 a)? a-+ tln(bv a)) = (t2 - tl) n (b7 a)
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pour tout a,b € K et ty,ty € [0,1].

1.0.3 Quelques fonctions spéciales
Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexes a 1’ex-

ception des entiers négatifs

Définition 1.17 ([3]) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

['(z) = /ettZ1dt.
0

Remarque 1.3 Pour z € N, onal'(z) =(z— 1)l =1x2x3x..x(z2—1).

Fonction béta

Définition 1.18 ([33]) La fonction béta d’Euler est définie pour tous nombres complexes

x ety de parties réelles strictement positives par

1

B(2,y) = /tm—l (1= 1) dt.

0

Remarque 1.4 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante




Fonction béta incompléte

Définition 1.19 ([4]) La fonction béta incompléte est définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives et « € [0,1) par

«a

B, (z,y) = /tx—l (1—t)Y "t

1.1 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 “"¢ siecle jusqu’a
nos jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de ’année

1695 quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signifi-

. n . . , 2 .
cation de Zx—fj lorsque n = % Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur
une possible théorie de la dérivation non entiére, et a répondu & L’Hospital : ”... cela
conduirait a un paradoxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les

premieéres conséquences utiles. La premiére tentative sérieuse de donner une définition
logique pour la dérivée fractionnaire est di & Liouville qui a publié neuf documents dans
ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est
avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ” Approche
de Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle
de Griinwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette théorie n’a cessé d’attirer I'at-
tention des chercheurs vu 'ampleur de son champ d’application en traitement d’images,

biologie, génie civil mécanique, équations différentielle.



Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.20 ([12]) Soit f € L' ([a,b]), lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville 1%, f(x) d’ordre oo > 0, ot a > 0 est définie par
I (e) = oo (;k< 0 fadr, v
atJ\ ) = F(Oz ) x , T >a,

a

ot T'(.) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 1.5 Lorsque o = n, lintégrale de la définition précédente coincide avec la

n'eme intégrale, c’est-a-dire

T

@) = gty [ @0 s

x t1 tn—1

Remarque 1.6 Par convention on pose I%, f(x) = f(x).

Remarque 1.7 Généralement nous utilisons les écritures suivantes

T

I ) = ﬁ/ (x— )" f@B)dt, z>a>0
b
Bfw) = wr [ 0= i b

xT

ot f e L' ([a,b]), « > 0,T(a) = [ e t*71dL, est la fonction gamma d’Euler et J2, f(x) =
0
Jy-f(x) = f(z).
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1.1.1 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([34]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I" (I"lintérieur
del)ovabel aveca<b. Sif € L' ([a,b]), alors pour tout t € [0,1], I’égalité suivante

est satisfaite

/f Ydu = (a —b) /p "(ta+ (1 —t)b) dt,

ou

et x € [a,b].

Lemme 1.2 ([11]) Soit A C R un sous-ensemble invex ouvert par rapport & la fonction
n:AxA—Retabe A aveca < a+n(b,a). Supposons que f : A — R est une fonction

différentiable. Si f' est intégrable sur [a,a + n(b,a)], alors I’égalité suivante :

a+n(b,a)
F@) = s [ f(w)du (1.1)
ng;b_yz) 1
= 7n(b,a) /tf’(a+tn(b,a))dt+ / (t—1)f (a+tn(ba))dt

n(b,a)

est satisfaite pout tout x € [a,a + n(b, a)].
Lemme 1.3 ([41]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° o a,b € I

avec a < b. Si f' € L' ([a,b]) alors, pour tout z,t € [a,b] et >0 on a :

I'(a+1)
(b o a)oHrl

‘Fx—®a+®—xf

e A 12 S () + T2 f (a)

1

_ /m@f%m+u—wmﬁ,

0
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ol
—t*, te [0, 2]

m (i) = (1—t)", te(=£1].

Lemme 1.4 ([15]) Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une fonction différentiable avec a <
a+n(b,a). Si f' € L' ([a,a +n(b,a)]), alors l’égalité fractionnaire suivante

()" + (1= 25)") £(a) - C (2 f(a) + 2 fla -+ (b))

r—a

— i) | e ) - [ Q-0 flatmba)d | (12)
0 z—a_
n(b,a)

est satisfaite pour tout v € |a, a + n(b, a)].

Inégalité d’Hermite-Hadamard

Nous rappelons la fameuse inégalité dite Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes

ensuite nous énoncerons sa généralisation pour les fonctions s-convexes

Lemme 1.5 ([27]) Soit f : [a,b] — R, une fonction convexe, alors

Lemme 1.6 ([5]) Supposons que f : [0,00) — [0,00) est une fonction s-convexe au
second sens, ot s € (0,1) et a,b € [0,00) tel que a < b. Si f € L'([a,b]), alors linégalité

sutvante @ liew
b

2 () < 3t [ £ @) do < 100, 13)

a

12



Inégalité de Holder

Lemme 1.7 ([26]) Soit p > 0 tel que ]lj + % = 1. Si f et g sont deux fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|” et |g|? sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors
1
b q

7f<x>g<x>dxs 7fp<x>dx ; o @)

a

13



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Ostrowski

2.0.2 Inégalité d’Ostrowski

En 1938, Ostrowski prouva le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 ([30]) Soit f : I — R, une fonction dérivable o Uintérieur de I C R
(a,b € I°avec a < b). Si |f'(t)| < M pour tout t € [a,b], alors

_ (a+b) )2

P - it [10a < |3+ SR 0 - anr 2.1

est satisfaite pour tout x € [a, b].

Ce type d’inégalités fournit des estimations d’erreurs nettes dans l’approximation
de la valeur d’une fonction par rapport & sa moyenne intégrale. Elles s’appliquent pour
I’obtention des approximations & priori et le calcul des bornes d’erreurs pour différentes
regles de quadratures. De nombreuses extensions et généralisations aussi bien dans le cas
continu que dans le cas discret ont été élaborées ainsi que de nombreuses applications
dans ’analyse numérique et la théorie des probabilités, pour plus de détails se référer a

[5,11,12,13,14,16,17,18,19] et les références qui s’y sont citées.
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2.0.3 Les inégalités de type Ostrowski pour les fonctions dont

les dérivées sont s-convexe au second sens

Dans tout ce que suit I désigne un intervalle de R, dont l'intérieur est noté par I,
a,b € I" avec a < b, L'([a,b]) 'espace des fonctions intégrables sur [a,b], s un nombre

fixé dans (0, 1].
Théoréme 2.2 ([34]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I" telle
que f' € L' ([a,b]). Si |f’| est s-convexe au second sens sur [a,b], alors l'inégalité suivante
b
_ /
b—
s+2 s+1
= (s+1) =) { [2 —(s+2) ()" + 1} |/ (a)]
s+2 s+1
+ [2(s+1) (52 ) +2)( ) 1] 17 )}

est satisfaite pour tout v € [a,b].

a+b

Corollaire 2.1 ([34]) Dans le Théoréme 2.2, si on prend v = “32,

on obtient ["inégalité

du point milieu suivante pour les fonctions s-convexes

(e5) ——/f < it (1= 20 15/ @1+ 17 O]

De plus si on pose s = 1, on obtient l’inégalité du point milieu pour les fonctions convexes

b

f(e2) - ﬁ/f () dul < t=0 [|f’<a>|;|f'<b>q _

a

Théoréme 2.3 ([34]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I" telle
que ' € L' ([a,b]). Si|f'|? est s-convexe sur [a,b], telle que ¢ > 1 et % +% =1, alors

15



[inégalité suivante

b

A

< (b—a
< )<p+1> )5

™ () 1w+ - ) or)
() (- )1 @+ ) o)’

3 = ‘ﬁ\»—‘
Q=

|

est satisfaite pour tout x € |a, b].

Remarque 2.1 Dans le Théoréme 2.3, si on choisit x = “TH’ et s =1, alors on obtient
+
(5%) - / f(u
b—a

< w2 ()7 [0 @I+ 317 @) + GBI @1+ 17 63

Théoréme 2.4 ([34]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle
que f € L' ([a,b]). Si |f'|* est s-convexe sur [a,b], telle que ¢ > 1 et ]l) +% = 1, alors

['inégalité suivante

Q=

< _b=a b—_x2<\f/($)\q+|f’(b)|q)
< e { (e (e

est satisfaite pour tout x € [a,b].

1
+ (322)? (L) }

16



Corollaire 2.2 ([34]) Dans le Théoréme 2.4, si on choisit v = “£2, alors

(et - ﬁ]f (u)du

1 1
ba () o\ @)
+ s+1 ’

< T
A(pt+1)P s+

f (b) et s =1, on obtient

De plus si on suppose f (a) = f (2£2)

b
—a f’a f/b
| /f(u)du < b (| (@)l <>|)‘

(p+1)7

Théoréme 2.5 ([34]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle

que f € L'([a,b]). Si |f'|* est s-convewe sur [a,b], telle que ¢ > 1 et % —1—5 =1, alors

[inégalité survante

b
f@—ﬁjﬂwm (2.2)
< _bea [(’g:—“”)pﬂ—l— <%>PH]; <|f’(a)qillf’(b)|q>‘11

(p+1)7

est satisfaite pour tout x € [a,b].

Corollaire 2.3 ([34]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.5, de plus si on suppose que

p=q =2, on obtient

[
=

b
. ba |1, =] (1 @PF G2 2
P - [ ] < i [y GEEE] (reigrony®,

a

17



De plus si on prend x = "“Ter et s =1, on trouve

b

ICL2 / 2l
F(5) - ot [ ) < e ()

a

Remarque 2.2 Sous les hypothéses du Théoréme 2.5, si de plus on suppose que p = q =
2, |f| <M, M>0ets=1, on obtient

b 1
1 M-a) [1, (==22)"]2
P - [ ] < 2052 54 GRS

2.0.4 Inégalités fractionnaire de type Ostrowski pour les fonc-
tions convexe
Théoréme 2.6 ([41]) Soit f : [a,b] — R, une fonction différentiable sur (a,b) avec

a < b telle que f' € L' ([a,b]). Si |f'| est convexe dans [a,b] et x € [a,b], alors l'inégalité

fractionnaire

[l ) — Z (2, £ (b) + J2- f (o)

(b—a)**! (b—a)**!
b—x a+2 T—a a+1 -
< H{(Em+ Efm 2D 1)

r—a a+2 b—zx a+1 T—a
+ (e + e [+ 3220) 1 001

est satisfaite pour tout x € [a,b], o o > 0 et T' est la fonction gamma d’Euler.

Corollaire 2.4 ([41]) Dans le Théoréme 2.6, si on prend x = “£*, on obtient

550) = 5 gy + 1 O+ Ty 41 )]
b (\f'<a)|;|f/(b)|> ‘

< 2(a+1

Théoréme 2.7 ([41]) Soit f : [a,b] — R, une fonction différentiable sur (a,b) avec
a < b telle que f' € L' ([a,b]). Si |f'|* est conveze dans [a,b], telle que g > 1 et Il)+% =1,

18



alors l'inégalité fractionnaire

|| @) — Gl L f () 4+ T2 (a)]

1
< 1 (h=p)Tt <w>q
T () (apt)? [( 7) 2

1
+wx—af“(uﬁﬂ%iﬁm>ﬂ

est satisfaite pour tout x € [a,b], ou o > 0 et T' est la fonction gamma d’Euler.

Corollaire 2.5 ([41]) Dans le Théoréme 2.7, si on prend x = “£2, on obtient

7 (2) = 2G5 [y + £ 8) + Sy + £ (@)

< b [(]f (2£2) |+|f b)W) (!f (=5*)° !+|f )‘11]
4(op+1)?

2.0.5 Inégalités de type Ostrowski pour les fonctions préinvexe

Théoréme 2.8 ([11]) Soit A C R un sous-ensemble ouvert invex par rapport & 1 :
Ax A—Reta,be A aveca < a+n(b,a). Supposons que [ : A — R est une fonction
différentiable et |f'| est une fonction préinvere sur A. Si f' € L'([a,a + n(b,a)]), alors

[inégalité suivante

3
=,
oS
a
N
—N
| — |
w
/~
i‘a
alll
Q|2

&
~_
')
[\
VR
=48
S
2 [o
&

,)3+3(%)]|f@|

est satisfaite pour tout x € [a,a + n(b, a)].

Remarque 2.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.8, on a



(a) Pour n(b,a) =b—a et x = 2a+g(b’“), on a l'inégalité suivante

(50 - ﬁ/f (w) du| < 252 (|f" (a)| + | (B)]) - (2.4)

(b) Si de plus nous supposons que |f' (x)| < M, M > 0, on obtient l’inégalité suivante

b

£ = it [ () du] < a2

a

(c¢) Sin satisfait la condition C, d’aprés la préinvezité de |f'| on a

[f'(attn(ba))l = [f(at+n(ba)+1—1)n(aa+n(ba)))
< t[f (a+n(ba)l+ 1 —-t)[f (a) (2.5)

pour tout t € [0,1].
Et en utilisant inégalité (2.17) dans la preuve de Théoréme 2.8, linégalité (2.15)

devient [inégalité suivante :

@) =iy [ Fads (2.6

2 3 3
) z—a z—a a+n(ba)—z
6 { [3 <n(b,a)> —2 (n(b,a)> +2 <—Z(b,a) ) } If' (a)]

+ {1 -3 (nﬂgag)>2 +4 (nfb,;’)ﬂ [ (a+n (b, a))\} :

IA
=
=

o
S
—

On note que d’aprés la préinvexité de |f'|, on a

[/ (a+mn(b,a))] < | (b)]

done, linégalité (2.18) est plus fine que l'inégalité (2.15).
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Théoréme 2.9 ([11]) Soit A C R un sous ensemble ouvert invex par rapport a n :
AxA—Reta,be A aveca < a+n(b,a). Supposons que f: A — R est une fonction
différentiable telle que |f'|? est fonction préinvere sur [a,a + n(b,a)] pour un certain
nombre fixé ¢ > 1 telle que % —i—é = 1. Si f' € L'([a,a + n(b,a)]) et n satisfait a la

Condition C, alors l'inégalité suivante

a+n(b,a)

1 1 1
< ()P ) @=a)? (1S @+ @) )9 =+ (atn(b.a)—a)? (|f'(atn(ba)—2)|"+|f ()| | @
- p+1 n(bva‘) 2 n(b7a) 2

est satisfaite pour chaque x € |a,a + n(b, a)].

Corollaire 2.6 ([11]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.9. Si de plus on suppose que
|f' (x)] < M, M >0, alors

a+n(b,a)

Fo) =gy [ rwa < ()

3=

(2—a)*+(atn(b.a)—2)?
M ( n(b.0) )

est satisfaite pour tout v € |a,a + n(b, a)].

Corollaire 2.7 ([11]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.9. Si de plus on choisit © =

2a-+n(b.a)

5, on obtient

a+n(ba

)
f <2a+g(b,a)) _ 77(;711) / f (’U,) du

1 1 1
< (L)E {n(b,a) <3|f'(a)|Q+\f/(a+n(b,a>>\‘f)E | aba) (3f’(a+n(b,a))"+|f’(a)|")‘1}
= p+1 4 4 4 4 :
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Remarque 2.4 Si on prend n(b,a) = b — a, alors le Corollaire 2.7, devient

(22) /f
< 52 () {1 @1 +1F O+ GBI OF + 1 @)

soit ap = 3|f' (a)|?, by = |f ()|, ag = 3|f" (b)Y, by = |f' (a)|?. Comme 0 < 1/q <1 car

q > 1, d’aprés linégalité algébrique ci-dessous
D ap+b) <D ap+ ) b (2.8)

pour (0 < s < 1), ay,as,...,a, > 0 et by, by, ...,b, > 0, on obtient l'inégalité suivante
1
£t - /f du| <5 (55) (F @ +1F B

2.0.6 Inégalités de type Ostrowski pour les fonctions s-préinvexe

Théoréme 2.10 ([20]) Soit f : K — R une fonction différentiable telle que f' €
L*([a,a+n(b,a)]) avec n(b,a) > 0. Si |f'| est s-préinveze au second sens pour un certain

nombre fixé s € (0,1], alors nous avons l'inégalité suivante

a+n(b,a)

f@) - [ T < EEm I @ wlr @), @9

ot

a " s+1 —a s+2

Wy =1 (s+2) & (1 - n(b,a)) +s (1 . n(bm) (2.10)

et

s+1 s+2

Wy =1— (542) (n(m) 1 2(s+1) (@) . (2.11)

Corollaire 2.8 ([20]) Dans le Théoréme 2.10, si on choisit n(b,a) =b—a et s =1, on
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obtient l’inégalité suivante

f(w)—ﬁ]f(wdu

< g L= =3 —a) (b —2)" +4(b—2)") | (a)]
+((b—a)*=3(b—a)(z—a)+4(x—a)) |f (B)}.

2a+n(b,a)

Corollaire 2.9 ([20]) Dans le Théoréme 2.10, si on prend x = ==2>%  on obtient

[inégalité du point milieu suivante

a+n(b,a)
pee) - [ @] < B85 - R 1 @]+ O

a

Théoréme 2.11 ([20]) Soit f : K — R une fonction différentiable telle que f' € L'([a, a+
n(b,a)]) avec n(b,a) > 0, et soit g > 1 telle que %—F% =1. Si|f'|* est fonction s-préinveze

au second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], alors l'inégalité suivante

a+n(b,a)

@) -y [ T

< n(b,a) < r—a >1+;’
T piyrsrya \\70)

QU

est satisfaite pour tout x € [a,a + (b, a)].

Corollaire 2.10 ([20]) Si on prend s = 1 dans le Théoréme 2.11, on obtient l’inégalité
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sutvante

1

(2= 25) 1f @I+ 2555 17 O
+(1- nﬂg@g))g ((1=5) 17 @I+ (1+ 2525) 17 0)] )1)

Corollaire 2.11 ([20]) Dans le Corollaire 2.10, si on choisit n(b,a) = b — a, on obtient

[inégalité survante

Q=

(2=2)7 (14 22) | ()] + 2= | f (B)])
F =) (P @+ (=) 1 O ).

Corollaire 2.12 ([20]) Dans le Théoréme 2.11, si on choisit x = 2‘”2((””), alors on

obtient l’inégalité du point milieu suivante

a+n(b,a)

Pl - by [ F@d <t

1
(p+1)F (s41) 7275

Q=

(@ =117 @F+ 1 O+ (F @+ @2 =1) 17 O

)

Corollaire 2.13 ([20]) Dans le Corollaire 2.12, si on prend s = 1, on obtient l’inégalité

du point milieu suivante
a-+n(b,a)
2a+n(b,a)

< ((3!f @+ 17 @)+ (7 @+ 1 ))7).

(p+1)P4'ta
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Corollaire 2.14 ([20]) Dans le Corollaire 2.12, si on choisit n(b,a) = b — a, on obtient

I'inégalité du point milieu suivante

a+b b—a
2 - f = 1 I 54s
(1) (s41) 7270

x (((28“ U@ 1P O + (0 @l + @ = 1)1 o)

Q=

)

2.0.7 Inégalités fractionnaire de type Ostrowski pour les fonc-
tions s-préinvexe
Théoréme 2.12 ([15]) Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une fonction différentiable telle que

n(b,a) > 0 et ' € L' ([a,a + n(b,a)]). Si |f| est s-préinveze au second sens pour un

certain nombre fizé s € (0,1], alors linégalité fractionnaire suivante

() + (1= )") 1) = Gl (2 F@) + T2 a4 )

a+s+1
n(a) (@+Ls+ 1)+ om (1_ n(bg)> ) |/ (a)]

B
1 —a a+s+1 .
+ <s+a+l (na,,a)) +B(s+Latl) =B (s+1, a+1)) Fi (b)|)2.13)

n(o,a
est satisfaite pour tout x € [a,a + n(b,a)].

Corollaire 2.15 ([15]) Dans le Théoréme 2.12, si on choisit x = 2'”+(b’a), on obtient

[inégalité fractionnaire du point milieu suivante

a b,a o=l (o «
‘f(2 —H;( )) - : (n(b,c(t))_‘;l (J2a+77(b a) ( ) + ‘]2a+77(b a)+f(a + T] <b7 CL))) '

< nba) ((8y (@ + Lis+1) + grarzer ) 1F (@)

+ (W—FB(S'FLO(—FD—B% (S+1,0é+1)> |f’(b)|>

Théoréme 2.13 ([15]) Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une fonction différentiable telle que
n(b,a) > 0 et f' € L'([a,a+n(b,a)]) et soit g > 1 avec %—{—% = 1. Si|f'|? est s-préinveze au
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second sens pour un certain nombre fizé s € (0, 1], alors l'inégalité fractionnaire suivante

() 5)") (@) = G (T2 f(@) + T2 f(a+ 1 (b))
o ()" ()™ o

’ (1 -(1- ;Eb,z;)s“) 1 (aW’)é (1- )"

(=) e (1- () ") o) ) (2.14)

est satisfaite pour tout x € |a,a + n(b, a)].

4
N
—_
|
=la
S
2 o
L

<

=

Corollaire 2.16 ([15]) Dans le Théoréme 2.13, si on choisit x = 2a++(b’a), on obtient

Iinégalité fractionnaire du point milieu suivante

b, a—1 o
f(2a+g( a)) : ( (lf‘ac)x—’—l (J2a+ﬂ(b a) ( ) + ‘]2a+7](b a)+f(a + TI (b7 a))> ‘

1 1
n(b,a) /)] 14+(25F1 1) f/(a)|? | ¢ N I/ (a)|2+ (251 =1) [ /()| ) ¢
2°T5 (s41)@ (ap+1)P 2ot 2ot )
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Définition 3.1 Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement béta-conveze

sur I, s
fltz+ (1 =t)y) <t (L= f @) +t7 (1=t f(y) —ct (1= 1) (x —y)°

est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0,1], owc>0 et p,qg > —1.

Remarque 3.1 La Définition 3.1 reprend la Définition 1.2 pour c=q=0etp =1, la
Définition 1.8 pour ¢ = 0 et p = 1, la Définition 1.4 pour p = q = ¢ = 0, la Définition
1.5 pour p = q = 0, la Définition 1.6 pour p € (—1,0] et ¢ = ¢ = 0, la Définition 1.11
pour ¢ =0 et p = q =1, la Définition 1.12 pour ¢ = 0, la Définition 1.7 pour p € (0, 1]
et ¢ = ¢ =0, la Définition 1.8 pour p € (0,1] et ¢ = 0, la Définition 1.9 pour p € (—1,1]
et ¢ = c =0 et la Définition 1.10 pour p € (—1,1] et ¢ = 0.

Définition 3.2 Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement tgs-conveze

sur I, si
fltw+(1=t)y) <tQ=t)(f(x)+ f () —ct(1 =) (z—y)°

est satisfaite pour tout x,y € I,c >0 ett € (0,1).
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Définition 3.3 Une fonction positive f : I — R est dite fonction fortement s-Godunova-

Levin, ou s € [0,1], si

fltz+(1—t)y) < s et (=) (@ —y)°

est satisfaite pour tout x,y € I,¢ > 0 et tout t € (0,1).

Théoréme 3.1 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I" ow a,b € I
avec a < b, et f' € L' ([a,b]). Si |f'| est fortement béta-convexe de module ¢ > 0, alors

I’inégalité suivante

< (b-a) ((Bize 0+ 2.0+ 1) + Bes (g +2,p+ 1)) | (a)]

—a

(5
+(Bbz( +2,p+1) 4+ Bye (p+2,q+ ))If()l
(00 (- ) + - (- 55%))

est satisfaite pour tout x € la,b|, ou B, (.,.) est la fonction béta incompléte et p,q > —1.

v‘

w'
D

3
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Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l'identité du Lemme

1.1, et en utilisant le fait que |f’| est fortement béta-convexe, on obtient

IN

IA

(b—a) /t]f’(ta+(1—t)b)|dt+/(l—t)\f’(taJr(l—t)b)]dt

(b—a) /t (7 (1= 1) [ £ (a)| + 7 (1 — £ | (B)| — ct (1 — t) (b — 2)°) dt

+ [ U= a= oI @]+ @ | B - e (1= 0 (@ - a)) di

b—x

b—a

(b—a)||f (a |/#’+1 dt+|f()|/tq+1(1—t)pdt

0

b—a 1
—c(b—2)° /t2 (1—t)dt+ |f" (a)| /tp(1 — )" dt
0 bz

1

! /tq(l—t)p+1dt—c(x—a)2 /t(1_t)2dt

b—x b—zx
b—a b—a

b—zx T—a

(b—a) | |f (a)l /tp+1(1—t)th+/tq“(l—t)”dt

b—
=
Aron| fra-ras froa-pa
0 0

—x z—a
—a b—a

—c (b—x)2/t2(1—t)dt+(x—a)2/(l—t)tgdt

0

o
Q
o
|
Q

S

S

(b—a) ((Bizs (0 + 2.0+ 1) + B2 (g +2.p+ 1)) |f (a)

s (0 +2p+1) + Bea (p+ 2,0+ 1)) £ ()

(= (5 at) + -0 (- 555)))-




La preuve est ainsi achevée. m

a+b

Corollaire 3.1 Dans le Théoreme 3.1, si on prend x = *37, on a

P - o 1y a

< 0-o((n
+ (B

L (p+2,g+1) + By (g+2,p+1)) 1f (o)

(¢+2.0+1)+ By 0+ 2.0+ 1) | ()] - 2.

[NIES

Corollaire 3.2 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est fortement étendu s-

convexe ot s € (—1,1], on a

ﬂ@—ﬁ/ﬂwﬁ

< -9 (a2 () + 2 2)7) 1 @
z—a\5T1 r—a\5t2

+ (o~ BT+ S (E)™) 17 0
1
3

- (007 (- ) + - (- )

De plus st on choisit x = “T’Lb, on obtient

P = otz [

< (- a) (e (- 70 (F @]+ 17 0)) - 2452) .

Corollaire 3.3 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est fortement tgs-convexe,
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on a

~ i (0= (- ) + -0 (5 a5)))-

De plus si on choisit x = “T“’, on obtient

4

b
£ = ot [ £ @] < 252 ((F @)+ 17 ) - 252 )

Corollaire 3.4 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est fortement convezxe, on
a

De plus si on choisit x = “TH’, on obtient

48

£ = it [F@a] < 052 (17 @]+ 17 )] = =5

Corollaire 3.5 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si | f’| est une fonction fortement
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P-convexe, on a

— ik [r@ar] < e (17 @1+ 17 0] - 24522,

Corollaire 3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f’| est béta-convexe, on a

a

< (b—a) (( )+Bza(q+2p+1)>|f'(a)\
(g

+ (B +2p+1)+Bz c(p+2,0+1)) 11 0)]).

v‘

a+b
2 2

—ﬁ]f(t)dt

< (b-a)((By(p+20+ D)+ By (a+2p+1)) f ()

+ <B (q+2,p+1)+ By (p+2, q+1)) |/ (b )!)

De plus si on choisit x = on a

1
2

Corollaire 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est étendu s-converxe, on
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b
0~ ik [T
< -0 (b~ )+ (577 1 @)
(5=

)17 0)l).

>s+1

1 1
+ <(s+1)(s+2) T osHl (b_ s+2

+b

De plus si on choisit v = “57, on obtient

(222) / @) dt] < bt (1= 5) (1 @)+ 1F B))).

Remarque 3.2 Le Corollaire 3.7 sera réduit au Théoréme 2.1 de [34] si on suppose que

s € (0,1]. De plus si on prend x = “T*b on obtient le Corollaire 2.1 de [34].

Corollaire 3.8 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f’| est tgs-convexe, on a

D)= [ 1] <5217 @17 )
x (4(52)" -3 (=) +4 (52" -3 (52)").

De plus st on choisit x = “TH’, on obtient

b

f(%b)—ﬁ/f()dt < a1 ()] + | (b)) -

a
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Corollaire 3.9 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est convexe, on a

De plus si on choisit x = *$2, on obtient le Théoréme 2.2 de [13].

Corollaire 3.10 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et si |f'| est une fonction P-

convexe, on a

< 5 ()" G2°) U @l 15 B

De plus si on choisit x = “T”Lb, on obtient

F () - ﬁ/f () dt] < B2 (If (@) + | b)) -

Théoréme 3.2 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I" ot a,b € I avec

a<b,etf €L (a,b]), et soit > 1 avec %—l—}% =1. Si|f'|" fortement béta-conveze de
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module ¢ > 0, alors linégalité suivante

1
(b—$)4 1 b—x w
~ Cma? (5 B 3<b—a>>>

+ (=)' (If’ (@) Baza (@ + Lp+ 1) + [f ()] Boza (p+ 1,q+1)
(w—a)4 I—a %
~ oy (é B 3(H)>) )

est satisfaite pour tout x € la,b|, ou B, (.,.) est la fonction béta incompléte et p,q > —1.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 'identité du Lemme

1.1 et I'inégalité de Holder, on obtient

< (b—a) /tAdt /|f’(ta+(1—t)b)|“dt

0 0
i ‘

1 1

+ /(1—t)Adt /]f’(ta+(1—t)b)|"dt
b—z b—z
b—a b—a

—a b_aj 1+% r !

= ey (b_a) F (bt (1= £ )" dt

0
1 1 "
_ +5
+ (‘2_2) I (ta+(1—t)b)dt| |. (3.1)

b—
b—

8

e
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Puisque |f'|" est fortement béta-convexe, on en déduit

9“
T~

) / (A= If @+ (=) [ O — et (L —1) (x —a)’) dt

= e ()" (P @F By 0+ La 4 D1 O Bz (0 + L+ 1)

(b—x)4 1 b—x
~ o=y’ (5 B 3<b—a>>)

z—a\1ts
() (17 @ Bas (a4 Lo+ 1)+ | OF B (p+ Lg+ 1)
1
(:rfa)4 1 T—a I
INCEE (5 a 3<b*a>>> ) ‘

La preuve est ainsi achevée. m

==

Corollaire 3.11 Dans le Théoréme 3.2, si on prend x = aT”Lb, on obtient

b

a+b 1 b—a
f(%)—m/f(u)du Sm

X ((|f’<a>|“6; (p+1,g+ 1)+ 1f OBy (g+1,p+1) - 520) "

48

48

# (17 @1 8y (4 1o+ D)+ 17 OF By 0+ Lg+ 1) =252

Corollaire 3.12 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est fortement étendu
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s-conveze ot s € (—1,1], on a

De plus st on choisit x = “T’Lb, on obtient

/ )i < —be

(/\+1)>\2 Y
x ((— B @ (- )7 o - )
(™) @+ S G e - c<b4g>"’)“> |

Corollaire 3.13 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si | f'| est fortement tgs-conveze,

on a

1

< e () (5= )" (7 @F 417 OF -6 - o)
D (- ) (7 @+ OF - e —af)F).

® =
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a+b

De plus si on choisit v = “57, on obtient

-

2" (1) X

b
1
—a "(a)|® "(b)|* c(b—a)®> \ 1
f(a;b)_bla/f(t)dt < <\f()| HIOL _ c-a) >

Corollaire 3.14 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est fortement convexe,

on a

a+b

De plus st on choisit x = “3>, on obtient

ey (1 @r+ i o - ey

(A1)

b (17 @F 4 31 OF - ) )

Corollaire 3.15 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est une fonction forte-
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ment P-convexe, on a

< s (6 (@ 1o - 42 (1 - )

(b—a)

+(%ﬁ20fQM“+U%MW—c%$B@—@“ﬂ)fj.

De plus si on choisit x = 22, on obtient

o
b
—ﬁ/f(u)du

/ (b a)®
< e (1 @F 4T O - ol

24

Corollaire 3.16 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est béta-convexe, on a

b

F@) = i 1] < -

(A+1) X

X ((2—) (\f (@)" Bz (p+ 1,q+ 1)+ |f (B)]" Bo-s x(q—i-lp—l-l))

1
"

)

® =

+ (=) (1 @F Bezs (a+ Lp+ 1)+ 1f () Bes (p+ 1,g + 1))

De plus si on choisit x = aT”Lb, on obtient

b

F() = ks [ ) ) < e

— + 1
X (D)X
a

(1 @F 8y @+ La+ 0+ 17 OF 5y 0+ 1+

—
® =

T

+ (I @By (g + Lp+ D)+ |7 O By (p+ 1g+ 1))

)
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Corollaire 3.17 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est étendu s-convexe ot

se(—=1,1], on a

(s+1)F (A1) X

+ (=) (- E) ) @+ =2 (b)\“)‘l‘) .

< ba <(b__2)1+§ ((b:_z)erl I (a)]" + (1 _ (ﬁ)l-&-s) Ki (b)|u)i

De plus si on choisit x = “TH’, on obtient

b

F() = s [t < e

1
sH1)H (A1) X 21X

y (<(%)s+1 (@) + (1 B (%)lJrs) |/ (b)|u>
+«M@WﬂW@WHWHWWQO'

==

Remarque 3.3 Le Corollaire 3.17 sera réduit au Théoréme 2.2 de [34] si on suppose

que s € (0,1].

Corollaire 3.18 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f’| est tgs-convezxe, on a

1
b—a m
F@) =t [ < (7 @ 417 OF)
b—x 24 1 b—x % T—a 2+ 1 z—a i
X ((m) . (5 - 3(H>> + (=) (5 - 3(H)) > :
De plus st on choisit x = “TH’, on obtient

b

1
—a ()| / N\ o
F(e£2) bla/f(t)dt < 2(b (If( N0l )u_

T
A+1)X

a
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Corollaire 3.19 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est convexe, on a

a+b

De plus si on choisit v = “37, on obtient

b

£~ it [ £ ) d

1
< _bma (\f’<a>|“+3|f'<b>|“)EJr (3\f/(a)l“+|f’(b)\“> '
= 40N 4 4

Corollaire 3.20 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et si |f'| est une fonction P-

T =

convexe, on a

1
< b;“l( bez\2 | (z—a 2) 1M NG
De plus si on choisit x = “T“’, on obtient

T =

f(egt) - 32 /f Jdu| < = (1 @) 41 B)F)

Théoréme 3.3 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I" ot a,b € I avec

a<b,etf €L ([a,b]), et soit u>1.Si|f|" fortement béta-convere de module ¢ > 0,
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alors l'inégalité suivante

IA

s (220 (B + 20401 @
By (g 20+ DI O —c - (5 (522)" 4
+ (2220 (Bea (g + 20 + D17 @)

+ Bem (p+ 2,0+ 1) IS O —c@—a)” (5 (52)" - 4 (5_3)4»;)

—
?|T'
Q8
SN—"
IS
~——
N——
T

est satisfaite pour tout x € la,b|, ou B, (.,.) est la fonction béta incompléte et p,q > —1.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 'identité du Lemme

1.1 et I'inégalité de moyenne d’ordre ¢, on obtient

/t|f’(ta+(1—t)b)|“dt

VAN
—~
(=
|
S
~—
o
\l‘
Q &
~
IS
~
—
|
S
~—
oo
||
Q8
T =

(1= |f (ta+ (1 —1t)b)|" dt

+
\)—‘
S
—
|
~
N—
joH
~
—
-
-
\)—‘
T =

h b—x
s b—a
1
% M
_1
< 5 (b=)?0) / tIf (ta + (1 1) b)|" dt
0

==

o
|
8

o
|
Q
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Puisque |f'|" est fortement béta-convexe, on en déduit

=

+ (1=t | ()" =t (1 —t) (x —a)?) dt)

- 5 ((2—3)2“ (f @ [ ora

)

+!f'(b)|“/tq+1(1—t)pdt—c(b—x)2 t2(1t)dt>
0

D\
IShLH

T (aze)*00) (f’ (a)]" /tq+1 (1—t)dt

+ 1" A —-t)%dt —c(x —a) (1—1t)d
)

= 1 ((b:—z)g“ D (Bus (04 2,0+ IS @ + Byes (g + 2,0+ D |7 ()"
—el—a) (1) - 1 (=2)"))"
#2200 (Bea (g + 20+ D) IF @ + Byes 0+ 2,0+ 1) | O

e (- 1))

T =
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La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.21 Dans le Théoréme 3.3, st on prend x = “T“’, on obtient

b
() - [ )

< e ((B; (p+2.g+ DIf @ + By (g+2.p+ D Q) - 20ze=)”

1
2

+(By (a+ 2.0+ DI @+ By (p+ 2.0+ 1) |1 0)]" - 50(;’6—;)2)“) .

Corollaire 3.22 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f'| est fortement étendu

s-conveze ot s € (—1,1], on a

TIT
|
S
VRS
~
f=al
)
28
SN—
&)
—
=
|
==
S~—
~
vy
+|>—‘
N
~—
f=al
g
SEEY
SN—"
w
+
o
s
2
—
SN—
=

/N
)
+
—
—
I
»
i
—
—~
8
{
SRS
~
o
+
—
+
»
1
V]

)(s+2)

De plus st on choisit x = “T’Lb, on obtient

75

S
SN—
|
T~
IS
—
kﬁ
=
&
S

1
—a s+2_ =
< 50D <<<s+2§2s+2 @ + e | O = 35 (b —a))’

1
s+2 s c 2 m
+ ((sil S+2+2?;+2 |f ( )|M + (5+2§2s+2 |f/ (b)|u - % (b - a) )M> .
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Corollaire 3.23 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si | f'| est fortement tgs-convexe,

lf(:rf) - ﬁ]f (u)
< s (D (F @F 17 OF - o - 2
(- 1) +
<7 @F+ 17 OF - e (22" - 1))
De plus si on choisit x = 22, on obtient

2 7
ul <050 (3)F (I @I+ 17 ) - L)

e

Corollaire 3.24 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f'| est fortement convexe,

on a
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De plus st on choisit x = “T’Lb, on obtient

b

f(“T“’)—ﬁ/f(U)du <l

a
1

X ((If’(a)|“4g2f/(b)” _ 65(%?)2)5 + <2|f’(a)|“+|f’(b)|“ _ c5(b—a>2>*l‘> :

3 96

Corollaire 3.25 Sous les hypothéses du Théoréme 3.8 et si |f'| est une fonction forte-

ment P-convezxe, on a

f(x) = ﬁb/f (u) du

1
"(a ! c(b—x)3 —x u
< 2o ()7 (Lo - e (g ()’

1
In
(a / Cx—aS r—a %
(g2 (Iloleplror ol (g (s=2))").

De plus si on choisit x = ‘LT”’, on obtient

96

b
f(3?) — ﬁ/f (u) du| < 252 (|f’ (@) + | f" ()" — cB(b—a)Q)ﬁ'

Corollaire 3.26 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f’| est béta-convexe, on a

. ((22)2(1“ (Bizs (p+2,0+ DIf (@1 + Bis (a+ 2.0+ DI O))")”
4 (2=0)20-3) <Bg (q+2,p+ D) |f (@) + Beza (p+ 2,0+ 1) | /' (b)\“)“) :
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a+b
2

(et - /f
< 55 ((B;<p+27q+1)|f’<a)|“+B;(q+2,p+1)|f’(b)|“)

Corollaire 3.27 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si | f'| est étendu s-convexe ot

€ (1,1, ona

De plus st on choisit x = on obtient

=

T

+(By (g +2.p+ D If @+ By (p+ 2.0+ 1) |f 0)]")

Nals
)
N
~—~
@|o~
N—
o
—
[
|
T |~
S—
~/~
®
—+ =
o
~—
0
QR
N—
w
+
N
%
2
—
N—
=

1
( s+1)(s+2) s+1 (ﬁ)s_‘_1 + s-i—% (%)3“‘2) ’fl (b)]“) w
= 1_7 —z)* 1 —x\9S 2
=) ((W‘ﬁ(%)* +$(%)+)|f,(a)|u

+ s+—2(—)$+2|f wr)")

a+b

>, on obtient

De plus si on choisit x =

s+2_ s i
v (R @+ o)),
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Corollaire 3.28 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f'| est tgs-convezxe, on a

b

f@) =ik [ ) du] < 5 (7 @F + 17 0F)

— ) ()T (

=

a

< ()"

S
=

W=
=
—~
L
|
SIS
~—
~—
==
N——

De plus st on choisit x = “7“’, on obtient

T |

(s22) /} du| < B2 (2)7 (1 @1 + | 0)")”

Corollaire 3.29 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f'| est conveze, on a

T =

< L ()G @I+ G-I o)
+(E (= E I @F + &) 11 OF)).

De plus si on choisit x = “T’Lb, on obtient

1 1
ba [ (L@P2AFO\E (2L @P O
F(5) - & /f “ST(<f> +<f))

Remarque 3.4 La deuziéme inégalité du Corollaire 3.29 est l’estimation correcte du

Corollaire 2.6 de [34].

Corollaire 3.30 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3 et si |f'| est une fonction P-

convexe, on a

f@)—;%/}aomig fg(}g@2+(%fy><mgmyﬂ@t>i
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaine inégalités de type
Ostrowski et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les démonstra-
tions de ce genre de problémes, et d’autre part essayer d’établir des nouvelles estimations
concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques type de
convexité classique et généralisé ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Ostrowski clas-
sique et fractionnaire via certains genres de convexités.

Et dans la troisieme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant ce

type d’inégalité qui en fait ’objet d’une publication internationale qui représente le fruit

de notre travail.
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