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Résumé

L’objectif de ce mémoire s’inscrit dans I’étude de I'existence et I'unicité de la solution
d’ blé A val limi i i Enéré ¢ ion diffé iell
un probléme a valeurs aux limites en trois points généré par une équation diilérentielle

ordinaire du troisiéme ordre suivante :

u" + f (tou(t),u (1) =0, 0<t<1
u(0) =ou(l) , v (1) =pu'(n), v (0)=0
oun € (0,1), et a, 3 deux paramétres tels que (1 — ) (1 — 8n) # 0, et f : [0, 1] xR* —

(P)

R est une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses. Au fait, nous nous proposons
d’étudier D'existence et 'unicité de la solution du probléme (P) via alternative non
linéaire de Leray Schauder et le principe de contraction de Banach. Comme applications

les résultats sont illustrés par des exemples.
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0.1 Introduction

Les équations différentielles constituent aujourd’hui I'un des thémes importants de la
compréhension scientifiques et sont d’une grande utilité dans la modélisation de nom-
breux problémes de la physique mathématiques. D’ailleurs Newton disait que traiter
mathématiquement un probléme physique revient & trouver I’équation différentielle qui
le décrit. Mais il semble que la plus part de ces équations sont globalements non linéaires
d’ou la pertinence d’en faire une étude sur ce type d’équations. D’ailleurs c’est dans ce
contexte, que ce mémoire s’inscrit et 'objectif est donc I’étude de 'existence et 'unicité
de la solution d’un probléme aux limites associé & une équations différentielle non linéaire

d’ordre trois a conditions aux limites en trois points suivant :
u” + f (tu(t),u (t) =0, 0<t<l
w(0)=au(l) , v (1)=pu (n),u (0)=0

(P)

oun € (0,1), f:[0,1]xR* — R est une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses
qui seront précisées plus tard et « , 5 deux parametres tels que (1 — «) (1 — 8n) # 0.

L’idée général du travail consiste alors a transformer le probléeme aux limites (P) en
un probléme de point fixe. Au fait la théorie du point fixe se révele étre un outil trés
important dans I’étude de ce type d’équations, plus particuliérement et en se basant sur
I’alternative non linéaire de Leray- Schauder, le principe de la contraction de Banach
nous nous proposons alors d’étudier 1’éxistence et 1'unicité de la solution du probléeme
aux limites (P).

Ce mémoire est structuré comme suit :

Chapitre 1 : Nous présentons dans ce chapitre quelques notations et définitions fon-
damentales concernant les opérateurs compacts et leurs propriétés ainsi que le théoreme
d’Ascoli-Arzela.

Chapitre 2 : Ce chapitre est dédié¢ a quelques théorémes de point fixe tels que le
théoréeme de Banach, Brouwer, de Schauder et notamment ’alternative non linéaire de

Leray- Schauder et le principe de contraction de Banach.



Chapitre 3 : Ce dernier est consacré entierement a 1’étude du probléme aux limites

(P) qui porte sur I’éxistence et 1'unicité de la solution.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Notations et définitions

L*(Q) : L’espace de classe des fonctions & carrées intégrables.

- C(X,Y) : L’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

- L(X,Y) :L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y.

- K (X,Y) :L’ensemble de tout les opérateurs compacts de X dans Y.
Q : L’adhérence de (2.
o0} : La frantiere de (2.

- B, (0,7) :La boule borné de centre 0 et de rayon 7.

Définition 1.1 [2] Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une expression de

la forme :
o

F:UcC[0,1]] xR" =R

- x™ represente la dérivée d’ordre n de x par rapport a t.
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- L’ordre d’'une EDO est défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans
[’équation c’est a dire n.
- La variable t représente en général le temps dans les équations qui modilisent un

processus d’évolution en temps.

Conditions aux limites

Une équation différentielle seule n’a que peu de sens sans la donnée des conditions
aux limites. Deux grandes types de conditions aux limites peuvent étre données pour les
EDO qui conduisent aux problémes a valeurs initiales ou probléme de Cauchy, soit aux

problémes a valeurs aux limites.

1.2 Espaces Fonctionnels

1.2.1 Définitions (Rappels)

Commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé)

Nous considérérons des espaces vectoriels sur le corp k = R ou C. Une norme sur
Uespace vectoriel E est une application ||.|| : E — R* vérifiant pour tout x,y dans E et
a dans k

i) ||z|| = 0 si seulement si x = 0.

i) |lax| = lof [|«]]

i) [|o +yl| < = +llyll -

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1 Soit C([a,b],R), l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] a va-
leurs réelles.

Pour tout f € C([a,b],R), on pose

b
||f||1=/ [f (@)lde et ||f]l = sup[f (z)].

z€[a,b]

11



Les applications ||.||; et ||.||,, sont des normes sur C([a,b],R).

Définition 1.3 (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.

Définition 1.4 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
Exemple 1.2 (C([a,b],R), ||.||,) est un espace de Banach.

Définition 1.5 (Espace C[a,b])

Des fonctions continues sur |a,b], de norme ||x| = m{a:zc} |z (t)] .
t€la,

Définition 1.6 ( Espace C*[a,b] )
Des fonctions k fois continument dérivables sur [a,b|, de norme
k
|z|l = > max |2% (t)|, telle que 2°(t) = x(t) .
i=0

1.2.2 Espaces L? (2)

Définition 1.7 (Espaces L' (Q))
Soit Q2 un ouvert de R", on désigne par L* () des fonctions intégrable sur Q0 a valeur

dans R, on pose
£ = [ 17 @) dz
Q
Définition 1.8 Soit 1 < p < 400, on pose
LP(Q) = {f:Q — R, f mesurable et |f (z)|" € L' (Q)}

munt de la norme

3=

1l = £, = / f @) do

Q

12



Sip =00, on a L*(N) est l’espace des fonctions f : Q — R mesurable, vérifiant
de > 0 telle que |f (z)| <c¢, p.p. sur Q.

La norme est notée par

[fll e = 1 flloe = inf {e >0, [f (2)| < ¢, p.p. sur Q.}

1.3 Quelques propriétés

Définition 1.9 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est

complet pour la norme associée a ce produit scalaire.

Théoréme 1.1 [1] LP (Q) muni de la norme ||-|| 1,y est un espace de Banach pour tout

1 <p< oo

Remarque 1.1 En particulier lorsque p = 2, L? (2) muni du produit scalaire
()0 = [ @) 9 (o) do
Q

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2 (Fubini)

Si f :|a,b] X [a,b] — R est continue, alors les intégrales

d b b d
//f(I,t)dx dt et //f(x,t)dt dz

existent et sont éqgales.

13



1.4 Notions sur les opérateurs

1.4.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.10 Soient X etY deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans
Y et dite linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et a, 5 dans R

i) Au €Y.

i1) A (ou + Pv) = aAu + [Av.

Définition 1.11 Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y et dite borné s’il existe

une constante positive C, telle que :
JAully < Cllullx , Yu € X.

Définition 1.12 Soit (E,||.||) un espace de Banach , et soit M C E . Une application

T:M — M, est dite continue sur M, si pour toute suite {x,} de M;

lim ||z, — x| = 0 entraine que lim ||Tz, — Tz|| =0
n—oo

n—oo

Proposition 1.1 Le plus petit de nombres C' vérifiant cette inégalité s’appelle norme de

lopérateur et se note ||Al| , on a

4l = sup fl4u] = sup124]
Jull<1 uzo ||u]
Proposition 1.2 Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y un opérateur
linéaire, les proprietés suivantes sont équivalentes
i) L’opérateur T' est continu sur X.
it) L’opérateur T' est continu au point 0.

ii1) L’opérateur T est borné.

14



1.4.2 Opérateurs compacts

Définition 1.13 Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout

recouvrement de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.

vV, j € J(ouwvert); U C U Vi, Viwy, j(k) =1,2,...,n tel que U C U Vj (k)
jed k=0

Définition 1.14 Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si

son adhérence est compacte.

Définition 1.15 [3] Soit T un opérateur d’un espace normé X dans un espace normé
Y, on dit que T est un opérateur compact s’il envotie tout ensemble borné dans X a un

ensemble relativement compact dans Y .

Définition 1.16 L’opérateur T' est compact, si et seulement si pour toute suite bornée

{zn},s1 C X, la suite {T'x,},, admet une sous suite convergente dans'Y .

Définition 1.17 (Opérateur complétement continu)

L’opérateur T est dit complétement continu, si il est continu et compact.

Définition 1.18 Une famille de fonctions F© C C(X, R) est dite uniformément bornée

s’il existe M > 0 telle que :
lu(z)| < M, Ve X, VueF.

Définition 1.19 Soit (X,d) un espace métriqgue donné, une famille de fonctions F C

C(X, R) est dite équicontinue si et seulement si :
Ve€ X,36 > 0:V(x,y) € X%, d(z,y) < 6,Yu € F,on a: |u(r) —u(y)| <e

Théoréme 1.3 [1] (Ascoli-Arzela)

15



Soit X un espace métrique complet, alors une famille de fonctions F C C(X, R) est
relativement compact si et seulement si :
1) F' est uniformément bornée.

2) F est équicontinue sur X.

Théoréme 1.4 Soit T' un opérateur borné de X dans Y , a image T(X) de dimension

finie. Alors T est compact.
Théoréme 1.5 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. En effet, si on désigne par

B(0,1) ={z € X, ||z]| < 1},

alors T'(B(0,1)) est relativement compact d’ou

ITz| < C,Vz € B(0,1).

Alors T est borné.
Réciproquement, 'opérateur indentique I de X dans X est borné, mais il n’est pas
compact car I(B(0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si X est de

dimension finie. ®

Remarque 1.2 Tout opérateur linéaire compact est continu
La condition de compacité est généralement utilisée sous la forme :
Pour toute suite bornée (x,,),-, C X, il existe une sous suite (x,, )., telle que Tz,

CONVETgeE.

Théoréme 1.6 [5/(Convergence dominée) Soient Q un ouvert de R™ et (f,),, oy une suite
de LP (Q) telle que
i. fn(x) — f(z) presque partout sur Q ,

16



it. |fu (2)| < g () presque partout sur Q, Vn avec g € LP (). Alors,

feLP () et | fu—fll, —0.

17



Chapitre 2

Transformation du probléme (P) et

théorémes de point fixe

2.1 Théorémes de point fixe

Dans ce chapitre nous allons donner quelques résultats concernant les théoréemes de
point fixe de Brouwer, de Schauder, L’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le
principe de contraction de Banach ot ces deux derniers sont utilisés pour prouver ’exis-

tence et I'unicité des solutions du probléeme (P).

Définition 2.1 Soit T' une application d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point

fixe tout point x € X tel que :
T (z)=ux.

2.1.1 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréme du point fixe de Brouwer fait partie de la grande famille des théorémes
de point fixe qui énonce que si une fonction continue f vérifie certaines propriétés alors

il existe un point fixe z* tel que f (z*) = z*.

18



Théoréme 2.1 Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle

méme admet un point fixe.

Théoréme 2.2 Soit M une partie convexe, compacte et non vide d’un espace normé de
dimension finie (X, ||.||) et soit A : M — M wune application continue, alors A admet

un point fixe.

2.1.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréeme prolonge le résultat du théoréme de brouwer pour monter I’existence
d’ int fi fi i i d d
un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

banach.

Théoréme 2.3 ( Premier théoréme de Schauder)
Soit M wune partie non vide, compacte et convexe d’un espace de Banach X. Alors

toute application continue A : M — M admet un point fixe dans M.

Théoréme 2.4 ( Deuziéme théoréme de Schauder)
Soit M une partie non vide et convexe d’un espace normé X et soit A: M — K
une application continue, ou K est un sous ensemble compact de M. Alors A posséde un

point fixe dans K.

2.1.3 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de ’application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit 1’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 2.5 Soit ( M, d) un espace métrique complet et soit T : M — M une ap-
plication contractante i.e qu’il existe 0 < k < 1 telle que d (T (), T (y)) < k d(z,y); V

19



x,y € M, alors T admet un unique point fize x* € M, de plus pour tout v € M on a :

lim 77 (x) = x* et,

1—k

d(T" (z),z") < d(z, T (x)).

Remarque 2.1 Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre consi-

dérons les exemples suivants :

Exemple 2.1 7:[0,1] = R, T'(z) = § + 1, est contractante mais n’admet pas de point
fize. Le probléeme est que T ([0,1]) € [0,1] et on ne peut pas itérer : xy = 0, 1 = 1,

ro = 1.5, mais x3 n’est pas défini!

Exemple 2.2 7':]0,1] — ]0,1}, T'(z) = 5, est contractante et vérifie T (]0,1]) C 0, 1]
mais n'admet pas de point fize. Le probléme est que ]0,1] n’est pas fermé : limu, = 0

n’est pas contenue dans |0, 1].

Exemple 2.3 T : R — R, T'(z) = = + 17 vérifie |T (z) — T (y)| < |z —y| pour tout
x # y, mais n'admet pas de point fixe. Le probléme est que T' n’est pas contractante, et

pour tout xg € R on obtient x,, — 400

2.1.4 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 2.6 [5] (L’alternative non linéaire)

Soit X un espace de Banach et ) sous-ensemble borné , ouvert de X tel que 0 € €.
Soit T : Q1 — X est un opérateur complétement continue, alors :

i) Ou bien il existe v € 002, A > 1 telle que T'(x) = Az

ii) Ou bien il existe un point five v* € Q de T.

Au fait, le succés de la théorie du point fixe a été 'une des grandes avancées dans
I’étude des problémes aux limites, cette théorie consiste & transformer le probléme donné

en un probléme de point fixe en construisant un opérateur 7.
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2.2  Solution du probléme (P)

Soit £ = C*([0,1],R), muni de la norme ||y||; = ||lyl| + ||¥']|, ou ||.|| dénote la

norme dans C ([0, 1], R) définie par ||y|| = m[aX] ly (t)]; et L]0, 1] l'espace de fonctions
te[0,1

intégrables dans [0, 1] doté de la norme ||.||;; = fol |ly (t)] dt pour tout y € L' [0, 1].

L’idée générale du travail consiste alors a transformer le probléme aux limites (P) en

un probléme de point fixe. Pour commencer étudions un probléme auxilliaire donné par

le lemme préliminaire suivant :

Lemme 2.1 soity € E, si ( = (1 —«) (1 — 5n) # 0, alors le probléme auz limites

W +y(t)=0, 0<t<l
u(0) =au(l) , (1) = Bu'(n),u (0) =0

admet une solution unique

u(t):—%/o (t—s)Qy(S)ds—2%(tQ(l—a)—l—Oz)/Un(n—s)y(s)ds

1! )
+i/0 (1—s)(P(1—a)+apn(l—s)+as)y(s)ds.

Preuve. On intégre trois fois ’équation suivante :
u" +y(t)=0

on obtient

21



u’(t):—/Ot(t—s)y(s)ds—l—ClthC’z

t t2
/ (t — )’y (s) d8+01§ + Cot + Cs,
0

Cherchons 4, Cs et Cs

de
uw'(0)=0
on a
Cy=0
de
n
o () = - / (n— s)y(s) ds + nCy + s
0
et )
W (1) == [ (-9l ds+ i o= ol o)

0

on a

0, = / " (0= s)y(s)ds +

11— Pp 1—fn

on remplace Cy dans C; on trouve

n 1
Cr =~ [ =) s+ =5 [ = st
de .
u(l)——%/ (1—3)2y(3)ds+%+02+03
0
et

u(0) = C5 = au(l),

22
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alors, on a

1
. a Y « «
C3 = 2(1—04)/0 (1 S>y(8)d8+2(1—a)01+1—a02’
on remplace C et C5 dans C3 on trouve
@(1—6n)/1 ) aB [ a [
3= ——-——= 1—s s)ds — — —s)y(s)ds + — 1—3s)y(s)ds
b= - [ty - G2 - ds+ - [ -9t
avee ¢ = (1— a) (1 - By) #0;
en remplagant C , Cy et C3 dans
1 t ) t2
u(t):—§/ (t—S) y(S)dS—FClE—FCgt—FCg,
0
on obtient
= —1/ (t —s)° ds—ﬁ(ﬂ(l—a)—{—oz)/n( —s)y(s)ds
2 2 , 1Ty
%/ (1—s)(P(1—a)+afn(l—s)+as)y(s)ds.
[]

Définissons 'opérateur intégral T': £ — F, par

Tu(t) — —1/0 (t— ) f (5, (s)) ds

2
s (t2(1—oz)—i—a)/on(n—s)f(s,u(s))ds

X
+i/0 (I—s)(*(1—a)+aBn(l—s)+as) f(s,u(s))ds.

(2.1)

En accord avec le lemme 2.1, le probléme (P) a une solution si et seulement si 'opé-

rateur 1" admet un point fixe dans E. Pour ce faire, nous prouvons d’abord un résultat

d’unicité basé sur le principe de contraction de Banach ou nous montrons que T est

23



une contraction et un résultat d’éxistence basé sur ’alternative non linéaire de Leray-
Schauder ot nous prouvons par le théoréme d’Ascolie-Arzela que T est un opérateur

complétement continu.
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Chapitre 3

Solutions non triviales du probléme

aux limites (P)

3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, pour établir les résultats d’éxistence nous supposons la fonction
f:10,1] x R* — R une fonction de Carathéodory c’est a dire une fonction vérifiant les
hypothéses suivantes :

(i) t — f(t,x,y) est mesurable pour tout x,y € R.

(ii) (x,y) — f(t,z,y) est continue presque pour tout ¢ € [0, 1].

On assume que ¢ = (1 — ) (1 — 8n) # 0.

D’abord, nous étudions ’existence de la solution non triviale en utilisant le théoréeme

2.6.

Théoréme 3.1 Supposons que f est une fonction de Carathéodory, f(t,0,0) # 0 et

qu’ils existent trois fonctions positives k,g,h € L* ([0,1],R,) telles que

[f (2B < k@) [al”+g (@) [Z*+h(t), (t2,7)€[0,1] xR, (3.1)
(18] +1) (24 3]al) + |aB| .
0< <2 + IC] > <||k||Ll[0,1} + ||g||L1[0’1]> < B (3.2)
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(2 GEEDIC J|r<|3 o) + ||

Alors le probléme (P) a au moins une solution non triviale u* € E.

1
) Wil < 3 (3.

Preuve. Transformons le probléme (P) en un probléme de point fixe. Considérons

lopérateur T : £ — E défini par

Tu(t) — —1/0 (=) F (s,u(s) o/ (5)) ds

2
b (t2(1—a)+a) /On(n—s)f(s,u(s),u’(s))ds

-2
1 1 ) ,
+2—§/0 (1—13) (t (1—04)—i—ozﬂn(l—s)—|—o¢s)J”(,5‘7u(<5;)7u(8))ags7

d’aprés le lemme 2.1, les points fixes de 'opérateur T sont les solutions du probléme (P) .

Posons

M=

<2 Lne \+< ‘3 o) + |a5|) (#1500 + l5110.)

et

2+3
¥ = (s LEDCI D Yy

On vertu de 'hypothése (3.1), nous avons 0 < M < % Comme f (¢,0,0) # 0, alors

il existe un intervalle [o, 7] C [0, 1] tel que n<1t1£1 |f (t,0,0)] > 0 par conséquent N > 0.

Posons [Jul|] = max(||u]|}, |u[|{), (6 =p ou o = q), n partie entiere de o et m = <M> B
Définissons 'ouvert, borné  par Q = {u € C[0,1] : ||ul[s < m}.
Montrons que 7T est un opérateur complétement continu dans (2.

(i) T est continu,
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en effet, soit (u,) une suite qui converge vers u dans E. Alors,

Tun(t) — Tu(t)
/ (1= )21f (5100 (5) 1, (5)) — f (5,10 () ¢ (5))] dis

N

%‘?’mmb/ﬁ (1= ) 1f (5,10 (3) 1 (8)) = f (5, (5) ot ()

—l—%q ; (1—s)(L+2]a|l+|af] (1 —9))|f (s,un(s),u,(s) — f(s,u(s),u (s))]ds
< (1+ (8] +1) (1 J’rg’?!oz!) + !ozﬁ\) 1f Cottn ()52 () = f () (Dl (3.4)

En outre, on a

|T'1un(t) —T'u(t)] < (3.5)
/O (L =) |f (s,un (5) 1, (5)) = f (s,u(s) ' ()| ds
MLl

!C!( +la I)/0 (L= s)|f (s,un (), uy (5)) = f (s,u(s), ' ()| ds

ICI (1+ !al)/o (=) |f (s,un (5),uy (5)) = f (s,u(s), ' ()| ds

18]+ 1) (1 + o) o
< (1+ 5 )xnf(.,un(.),un(.)) £ () (Dl

Par conséquent,

|Tup — Tul, < (2+<\5I+1><2+3|a\>+\am)
' B <]

XA Con () s, (D) = f G () ()l

En vu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue on a ||Tu,, — T'ul|; — 0, quand

n — OQ.

(ii) Soit B, = {u € E;||ul|; < r} un sous ensemble borné. Montrons que 7" (2N B,)

est relativement compact
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a) Soit u € QN B, et compte tenu de (3.1) on a

ITull, < (2+<'ﬁ‘“><2|+c|5’>|@|>+|aﬂl)

(el 1 gy + Nl N o) + N

< MrnaX(HuHZl7 ) ||U||g) + N,

Posons max([ull?, [u]]?) = [ull{ , o = p ou & = g, alors

[Tull, < M7 + N

ce qui entraine que 7' (€2 N B,) est uniformément borné.

b) T (2 N B,) est équicontinu. En effet pour t1,t5 € [0, 1], t; < t2, u € §2, nous avons :

|Tu(ty) — Tu(ts)|
1

3 (2= 9= (=) IF () (s s

IN

4y [ = If (s le) o)) ds

2 t1

1B(1—a)l 2 42 ! s s.u(s) . u'(s s
TR B0 [ =9 ) )

(-l @t =15) [ ,
FEEG ) A W ) s

Considérons la fonction ®(z) = x? — 2z, il est clair que ® est décroissante sur [0, 1], par

conséquent (ty — s)° — (t; — s)> < 2(ty — t1), d’out on en déduit que
| Tu(ty) — Tu(ts)]

< 2(t —tl)/o [f (s,u(s),u'(s))| ds + / 2 S (s,u(s),u'(s))| ds

t1

B0 =) oy [
& t1>/0|f<, (5),4(s))] d
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lorsque t; — to, alors ||[Tu(ty) — Tu(tz)|| tend vers 0, par conséquent T (2N B,) est
equicontinu. En vue du théoréme d’Ascoli-Arzela, T est complétement continu.
A présent, nous pouvons appliquer I’alternative non linéaire pour 7' : Q — E. Suppo-

sons que u € 02, A > 1 tels que Tu = Au. On a

Tu(t)] < (1+(|ﬁ|+1>(1|+€|2lal)+|aﬁl)X

maX Ju (8)° ||k||L1[o yp -+ max fu’ ()] gl o, + HhHLl[O,l}]

s( (181 +1) ’+C|2!a|>+|oeﬁ\)x (3.6)
[l (1l 0y + 190 21i0) + Il a0
et
o) < <1 NE: 1\)<(|1 - |a|>> @7

1t (10 o0+ N9lz0y) + IAl oo
Et donc en se servant des estimations (3.5) et (3.6) on obtient

wn = Allull, = |ITull, = max |(Tw) (5] + max [(T'w) (8)] <
(2+ (181 + )(2+3Ial)+|aﬂ|)
1§
(1l (1l g0 + Nl ) + WAl oo
= Mlul|]+ N.

Choisissons n la partie entiére de o. Alors

((n+1)

A < MEEENST LN

(n+1)=0) <a—1>
< ! ’
2

@) ORI
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Conséquemment A\ < 1, contradiction avec le fait que A > 1. En vertu du théoréme 2.6,
on conclut que T a un point fixe u* € Q et donc le probléme (P) a une solution non
triviale u* € £. m

Le théoréme suivant traite 'unicité de la solution.

Théoréme 3.2 Supposons que f est une fonction de Carathéodory et qu’ils existent deux

fonctions positives ki, ko € L' ([0,1] ,R ) telles que

[f(t,2,7) = f(,y,9)] < ka(t) |2 =y + ka(8) [T = 7], Ve,y € R, 2 € [0, 1] (3.8)

et

(2+ L+ DCSla) 1o

Alors le probléme (P) admet une unique solution u* dans E.

) (Wl + Malip) <1 (39)

Preuve. Prouvons que T est une contraction. En effet, soient u,v € F, alors

ITu(t) — To(d)|
L (184 ) (14 2]a]) + Jaf]
: (1 * < )

= 2
/O | (s,u(s),u'(s)) = f(s,0(s),0'(s))| ds

Par (3.8) on obtient

|Tu(t) — Tw(t)|
(18] +1) (1 +2]af) + |af|
< 1+ q )
max|u(t)—v(t)|/0 ki(s)ds + max |u’ (t) — o' (t)|/0 k:z(s)ds}

(18] + 1) (1 + 2]a) + |af]
: (” <

)nu—vul | )+ ks as @0
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D’autre part, on a

T'u(t) = —/0 (t—s)f(s,u(s),u'(s))ds

ﬁt(l_@) g /
‘T/o (n—5) f (s,u(s) ,o/(s)) ds
t(l—a)

¢ /0 (1—s)f(s,u(s),u'(s))ds, ¥Vt €[0,1]

alors
T u(t) — T'v(t)| (3.11)

(18] + 1) (1 + Ja])
: (” ] )

[t v s+ [ b))~ 9015

UBLAD 10D o [ ()t kofa)) ds
(1—|— | )uu ul/o<k1<>+k2<>>d

En sommant (3.10) et (3.11), il suit en appliquant (3.9) et par passage au supremum que

|Tw —Tv||; < |Ju—v|,;. Conséquemment T" est une contraction dés lors, elle admet un

unique point fixe qui est 'unique solution du probléme (P). m

3.2 Exemples
A fin d’illustrer les resultat obtenus, considérons les deux exemples suivants.

Exemple 3.1 Le probléme aux limites en trois points suivant

= (1+t) " (sinu+e /(1) +In(1+1t), 0<t<]l
u(0) =10"%u(1),u (1) =107/ (3) ,u/ (0) =0

a une unique solution u € E.
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En effet, onaa =10"2 3 =10"%n = %, ¢ =0.98995 et

|f(t7l',f) - f(t,y,y)| < k(t) |ZE _y| +g(t) |f_y|

ou k(t) = (1+8)", gt) = 1+1t)""%e, k,g € L ([0,1],R;). En utilisant le

théoréeme 3.1, il vient que

Vo (2+<|ﬁ\+1)(2+3|a|)+|a5|

. ) (1o + lell)
= 0.20976 x 4.0508 =0.84970 < 1

et donc le probléme (1) admet une unique solution v dans F.

Exemple 3.2 Le probléme aux limites suivant

4+u?

u(0) = —2u(1),v (1) =3 (3) .« (0)=0

u" = 1072 ( Y _sint + ulefuz 111(1 +t) —|—tant> , O<t<1

posséde au moins une solution nontriviale v dans E.

Eneﬂ?et,0naa:—2,5:3’77:%’C:%7

flt,x,y) =102 < sint + ye~ In(1 +t) + tan t)

4 + g2

f(t,0,0) =10"2tant # 0, t € (0,1) et

[f(t 2, y) < k(E)]x] + g(B)]yl + h(t),
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ou k(t) = 10 2sint, g(t) = ln(llogt), h(t) =10"%tant, k,g, h € Ly ([0,1],R,) . Vérifions

les hypothéses du théoréme 3.2, en effet on a

1)(2+3
o (2+<|m+ ) ( ’+q |a|)+laﬂ|) (I¥ll50.0 + llz310.)

1
= 27.333 x 84599 x 107 = 0.23123 <
(18] +1) 2 +3lal) + |l \

171l 1o,

q
1
= 27333 x 0.61563 x 107 = 0.16827 <

o= (2

Alors le probléme (2) admet au moins une solution non triviale u dans E.

Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’existence et d’unicité de la solution d’un
probléme aux limites associé & une équations différentielle non linéaire d’ordre trois a
conditions aux limites en trois points.

Ces résultats ont été obtenus par I’application de la théorie de point fixe, en particulier
on a utilisé le théoréme de point fixe de Banach et I’alternative non linéaire de Leray-

Schauder. Comme application les résultats ont été bien illustrés par des exemples.
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