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Résumé

L’objectif de ce travail est double. D’une part I’étude de I’influence des effets
secondaires sur le comportement en vibrations transversales des poutres, suite a
I’application d’une charge dynamique , mérite un intérét particulier pour répondre a
des besoins de construction et de conception, et d’autre part, I’identification de cette
charge a partir de la réponse est nécessaire lorsque sa mesure directe par les moyens
conventionnelles est impossible, a cette fin, la mise en équation du probleme des
vibrations transversales d’une poutre par I’application du principe d’Hamilton et sa
résolution, par la méthode de séparation des variables dans le cas homogéne c’est-a-
dire le calcul de la réponse a une perturbation initiale de I’état d’équilibre (réponse
libre), et par la méthode de décomposition modale dans le cas non homogene (réponse
forcée), ont etes réalisées conformément aux quatre modeles descriptifs des vibrations
transversales d’une poutre, a savoir le modéle d’Euler , le modele avec inertie
rotationnelle, le modéle avec cisaillement transversal et le modele de Timoshenko, le
cas des conditions limites encastre-libre a été choisi parce que c’est celui qui suscite
le plus d’intérét pour les vibrations transversales et qui modélise énormement de

structures industrielles.

Pour la reconstruction de la charge dynamique répartie une approche récente qui
s’appelle methode de sélection des modes est alors proposee et verifiée par des
simulations numeriques. Le cas étudie est celui d’une poutre soumise a une excitation
harmonique répartie et I’idée consiste a déterminer le nombre de modes optimal

nécessaire a I’identification de la charge avec une précision satisfaisante.

Mots clés : Charge dynamique répartie, Inertie rotationnelle, Cisaillement
transversal, Reconstruction de charge, Sélection des modes.



Summary

The objective of this work is twofold. On the one hand the study of the influence
of side effects on behavior in transverse vibrations of beams, following the application
of dynamic loading, deserves particular interest to meet the needs of construction and
design, and secondly, the identification of the load from the response is required when
the direct measurement by conventional means is impossible, for this purpose,
development of the equation of the beam transverse vibrations problem by the
application of Hamilton's principle and its resolution, by the method of separation of
variables in the homogeneous case that is to say, the calculation of the response to an
initial disturbance of the equilibrium state (free response), and the modal
decomposition method in the case inhomogeneous (forced response), summers have
made according to four descriptive models of transverse vibrations of a beam, namely
the Euler model, the model with rotational inertia, the model with transverse shear
and the Timoshenko model, where the clamped-free boundary conditions was chosen
because it is one that creates the most interest for the transverse vibrations

enormously and that models of industrial structures .

For reconstruction of distributed dynamic load, a recent approach called mode
selection method, is then proposed and verified by numerical simulations. The case
studied, is that of a beam under distributed harmonic excitation and the idea is to
determine the optimal number of modes needed to identify the load with satisfactory

accuracy.

Keywords: Distributed dynamic load, rotational inertia, transverse shear, load
reconstruction, mode selection.
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Notation

Variables avec dimensions

S Aire de la section droite, m?

a,b,b nombres d’onde, 1/m

E Module de Young, N/m?

f Effort normale appliqué par unité de longueur, N/m
G Module de cisaillement, N/m?

moment d’inertie de la section par rapport a I’axe neutre, m*

Q Effort tranchant, N

L Longueur de la poutre, m

M moment fléchissant, Nm

r rayon de giration de la section I/A, m

k’ Coefficient de cisaillement

T Energie cinétique, kgm?/s’

Y, Energie potentielle, kgm?/s?

ri i°™ racine de I’équation caractéristique, 1/m
t Temps, s

X Coordonnée axiale de la poutre, m

w(X, t) déplacement transversal de la poutre, m
B(x, 1) angle de rotation de la section due au cisaillement, rad
v Coefficient de Poisson

p Densité de la poutre, kg/m®

w; i°™ fréquence naturelle, rad/s

Variables sans dimension

X Coordonnée axiale, x/L

t Temps, t/T,

w(x,t) Déplacement Transversal, w(x,t)/L

f(x,©) Effort normale, L3 f/(EI)

WOm Fréquence naturelle d’ordre m, 2m?n

Wy Fréguence d’excitation

Km Nombre d’onde d’ordre m, mn

W, (%) Déformée propre du mode m, v2 sin(i,, x)

E. (%) Distribution spatiale de I’amplitude de la force excitatrice
Comr Jy W (R)F, (%) dx

g7 (%) Yim=1Cmr SF (m, 1)W ()



Introduction

La dynamique des structures, au sens vibratoire du terme est une discipline
récente, qui se developpe pour répondre a des besoins de construction, de conception
et de maintenance industrielle, elle repose sur I’utilisation de modéles simples afin de
permettre I’analyse de facon rapide. Ces modeéles sont des solides deformables
tridimensionnelles, avec des dimensions qui n’ont pas le méme ordre de grandeur et
qui sont classés en deux catégories principales.

— Les structures minces dont une dimension (I’épaisseur) est trés petite devant
les deux autres, et qui sont appelées plaques ou coques selon que leur surface moyenne
est plane ou non.

— Les structures élancées dont une dimension (la longueur) est trés grande
devant les deux autres, et qui sont appelées poutre ou arc selon que leur ligne
moyenne est droite ou non.

L’étude des vibrations du deuxiéme type de ces structures qui sont les poutres,
fait intervenir des equations aux dérivées partielles qui sont généralement intégrées par
le procedé de séparation entre les variables de situation et la variable t.

Ce travail consacré a ce sujet est divisé en trois parties.

La premiere partie passe en revu les théories existantes, par une étude
bibliographique sur le sujet, et par un chapitre consacré d’une part aux notions et
definitions des hypotheses nécessaires pour I’aborder, et d’autre part a la formulation
mixte et en déplacement des équations de base poutre de Timoshenko ; de Bernoulli et
d’Euler relatives a la description du mouvement des vibrations de flexion des poutres.

Dans la deuxiéme partie, deux chapitres (Ch. Il et Ill) sont consacrés a la
résolution et a I’étude de I’influence des effets secondaires sur la solution du probléme
des vibrations transversales d’une poutre. L’etude comporte, dans le chapitre II, la
résolution de I’équation homogeéne par la méthode de séparation des variables et la
détermination des nombres d’onde, des fréquences et des modes propres (schema
modal) du cas encastre-libre et pour les quatre modeles représentatifs des vibrations de
flexion des poutres, a savoir le modele classique d’Euler, le modele avec inertie

rotationnelle ou modele de Rayleigh, le modéle avec cisaillement transversal et le
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modele le plus complet représenté par I’équation de Timoshenko. Ces modeles se
distinguent par [I’introduction des effets secondaires (Inertie rotationnelle et
cisaillement transversal) sur I’équation d’Euler. Une eétude comparative des résultats
est donnée a la fin du chapitre. Le chapitre 11l complete et illustre les résultats du
chapitre 11 par le calcul de la réponse forcée a une excitation harmonique répartie et
pour tous les cas susmentionnés. La méthode employeée pour le calcul de la réponse est
celle de la décomposition modale qui est une méthode trés génerale et qui permet de
traiter tous les types d’efforts locaux ou répartis, permanents ou transitoires.

En fin, la troisieme partie de ce mémoire inverse la situation et part a la
recherche de ce qui a été suppose acquis depuis Newton (les efforts appliqués).

Or, dans le cas de structures réelles, les efforts sont la principale inconnue des
problemes de vibrations et constituent I’information la plus inaccessible a la mesure
directe. Leur détermination dans ce cas nécessite leur identification a partir de la
mesure de la reponse, elle a fait et continue a faire I’objet de plusieurs études. Le but
de cette troisieme partie du travail est de reconstruire une charge répartie appliquee a
la poutre par une méthode novatrice qui est celle de la sélection des modes, a cet effet
un concept de choix empirique d’un facteur d’échelle est proposé pour dévoiler la
relation entre I’information temporelle et spatiale dans la réponse. Ce concept est
ensuite appliqué dans le processus de sélection des modes afin de déterminer le
nombre approprié de modes nécessaires a la reconstruction des efforts avec une

précision acceptable.
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Da Vinci et Galileo prévoyaient le besoin d'une théorie des vibrations des
poutres minces. lls suggerérent alors des théories qui s‘averent par la suite incompletes
ou erronees, malgré que la théorie proposée par Da Vinci a été parfois jugée plus
descriptive et basée sur des esquissent comparables aux équations et lois de la
physique moderne, a cette époque les outils mathématiques indispensables, telles que
la loi de Hooke, la loi de Newton et le calcul infinitésimale manquais.

C'est aux Bernoulli qu'on doit la premiére théorie valable sur les poutres
minces. Jacob Bernoulli (1654-1705) développe une théorie d'élasticité dans laquelle
la courbature d'une poutre élastique est proportionnelle aux efforts appliques. Se
basant sur la théorie d'élasticité de son oncle, Daniel Bernoulli (1700-1782) a fini par
déecrire le mouvement d'une poutre mince a l'aide d'une équation aux deérivees
partielles.

Leonard Euler (1707-1783) accepte la theorie des Bernoulli, I'étend aux
différents types de charges et I’applique dans ses recherches de la déformée d’une
poutre chargée.

La théorie d’Euler-Bernoulli pour les poutres, appelée parfois, théorie classique
des poutres minces, théorie de la poutre d’Euler, théorie de la poutre de Bernoulli ou
théorie de la poutre de Bernoulli-Euler, reste par sa simplicite, et grace aux résultats
raisonnables qu’elle procure, la théorie la plus utilisée dans I’approximation des
vibrations des poutres. Seulement, le modele d’Euler ou d’Euler-Bernoulli tend a
légerement surestimer les fréquences naturelles, un probleme qui devient important
pour les fréquences des modes de rang supérieur ou lorsque I’épaisseur de la poutre est
importante.

La formulation exacte du probleme de la poutre dans le cadre des équations de
I’élasticité, a été donnée pour la premiére fois par Pochhammer (1876) et Chree (1889)
qui réussissent a etablir les équations de vibration d’un corps cylindrique.

Lord Rayleigh (1877) apporte une premiére amélioration a la théorie classique
des vibrations des poutres, et parvient, en introduisant I’effet de la rotation des sections
droites (Inertie rotationnelle), a corriger partiellement le probleme de surestimation des

fréquences naturelles, qui malgré tous restent surestimées.
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Une autre alternative au probleme de surestimation des frequences naturelles du
modele de la poutre d’Euler été la consideration de I’effet de cisaillement transversal.
Avec I’apparition de ce modele, I’estimation des fréquences naturelles de vibration
d’une poutre a été considérablement ameliorée.

Timoshenko (1921) [1], proposa un modele plus complet de la poutre en
associant I’effet de I’inertie rotationnelle et du cisaillement transversal au modeéle de la
poutre d’Euler. Le modele de Timoshenko constitue I’amélioration majeur de la
théorie des poutres pour les fréquences de haut rang, ou lorsque I’épaisseur de la
poutre devient importante, c'est-a-dire lorsque I’inertie rotationnelle des sections
droites et I’effet de cisaillement transversal ne peuvent plus étres négliges.

La différence principale entre le modéle d’Euler et celui de Timoshenko réside
dans le fait que dans le premier les sections droites restent planes et perpendiculaires a
I’axe neutre, alors que dans le deuxieme, les sections droites restent planes mais ne
sont plus perpendiculaires a cet axe, la différence entre la normale a I’axe neutre et le
plans de la section constitue I’angle de déformation due a I’effet de cisaillement.

Sur le chemin de Timoshenko, plusieurs auteurs ont parvenus a determiner
I’équation aux fréquences et les modes propres d’une poutre sous différentes
conditions limites. On peut citer Kruszewski (1952), Traill-Nash et Collar (1953),
Dolph (1954), et Huang (1961).

Kruszewski obtient les trois premiers modes antisymeétriques d’une poutre
encastrée-libre, et les trois premiers modes symétriques et antisymetriques de la poutre
libre-libre [3].

Traill-Nash et Collar [4], donnent une étude théorique complete et un traitement
expérimental d’une poutre de section uniforme. Dans la premiere partie de leurs
travail, ils déterminent I’expression de I’équation aux fréquences et des modes propres
pour les six conditions aux limites standards, a savoir : encastré-libre ; libre-libre ;
appuye-libre ; appuye-appuyé ; encastré-encastré et encastré-appuyé. Dans la
deuxiéme partie ils présentent les résultats experimentaux obtenus pour la poutre
d’Euler, le modéle avec cisaillement transversal et la poutre de Timoshenko en
utilisant une poutre épaisse ou I’effet de cisaillement et de I’inertie rotationnelle ne

sont pas negligeables. Une partie de leurs résultats expérimentaux donnant une
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comparaison entre les fréquences naturelles du premier et du deuxiéme mode calculées

et ceux mesurées est présentée dans le tableau 1.

Modele de la poutre

1%® fréquence naturelle

2% fréquence naturelle

Euler-Bernoulli

+14% a +26%

+78% a +133%

Cisaillement

0% a +3%

-1% a +6%

Timoshenko

-1% a +2%

-1% a +6%

Tableau 1. Ecarts en % entre les fréquences naturelles calculées et mesurées obtenus par Traill-
Nash and Collar (1953)

Indéependamment Huang [5], obtient I’équation aux fréquences et I’expression
des modes propres pour les six conditions limites citées plus haut. Les équations aux
fréquences sont difficiles a résoudre sauf dans le cas de la poutre simplement appuyée
ou une solution analytique est souvent facile a obtenir. Tous les auteurs cités plus haut
ont donnes des expressions de I’équation aux fréquences et des modes propres, mais
sans la résolution du probléme de vibration de la poutre, c'est-a-dire le calcul de la
réponse a une excitation extérieure et avec des conditions initiales, la résolution d’un
tel probléme nécessite la connaissance des conditions d’orthogonalité des fonctions
propres (modes propres). Les conditions d’orthogonalité des modes propres de la
poutre de Timoshenko ont etés indépendamment données par Dolph (1954) et
Herrmann (1955). On trouve une methode générale de résolution du probléme de la
poutre de Timoshenko, avec calcul de la réponse a une excitation extéerieure et des
conditions initiales, dans le livre de Reismann et Pawlik (1974) leur méthode est basée
sur la décomposition modale de la réponse.

Un paramétre crucial dans la théorie de la poutre de Timoshenko est le facteur
de cisaillement, ce parametre doit intervenir lorsque le cisaillement n’est pas constant
sur toute la section de la poutre, il est fonction du coefficient de Poisson, de la
fréquence de vibration et de la forme de la section. Typiquement la dépendance de ce
coefficient a la fréquence des vibrations est souvent ignorée. Plusieurs auteurs ont
suggerés des méthodes de calcul du facteur de cisaillement en fonction de la forme de
la section et du coefficient de Poisson, a cet égard on peut citer Davis (1948) , Mindlin

et Deresiewics [6] et Cowper [7] . Stephen [08] montre la variation du facteur de
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cisaillement avec la fréquence de vibration. F. Gruttmann et W. Wagner [9] calculent
le facteur de correction au cisaillement pour différentes formes arbitraires de sections
en se basant sur les équations de I’élasticite linéaire et en développant une formulation
variationelle du probléeme.

Malgré les efforts contemporains employés dans le but de parvenir a une
meilleur théorie des poutres Levinson [10], la théorie d’Euler-Bernoulli et celle de
Timoshenko restent les plus communément utilisées, par exemple les vibrations libres
de la poutre de Timoshenko pour des différentes conditions limites ont étés étudiées
selon différentes méthodes et par plusieurs auteurs.

Récemment B. Posiadala [11] a étudié les vibrations libres de la poutre de
Timoshenko en utilisant le formalisme des multiplicateurs de Lagrange. Ho et Chen
[12] présentent I’analyse d’une poutre dont les caractéristiques sont non uniforme.
Karami et al. [13] étudient les vibrations d’une poutre soumise a des contraintes de
cisaillement et a des conditions limites standards par une methode qu’ils présentent
sous le nom de ‘differential quadrature element method’. Lee et Schultz [14]
déeveloppent la méthode pseudo spectrale dans I’analyse du probleme de la poutre de
Timoshenko. Vojin Jovanovic [15] utilise les séries de Fourier dans la résolution du
probléme de vibrations transversales de la poutre d’Euler pour des conditions limites
non standards.

Les méthodes récentes les plus populaires et ou la littérature abonde sont la
méthode LTMM (lumped-mass (model) transfer matrix method) et la méthode CTMM
(continuous-mass (model) transfer matrix method) ces méthodes sont semblables a la
méthode des éléments fini conventionnelle (FEM). De la littérature existante qui
concerne la méthode LTMM Jong-Shyong Wu et al [16]. On peut conclure que
I’équation aux fréquences et les variables d’état associées (ou parametres initiaux)
requis pour la determination des fréquences naturelles et des modes propres
correspondants d’une poutre, doivent étres modifiées cas par cas selon les différentes
conditions aux limites, parce que dans cette méthode la poutre est remplacée par un
nombre fini de masses m; (lumped) concentrées et connectées par un nombre de
segments rigides mais sans masse de longueur I; et de caractéristiques mécaniques et

géométriques E;, G;, A, et I; . Les positions occupées par les n masses concentrées
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sont appelées stations (stations), et les segments sans masse responsables de la rigidité
de la poutre sont appelés champs (fields). Une station associée a un champ s’appelle
section.

Dans leur texte Jong-Shyong Wu et Chin-Tzu Chen [16] donnent une
comparaison en quatre points entre la MEF et la TMM :

i. Dans le cas de la méthode des éléments finis I’ordre des matrices de
transfert croit trés vite avec le nombre d’éléments, ce qui implique une
lourdeur de calcul plus importante.

ii. Les variables d’état de la MEF sont les déplacements, la vitesse et
I’accelération, alors que ceux de la TMM sont les déplacements, les
rotations, le moment fléchissant et I’effort tranchant, dans certains cas ou
en plus des modes propres ‘déplacements’, les modes propres ‘* moment
fléchissant’ ou “ courbure’ qui leurs sont associés sont requis la TMM
s’avere plus utile que la MEF.

iii. En générale la TMM est utilisée dans I’analyse des vibrations libres,
seulement lorsqu’elle est incorporée avec la méthode de superposition
modale elle peut constituer une approche simple pour I’étude des
vibrations forceées des poutres soumises a des charges en mouvement.

iv. La méthode des éléments finis est plus pratique dans les problémes de
grande taille, mais pour les problemes de petite taille ou de taille
moyenne la TMM est I’une des plus simples outils de vérification des
résultats de la MEF.

Tous les travaux susmentionnés concernaient le probleme des vibrations
longitudinales ou transversales d’une poutre sous différentes conditions et selon I’un
ou I’autre des quatre modeles (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Cisaillement, Timoshenko).

Nous allons donner quelques details a ce sujet concernant la détermination de
I’équation de mouvement d’une poutre en vibrations transversales d’une part, et sur les
méthodes standard de résolution de ces équations d’autre part, mais tout d’abord
donnons en guise d’introduction, quelques notions sur les vibrations des systémes

mécaniques.
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Les systémes mecaniques vibrants sont classés selon la nature des parametres

considérés en deux catégories principales :
— Les systemes discrets (lumped systems)
— Les systémes continus (continuous systems)

Dans le cas des systemes dits discrets les composantes sont discretes, avec la
masse supposee rigide et concentrée, et la raideur représentée par des ressorts sans
masse reliant les masses ponctuelles. Le mouvement de tels systemes est régit par des
équations différentielles ordinaires, ou il ya une équation pour chaque masse et ou le
nombre de masses définit généralement le nombre de degré de liberté. Les équations
de petits mouvements autour de la position d’équilibre son par commodité
représentées sous forme matricielle et résolues par des techniques propres aux

systémes linéaires.

X
-k
m
- ™,
IR
L
N
Q’sz

Fig.1 Exemple de systéeme discret a deux degrés de libertés

Les plaques minces, les barres en déformation axiale, les arbres en torsion et les
poutres en flexion, constituent les principaux sujets d’étude dans le cas des systéemes
continus ou systemes a parameétres distribués (Distributed-parameter systems), en
effet, dans le cas de tels systemes, la masse et la rigidité sont en génerale fonctions des
variables d’espace, avec la masse donnée sous forme de masse par unité de longueur
représentant la densité, de plus, le déplacement dépend de deux variables
indépendantes d’espace et de temps. En consequence le mouvement d’un systéeme
continu est régit par une équation aux derivées partielles qui doit étre satisfaite sur tout
le domaine et qui est soumise a des conditions limites aux extrémités de ce domaine.
De tels problémes sont connus sous le nom de problemes aux limites (boundary-value
problems).

Le cas qui nous intéresse est celui des vibrations transversales d’une poutre

auquel nous allons illustrer la dérivation de I’équation de mouvement par deux

8
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méthodes une approche newtonienne en premier lieu, et une formulation variationelle
selon le principe d’Hamilton étendue (extended Hamilton’s principle).

Considérons une poutre FIG.2 de rigidité a la flexion EI(x) et de masse par
unité de longueur m(x) en mouvement transversal w(x, t) et soumise a une force par
unité de longueur f(x,t) , E étant le module d’élasticité ou module de Young et I(x)
le moment d’inertie de I’aire de la section droite par rapport a un axe perpendiculaire a
x et y et passant par le centre de la section.

r- mix),El(x) e fix,1)

Fig. 2 Exemple de systéme continu ‘poutre en vibration transversale’.

Commengons par I’approche newtonienne et considérons le schéma d’une section
droite de la poutre Fig.3 ou M(x,t) est le moment fléchissant et Q(x,t) I’effort
tranchant sur la section. On suppose que la rotation de I’élement différentielle
consideré est négligeable comparée a la translation et que I’angle de déformation due
au cisaillement est petit devant la déformation due a la flexion de la poutre, c’est-a-
dire qu’on se met dans le cas de la poutre d’Euler-Bernoulli, ces hypothéses sont

valables pour un rapport entre la longueur et I’épaisseur supérieure a 10.

fix.r)dx
e 25,

C | dx_ I) M(x,t)+ a”“ i
T l ox

- o o o o  me S W as o E o am

Fig. 3 EIément infinitésimale de la poutre de la figure 2.
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De la Fig. [3] I’équilibre des forces dans la direction w permet d’écrire :

0Q(x,t) 0%2w(x, t)
ox

[Q(x,t)+ dx]—Q(x,t)+f(x,t)dx=m(x)de O0<x<lL

De méme sous I’hypothese que le produit du moment d’inertie de I’élément par

I’accelération angulaire est faible I’équilibre des moments s’écrit :

OM(x, t ¢ dx
(x. &) (x ) i dx+f(xt)dx——0 O<x<L

[M(x, t) + dx] — M(x,t) + [Q(x, t) +

Ignorant les termes de second ordre en dx I’équation aux moments s’écrit :

a1\/[6()):t)+Q(x,t) =0, 0<x<L

Ce qui nous permet d’écrire apreés division par dx dans I’équation des forces :
92M(x,t) w(x t)

Tz +f(xt) =mx)———, 0<x<L

Sachant que :

M(x,t) = EI(x )M

On obtient I’ equatlon de mouvement des vibrations transversales d’une poutre :

2 W(x t)

—WlEl() )l+f(xt)—m() , 0<x<L

C’est une équation aux dérivées partielles du quatrieme ordre qui nécessite donc quatre
conditions aux limites.

La résolution des problémes aux limites par I’approche newtonienne est souvent
pénible, surtout pour les problemes d’ordre éleve, car elle nécessite un schéma de
I’élément differentiel de masse du systéme et une convention de signes pour les forces
et les moments qui sont parfois difficile a établir.

Le principe d’Hamilton est sans aucun doute le plus puissant principe
variationelle de la mécanique L. Meirovitch [2], il dérive du principe de d’Alembert
qui represente I’extension a la dynamique du principe des travaux virtuels. Le principe
d’Hamilton est tres utile la ou d’autres approches rencontrent des difficultés,
particulierement aux problemes liés aux systemes continus.

L’énonce mathématique de ce principe est le suivant :

t2
(6T +8W)dt =0, sw(x,t) =0 pour t =t;; t,

10
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Le symbole §(.) a été introduit la premiere fois par Lagrange pour souligner le
caractere virtuel d’une variation instantannée, la propriéte principale de ce symbole est

qu’il commute avec I’opeérateur de differentiation, c'est-a-dire que :

520 = 2151

0x 0x

Il est plus commode de diviser le travail virtuel SW en deux parties I’une due aux
forces conservatives et I’autres aux forces non concervatives :

SW = W, + W, = =8V + 6W,,. Ou V est I’énergie potentielle du systeme.

Ce qui nous permet d’écrire :
t2 .
f (6T — 8V + 6Wp,.)dt =0, Sw(x,t) =0 pour t =t;; t,
t1

Toutes les equations de mouvement peuvent donc étres obtenus a partir de trois
quantités scalaires, I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle IV et le travail virtuel des
forces non conservatives .

Pour les systémes conservatifs §W,. = 0 I’équation précédente se réduit a :

t2

SLdt =0, dw(x,t) =0 pour t =1t,; t,
t1

Ou, L =T —V estle Lagrangien du systeme.
L’application du lemme fondamental du calcul des variations a la forme précédente
conduit aux équations d’Euler-Lagrange :

oL d oL

dq  dtdg
Ou q; = q4,9, ... g SONt les coordonnées généralisées du systeme.
Nous allons utiliser I’approche variationelle par le principe d’Hamilton pour
déterminer I’équation de mouvement d’une poutre en vibration transversale.

L’énergie cinétique de la poutre s’écrit :

() = & ftzm()[aw(x t)] dx

Sa variation est :

st=[ awa d—f W 9 sw)d
oot = Mo o oW

11
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t2 2/ 9w d
6Tdt=f fm——(Sw)dx dt
t, t, 0 at at

Lyctz2 gw
—J;) <t ma—a—(Sw)dt>dx

_f 6W6 t2 J‘tz 62W6 atl dx
~ ), [ac " . e oY

ty 1

t, L aZW
=—f <f ma—26wdx>dt, ow=0pourx =0etx =1
t

1

L’énergie potentielle et sa variation sont données par :

w(x t)

V() == f E1(x) dx

L 92w 02w
5V=f El — 6§ —=dx
0

0x2 = 0x2
L 92y 92
=| El—5—
f o2 9x2 owdx

L L

9 62 LaZ 62
i <EIa 2>6w0+f Fp 2<EIa 2>6de

Finalement le travail virtuel des forces non conservatives est :

_Elazw 0 5
7 0x2? ox w

L
W, = f fFowdx
0

A ce stade tout les ingrédients sont disponibles pour appliquer le principe d’Hamilton
ce qui donne :

f ‘w9 swax — EIZY 9 5 L+a Elazwd Ldt—O
Moz T oxz —flowdx = El 5753 0%| * o\l gz ) ov -

0
On conclue vite que cette équation est satisfaite lorsque I’equation differentielle :

0% Elazw Ve 2%w
~ Mo

L—o N LAY '
B ¢ 0x 0x2 WO

Sont satisfaites sur les bords.

On retrouve ainsi I’équation de mouvement et les conditions limites possibles.

Le probleme des vibrations des poutres consiste a résoudre I’équation de mouvement
étant données, les conditions aux limites et les conditions initiales dans le cas d’un

probleme homogene (vibrations libres), et la force excitatrice f dans le cas d’un

12
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probléme non-homogéne (calcul de la réponse forcée), c’est le probleme direct auquel
est consacrée la premiére partie de ce travail avec une étude detaillé du cas de la poutre
encastrée-libre par la méthode de décomposition modale et selon les quatre modeles de
base.

La deuxieme partie de ce mémoire est consacrée a un probleme inverse lié aux
vibrations transversales d’une poutre, qui concerne la reconstruction de [|’effort
appliqué a partir d’informations données sur la réponse.

Les problémes physiques et en particulier en vibration linéaire peuvent se poser de la

facon suivante :

AF =w
Systeme
Entrée Sortie
A —
F W

Ou F est la grandeur d’entrée, A les parametres physiques du systeme sollicité, et w la
réponse de ce systeme. Pour un probleme de vibration, par exemple, F pourrait étre la
force excitatrice extérieure, A les caracteristiques de la structure, et w le champ de
déplacement vibratoire.
Ainsi, I’étude des systemes vibrants propose trois problemes de base :
1. Calculer la réponse w du systéeme a partir de la connaissance des données
d’entrée F et des paramétres A de ce systeme.
2. Calculer les parametres A du systéeme a partir de la connaissance des données
d’entrée F et de la réponse w de ce dernier.
3. Calculer les donnees d’entrée F a partir de la connaissance de la réponse w et
des parametres A de celui-ci.
Les problémes du premier type sont communément appelés problémes directs. Les
probléemes du deuxiéme type (identification de parametre) et du troisieme type
(identification de sources) sont appelés problémes inverses. La résolution des 2°™ et
3™ types de problémes nécessite généralement I’inversion du modeéle étudié. Ces

problémes d’identification des grandeurs d’entrée ou de reconstruction de parametres
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du systeme sont souvent du type mal posé (ill posed), un concept qui a été introduit par

le mathématicien frangais J. Hadamard au début du siécle dernier, selon lequel un

probléme est dit mal posé s’il ne vérifie pas les conditions suivantes :

i. Lasolution existe
ii.  Lasolution est unique
iii.  Lasolution est stable
Le champ d’application des problémes inverses couvre plusieurs branches de la

physique et de I’engineering, imagerie médicale, optique, radar, calorimétrie,

spectroscopie, geophysique, météorologie, oceanographie, radioastronomie, genie

biomédicale, instrumentation, génie civile, contréle non destructif, acoustique et génie

mécanique. Cette théorie c’est largement développée pendant les derniéres décennies

tout d’abord pour son application et aussi graces au développement considérable du

matériel informatique et des meéthodes numériques associées. Pour leur mise en

exécution les problémes inverses requierent des méthodes de calcul performantes avec

des calculateurs puissants.

En pratique les problemes inverses sont typiquement du genre ou le bruit omniprésent

dans les données méne a une instabilité qui se manifeste par des erreurs importantes

dans la solution, pour cette raison la suppression du mauvais conditionnement ; le

développement du modele d’inversion approprié et le choix de I’algorithme de

régularisation ou d’optimisation constitue un roéle vital dans la recherche d’une

solution.

Pour résoudre un probléme inverse deux approches sont possibles Pierre Argoul [17] :

— Une approche qualifiée de déterministe ou les meéthodes mathéematiques

employées relevent de I’analyse fonctionnelle, et ou on peut introduire des
contraintes globales sur les classes de solutions, leur choix n’est pas dicté par
les mathematiques mais par des considerations physiques. La solution du
probléme inverse n’existe en général pas. On redéfinit alors un nouveau
probléme d’inversion « régularisé » (équations normales) avec une nouvelle
solution (quasi-solution, solution approchee..) de telle sorte que la solution
régularisée dépende continument des données et qu’elle tende vers la solution

exacte lorsqu’un petit parametre tend vers zéro (en supposant que la solution
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exacte existe pour des données proches des valeurs effectivement obtenues par

la mesure) (régularisation de Tikhonov).

— Une approche probabiliste développée essentiellement par Albert Tarantola[18]
fondée sur le traitement statistique des données. Ici on considere comme
aléatoires toutes les variables du probleme afin de prendre en compte toutes les
incertitudes. Dans ce cas, le caractére fini du probleme est postulé au depart (la
discrétisation est déja faite) et on introduit une information a priori élaborée au
travers de modeles probabilistes.

En dynamique des structures cette nouvelle branche de la science concerne
essentiellement la reconstruction des parametres tels que, la distribution de masse
volumique, les propriétés mécaniques, ou I’estimation des efforts appliqués. Ce dernier
point constitue la majeure partie des travaux effectués dans ce domaine a cause de la
difficulte d’effectuer des mesures directes des efforts sur les structures réelles. Une
difficulté due aux problémes d’inaccessibilité a la source ou de I’ignorance des points
d’application sur des machines opeérationnelles, limitant ainsi les méethodes directes, et
donnant une préférence a faire le diagnostic des sources de vibrations et de bruit par
leurs effets (accélération, vitesse, déplacement, intensité et pression acoustiques)
Djamaa [30]. Et bien qu’ils restent de nombreux enjeux et obstacles a franchir avant
que ces méthodes puissent étre mises en ceuvre en pratique, certains résultats donnent
de bons indicateurs pour orienter les futurs travaux dans le domaine.

Les pionniers de la reconstruction tel que Barcilon [19], Gladwell [20] et autres
ont commencé par la détermination des propriétes élastiques (distribution de masse et
de raideur) d’un corps en vibration, par exemple Barcilon étudie le probléme d’une
poutre discrétisee libre d’un coté, et libre; simplement appuyée ; encastrée ; ou
soumise a une condition non standard de l’autre. Un choc est alors appliqué a
I’extrémiteé libre de la poutre, la déformation et la pente qui en résultent sont mesurées
a l'autre extrémité. La connaissance de ces informations (pentes et déformations)
équivaut selon Barcilon a la donnée de trois ensembles de fréquences naturelles,
nécessaires a la reconstruction des propriétés élastiques de la poutre. Barcilon nome se
trio © The sympathetic spectra’. La connaissance de ces trois sympathetic spectra

permet d’assurer I’unicite de la solution du probleme inverse lorsqu’elle existe.

15



Etude bibliographique

Gladwell [20] modélise la poutre par des barres rigides reliées par des ressorts avec
des masses concentrées aux points de liaison. Une extrémité de la poutre est encastrée
alors que I’autre est soumise a I’'une des quatre conditions standards : libre, appuyé,
guidé, ou encastré. Gladwell établi les conditions nécessaires et suffisantes a
I’existence d’un modele discret ayant un spectre donné, et met en place une procédure
pour mettre en évidence le modéle. Dans un travail ultérieur Gladwell fait une critique
des méthodes de résolution des problémes inverses en vibration, essentiellement ceux
concernant la détermination des propriétés du systeme a partir des mesures indirectes.
Les deux derniéres décennies ont témoignees de plusieurs travaux dans le cadre de la
reconstruction des efforts appliquées a un systeme a plusieurs degres de liberté, les
charges roulantes sur les ponts, et la mesure indirecte d’une charge impulsive ou
localisée, C.Pezerat et J.L Guyader [21], T.S.Jang et al [22], Z.Boukria et al [23],
M.Kazemi et M.R.Hematiyan.[24] Fergyanto et al[25].

L’identification des charges dynamiques réparties sur une structure est relativement un
probleme récent X.Q. Jiang, H.Y. Hu [26]. Par exemple Frank G. Polanco[27]
modélise une pale d’hélicoptere par une poutre encastré-libre sur laquelle il identifie
I’effort répartie connaissant la déformation initiale et utilisant I’information sur
I’accélération ou la déformation en un seul point. Yi Liu et W.Steve Shepard.Jr[28]
présentent une amélioration de la méthode traditionnelle pour la reconstruction d’une
force harmonique appliquée sur une poutre, ou la fonction spatiale qui donne la
répartition de la charge est decomposée uniquement sur le domaine d’application de
I’effort supposé connue d’avance. C.Pezerat et J.L Guyader [21] exploitent la mesure
des deplacements transversaux et développent une méthode appelée technique
d’analyse des charges (Force Analysis Technique) ou (FAT) pour la reconstruction des
charges réparties sur les poutres et les plaques. Le principe de leur méthode consiste a
la discrétisation de I’équation de mouvement par un schéma aux différences finis et le
calcul de la force a partir des deplacements mesurés en différents points de la
structure. La régularisation de la solution se fait par un fenétrage spatial et un filtrage
des nombres d’onde, une méthode développee aussi par les deux chercheurs et qui

porte le nom de ‘Régularisation Inverse Filtrée Fenétréee’ ou méthode RIFF, cette
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méthode a été appliquée par Djamaa et al [29] dans leurs investigations de la charge
appliquée a une coque cylindrique.

La reconstruction des charges dynamiques réparties sur une structure mécanique est un
probleme inverse complexe qui montre un mauvais conditionnement (ill-posedness)
souvent difficile a surmonter, on ignore d’ou résulte ce mauvais conditionnement de la
nature physique ou mathématique du probléme X.Q. Jiang, H.Y. Hu [26].

La discretisation de ce genre de probléemes inverse méne a un systéeme d’équations
linéaire mal-conditionné et dans le but de trouver une solution stable a ce systeme il
est nécessaire d’appliquer une methode de régularisation. Les plus courantes de ces
méthodes sont la régularisation de Tikhonov et la troncature des valeurs singulieres

‘Truncated singular value decomposition’ ou (TSVD.
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Chapitre |

Définitions et rappels

Equations des vibrations des poutres

1.1. Définitions

1.1.1 Poutre

Une poutre est un milieu continu ayant une dimension tres grande par rapport aux deux
autres, c'est-a-dire que, pour que la théorie des poutres soit applicable, il est nécessaire
que les sections droites soient lentement variables ou constantes en fonction de
I’abscisse curviligne s, et que la plus grande dimension de la section droite soit petite

devant le rayon de courbure R et devant a longueur de la poutre.

Fig. 1.1 : Représentation géométrique d’une poutre

On definit le long de la poutre une ligne moyenne C, de point courant G, avec s
abscisse curviligne a partir de o, et une section droite S, dans le plan (2,3), de contour
I'. Le but de la théorie des poutres est de remplacer la solution 3D par une solution
« Globale », dans laquelle on écrira des équations de mouvement ou d’équilibre entre
les quantités moyennes qui définissent les efforts, une cinématique définissant les
déplacements sur la structure simplifiée, et des lois de comportement qui relient les
deux.

1.1.2 Barre

Une barre désigne une poutre lorsque celle-ci est sollicitée en traction compression.
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1.1.3 Champ de déplacement
On note (x;, X2, x3) les coordonnées d’un point M de la poutre dans le repére (O, 1,
2,3) et on cherche a exprimer les déplacements W; (M, t) avec :

W1(x1,x2,x3,t)
Wi (M, t) S W2(x1,x2,x3,t)
W3(x1,x2,x3,t)

1.1.4 Hypotheses de condensation

La geométrie particuliere de la poutre va permettre de simplifier le champ de
déplacement W; (M, t) qui dépend par ailleurs du type de matériau, de I’excitation, et
des conditions limites, ces simplifications ou hypothéses sur le champ de déplacement
sont appelées hypotheses de condensation. D’autres hypotheses liées au type
d’excitation sont nécessaires pour la résolution du probléme et vont conduire a I’étude
séparée des vibrations longitudinales, de torsion, ou de flexion des poutres.

Les hypothéses de condensation pour les poutres consistent a effectuer un

développement en série de Taylor du déplacement W; (M, t) par rapport a X, et Xa.

. . oW ;(x,0,0,t) oW ;(x4,0,0,t)
Wi(xy,x,,x3,t) = Wi(x,,0,0,t) + x, i + x; —— +
0xy 0x3
2 72 2 732 2
x5 0°Wi(x1,0,0,t) = x§ 0°W;(x1,0,0,t) 0°W;(x4,0,0,t)
Ze” Tion ) 37 TR Xy —— i L 1.1
2 dx32 2 dx32 273 Bx,x30 (3.1)

La théorie des poutres minces consiste a négliger les termes du deuxiéme ordre et

d’ordre supérieur dans ce developpement.

Wi(xy,x,,%35,t) = Wi(x,0,0,t) +x, OWix1008) X3 OW(x1,00.8) (1.2)
axz 636'3
Soit :
W, (%, %2, %3, ) = WP (xq, t) + x,WE (xxq, t) + W2 (x, )
W, (x1, x5, x3,t) = W2(xy, t) + x, W2 (xy, t) + x3 W3 (xy, t) (1.3)
W3(x11x21x31 t) = W30(x11 t) + x2W32(x11 t) + x3W33(x11 t)
Avec :
6Wi
W= (1.4)

Physiquement le déplacement dans chaque direction 1, 2 ou 3 se compose d’un
mouvement d’ensemble W;° et de deux rotations X,W;?+x;W;".
La théorie des poutres minces suppose que les sections droites restent planes apres la

déeformation (hypothese de Bernoulli).
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L’ensemble du champ de déplacement est connus si les déplacements et les rotations
sont connues le long d’un axe moyen de la poutre (Axe neutre ou fibre neutre),
I’hypothése de condensation consiste donc a réduire le milieu 3D en un milieu 1D
équivalent et ou les inconnues du problemes apres condensation sont les neuf fonctions
W, W2, W;® qui ne dépendent que d’une seule variable d’espace x; et du temps t, les
simplifications supplémentaires liées a I’étude séparée des vibrations longitudinales
(en traction compression), des vibrations de flexion ou de torsion conduisent aux
champs de déplacement suivant :

I.1.5 Vibrations longitudinales

L effet poisson (contraction de la section droite) est negligé

Wl(x11x21x31 t) = Wlo(xla t)
WZ(xlax21x31 t) = O (1 5)
Wi (x1,x5,x3,t) =0

L’effet poisson correspond aux termes x,W,” et x;Ws” de I’équation (1.3)
1.1.6 Vibrations de torsion
L’excitation est un moment autour de I’axe neutre

W, (xq, x5, %x3,t) =0
Wz(xl,xZ,X3,t) = —x30((x1,t) (16)
W3(X1,X2,X3, t) = xza(xla t)

Si a(x,,t)est le déplacement angulaire, on a utilisé le champ de déplacement
simplifie (hypothése de Saint Venant). La seule fonction cinématique inconnue est

I’angle a(x,, t).

—xa(x,1)

3

a(x,,t)

X2

Fig. 1.2 : déplacement dans une section droite correspondant au champ (1.6)
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1.1.7 Vibrations de flexion
Le champ de déplacement qui correspond aux hypotheses de Timoshenko présente
deux inconnues : la fleche W, et la rotation de la section droite W,?

Wl(xla X2, X3, t) = x2W12 (xla t)
Wz(xl,xZ,X3, t) = W(z)(xl, t) = W(x, t) (1 7)
Wi (x1,x5,x3,t) =0

L’hypothése de Bernoulli qui stipule que les sections droites restent planes et
perpendiculaires a I’axe neutre apres déformation, ce qui revient a négliger le
cisaillement transversale, impose :

oW (x1, ) oW (xq,t)

1.
d0x, dx, (1.8)

Et conduit au champ de déplacement a une seule fonction inconnue W2 (x;, t) suivant :

aWO(xlat)
I Wl(x11x21x31 t) = _xzzaT
I WZ (xla x21x31 t) = W(Z)(xla t) (1 9)

kW3(x1,x2,x3,t) =0

1.2 Equations des vibrations de flexion des poutres droites

1.2.1 Equations de base en variables mixtes (poutre de Timoshenko)

Les vibrations de flexion des poutres représentent a la fois un mouvement transversal
et longitudinal (rotation de la section droite) introduisant des contraintes longitudinales
et de cisaillement.

En partant des hypothéses de condensation (1.1) on définit les contraintes par :

(011 (x1, %5, x3,t) = x,07 (x4, t) > contrainte longitudinale
022 (1, %2, %3,t) =0

033 (1, %2, %3,t) =0

012(x1,%5,%3,t) = 0% (x,,t) - contrainte de cisaillement
013 (%1, X2, %3,t) =0

\0,3(xq,%5,%3,8) =0

(1.10)

Ces équations introduisent un effet de cisaillement par I’intermédiaire du terme ¢7,. Sa
prise en compte est caractéristique de I’hypothese de Timoshenko, realiste lorsque la

section droite présente une symetrie par rapport a I’axe 3.
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1
/ 2(x,t)
3
Fig. 1.3 Déplacement transversal W9(x,,t)
i +2Wj(x,,t)
1

e

. Fig. 1.4 Déplacement longitudinal x,W3(x,,t)

La résolution du probléeme de flexion consiste a déterminer les quatre fonctions
inconnues W;°, W,°, 62, 6%,.

En injectant les champs (1.7) et (1.10) dans la fonctionnelle de Reissner, il vient :

2
2 0 2 oy (t (! 1 6W1 6W20 0 GWZ 0 2
R(WE, Wy, aty,031) = fto fo fs} [(xz ot + ot P—o5; = Py o Wi —

2
x30fy 6W1 +- [51111(x2011) + 48151,(055)?)dx, dSdt (1.11)

En notant I; = [ x7dS et S = [.dS, il vient aprés intégration sur la section droite

que :
t L 2\ 2 0
I3 (OW; S (oW, o OV, , OWY
R(W’G):jj p—( ) +p—< —SoL,W? —Sao — Lo
wdo | 2\ ot 2\ ot 127 126 3“61
S
+1 1111( 0f1) +2.5. 81212 (01,)? }dxldt (1.12)

L’ éxtremalisation de la fonctionnelle (1. 11) conduit aux equations :

2w}

—Sop, — pls ——- PYD

d
+ 5 (z011) =0 (1.13)

22



Chapitre | Définitions et rappels, Equations des vibrations des poutres

21170
W, d
— +— 0) = 1.14
pS 9t2 9%, (So,) =0 ( )
) owy 0
-S| Wi+ Fye +4S.5,51,01, =0 x,; €10, [ et Vt (1.15)
1
oW;? )
—I3 ax. S1111011 | =0 (1.16)
X1

Les équations (1.13) et (1.14) sont les équations de mouvement suivant les axes 1 et 2.
Les équations (1.15) et (1.16) sont les relations de comportement pour o et .
Les conditions aux limites sont données par les relations :

W2 =0 ou Sa =0
et xy=0etx; =1,Vt (1.17)
WZ=0 ou I, =0

Le terme So, est homogene a une force qui s’oppose au déplacement transversal. On
I’appelle effort tranchant, il est introduit par la contrainte de cisaillement o;,.

Le terme I307 est homogéne & un moment s’opposant a la rotation des sections droites.
On I’appelle moment fléchissant.

On aura donc un ensemble de quatre conditions aux limites pour chaque extrémité de

la poutre.

W, =0 et Wy=0 Encastrement
W2Q=0 et WZ#0 , Lo =0 Appui

W2+0 , Soy,=0 et Wp#0 , So34 =0 Extrémité libre
WZ=0 et Wl+0 , Lob=0 Guidée

1.2.2 Equations de base en variables déplacement
Il suffit de tirer o et o des équations (1.15) et (1.16) et les introduire dans

(1.13) ,(1.14) et (1.17)

1 oWy
0=~ (wz+—2% €101 vt 1.18
012 4171 <W1 6x1> x; €10,1[ , ( )
1 owW?
2 _ 1
- 1.19
o S1111 0% ( )

Les équations de mouvement (1.13) et (1.14) deviennent :

LW S (L OWPY 0 (1 awR o (1.20)
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SOZWZO N 0 S W2 + owy —0 (1.21)
p ot? 0x1 \ 451212 ! 0x1 B |

Et les conditions aux limites (1.17) deviennent :

it WoP=0 : it S W2+6W20 =0
soi 2> =0 ; soi 5o\t o)
I; OW}?

soit W2=0 ; soit S e
1111 1

=0 (1.22)

x1=0 et x;=1; Vt

L écriture en variable déplacement ne fait plus apparaitre que deux inconnues la fleche
W, et la rotation des sections droites W7.

Dans la pratique, les rotations des sections droites ne sont pas accessibles
experimentalement et la manifestation principale de la flexion des poutres est le
déplacement transversale W, .

Il est donc intéressant de ne donner qu’une seule équation fonction de W.?, ceci est
possible pour les poutres homogenes en effectuant les opérations suivantes sur les
équations (1.20) et (1.21).

2

On tire de (1.21) la valeur de %‘::1 en fonction de W,
1

owy? *Wy oWy

9x, P12 T g2

On dérive (1.20) par rapport a x; :
d [OW? S oW }? S 92w 02 1 [ow?
Pl = - - 7+ I3 2 =0
at? \ 0x, 481212 \ 0% 451212 Oxj dx7 \S1111 \ 0%

ow? .
En remplacant 6_x1 par sa valeur on obtient :
1

=0 (1.23)

I, %Wy 2wy a*wy 451212) a*wy
ax2ot?

2 2
+ pS + 4p?1381212 ——5— — Pl <1+
Si1ie 6xf P 92 P 1391212 pYe pl3 Si1i1

! et de Coulomb G =

1111 451212

Si on introduit les modules d’Young E =

et on notant

WL (x,,t) par W(x,t) il vient :

L OW W Lot <1+E) rw
3axt PPz TP G are TP G)ox20c

C’est I’équation la plus synthétique des poutres avec cisaillement et inertie

(1.24)

rotationnelle.
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1.2.3 Equation de mouvement de la poutre de Bernoulli
a) Formulation mixte
En premiére approximation la contrainte de cisaillement o/, est faible.

En utilisant la relation (1.15) qui relie dans le modeéle de Timoshenko cette contrainte et

owy

le déplacement Wiet W, on constate que si o, = 0 on a aussi W2 = — —
1

Ces remarques conduisent a prendre les hypothéses de condensation suivantes, quand
on néglige le cisaillement transversal.

Champ des déplacements :

W2(xq,t)
IW1(X1,X2,X3,t) = _XZ%
|W2(X1,X2,X3,t) = W(Z)(xlit) = W(xa t) (1 25)

kW3(X1,X2,X3,t) = O
Ce qui traduit I’égalité de I’angle de rotation des sections droites avec la pente du
déplacement transversal.

Champ des contraintes :

{011(x1,x2,x3,t) = x,07; (x4, t) (1.26)

01j(x1,%2,%35,8) =0 si (i,j) # (1,1)

En introduisant ces champs dans la fonctionnelle de Reissner on a :

I OZW S OWO OZW S

L’ extremalisation de cette fonctionnelle conduit aux equations suivantes:

Equation de mouvement :

2w a PBPWO\ 92
pS ot2  0x, <p13 6x16t2> dx? (I;011) =0 ( )

Relation de comportement :

OZWO
—I3——— %2 + 138111104 =0 x1 €]0,1[, Vvt (1.28)

Conditions aux limites :

Soit wP =0 soit % (I363)=0 (1.29)
1
Et
0
Soit aa':l:z =0 soit o3 =0 (1.30)
1
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b) Formulation en déplacement
Il suffit de tirer o7 de I’équation (1.28) puis de remplacer dans (1.27), (1.29) et (1.30).

1 0°Wp
2 2
-~ 1.31
o S1111 axf ( )
L’équation de mouvement s’écrit alors :
zwe 9 a3WP 02 [ I, 92wy
—pS + — =0 1.32
P25z T ox (p 39x,0t2)  9x2\ 8111, 0x2 (1.32)
Et les conditions aux limites :
i 0 _ i 8 (1 0*wP\ _
Soit wo=0 soit = (Slm — )=0
Et
. owp _ . I3 92w _
Soit o soit St o2 0

1.2.4 Equation classique des vibrations de flexion des poutres, équation d’Euler
Pour obtenir I’équation classique des vibrations de flexion des poutres, on introduit
une simplification supplementaire en négligeant I’effet d’inertie rotationnelle

représenté par le deuxieme terme de I’équation (1.32), ce qui donne en remplagant

par E le module d’Young du matériau dans la direction longitudinale :

S1111
Equation d mouvement :
aZWZO 62 aZWZO

—pS — El =0 1.33

TS axf< ox? ) (1.33)
Conditions aux limites :

H 0 — 1 i azwzo —
Soit wP=0 soit - (E1 o )=0

Et
Soit owp _ soit  EIZ™ - x, €10,1[ vt
dx1 ox? 1 R

Le mouvement vibratoire est alors décrit par des équations qui ne font plus apparaitre
les contraintes, ces derniéres peuvent se calculer avec I’expression (1.31) des que I’on

connait W2,

La quantlte (E113 o WZ) est homogeéne a une force on lui donne le nom d’effort

tranchant et la quantité E113 o7  est homogéne a un moment on lui donne le nom de

moment fléchissant.
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Chapitre 11
Résolution de I’équation homogene, schéma modal, cas de la

poutre Encastrée-libre

I1.1Reésolution de I’équation homogene par la méthode de séparation des
variables
La formulation du probléme des vibrations de flexion des poutres a montré I’existence
de deux modéles de base, le modéle de Timoshenko qui tient compte de I’inertie
rotationnelle et de I’effet de cisaillement transversal, et le modéle de Bernoulli qui
néglige I’effet de cisaillement et conduit apres élimination de I’inertie rotationnelle a
I’équation d’Euler-Bernoulli qui est I’équation la plus représentative des vibrations de
flexion des poutres lorsque toutes les hypotheses simplificatrices sont presentent.
A partir de ces deux modeles de base naissent deux autres qui sont souvent en
competition avec les premiers et qui montrent un intérét particulier aux limites de
I’hypothese de Bernoulli ou lorsque les charges sont importantes.
Le premier est celui qui tient compte de I’effet de I’inertie rotationnelle seule et est
représente par I’équation (1.32), le deuxiéme est celui qui tient compte de I’effet de
cisaillement transversal seul et dont I’équation sera donnée ultérieurement.
La résolution de I’équation homogene par la méthode de séparation des variables des
quatre modeles sera représentée avec une description du schéma modale de la poutre
encastrée-libre pour tous les cas.
11.1.1 Poutre d’Euler-Bernoulli

L’équation d’Euler-Bernoulli (1.33) représente un modéle de base des
vibrations de flexion des poutres lorsque toutes les hypothéeses simplificatrices sont
respectées. C’est celui que nous allons d’écrire en premier lieu avec la notation
suivante (cette notation sera respectée dans toutes la suite).
Poutre homogeéne de section constante avec :
W=w, E=E, L=, x,=x

El = constante pS = constante



Chapitre 11 Résolution de I’éguation homogéne, schéma modal, cas de la poutre Encastrée-libre

Equation de mouvement :

o*w 2w

El—+ pS
oxt P2 or2

=0 x;€10,l[ , V¢ (2.1)

Les conditions aux limites dans le cas de la poutre encastrée en x=0 et libre en x=I se

traduisent par :

oW (0, t
W(0,t) =0 w1 _ g
0x (2.2)
2w, t) 0 ot *wW(l,t) _ 0
ax2 ¢ dx3

En séparant W(x,t) en deux fonctions w(x,t)=T(t).A(x) et en remplacant dans I’équation
de mouvement il vient :

El 1 d*A(x) _ 1 d*T(¢)
pS A(x) dx* T(t) dt?
On peu donc écrire :

d?T(t
dtg d v wrr@ =0

d*A(x) pS
dx* El
La premiére de ces deux équations est une équation différentielle ordinaire du

2

= conste = w

w?A(x) =0

2eme
ordre sa solution peut étre écrite sous la forme :

T(t) =d;sinwt+d,coswt Ou d; et d, sont déterminées par les conditions
initiales.

La deuxiéme équation peut-&tre transformée sous la forme :

d*A
dx(:c) —a*A(x) =0 (2.3)
Avec :
S
a* = Z—Iwz (2.4)

a est appelée nombre d’onde et la relation (2.4) relation de dispersion.

L’introduction des conditions aux limites dans la solution spatiale va permettre de
déeterminer a et par la suite les fréquences propres w.

La forme spatiale (2.3) présente une solution en deux termes I’un sinusoidale et I’autre
hyperbolique.

A(x) = C; sin(ax) + C, cos(ax) + C; sinh(ax) + C, cosh(ax)

En introduisant les conditions limites dans cette equation il vient :
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w(,t)=0 - A0) =0 (a)
ow(o,t dA
encastrement (0,¢) -0 N () =0 (b)
ox dx
x=0
(02w, t) d*A(x)
smité lib j axz =0 - dxz x=l (C)
extremite liore |63W(l,t) . d3A(x) 0 @
- = -
k axB dx3 x=l

Ces équations s’écrivent :

C,+C,=0

C,+C;=0

—(, sin(al) —C, cos(al) +C; sinh(al) + C, cosh(al) =0
—C, cos(al) + C, sin(al) + C5 cosh(al) + C, sinh(al) =0

En remplagant C; et C4 par leurs valeurs dans les deux derniéres équations et en
écrivant le systeme sous forme matricielle on obtient :

sin(al) + sinh(al) cos(al) + cosh(al) [61] _ [0]
cos(al) + cosh(al) —sin(al) + sinh(al)] LC, 0

La solution non triviale qui annule le déterminant est :
cos(al) cosh(al) +1=0 (2.5)

C’est I’équation aux fréquences, elle peut s’écrire sous la forme :

COS(al) + W(al) =0

Et peut étre approximée pour al > 1 par cos(al) =0 ie ayl=mn (n + i) n>3
Notant ici qu’on peu obtenir les valeurs numériques des nombres d’onde sans
dimension par la résolution directe de I’équation aux fréquences (2.5), ce qui n’est pas

le cas pour les autres modeles comme nous allons le voir.

Les premieres racines de cette equation sont :

a;l =1,87510 a,l = 4,69409 asl = 7,85476 a,l = 10.99554

Si on norme C;=1 on trouve :

A(x) = sin(ax) —sinh(ax) + ¢(al)(cos(ax) — cosh(ax)) (2.6)
Avec :

sin(al) + sinh(al)

plal) = - cos(al) + cosh(al)

2.7)
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La solution générale de I’équation homogéne representative des vibrations de flexion

selon le modéle d’Euler dans le cas d’une poutre encastrée-libre est :
W0 = ) Tu(Anx)
n=1

T,(t) = d, sin(w,t) + d, cos(w,t)
A, (x) = sin(a,x) —sinh(a,x) + ¢ (al)(cos(a,x) —cosh(a,x))

d, et d, sont déterminées par les conditions initiales
EI

wy, = [— (anl)2
pS

sin(a,!) + sinh(a,l)
cos(a,l) + cosh(a,l)

p,(al) =

Les huit premiéres valeurs des nombres d’onde de ce modele et les fréquences propres
du mode correspondant pour une poutre encastré-libre présentant les caractéristiques
suivantes :

E=200Gpa, 1=0.0001171m? p=7830Kg/m® et S=0.0097389m"

Sont donnés dans le tableau 11.1

Mode Nombre d’onde Fréquence Propre

N (anl) w, (rd / 5) On/ 01
1 1.875 1948.536 1

2 4,694 12211.265 6,267
3 7.855 34191.895 17,547
4 10.996 67002.467 34,386
5 14.137 110759.879 56,842
6 17.279 165456.081 84,913
7 20.420 231091.552 118,597
8 23.562 307666.268 157,896

Tableau 11.1 nombres d’onde et fréquences propres de la poutre d’Euler
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. A s ) _ | El >
Les fréquences naturelles peuvent étres exprimées sous la forme : w,, = —7 G
p

Relation a partir de laguelle on peut écrire wnl\/g = ra? ou r est le rayon de giration

, 1 |I .. . . N
donné par r = 7 \E pouvant ainsi tracer w,l \/g en fonction de r. Ceci va nous étre

utile lorsque nous allons comparer les frequences naturelles avec ceux prédit par les
autres modeles.

Les fonctions A,(x)sont appelées fonctions propres ou déformées propres et
constituent une base sur laquelle peut étre projeté la solution du probléme.

Les quatre premiers modes de vibration selon le modéle d’Euler pour une poutre

encastré-libre de longueur unitaire sont donnes Figure 11.1

déformeées propres poutre d'Euler
T T T

. I I I I . . . .
o o.1 0.2 0.3 o.4 0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1
X=x/L

Fig.11.1 Déformées propres de la poutre d’Euler encastrée libre

11.1.2 Modele avec inertie rotationnelle (Rayleigh)
L’équation qui représente ce modele a eté donnée au chapitre précedent
(EQ.1.32) elle s’écrit dans le cas de la poutre homogene :

o*w 2w o*w

El— + — ol =0
axt TP g Pl giage

(2.8)

On cherche toujours une solution sous la forme :
W(x, t)=T(t).A(X)
La partie temporelle T(t) obéit a la méme equation différentielle que le modele

2T(t)

precédent —2=+ w°T(t) =0
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L’ equation différentielle de la partie spatiale s’écrit :

d*A(x) , d%A(x) " _
El P + plw “axZ —pSw*A(x) =0 (29)
Ou bien :
nrr pwz 14 pswz —_—
A" (x) + i A" (x) I A(x)=0

La solution temporelle T(t) est comme il a été mentionné sinusoidale
T(t) = d,sinwt + d, cos wt
Et la solution spatiale est constituée de deux termes I’un sinusoidale et I’autre

hyperbolique

A(x) = C; sin(ax) + C, cos(ax) + C5 sinh(bx) + C, cosh(bx) (2.10)
Les relations de dispersion s’écrivent dans ce cas :
_ |pw? pw? 2 pSw?
“ 2k +j<25> TTE (211)
_ pw? pw? 2 pSw?
b= ‘ﬁ*J(ﬁ) TR (212)

Dans le modele avec inertie rotationnelle ce qui fait la différence avec le modele
d’Euler est surtout I’expression de I’effort tranchant SEON M. HAN et al [3]. Or celui-ci
est présent dans les conditions aux limites ; il est donc nécessaire de déterminer son

expression avant de les introduire dans la forme spatiale (2.10).

y
N LI
R
Q+dQ

Fig. 11.2. EIément d’une poutre avec rotation de la section droite.
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La somme des forces appliquées a I’élément de la poutre dans la direction y est :

0*W (x, t)

Z Fy = pSdx—— "= = ~(Q + dQ) cos(6 + df) + Q03 + f(x,t)dx

oW (x,t) ) i aQ a0

—— ,dQ et dO representent respectivement —dx et —dx
0x 0x 0x

En développant cos(8 + d@) en série de Taylor et en utilisant I’approximation pour 6

0

IR

petit on trouve :

Q %W (x, t)
—a—pSa——f(x t) (2.13)

De méme en considérant I’équilibre des moments par rapport au point milieu de
I’élément ( ) on obtient :

oM 0w (x,t)

ax TP 5aay (2.14)

En dérivant (2.14) par rapport a x et remplacant g—i par sa valeur dans (2.13) on a :
0*M _ 164W(x, t) 0°W (x, t)
oxz P Tarzaxr TP 2

Comparant avec I’équation de mouvement avec second membre :

0*W (x,t) 02W (x, t) 0*W (x, t)
El—g e *pS—%a  —Pl7Qge —f( )

+ f(x, ) (2.15)

= E1 2

axz
Et d’apres (2.14)

_ oM 163W(x, t) £l 3W (x,t) 163W(x, t)
A A ax® P orzox
(2.16) est I’expression de I’effort tranchant qui va intervenir dans les conditions aux

(2.16)

limites a I’extrémité libre de la poutre.

A ce stade on peut introduire les conditions limites dans la forme spatiale et determiner
I’équation aux fréquences de ce modeéle.

Conditions aux limites :

En x=0 (encastrement) :

e Déplacement nul :
w(@0,t)=0->A40)=0 ie C,+(C,=0 (2.17)
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e Rotation de la section droite nulle :

oW (x,t) , .
7 =0 -> A0)=0 ie aC,+bC3=0 (2.18)
ax x=0

En x=I (extrémité libre) :

e Moment fléchissant nul :

02W (x,t)

3 =0-4"()=0

x=l

ie —a?C;sin(al) — a?C, cos(al) + b%C5 sinh(bl) + b%C, cosh(bl) =0
Tenant compte de (2.17) et (2.18) on trouve :
[a?sin(al) + ab sinh(b1)]C; + [a® cos(al) + b? cosh(bl)]c, =0 (2.19)

e Effort tranchant nul :

2
Qx, )=, =0 = [4"(x)+ %A’(x) =0

x=l

Or d'apres (2.11) et (2.12) 22 = ¢? - 2

L expression qui annule I’effort tranchant en x=I s’écrit alors :

—a3C; cos(al) + a3C, sin(al) — ab?c, cosh(bl) — b3C, sinh(bl) +

(a® = b»)[ac, cos(al) — aC, sin(al) — aC, cosh(bl) — bC, sinh(b1)] = 0 (2.20)

Soit tout calcul fait :

[—b? cos(al) — a? cosh(b1)]1C; + [b? sin(al) — ab sinh(b1)]C, = 0 (2.21)
(2.19) et (2.21) sous forme matricielle :

a?sin(al) + absinh(bl)  a?cos(al) + b? cosh(bl)] [Cl] _ [O] (2.21. bis)
—b? cos(al) — a®cosh(bl)  b?sin(al) — absinh(b))] LC; 0 o
La solution non triviale (celle qui annule le déterminant) est :
ab(b? — a?) sin(al) sinh(bl) + (b* + a*) cos(al) cosh(bl) + 2a*b* = 0 (2.22)

C’est I’équation aux fréquences pour le modele avec inertie rotationnelle de la poutre
encastrée-libre.
Notant qu’a partir des relations de dispersion (2.11) et (2.12) on peut exprimer b en

fonction de a en écrivant :

aZ:Bl+fo+B2 et bZ:—Bl+/Bf+B2 ()

w? pSw?
avec : By = e et B, = I (a)
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a>-p>2=2B; , a’b’=B, (b)
B, a*-b* 1 _ pw® EI
B, 2 a?b?  2E pSw?

1 . .
On notant - = r2 our est le rayon de girationon a :

’ 1
b=a m (2.23)

Les équations (a) et (b) nous permettent aussi d’écrire la relation de dispersion :

2 2 2 ’
pw a“—b E
= =% w = —(az—bz)
2F 2 p

On remarque alors que contrairement au modéle d’Euler ou les nombres d’onde sont

independant des propriétés geométrique de la section de la poutre, les nombres d’onde
du modele avec inertie rotationnelle sont reliés par le rayon de giration r.

Considérant le cas ou r=0, alors a=b d’apres I’équation (2.23) et B;=0, soit en
comparant I’équation (i) avec I’équation (2.4) on trouve que a et b sont égales au
nombre d’onde de la poutre d’Euler, c'est-a-dire que pour une poutre mince (r petit),
les deux nombres d’ondes a et b sont voisin et la solution est proche de celle que
donne le modele d’Euler.

Puisque les deux nombres a et b apparaissent dans I’équation aux fréquences et sont
d’apres (2.23) reliés par r, cela signifie que les propriétés géométriques de la section
droite représentées par le rayon de giration r influence la solution, et comme il a été
mentionné lorsque r approche zéro la solution est identique a celle d’Euler.

La meilleur facon de représenter la solution de I’équation aux fréquences est
d’exprimer a et b en fonction de r.

Pour obtenir une solution réguliere a(r) nous allons utiliser I’analyse suivante :

Notant par F(a,b)=0 I’équation aux fréquences (2.22), d’apres (2.23) b est fonction de
aetr, il s’écrit donc b(a,r). dF et db sont donnés par :

dF—aFd +6de t db—abd +abd
9% B ¢ I hair

En combinant les deux expressions dF sera donnée par :
JoF JoF (ab db )

=—da+—|—da+—
dF aada b aada ardr
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Or dF=0 car F=0

En résolvant pour Z—f on trouve :
d0F\ (db
da___ (58)(G7)

(GG @)

L’ expression a droite est fonction de a ; b et r, et lorsque b est exprimé en fonction de

(E.D.0)

da ., . . . . .
aetder, - est alors exprimée uniquement en fonction de a et r ce qui nous amene a

la résolution d’une équation différentielle ordinaire une fois connue la valeur initiale
a(r=0), qui n’est autre que la valeur du nombre d’onde de la poutre d’Euler comme il a
été montré en comparant (i) et (2.4) pour r=0 , il suffit ensuite de calculer b par la
relation (2.23).

En prenant respectivement les nombres d’onde de la poutre d’Euler a;, a, az ...comme
valeurs initiales du probléme, on peut alors traquer les nombres d’ondes a et b du
modele avec inertie rotationnelle en fonction du rayon de giration r.

Le probleme est résolus sur MATLAB et les résultats pour les quatre premiers modes
sont représentés figure 11.3

Nombres d"onde effet rotationnelle
12

Nombres d"onde a et b

L L Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
rayon de giration r

Fig. 11.3 : Nombres d’onde du modeéle avec effet rotationnelle a; en bleu et b;en vert i=1,4

Les lignes horizontales en pointiez correspondent aux nombres d’onde d’Euler.
Une fois ces courbes tracées on peut immeédiatement obtenir les nombres d’onde a;l et

bil connaissant le rayon de giration r, ces nombres avec les propriétés physiques de la
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poutre permettent, par les relations de dispersion (a) et (b) de trouver les fréquences
propres du systeme :
(@) et (b) » w? = (a® — bz)% ou w? = rzazbzﬁ
ol |8 =@ =5
a, et b, étant donnés en fonction de r on peut donc procéder comme pour le modele

précedent et tracer w,! \/g en fonction de r ce qui va nous permettre de comparer les

résultats pour les deux modeles.

Fréqunces propres Rot. et Cis
T T

12

=

o
T

I

rotationnelle

Omega*L.*Gamma*sqrt(ro/E)=Cisaillement
)

Omega*L*sqrt(ro/E)

L
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
r:rot ou Gammaur: cis

Fig. 11.4 fréquences propres du modéle avec inertie rotationnelle et du modéle avec cisaillement

transversal

Par exemple les quatre premieres paires des nombres d’onde lorsque r=0.11 peuvent
étres obtenues a partir des courbes de la Fig. 11.3, et les fréquences naturelles, lorsque

|=1m, p=7830Kg/m® et E=200GPa sont obtenus & partir de la figure. 11.4

Mode a, b,, Wy, wp/ w4
1 1.869 1.831 1896.16 1
2 4571 4.086 10351.14 5,459
3 7.628 5.851 24737.49 13,046
4 10.685 6.937 41078.65 21,664

Tableau 1.2 Les quatre premiéeres paires des nombres d’onde et des fréquences propres du modele avec

inertie rotationnelle de la poutre encastrée-libre
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La déformée propre donnée par I’équation (2.10) sera tracée en reprenant la forme
matricielle (2.21bis).
On norme alors C; (C; =1) puis on détermine C,, Cj; et C4 sont données par les
conditions aux limites (Eq. 2.17 et 2.18), C3 = (—a/b)C, et C, = —C,
On trouve :

a? sin(al) + ab sinh(bl)

a? cos(al) + b? cosh(bl)
Et la déformée propre du mode n est alors :

C, =

a
A, (x) = sin(a,x) + C, cos(a,x) — b—"sinh(bnx) — ¢, cosh(b,x)
n

Les quatre premiers modes pour une poutre de longueur unitaire et de rayon de

giration r=0.11 sont donnés figure 11.5

déformées propres Inertie rotationnelle
T T T T T

\
0.5
X=x/L

Fig. 1.5 : Déformées propres du modeéle avec inertie rotationnelle de la poutre encastrée libre avec r=0.11

11.1.3 Equation de mouvement et solution homogéne du modeéle avec cisaillement

transversal
L’équation de mouvement du modéle avec cisaillement transversal seul n’a jusqu'a

présent pas été donnée, pour la déterminer nous allons utiliser la fonctionnelle
d’Hamilton qui est la plus traditionnellement utilisée, sa simplicité réside dans le fait
qu’elle ne dépend que du champ de déplacement W et permet alors de donner une
formulation en déplacement du probleme étudie.

Dans ce modéle on ajoute I’effet de cisaillement transversal au modele d’Euler sans

tenir compte de I’inertie rotationnelle, on introduit alors une nouvelle variable a(x,t)
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qui désigne I’angle de rotation des sections droites due au moment fléchissant et
B (x, t) angle de rotation due au cisaillement transversal.

L’angle de rotation total d’une section droite est la somme de «a et [ et est

oW (x,t)
ax

L’énergie potentielle d’une poutre droite en flexion est :

_ 10 (W o))
E,(flexion) = Efo El <7> dx

approximativement égal a

L’énergie potentielle due au cisaillement est :

oW (x,t) 2
“ox a(x, t)) dx

L’ énergie cinétique due au déplacement transversal est :

l

E,(cis) = %f

k’GS(
0

L s (OW(x, t))2 p
SANFT x

Le lagrangien L = E. — E,, s’écrit alors :

L= %fol [pS (%)2 —EI (aag t))z —k'GS (aa—]f: - aﬂ dx

On appliquant le principe d’Hamilton (principe de la moindre action) on aboutit aux

1
E.(trans) = 5 f

0

équations de mouvement :

W (x,t PW(x,t) da(x,t
(pS% - k’GS< a(f )_ ; )> = f(x0)
* x (2.24)
£l %a(x, t) KiGs (OW(x, t) . ) 0
+ A S A —
x? ox a(x.t)
Et aux conditions aux limites :
oa ow
— o« et k'GS (— - a) ow =0 (2.24bis)
ax 0, ax 0,

Ou k' est le coefficient de cisaillement qui dépend de la forme de la section, quelque
valeurs de ce coefficient sont données a titre de référence dans le tableau qui suit et

sont dues aux travaux de Cowper [7].
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The shear factor

Cross section k'

Circle 6(1 + v)
7+ 6v
6(1 + (1 + m?)?
(7 4 6v)(1 + m?)> + (20 + 12v)m?

Hollow circle with m = Finer /Fouter

10(1 +v)

Rectangle _—

clang 12+ 11y

. 2(1 +v)
Thin-walled round tube _
4 4+ 3y

. 2001 + v)

Thin-walled square tube Wm]j

Pour résoudre le probléme homogéne, les équations de mouvement (2.24) vont étres
découplées de maniere a aboutir a deux equations en W(x,t) seul et a(x,t) seule on

utilisant une notation plus simple, ou I’indice désigne la variable par rapport a laquelle

on dérive.
pSWye — k' GS(Wy — @) = 0 (@)
(2.24) = {Elaxx +k'GS(W, —a) =0 (b)
En dérivant deux fois (a), et une fois(b), par rapport a x on trouve :
p
Axxx = VVxxxx - ﬁ Wxxtt (C)
Elayy, + k'GS(W, —a,) =0 (d)

En remplacant dans(d), a,., par sa valeur dans (c) et k'GS(W,, — a,) par sa valeur

extraite de (a) il vient :

I
pﬁwxxtt =0 (2-26)

De la méme maniere en dérivant deux fois (b) par rapport a t puis deux fois par

E”/Vxxxx + pSth -

rapport a x, et une fois (a) par rapporta xona:

El
Wite = Qe — 'GS A extt (e)
Elt oy + K'GS(Wyyy — yyy) =0 ()
PSWyee — k’GS(VVxxx - axx) =0 (g)

En remplacant dans (g) , W, par sa valeur dans (e) et k'GS(W,,, — ty,) par sa

valeur extraite de (f) on trouve :
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El
Elaxxxx + psatt - pﬁaxxtt =0 (2-27)

On remarque que la forme des équations (2.26) et (2.27) est la méme pour W (x, t)
et a(x, t), cela signifie que W (x, t) et a(x, t) sont synchronisés dans le temps et
peuvent donc étres représentés par la méme fonction de temps T(t) ce qui va nous
permettre d’écrire :

T,(t) = d, sin(w,t) + d, cos(w,t)

e =70 [0 @29
Si on reporte la forme séparée de la solution (2.28) dans les equations de mouvement
(2.26) et (2.27) on trouve :
(’f(t) + w?T(t) =0 = T,(t) = d,sin(w,t) + d, cos(w,t)

d*A(x)  El ,d*A(x)

2 —
{El dxt TPRcY T PSR =0 (229)
d*y(x) El , d*P(x) X
\ET P + P ez pSw*yP(x) =0

Les deux derniéres équations ont la méme forme, les solutions A(x) et ¥ (x) serons
donc de la méme forme et ne different alors que par une constante d.

[A (x)
P(x)

Ou u est un vecteur constant et r le nombre d’onde
En introduisant (2.30) dans (2.29) il vient :

= due™ (2.30)

S
rt+ ];;Gwzrz — %wz =0 (2.31)
D’ou
w? w?\* Sw?
= |20 4 (P2 ) L F i=1234
2k'G 2k'G El

Nous avons ici quatre racines dont deux sont imaginaires la solution spatiale

1] - S

correspondante est:

41



Chapitre 11 Résolution de I’éguation homogéne, schéma modal, cas de la poutre Encastrée-libre

Ou bien en écrivant;

2 2\2 2 2 272 2
_ |pw pw pSw _ pw pw pSw
a= \[Zle + \[(Zle) * EI (232) et b= \[_ 2k!G + \[(Zle) * EI (2:33)
A _ diuse
17€9) M
La solution (2.34) peut étre écrite en termes de fonctions sinusoidales et hyperboliques

Ona: [ bX 4 d,u5e % + dyuzei + d,uge i (2.34)

avec arguments réelles :

[3,83] = [gﬂ sin(ax) + [gﬂ cos(ax) + [gj sinh(bx) + [gﬂ cosh(bx) (2.35)

A ce stade I’introduction des conditions aux limites (au nombre de quatre) ne
permettrais pas de déterminer les constantes C; et D; qui sont au nombre de huit.

Nous devons donc réduire le nombre de constantes inconnues, en cherchant a trouver
des relations entres elles.

Pour cela revenons aux équations de mouvement couplées (2.24)

{PSth —k'GS(Wyy —ay) =0
Ela,, +k'GS(W, —a) =0

Et I’écriture en variables séparéees de la solution (2.28) qu’on introduit dans (2.24) :

pSA()T(t) — k'GS(A"(x) — ' (x))T() =0 (2.36a)
{Eh/}”(x)T(t) +k'GS(A'(x) —p(x))T(t) =0 (2.36h)
T(t) + w?T(t) =0 (2.37a)

(2.36a) = {pSwZA(x) +k'GS(A"(x) =9’ (x)) =0 (2.37h)
(2.36b) = EIY"(x) + k'GS(A'(x) —(x)) =0 (2.37¢)

(2.37b) et (2.37c) forment le systeme :

{k’GSA”(x) + pSw?A(x) — k'GSy'(x) =0
EIY"(x) — k'GSyY(x) + k'GSA'(x) =0

Ou sous forme matricielle :

R R P G v R

En remplagant A(x), ¥ (x) et leurs dérivées calculées a partir de la forme spatiale (2.35)

on trouve :
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(pSw?C; — k'GSa?C, + k'GSaD,) sin(ax) + (pSw?C, — k'GSa?C, — k'GSaD;) cos(ax)
+ (k'GSb2C;3 + pSw?C5 — k'GSbD,) sinh(bx)
+ (k'GSb2C, + pSw?C, — k'GSbD;) cosh(bx) =0
Cette equation est verifiée sur tous le domaine lorsque tous les coefficients sont nuls ce

qui nous amene a conclure que :

D, = pw? — a’k'G _ —pw®+a’k'G

L= TG 2 D= KC 1 239)
D = pw? + bk'G cp = pw? + b%k'G c '

3 kaG 4 4 — kaG 3

2
Or d’aprés les relations de dispersion (2.32) et (2.33) nous avons :a? — b? = [;Twc soit

en combinant avec (2.39) on obtient :

_1{pw® b? 1 pw® 2
Dl a(k’G_a>C2__;C2 2_5 _k/G a Cl__Cl (239b)
. LS

D=1 (22 4 ) e, =% S (e P

37 p\k'G +Tp ’ * T p\k'G 37 p 8

Nous avons ainsi établit quatre relations qui réduisent le nombre de constantes a
déterminer a quatre au lieu de huit, on peut maintenant introduire les conditions aux
limites dans la forme spatiale et déterminer I’équation aux fréequences.

Les conditions aux limites (2.24bis) s’écrivent dans le cas de la poutre encastrée en
x=0 et libre en x=1 :

Encastrement: x =0, «(0,t) =0 et W(0,t) =0= D,+D,=0etC,+C, =0

Extrémité libre : x = [, g_ZL =0 et k'GS (2—2’ - a)|l =0

9
£ =0 = 3'(1) = 0 ie aD, cos(al) — aD, sin(al) + bD; cosh(bl) + bD, sinh(bl) = 0 (2.40)
l

k'GS (g—f - a)|l =0= [A'(x) —yY(x)],=; = 0ieaC; cos(al) — aC, sin(al) + bC; cosh(bl) +
bC, sinh(bl) — D, sin(al) — D, cos(al) — D5 sinh(bl) — D, cosh(bl) =0 (2.41)
En tenant compte des relations (2.39bis) les équations (2.40) et (2.41) s’écrivent tout

calcul fait et sous forme matricielle comme suit :

2

cos(al) + b cosh(bl) —sin(al) + b sinh(bl)
| 2 |
a a

sin(al) + gsinh(bl) cos(al) + Z—zcosh(bl)l [
1o

Cl]_ 0

C;
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. . C ~ , .
La solution non triviale [Cl]qtonous permet de trouver la méme équation aux
2

fréquences que celle du modele avec inertie rotationnelle seul, pour laquelle on peut
faire la méme analyse dans le but d’exprimer les nombres d’ondes en fonction des
caractéristiques géometrique et mécanique de la poutre.

ab(b? — a?) sin(al) sinh(bl) + (b* + a*) cos(al) cosh(bl) + 2a*b* = 0 (2.42)
Les relations de dispersion (2.32) et (2.33) s’écrivent :

a’ =B, + fo+B2 et b?=-B + /Bf+B2

L
avec : 1= o0 et b, = £l (a)
a>-p>=2B; , a’b’=B, (b)
By a®*—-b* 1 _ EI
B, 2 a?b? 2k'GS
On notant :
E
2 —
y G (o)
on trouve :
b = 1 243
=a o (2.43)
k'G El
w=—(2-b2) ou w?=—a?h? (2.44)
p pS

On remarque tout de suite que I’expression donnant b en fonction de a est identique a

celle du modele avec inertie rotationnelle il suffit seulement de remplacer r par yr.

Et comme I’équation aux frequences est la méme on peut donc utiliser le méme graphe

pour la détermination des nombres d’onde en lisant sur I’axe des abscisses yr au lieu

der.

Connaissant les nombres d’onde et a partir des équations (a) et (b) on peut retrouver

aussi une relation analogue a celle du modele précédent qui exprime w,, en fonction de

a, b et les caractéristiques physiques de la poutre.

A partir des relations (2.44) et (c)on a:

,_ _E
y2pl?
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p _
wnly\/; =+ (a? - b?)
Encore une fois les mémes courbes conviennent pour obtenir facilement les fréquences

propres en lisant wan\/g au lieu de wnl\/g .

Des figures 11.3 et 1.4 pour r=0.11, I=1m, y=2.205, p=7830Kg/m® et E=200GPa les

paires des nombres d’ondes et les fréquences naturelles sont :

Mode an, b, Wy wn/ wq
1 1,861 1,776 1268,949 1
2 4,487 3,691 5847,735 4,608
3 7,576 5,238 12546,258 9,887
4 10,666 6,404 19549,404 15,406

Tableau 1.3 Les quatre premiéeres paires des nombres d’onde et des fréquences propres du modele avec

cisaillement transversal de la poutre encastrée-libre

Une analyse similaire pourrait étre utilisé pour donner les déformeées propres dans le
cas du cisaillement, cette analyse conduira a la méme expression de la déformée par le
fait que les deux modeles ont la méme expression de I’équation de fréquence, la seule

différence réside dans la valeur que prennent a chaque fois les nombres d’onde a et b.

déformées propres effet de cisaillement

\ \ | | \ \ \ | |
o 0o.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 aL
X=x/L

Fig. 11.6 : Déformées propres du modele avec cisaillement de la poutre encastreée libre avec r=0.11et
y=2.205
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11.1.4 Poutre de Timoshenko

S.Timoshenko propose une théorie des poutres par laquelle il ajoute I’effet de
cisaillement transversal et de I’inertie rotationnelle au modele d’Euler de telle maniére
que le Lagrangien inclus I’effet du moment fléchissant E,(flexion), le déplacement
transversal E (trans), I’inertie rotationnelle, et le cisaillement transversal E,(cis), et
ou I’expression de I’énergie cinéetique due a la rotation des sections droites (effet de

I’inertie rotationnelle) est donnée par :

L (02W(xt)\>
E(rot) =3 [ pl (5022) dx (2.45)

et est seulement due a la rotation des sections associée au moment fléchissant, c'est-a-
dire que E.(rot) est calculée de fagon a n’inclure que I’angle de rotation des sections

W (x,t)

droites due au moment fléchissant en remplagant "

par a(x,t), ce qui nous

permet d’écrire :

E.(rot) = %folpl(

En combinant I’équation (2.46) avec les équations qui donnent E,,(flexion), E,(cis)

alx, t)) dx (2.46)

et E.(trans) nous avons :

L=E —F, = 1]01 lps <6W(x, lf))2 ol <6a(x, lt))2

P2 ot ot
da(x, t)\’ oW (x,t 2
- EI( ax )) _k'GS (# —a(x, t)) ]dx (2.47)
Les équations de mouvement par :
( PPW(x,t) . [0°W(xt) dalxt)
- 7 — = 248
{ pS—g— —k GS< ™ P f(x,t) (248)
0%a(x, t) a(x,t) . [OW(x,t)
I —EI - — = 2.49
Y P GS( PP 0) 0 (2:49)
Et les conditions aux limites :
Jda ow ]
— o« et k'GS (— - a) ow =0 (2.49bis)
ax 0, ax 0,

Les conditions aux limites sont identiques a ceux données pour le modele avec

cisaillement seul.
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Dans le but de résoudre le probleme homogéne f(x,t) =0 les équations de

mouvement serons découplées de la méme maniére que précédemment.

o*W E\ 0*W °W I 0*w
El —p1(1+—)—+ S——+ p?— =0 (2.50)
{ dx* k'G) dx20t2 at2 k'G at*
0*a E 0%« 9°a , 1 0*a
Bl —pl (1+ =) 5535+ PS =+ PP =27 =0 (2.51)
dx k'G) 0x?%0t ot k'G Ot

On constate encore une fois que les équations de mouvement découplées ont la méme
forme pour W et a cla signifie que W(x,t) et a(x,t) sont synchronisés dans le
temps et obeissent a la méme fonction de temps T(t)

W(x,t)] _ A(x) A(x)
[a(x, t)] =T [w(x) P(x)

Ou u est un vecteur constant et r désigne le nombre d’onde.

avec [ =due™

Nous allons ensuite introduire cette forme de la solution dans les équations de
mouvement (2.48) et (2.49) sans second membre auxquelles nous allons appliquer tout
d’abord la méthode de séparation des variables pour obtenir la forme temporelle et la
forme spatiale.

En utilisant une notation plus simple ou I’indice désigne la variable par rapport a
laquelle on dérive (2.48) et (2.49) s’écrivent :

{pSth — k'GSW,,, + k'GSa,, = 0
pla,, — Elay, — k'GSW, + k'GSa = 0

[y =1 [3}23

Soit en remplacant W (x, t) et a(x, t) et leurs dérivées successives :

{pST(t)A(x) — k'GST(t)A" (x) + k'GST(t)y'(x) =0
pIT ()Y (x) — EIT()Y" (x) — k'GST()A'(x) + k'GST(t)yY(x) =0

Ce qui donne sous forme matricielle :

[k’GS 0 [A”(X)] + 0 —k(’)GS] [A’(X)] +[p5w2 0 ][A(X)]:[g]

, T(t) =d;sin(wt) +d,cos(wt) , T(t) =—-w?T(t)

0 ENW'(x)] LGS Y'(x) 0 —k'GS+ plw?] l(x)
(252)
Or [Sg;] = due™ soit en combinant avec (2.52) on obtient:
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[A(X) —1 A(X)] [ka hA(X) 0 0
7S P(x) w(x) plw P(x)
o
TN hA(x)
EI pIa) P(x)
r ves” Tres

La solution non triviale de ce systéeme va nous donner I’équation caractéristique et les

relations de dispersion du modéle de Timoshenko.

1 1 20* w?S
r4+( ) 22 PO _POC_ (253)

+
E k6)P”" TEKG T E
Les solutions de cette équation caractéristique sont :

N _(E+L)p_“’2+ (i_l)zpz“’4+p“’25 (2.54)
| \E kG) 2 " J\kKG E) 4 El '

Dont deux sont imaginaires :

. (1 . 1 )pwz ( 1 1)2 pPw*  pw?S 555
=4+ [— (= — _— + ,
n.2 E kG 2 K¢ E) 4 E (2:35)

Les deux autres données par :

. (1 . 1 )pwz ( 1 1)2p2w4 pw?S 256)
=4 |— (= + - — + ,
T34 E KG) 2 KG E) "4 | E (
Sont :
o Réellessi:
1 1V p%0* pw?s [l 1\pw?|* k'GS
<k’G_E) 4 B [(E-'_k’G)T e 0= 170 (257)

e Etimaginaires lorsque :

k'GS
w >
’ pl

(2.58)
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On appelle cette pulsation w, = /% la pulsation limite ou critique, elle délimite

deux comportements vibratoires différents que nous allons étudier.

a)

b)

Lorsque w < w, nous avons deux solutions imaginaires r; , qui géenerent deux
ondes progressives, et deux solutions réelles r;, qui génerent deux ondes

evanissantes, c'est-a-dire que la solution générale est de la forme :

A(X) _ Cl . CZ C3 . C4_
[¢(x)] = ] sincax) + [ 2| costax) + | | sinh(ex) + | | coshex)  (259)
Avec :
G0 [
a= —+ —+ - — +
E KG/ 2 KG E) 4 El
(2.60)
(b [
b= |—|—+ — + - — +
E kG 2 kG E) 4 El

Et ou les coefficients C; et D; sont (en substituant (2.59) dans (2.52)) reliés par les

relations :

pw? — a’k'G —pw? + a’k'G
Dy = ak'G 2 D2= ak'G 1

pw? + b%k'G pw? + bk'G (261)
Ds=ppg C D=7 &

Lorsque w > w, les quatre racines ry , 3, deviennent imaginaires et géenerent

donc quatre ondes progressives, la solution est donnée par :
A(X) _ 61 . 62 63 . ~ C'4 5
LIJ(X)] = lﬁll sin(ax) + lﬁzl cos(ax) + lﬁj sin(bx) + lml cos(bx) (2.62)

Avec :

2

(1 1)pw2 (1 1)2p2w4 pw3S

-+ —-— +
E kG kG E 4 El

5 1 1)\pw? 1 1\?p%w* pw?S
- <_+ ,)__ ( __) LY (2.63)
E kG 2 kG E) 4 EI

Et ou les coefficients C; et D; sont reliés par des relations du méme type que les
relations (2.61)
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- pw?—ad*k'G . -~ —pw?+a’k'G .

Dy =———7FC, , D, = 7 1

5. = —pw? + b*k'G ¢ D= —pw?® + b*K'G - '
3 bk'G v bk'G 3

A présent on peut passer a I’introduction des conditions aux limites dans la forme
spatiale pour déterminer I’équation aux fréquences et trouver ainsi les nombres d’onde
a et b. Mais il faut tout d’abord réduire le nombre des constantes C; et D; comme nous
I’avons fait pour le modeéle avec cisaillement seul, et ceci en réécrivant les relations

2
(2.61) en fonction des nombres d’onde uniquement, il suffit alors d’extraire %; des

équations (2.60) et de le remplacer dans (2.61).

(a:\/(B1+Bz)+\/(B1_Bz)2+Bs

(2.60) = (2.60bis)
\b = \/_(31 +B,) ++/(B; — B,)? + By
Avec :
w? w? w?S
1:p, ) Bzzp_ et Bszp
2k'G 2E El
2 2 2_ph2
En posant - = y2 , on trouve 2 = Y(@-0%)
kG kG 1+y?2
Soit en remplagant dans (2.61) on obtient :
1/(y?b? + a? 1/(y?b? + a?
Di=——\—Z77"1C » D=—\—777 ]G
a\ 1+vy? a\ 1+vy? 2 65
1 ]/2(12+b2 1 ]/2(12+b2 ( ' )
D3_51+—y264 , D4—El+—y2C3

: 1 (y?b?+a? 1 (y%a?+b?
SlonnoteM:——(y a)etN:—(ya )
a\ 1+y? b\ 1+y2

La solution spatiale (2.59) s’ecrit alors :

el

Et les conditions aux limites (2.49bis) se traduisent dans le cas de la poutre encastrée-

= [1\/%2] sin(ax) + [_Iifcl] cos(ax) + [Nca] sinh(bx) + [Nca] cosh(bx)

libre par :

e FEncastrement enx = 0:

W(,t)=0 = A(0)=0-5C,+C, =0 (@)
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a(0,t)=0 = Y(0)=0->MC, —NC;=0 (b)

e [Extremité libreenx = [:

da(x,t)
dax

bNC;sinh(bl) =0

=0=y'(l) =0 - aM(,cos(al) + aM(, sin(al) + bNC, cosh(bl) +
l

oW (x,t) _
ax

KGs ( a(x, t))|l =0= A'() - (1) =0 - (a + M) ,cos(al) —

(a + M) C,sin(al) + (b — N)C5 cosh(bl) + (b — N)C, sinh(bl) =0
En éliminant C, et C; par les relations (a) et (b) et en réecrivant les deux dernieres
équations sous forme matricielle on obtient :

aM sin(al) + bM sinh(bl) aM cos(al) — bN cosh(bl) C, 0
[(a + M) cos(al) + C cosh(b1) ~(a + M)sin(al) - (b — N) sinh(bl) [CZ] = ol
L’expression qui annule le déterminant et permet de trouver la solution non triviale du
systéme est :
aM(a+ M) — bM(b — N) + [aM(b — N) + bM(a + M)] sin(al) sinh(bl)

+ [M — bN(a + M)l cos(al) cosh(bl) = 0 (2.66)

a
M(b—N)

En multipliant (2.66) par et en remarquant que Zt—x = —S on trouve :

a:M b’N
—2ab + (a? — b?) sin(al) sinh(bl) + < T 7) cos(al) cosh(bl) =0

Soit tout calcul fait :

a“+y4a4+4-yZ a?p? +y4b4+b4

(a? — b?) sin(al) sinh(bl) — ab B R DD)

cos(al) cosh(bl) —2ab=0 (2.67)
C’est I’équation aux fréquences de la poutre de Timoshenko encastré libre, dans cette

équation figure les deux nombres d’onde a et b et le rapport y? = I:—G

Une analyse similaire pourrait étre faite pour le cas w > w, en remplagant b par ib et
sinh(bl) et cosh(bl) par sinh(bl) et cosh(bl) ce qui conduit & I’expression finale de

I’équation aux fréquences suivante:

— at+ytat—4y2a?b? +y* bt +b*

(a? + b?) sin(al) sinh(bl) — ab ) 0a 1)

cos(al) cosh(ﬁl) —2ab=0 (2.68)

La résolution des équations aux fréequences (2.67) et (2.68) par la méthode jusqu’a
préesent employée pour les modeles précédents nécessite la connaissance de la relation

qui existe entre les nombres d’onde a et b d’une part et a et b d’autre part.
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Ces relations peuvent étres déterminées en reprenant les relations de dispersion (2.60)
et (2.63) et la forme (2.60bis), soit :

a:\/(B1+Bz)+\/(B1_Bz)2+BS

b :\/—(31"'32)"'\/(31_32)2"'33

2 2 2
w w w*S
=22 g =22 & =~
2k'G 2E EI
En résolvant pour B,, B, et B; on trouve :
VZ(aZ _ bZ) a2 _ bz
Bi=————- B,=—F—
2(1+v?) 2(1+v?)

(iii)

1

(y* —1)?

1
et B; = Z[(a2 + b?)? — (a* — b?)? R

Nous avons donc d’une part :

B3_pw25 2E _2 _ 1 . -
B, EI pa? rz O \TT [5iTayondegiration

Et d’autre part :

B; 1 (a% + b2)2 — (a2 — b2)? 2 -12%12(1+y3) _ (V2b2 + a2) (V2a2 + b2)
B, 4| -\ (yZ+1)2| a2—bz — (a2 — b2)(1 +v?)
Soit alors :
2b% +a®)(y*a® +b%*) 1
e 2)(y ) _ kS (2.69)
(az—b )(1"']/2) r

Nous avons ainsi etablit une relation entre les nombres d’onde a et b qui fait intervenir

les caracteéristique geométriques (r) et les caractéristiques mécaniques (y) de la poutre.

La relation entre a eth s’obtient aussi en remplacant b par ib dans (2.69) ce qui

donne :

(a2 _ yZEZ)(yZaZ _ 52) B 1
(a? + b2)(1 + y?) 2

La meilleur fagon de représenter la solution de I’équation aux fréquences est de donner

(2.70)

une représentation 3D des nombres d’onde a et b (ou b) en fonction de y et r, notant
que les racines de I’équation aux fréquences du modele avec cisaillement seul sont
aussi fonction de y et r , seulement y et r pour ce dernier apparaissent toujours sous
forme d’un produit yr , ce qui nous a permis de les traiter comme une seule variable et

de donner une représentation 2D de a et b en fonction du produit yr.
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Pour la poutre de Timoshenko, une telle simplification n’est pas possible parce que y
et r apparaissent separément dans les équations qui donnent les relations entre a et b
(ou b), ceci va nous conduire & fixer I’une des constantes et donner une représentation
des nombres d’onde en fonction de I’autre.

Une illustration est fournie pour y=2,205 qui est une valeur raisonnable pour une
section épaisse.

Pour obtenir les paires de nombres d’onde a, et b, (cas a < a.) qui vérifient I’équation
aux fréquences (2.67) on résous I’equation différentielle ordinaire (E. D. Q) en prenant
comme valeurs initiales les nombres d’onde de la poutre d’Euler pour obtenir a, puis
on calcul b, par I’expression (2.69), exactement comme il a été fait pour les modeles

avec inertie rotationnelle et avec cisaillement transversal.

Timoshenko Enc-libore Gamma=2.205 et a<a,

12

Nbres d"onde a et b

| I ~

L L Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
rayon de giration r

Fig. 11.7 nombres d’onde de la poutre de Timoshenko a<a,

doit étre ignorée parce que ce domaine est géré par une autre équation aux
fréguences.
Pour obtenir les nombres d’onde a, et b,, dans le cas a > a, on peut résoudre le méme
probléme pour a, en prenant a, comme valeur de départ, a cet effet il ya lieu de traquer
les valeurs r, pour chague mode a partir de la solution a < a., une autre méthode
consiste en la resolution directe de I’équation aux fréquences sur le domaine définit

par a’r>>1.206 en fixant r par pas de 0.01 (suffisamment petit pour ne pas manquer
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une racine entre deux autres), et a partir des resultats on peut par le classement des

racines par ordre croissant a extraire ceux qui définissent la solution de chaque mode.

12- o
............

11+ e e e e e e e e et

10+

nombre d'onde a pour a>ac
~

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
rayon de giration r

Fig. 11.8 Résultats de la résolution directe de I’équation (2.68)

Et & la base de ces résultats on va tracer les courbes donnants a, et b,

12

nombres d'onde a et b pour a>ac
o
/
/
/
/ ; ‘

0 L L L L Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
rayon de giration r

Fig. 11.9 nombres d’onde de la poutre de Timoshenko a>a,

En portant les résultats sur la méme figure et éliminant la partie (a>acritique) de la

premiére solution on obtient la solution finale.
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Timoshenko Enc-libre Gamma=2.205
12 T T T T T

nombre donde a et b

0 W
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4
rayon de giration r

Fig. 11.10 nombres d’onde de la poutre de Timoshenko pour y=2,205
Les frequences naturelles qui correspondent a chaque paire de nombres d’onde seront

calculees a partir de I’une des relations (iit) donnant les valeurs B;, exemple pour B,.

a2 — b2\ E
1+—]/2 ; pour r<r,

Remarque

Examinons les courbes a(r), b(r) et b(r) Figure 11.7 et considérant le cas r=0,11
y = 2,205, le nombre d’onde critique obtenu par I’équation a, :% /yiz+ 1 est dans

ce cas egal a 9,882 qui est légerement supérieur a a4, alors as n’est pas représenté
(as>a.) et seul les quatre premieres fonctions propres ont des termes hyperboliques.
Les nombres d’onde et les fréquences propres des huit premiers modes de la poutre de
Timoshenko sont donnés dans le tableau 11.4.
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Mode a<a. b n(rd/s)
1 1.596 1.468 1307,25301
2 4.269 2.728 6854,36994
3 7.350 2.548 14391,1363
4 9.798 0.779 20387,8171

Mode a>a. b on(rd/s)
5 11.758 2.591 25132,76
6 13.458 3.833 29209,72
7 15.376 5.039 33775,81
8 17.166 6.074 38009,72

Tableau 11.4 nombres d’ondes et fréquences propres de la poutre de Timoshenko

La méme analyse sera effectuée pour exprimer les deformees propres, en norme C;,
on calcul C, et tenant compte des relations (a) et (b) déterminées a partir de la
condition limite en x=0 (encastrement) C,=-C, et C;= (M/N) C1, on déduit

I’expression finale de la déformée propre du mode n :
A, (x) = sin(a,x) + C, cos(a,x) + (%) sinh(b,x) — C, cosh(b,x) Avec:

aM sin(al) + bM sinh(bl)
aM cos(al) — bN cosh(bl)

2:

déformées propres poutre de Timoshenko a<ac

| | \ \ | | | \ \
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 aL
X=x/L

Fig. 11.11: Déformées propres du modele de Timoshenko de la poutre encastrée libre pour r=0.11et
y=2.205, a<a.
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11.2. Synthese des résultats et comparaison des quatre modeles

Dans ce chapitre, les nombres d’onde, les fréquences propres ainsi que le schéma
modale pour quatre modeles représentatifs des vibrations transversales d’une poutre
encastré-libre ont étés obtenus. La différence entre eux est I’introduction des termes de
second ordre qui d’écrivent [I’influence des effets secondaires, a savoir I’inertie
rotationnelle et le cisaillement transversal.

Le premier modele définit par I’équation d’Euler inclue seulement les termes du
premier ordre. Le deuxieme, dans lequel on a introduit I’inertie rotationnelle, est
représenté par I’equation de Bernoulli. Le troisieme appelé modele avec cisaillement,
considere I’effet de cisaillement transversal qui a été négligé dans les deux modeéles
précedents et enfin le modele de Timoshenko dans lequel on tient compte de tous les
effets secondaires, a savoir I’inertie rotationnelle et le cisaillement transversal.

Dans cette partie, nous allons comparer I’influence relative des effets secondaires sur
les vibrations transversales de la poutre encastre-libre et expliquer leurs manifestations
sur les fréquences naturelles et les modes propres.

Une premiere remarque est que I’inertie rotationnelle est représenté dans I’équation de

Timoshenko par le terme pl et le cisaillement transversal par pI% égal a pIy?.

Or pour les matériaux usuels % = 3 a 6 ce qui signifie que I’effet de cisaillement est 3

a 6 fois plus important que I’inertie rotationnelle, et si on examine sous quelles
circonstances ces effets deviennent importants, on constate d’abord que I’équation aux
fréquences de la poutre d’Euler ne dépend ni de r ni de y et par le fait les nombres
d’onde d’Euler sont indépendants des caracteristiques géométrique ou mécaniques de
la poutre c'est-a-dire qu’il sont définis uniquement par les conditions aux limites, alors
que le modeéle avec inertie rotationnelle est déecrit par une équation aux fréquences,
dans laquelle les nombres d’onde a et b sont reliés par le rayon de giration r, et
dépendent donc des caractéristiques geometriques de la section de la poutre.les
équations aux fréquences du modele avec effet de cisaillement et celui de Timoshenko
sont fonction de r et y, ce qui signifie que les nombres d’onde dans ces cas dépendent
des caracteristiques géométriques de la section et des propriétés physiques y de la

poutre . L’influence de r et de y sur les nombres d’onde est représentée figure 11.3 pour
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I’inertie rotationnelle et le cisaillement transversal et figure 11.10 pour la poutre de
Timoshenko.

Généralement les nombres d’onde s’écartent de ceux d’Euler lorsque y et r augmentent
et comme y? varie de 3 a 6 qui est un domaine assez restreint on peut dire que les
nombres d’onde sont principalement fonction de r.

La figure 11.12 représente les quatre premiers modes propres de la poutre encastrée-
libre pour r=0.11 et y =2,205 on note ici une similitude entre les modes propres
d’Euler et inertie rotationnelle d’une part et entre le modele avec cisaillement et celui
de Timoshenko d’autre part (les courbes ont une allure trés voisine, surtout a partir du
deuxiéme mode, ceci confirme I’affirmation que I’effet du cisaillement transversal est

plus important que celui de I’inertie rotationnelle.

déformées propres du mode 1 pour des 4 modeles

//,,,

2.5 P

e
,/
/’//
2+ = B
//
@ 1.5 s —
1+ _ N
0.5 _— *
-
—
o

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.8 0.9 1

X=x/L
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déformées propres du mode 3 des 4 modeles

-1.5 .
o 0o.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X=x/L
déformées propres du mode 4

2°.5] T T T

2 - \ .
1.5 / \ *

/ \ — \
- / \ 7
\ /
0.5 \ ,
8 | / \
/ \
o X
\ \
-0.5 - /
\ Y,
\\

-1+ N
-1.5+ \lL

2 | | [ [ | ‘77 | | [ [

o 0o.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X=x/L

Fig. 11.12 : Déformées propres des quatre premiers modes pour les quatre modeles

---= Euler ---- Rotationnelle ---= Cisaillement -=== Timoshenko
En résumé, lorsque le rayon de giration r est petit (r<0,01) le modele d’Euler suffit
pour décrire les vibrations transversales de la poutre encastrée-libre et lorsque r est
grand on est amené a utiliser le modéle avec cisaillement transversal ou celui de

Timoshenko.
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Chapitre 111

Calcul de la reponse forcée par décomposition modale

I11.1 Objet du chapitre
Les problemes de vibrations libres traités dans le chapitre précédent, étudient les
mouvements vibratoires consécutifs a une perturbation initiale de I’état d’équilibre.
Les calculs de la réponse forcée sont des problemes plus complexes puisqu’ils
superposent I’effet des conditions initiales et de I’application des efforts, ces
problémes seront resolus par la méthode de décomposition modale.
Cette methode est genérale et permet de traiter tous les types d’efforts locaux ou
répartis, permanent ou transitoire.
L amplitude associee a chague mode de vibration est la solution de I’équation modale
c'est-a-dire I’équation d’un systéme vibrant a un degré de liberté, caractérisé par une
masse genéralisée, un amortissement genéralisé et une force généralisée.
Les calculs dans les deux cas de base, I’excitation harmonique et I’excitation
impulsionnelle sont utilisés pour résoudre le cas d’une excitation quelconque, dans
I’espace frequence grace a la transformée de Fourier et dans I’espace temps par une
intégrale de convolution.
La méthode de décomposition modale est générale, c’est sa force mais aussi sa
faiblesse [34] a cause des lourdeurs de calculs, il existe aussi des méthodes adaptées a
des cas particuliers qui offrent un traitement plus rapide telle que la méthode des
ondes forcées tres performante dans les problémes de poutres.
I11.2 Les étapes de calcul de la réponse par décomposition modale
111.2.1 Pose du probleme
Le probleme des vibrations forcées est completement définit par trois groupes
d’équations. Le respect de toutes ces équations est nécessaire pour assurer I’unicité de
la solution :

e Equation de mouvement forcé de la poutre en flexion :

N <62W(x, t)
g 22

ez >+9(W(x1t))=p(x,t) x €0l , vt (31)
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J et £ sont deux opeérateurs differentielles d’espace 5 est I’opérateur de masse
et & est I’opérateur de raideur.

Conditions aux limites :

Les conditions aux limites doivent étres definis de telle sorte que la symétrie

des operateurs de masse et de raideur soit vérifiée c'est-a-dire que :

flﬁ (Ap(x))An(x)dx = flS(An(x)) A, (x)dx
0 0 (32)

f o (4p()) A () = fo 24, (0)) 4, (1) dx
0

A;(x) désigne la i®™ fonction propre, c'est-a-dire Ai(x) pour le modéle d’Euler
et inertie rotationnelle et le i®™ vecteur de fonctions propres [4;(x), y;(x)]"
pour Timoshenko et le modele avec cisaillement, ceci va nous permettre par la
suite de demontrer les propriétés d’orthogonalité des fonctions propres ou
modes propres.

La difficulté qui peut apparaitre dans certains cas est la mise en évidence des
propriétés d’orthogonalité lorsque les conditions aux limites sortent des cas dit
standards (appui, encastrement, libre ou guide).

Conditions initiales :

Pour assurer enfin I'unicité de la solution le probléeme doit étre muni de
conditions initiales qui sont généralement données sous forme de déplacement
initial et vitesse initiale en tout point x :

W(x,0) =dy(x) et w = vy(x) x €[0,1] (38.3)

111.2.2 Orthogonalité des deformées propres

111.2.2.1 Cas de la poutre d’Euler-Bernoulli, du modele avec cisaillement

transversal et de la poutre de Timoshenko

Dans le but d’obtenir la réponse forcée de la poutre, nous allons utiliser la méthode de

décomposition modale, ainsi les propriétés d’orthogonalité des fonctions propres

doivent étres établies pour les quatre modeéles.

Considérant les modeles discutés avant, a I’exception du modele avec inertie

rotationnelle seule, les solutions spatiales du probléeme homogene peuvent étres écrites

en utilisant le formalisme des opérateurs sous la forme :
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2(4,) = w23(4,) (34)
Si on examine les solutions des problemes homogenes (2.3), (2.38) et (2.52) on en

deduit aussitot I’expression des opeérateurs de raideur et de masse :

Euler :
d*A, (x
o) = 1 5 4,) = psa, ) 35)
Modele avec cisaillement :
2
k'GS — —
2 X ~ S X
=l @ lLf% ] sao=[5 e eo
| KGS— EI——k’ " "
X
Modele de Timoshenko :
d2
k'GS — —
2 X S 0 X
W= Y hw ol =[5 [ e
| KGS— EI—Z—k’ e "
X dx
Examinons la symétrie des opérateurs de masse et de raideur de I’équation (3.2),
définies par :
1
| iz, - ahsa)ax =0 (38)
0
1
| 1S - 53 ax =0 (39)
0

L’équation (3.9) est automatiquement veérifiée pour les trois modéles, on utilisant

I’équation (3.4) on peut écrire (3.8) sous la forme :
l

(w2 — w,zn)f AT3(4,,)dx =0 (3.10)
0

Puisque les valeurs propres (carrées des fréquences naturelles) sont différents lorsque

m=n |’expression est nulle lorsque I’intégrale est nulle.
l

f AT3(4,,)dx =0 pour m#n (3.11)
0

C’est la condition d’orthogonalité des fonctions propres. Lorsque m=n, on deéfinit la

masse généralisee du mode n par :
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l
M, = f AT3(A,)dx pourn=123.. (3.12)
0
Combinant (3.11) et (3.12) on peut écrire :
l
f ATS(A,)dx = 5, M, (3.13)
0

Ou 6, est le symbole de Kronecker
Examinons maintenant qu’elles conditions limites laissent I’opérateur de raideur
symétrique ou verifie (3.8). Ces conditions vont étres déterminées en substituant
I’expression de I’opérateur £ dans I’équation (3.8) et en intégrant par partie. Par
exemple pour le modéle d’Euler, I’équation (3.8) devient en substituant (3.5) :

l 4 4
El fo [Agd‘;‘—;fx) AT d;“—;fx)] dx =0 (3.14)
En intégrant deux fois par partie, on obtient :

(An dhan() d3An(x)> : . (_ dAn(x) d*An(x) | dAn(x) dzAn(x)> :
0

=0 (3.15)
0

dx3 ™ dx3 dx dx? dx dx?

Ou les intégrales subsistantes s’annulent deux a deux par la propriété de symétrie.
Notons ici que les conditions aux limites (2.2) veérifient cette condition.
Pour le modele avec cisaillement seul et le modele de Timoshenko, les conditions aux

limites correspondantes sont :

dA,, dA, L dy,, dy,,|"
'GS A, [—= — —A _ + ), — = =0 3.16
k GS TL( dx wm) m ( dx ¢n> 0 l/}n dx l/}m dx 0 ( )

On remarque aussi que les conditions aux limites (2.24bis) et (2.49bis) vérifient (3.16).

Les systemes considéerés sont donc symeétriques et les fonctions propres sont
orthogonales comme il a été donné dans (3.11).

111.2.2.2 Cas du modele avec inertie rotationnelle

La forme spatiale (2.9) du modéle avec inertie rotationnelle peut s’écrire sous la forme
de I’équation (3.4) avec les opérateurs £ et 3 donnés par :

d*An(x)

Ay) = E1—2

2
d A"(x)> (3.17)

; S(An)=<pSAn(X)—p1 2

Dans ce cas l'operateur 3 est un opérateur différentiel contrairement aux cas

précedents. L’équation (3.8), avec I’opeérateur £ substituee dans I’équation (3. 4) est :
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l
f TAn2(4) — Ay 2(A)] dx = f (W2 4,3(Ay) — 02A4,3(A)]dx =0 (318)
0 0

En remplagant les opérateurs £ et 3 par leurs expressions et en intégrant deux fois par

partie, le terme de gauche de I’équation (3.18) devient :

d3A,, a34,)\|
(A” dx3 ~ Am dx3> *
0

Les intégrales subsistantes s’annules du fait des propriétés se symétrie.

dAn Ay, Ay d*Ay :
dx dx? dx dx?

=0 (3.19)

Le terme a droite de I’équation (3.18) se reduit a :

dA, , dA,|
pI [wmA E— wsA ] (320)

nmdx 0

— SA LA, + I
(w5 — wiy) f [p p dx dx

Combinant les termes de gauche et de droite des équations (3.19) et (3.20) on obtient :

o (EAn A dAy , Ay
n\ges TPl g ) T An| g tPlon
dA,, dA,

((1)721 — w,zn)j pSA A + pI Wa] dx (321)

Le terme de gauche de I’équation (3.21) est nul par les conditions aux limites, la

[ dAnd? Ay dAy d?A, :
dx dx? dx dx?

condition d’orthogonalité est alors donnée par :

: dAny dA,
j [pSA A, + pIWd—] dx = (S (3.22)
0

On peut obtenir d’autres conditions d’orthogonalité en manipulant I’équation (3.4)
avec les opérateurs £ et 3 donnés par (3.17).

Multiplions (3.4) par A4,, et intégrant sur le domaine (0<x <) on obtient :
flA A | —fl 2 4 (psa, — prAm) 4 3.23
0 n dx4, X = 0 Wiy An | P2 A p dxz X ( : )

Qui peut s’écrire sous la forme :

1 d4A l
fAn It dx+wmp1f

l
dA, dA
— 2 n m
=w SA A, +
mfo [p n‘im p dx dx

dA, dA,, d?A,,
+ n
dx dx dx?

dx

dx (3.24)

En comparant avec I’équation (3.22) le terme de droite est égal a w2 R, 6, , SOIt €N

intégrant deux fois par partie le terme de gauche on obtient :
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34, dA,\|'  [lda,d3A
2 =M | = m = 2
An< . + wz,pl T )‘ dx dx dx = w2 Spm (3.25)

Par les conditions aux limites le premier terme s’annule et on se retrouve avec :

YdA, d*A,,
o dx dx3

dx = w2, Spm (3.26)

Intégrant (3.26) par partie et utilisant les conditions aux limites encore une fois :

f d?A, d*A,,
0 dx®  dx*

dx = w2, 8y (8.27)

La condition d’orthogonalité (3.26) sera utilisée ailleurs pour le calcul de la réponse

111.2.3 Décomposition modale de la réponse, équation modale

Le calcul de la réponse vibratoire forcée est basé sur :

1) La connaissance préalable du schéma modale, c'est-a-dire la résolution du
probléme des vibrations libres ou les modes propres sont des solutions de la forme:
W, (x,t) = (dy,, cOS w, t + d,, Sin w,t)A,(x)

2) La décomposition modale de la réponse sur une base de I’espace fonctionnel dans
lequel se trouve la solution du probléme, cette base est formée des fonctions
propres définis par la solution du probléme homogeéne, c'est-a-dire qu’on cherche la

solution du probléme des vibrations forcées sous la forme :

W 6) = ) gu(04,() (3:28)
G0 = ROI(An) (3:29)

W(x,t) désigne W(x,t) pour Euler et [W(x,t), a(x,t)] pour le modele avec
cisaillement et la poutre de Timoshenko.
Dans cette expression se sont les amplitudes g, (t) qui sont inconnues et qu’il
convient de calculer pour résoudre le probleme.
Ces amplitudes doivent faire en sorte que le développement modal (3.28) vérifie
les trois groupes d’équations (3.1), (3.2) et (3.3).

3) L’utilisation des proprietés d’orthogonalité associées, ces propriétés sont définit a

la base des proprietes de symétrie des opérateurs 5 et £ et qui s’écrivent :
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!
f (A, (x)) Ap(x)dx =0 n # p orthogonalité/masse
0

1
f 2(4,(x))Ap(x)dx =0 n#p orthogonalité/raideur
0

Pour n=p on definit :

La masse généralisée :

!
M, = f S(An(x)) A, (x)dx
0

Et la raideur géneéralisée :

K, = f 2(4,(0) 4, (W dx
0

La démarche a suivre consiste a substituer la forme (3.28) dans I’équation de
mouvement forcé (3.1) et de découpler les modes en utilisant les propriétés
d’orthogonalité des fonctions propres, pour cela il suffit de multiplier le résultats par
une fonction propre A,,(x) et d’intégrer sur tout le domaine, en intervertissant les
sommations et les intégrales et en exploitant les propriétés d’orthogonalité par rapport
aux opérateurs de masse et de raideur on aboutit alors a une équation avec un seul
indice n=m.

111.2.3.1 Cas du modele d’Euler, du modele avec cisaillement et de Timoshenko

L’ expression de q(t) peut étre ecrite en appliquant I’opérateur de masse a I’équation
(3.28) ; en multiplions par AT, et intégrant sur le domaine. Des simplifications serons

aussi menees en utilisant les propriétés d’orthogonalité (3.13).

l e l
3 E))dx = ) qy T 3(A,(x)d 3.30
foA I(W(x,t))dx ;q (t)fOA 3(4,,(x))dx (3.30)
Alors,
1t
n(® = 37 | AL SW G 0)ax (331)

De la méme facon E,(t) peut étre trouvée en multipliant (3.29) par A%, et en intégrant

sur le domaine.

l

F.(£) = f AT £ (x, t)dx (3.32)
0
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En substituant la solution (3.28) et (3.29) dans les equations de mouvement forcées
(2.1) (2.24) et (2.48) respectivement on obtient :

X S0 3(4,0) + ana)sz(fln(x)) ZF@J(A ) (339)

n=1
Ou les expressions des operateurs 3 et £ sont respectivement données par (3.5), (3.6)
et (3.7). En utilisant I’équation (3.4), (3.33) devient :

e} d2 (t) e}
> [ T+ 020, (0| 3(4,00) = Z F(©)3(4,()) (3.34)
n=1 n=1
Multipliant par A%, (x) et intégrant sur le domaine x € [0, [] on obtient :
(¢)
% + 02,qm () = Fn(0) (3.35)

L’équation (3.35) est I’équation modale associée au mode m, sa résolution fournira
I’inconnue du probléme g,,(t). On remarque que cette équation est celle d’un systeme
a un degré de liberté qui posséde la méme pulsation propre que le mode de vibration
étudié.

La solution de cette équation est donnée par :

1 dqg,(t
qm(t) = — F (t) sin w,, (t — 7)d7 + Gy, (0) COS W, t + — qm(t)
W, dt

sinw,t (3.36)

t=0

E,, (t) est donnée par I’équation (3.32), ¢,,(0) et dqut(t)| sont obtenus par les
t=0
conditions initiales W(x, 0) et I# (x, 0) en utilisant I’équation (3.31)
1 (! 1 .
an(0) =2 fo ALIW(x,0))dx ;i a(0) =+ fo AL 3 (W(x,0))dx  (337)

Finalement la réponse aux vibrations forcées est :

W, t) = ) 4,(0) 4 (0) (3.38)

111.2.3.2 Cas du modele avec inertie rotationnelle

Nous allons suivre la méme procedure dans le but d’obtenir la réponse de la poutre
avec inertie rotationnelle par la méthode de décomposition modale. On suppose que la
solution w(x,t) a I’équation de mouvement (2.8) avec second membre peut étre

décomposee en une série modale par (3.28).
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W0 = ) 4,00 4,() (3.39)

On peut obtenir les amplitudes q,(t) en utilisant les conditions d’orthogonalité
données par les équations (3.22), (3.26) ou (3.27). Il est peut commode d’utiliser la
premiére condition, nous allons alors utiliser la condition (3.26). En dérivant (3.39) par

rapport a la variable de I’espace x, on obtient :

W(x,t) 94, (x)
—= t 340

== g, 0 (3.40)
En multipliant (3.40) par ——— & m( 2 intégrant sur le domaine on obtient :

IOW(x t)d3A, (x)
qm(t) = —— j T3 dx (341)
L’équation de mouvement peut s’écrire :
o dA, L P d2A,
A, I 42

nzlqn TR <p5 —pl— > f(x, ) (342)

Les conditions limites du probleme de la poutre avec inertie rotationnelle sont données

par :
d*A, dAm|' . d3A Idzq aay . b . 243
dx? O dx 1, \Taxed TP e ax - (343)

0
Multipliant I’équation (3.42) par A, et intégrant sur le domaine on trouve :

2

Zf[ d*4, q"( SA Id A")]A d flf( t)And (3.44)
p —-p X = X, X :
T T ar " dx? JI'™ 0 "

Le terme de gauche de cette équation sera intégre par partie,

f d*A, d?q s, 42, Adi=n. d34, d?q, IdAnl
I ga dt2 Poln =PI 02 X=Am\ I3 gz P .

dA,, d?A,,| fl d?A, d?*A,, d*Am
g dx? o gz Taxz X
+d2q"f sA 4 + pp HndAm ]d (3.45)
ez ), 1P Plax Tax 1 |

Les termes évalués aux bornes disparaissent par les conditions aux limites (3.43), aussi
par les conditions d’orthogonalité (3.22) et (3.27) I’expression (3.45) se simplifie a :
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d4A 2 dZAn , dzqn
j 7’l dx4. dtz pSA pI dx2 Amdx = qnwn + dtz 57’177’1 (346)

En reportant le dernier résultat dans (3.44) on obtient :

dzq l
G+ b = | fCrAndx (347)

En notant E,,(t) = fol f(x,t)A,,dx alors q,,(t) est par (3.36). Les conditions initiales

qm(0) et g,,(0) sont obtenues par I’équation (3.41).

d3 A (x) . _ 1 19%w
(x,0) dx3 dx 'qm(o)_ w2, 70 9xat

1 plow

d*Am
4n(0) = — = f, 5 A gy (3.48)

(x,0) dx3

111.2.4 Réponse de la poutre encastree libre
Pour illustrer les résultats jusqu’a présent obtenus nous allons calculer la réponse
d’une poutre encastrée libre a une excitation f (x, t) donnée par :f (x,t) = x cos 100t

La poutre est en acier avec les propriétés données dans le tableau suivant :

Module d’Young E 200 GPa
Module de rigidité G 77,5 GPa
Coefficient de Poisson v 0,29
Densité p 7830 kg/m3
Section tube circulaire avec ¢, = 0,15m, ¢, = 0,16 m
Air de la section droite S 0,0097389 m’
Moment d’inertie | 0,0001171 m*
Longueur | Im
Rayon de giration r = ~/T/A 0,10966
Coefficient de cisaillement k’ 0,53066

Y 2,205

Noter que la poutre n'est pas mince. Par conséquent, le nombre d’onde critique de la
poutre de Timoshenko est relativement bas, et la Différence entre les modeles est
assez signifiante. En réalité, il est difficile de realiser une poutre avec une telle
géométrie et d'obtenir des résultats expérimentaux fiables, a cause de I’effet de bord
qui domine les vibrations dans ces cas.

Pour le modele d’Euler et la poutre avec inertie rotationnelle le déplacement initial
est donné par : W(x,0) = (1,667x3 —5x2)1073

Et pour le modele avec cisaillement transversal seul et le modele de Timoshenko, le
déplacement et la rotation initiales par :

W(x,0) = (2,021x3 — 6,0635x2 + 0,7094x)1073 ; a(x,0) = (6,0635x% — 12,127x)103
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Les déplacements initiaux sont choisis de telle maniere que les conditions aux limites
soient satisfaites, et que le déplacement de I’extrémité libre soit le méme. En fait, ces
déplacements initiaux correspondent a la forme de la poutre quand elle est
statiguement chargée par une force ponctuelle a I'extrémité libre. Les fréquences
naturelles ont étés déja obtenus pour les quatre modeles et ils sont donnés dans les
tableaux I1.1, 11.2, 11.3 et 11.4. Les fréquences naturelles de la poutre de Timoshenko
apparaissent au dela de la fréquence critique par paire (Trame de fond des lignes),
parce que a chacune de ces pairs correspond le méme nombre de nceuds. Il peut
sembler bizarre que seul le modéle de Timoshenko a plus d’un mode avec le méme
nombre de nceuds. Expérimentalement, Barr (1956) a observé dans son étude des
vibrations d’une poutre épaisse libre-libre deux fréquences auxquelles correspond le
méme nombre de point nodaux.

Les réponses sont obtenues par la méthode de décomposition modale en effectuant la
sommation des huit premiers modes des équations (3.28) ou (3.39) pour les modeles
d’Euler, inertie rotationnelle, et le modele avec cisaillement et les douze premiers
modes de I’équation (3.39) pour le modéle de Timoshenko.

Les réponses sont montrées sur la figure 111

x 10> Déplacement en x=I pour les 4 modéles
‘ T ‘ T ‘ ‘

Déplacement de I'extrémité libre

_4 L Il L Il L Il Il L Il
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Temps (s)

FIG. 111 Réponse forcée calculée a I’extrémité libre

---- Euler ---- Rotationnelle ---- Cisaillement ---- Timoshenko
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Chapitre IV
Reconstruction des charges dynamiques par la méthode de

sélection des modes

1.1 Introduction

La reconstruction des efforts dynamiques agissants sur une structure a partir de
la réponse est nécessaire lorsque la mesure directe de ces efforts par les moyens
conventionnels est impossible. L’approche commune a ce probléme consiste a
I’inversion du modele mathematique directe qui donne la réponse en fonction de
I’excitation, la mesure de la réponse de la structure, et le calcul des forces dynamique a
I’aide d’une formulation par les moindres carrées. Cette approche c’est montrée
efficace pour la réduction des erreurs liées a la mesure de la réponse.
Malheureusement, la précision de cette methode se trouve entravée par le processus
d’inversion d’une matrice mal conditionnée, pour parer a cette instabilité de
I’inversion, on fait recourt aux méthodes de régularisation telle que la troncature des
valeurs singulieres et la régularisation de Tikhonov qui sont les deux méthodes les plus
communément utilisées.

Pour simplifier cette étude, on commence par la reconstruction des charges
dynamiques appliquées a une poutre d’Euler simplement appuyée et sans consideration
de I’amortissement, et ce dans le but de clarifier le processus d’inversion lié au
probléme d’identification de I’effort réparti sur une structure a partir de la mesure de la
réponse. Un concept de choix empirique d’un facteur d’échelle est proposé en premier
lieu pour dévoiler la relation entre I’information temporelle et spatiale dans la réponse.
Ce concept est ensuite appliqué dans le processus de sélection des modes afin de
determiner le nombre approprié de modes nécessaires a la reconstruction des efforts

avec une preécision acceptable.
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IVV.2 Sélection des modes
La réponse dynamique d’une poutre d’Euler a section uniforme et sans
amortissement se rapporte a I’équation aux dérivees partielles sans dimensions
suivante X.Q. Jiang et H.Y. Hu [26] :
4932—=(= F 4is(v F

Ou x = x/L est la variable spatiale non dimensionnée par la longueur de la

poutre L, t = t/T,est le temps non dimensionné par T; = i—” , Wy = K2 EI/pS,
1

w = w/L est le déplacement transversal sans dimension, f = L3f/(EI) I’excitation
extérieure sans dimension, x; le nombre d’onde du premier mode, p la densité du
matériau de la poutre, E le module de Young, S I’aire de la section de la poutre et [
son moment d’inertie, et en posant : w(x, t) = Y- Wi (%)@ (£)

La réponse modale qui correspond a I’equation (1) est :
L _ An*
qm(t) + wmqm(f) - (Kl—L)Al,fm(f) (2)

g, (t) Est la réponse modale, £,,(t) = fol W, (%) f (x,t)dx la force généralisée
et W, () la forme propre du mode m.
Lorsque I’excitation est harmonique et proportionnelle au mode j dans le domaine
spatiale elle s’écrit :

f(x©) = cW;(x)et®t (3)
Ou c est une constante réelle positive, la force généralisée et la réponse permanente du
mode m correspondant sont :
4rr? 1

O;
L) " o, —

fn@®) = c6jme"‘7’E (4) et gm(£) =

Ou 6 est le symbole de Kronecker.

La réponse permanente a I’excitation s’écrit donc :
4r?

(i, L)* 0, —

Pour une poutre d’Euler simplement appuyée (x,L)*/(4n?) = /4 , et le nombre

w(x ) =c = W; (x)e @t
d’onde, la fréquence naturelle et la forme propre du mode m sont respectivement :
Ky =mn , @, =2m?r , et W,(x) =V2sin(k,,x)
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Pour mettre en évidence I’influence de I’ordre du mode m ainsi que la fréquence

d’excitation w sur la réponse il est commode d’introduire le facteur suivant :

o =7 =2 ©)
Le déplacement transversal de la poutre s’écrit alors :
2
w(x,t) =c L SFzW;(x)e'®* @)

On voit bien que la réponse de la poutre dépend essentiellement de la différence entre
la fréquence de [I’excitation et les fréquences naturelles correspondant aux
composantes modales inclus dans I’expression spatiale de I’excitation. Par exemple
étant donnée une excitation répartie dans le domaine spatiale proportionnellement a la
forme d’un mode, alors la réponse de la poutre devient importante lorsque la fréquence
de I’excitation est proche de la fréquence naturelle du mode considéré. Dans le cas
contraire cette réponse s’avere imperceptible.

La reconstruction des charges reparties sur une poutre d’Euler est le résultat d’un
processus d’identification partielle lorsque la réponse est décrite par une expression
modale tronquée. Cette assertion est vraie pour la reconstruction des efforts réparties
sur n’importe qu’elle structure mécanique. D’ou on reconnait la difficulté de la
reconstruction des charges dynamique pour les fréquences élevées. En outre, la
reconstruction ne peut étre realisée qu’en partie puisque les composantes spatiales des
modes d’ordre éleve ont été tronquees conformément a ce qui précede. Ce qui méene a
I’hypothese suivante sur la reconstruction des charges dynamiques réparties, seules les
charges dynamiques réparties d’un certain rang de frequence et de distribution spatiale
selon les formes modales peuvent étres reconstruite a partir de la réponse, et il y a un
rang optimale pour la reconstruction lorsque un niveau particulier de sensibilité et de
bruit dans la mesure de la réponse est donné pour une poutre spécifique.
Conformément a cette hypothése une méthode appelée ‘selection des modes’ a été
développée a la base du concept du facteur d’échelle de I’équation (6).

Seuls les modes vérifiant I’inégalité |SFy(m,r)|/max(|SFz(m,7)]) = &5z (r) ol m
représente I’ordre du mode et r la composante de I’excitation de fréquence @, serons

sélectionnés pour la reconstruction, &gz est un seuil choisi empiriquement.
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IVV.3 Théorie de la reconstruction des charges dynamiques réparties

Sur la base de I’hypothese citée plus haut, une theéorie ameliorée a I’aide de la
selection des modes sera développée pour la reconstruction des charges dynamiques
sur une poutre. Cette théorie combinée avec une expression spatiale compatible de la
force est utilisée surtout dans le but de parer au probleme d’identification des charges
dynamiques aux extrémités. On considere alors une poutre d’Euler régit par
I’équation(1). Si la charge dynamique est formée de N, composantes fréquentielles

elle peut étre exprimeée par :

FE@D =) R@e™ ®

La force généralisée du mode m est :

Fa® = f W (f (. Ddx =y f Wo(DE (@)dze™t  (9)

Et en utilisant I’équation (5) et en appliquant le principe de superposition :

Np

2 1
am Z ! fW ¥)E.(%)dxe@rl (10)
(KlL)4 o] 512n _ 57% o m(x) r(x) xe

Ce qui permet d’écrire le déplacement transversal sous la forme :

qm(f) =

R a2 & 1 1 o
w(x,©) = le Wi, () G () = WEL)“;ZW jo W, (%) E. (%) dZW,, (¥)e @t (11)

Le facteur d’échelle associé est :
1

SF(m, 1) = —5——

(12)

Pour séparer I’information temporelle de I’information spatiale il est commode

d’introduire les notations suivantes :

one = | W, (D)E (D) (13)
0
GEE) = ) enrSFym, W, (3) (14)
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A I’aide des expressions (12), (13), et (14) I’équation (11) s’écrit :

w(x,t) = :”2 Zgr?(f)ei“rf (15)

La reconstruction des charges réparties sur la poutre commence par la donnée de la
mesure des déplacements transversaux notés par :
w@, t,),i=1,.., N, n=1,.. Ny (16)
Ou N,,, est le nombre des points de mesure le long de la poutre, et N est le nombre de
données dans le temps. Par analyse fréquentielle, on peut déterminer a partir des
données précedentes les fréquences dominantes et les amplitudes correspondantes.
@, r=1,...N, ; gF &), r=1,...N, ; i=1,... Ny a7
Ou N, est le nombre des fréquences dominantes et @, définit de telle maniere

ue @, <, < -+ <y, I'amplitude correspondante a la r¥®™¢ fréquence
1 2 Np

dominante @, est :

[00]

GEE) = ) GySFom W) i = 1., Ny (18)

m=1
Une fois les fréquences dominantes @, et les amplitudes g% (x;) disponibles, les
facteurs d’échelle SF;(m,r) peuvent étres calculés et les modes sélectionnés et notés
par un ensemble B,,. Si le nombre de modes appartenant a B,, est M, I’équation (18)
sera donc réécrite sous la forme tronquée suivante :

FEE)= ) Gy SF(m W, (E) 1= 1. Ny (19)

me By,

Lorsque c,,, est déterminé de I’équation (19) la répartition spatiale de I’effort E.(x) est
obtenue par la résolution de I’équation (13) par la méthode de projection.
L équation (19) constitue un probleme mal-posé pour la détermination de c,,, c’est
alors qu’une méthode de régularisation telle que la troncature des valeurs singuliéres
ou la méthode de Tikhonov est nécessaire.
L application de la méthode de projection pour I’équation (13) consiste a déterminer le
vecteur a tel que :

Aa=¢ (20)
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K = [fol Wm(J_C)QDn(J_C) df]MxN ) c= {Emr}Mxl

a = {a, }yx1 sont les coefficients dans I’expression qui donne la solution :

N

D) =) a0, (21)

n=1
@, (x) sont des fonctions utilisées comme base de projection, les polyndmes de
Legendre ou les formes propres peuvent servir a cette fin.
IVV.4 Regularisation
L’ équation (19) peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :
[#1{c} = {g} (22)
Avec : [H] = [SFz(m, )W, G)In, xn + {C} = {Cmrtmsa €t {2} = {37 G}, <1
On rappelle que N,, est le nombre de points de mesure et M le nombre de modes
sélectionnees.
Afin de déterminer {c} pour calculer les efforts, la solution qui vient en premier lieu
est d’inverser la matrice [H] ce qui requiert I’égalit¢ des nombres de modes
selectionnes et le nombre de réponses mesurées, cependant afin de stabiliser le
probleme, il est intéressant de surdimensionner la quantité d’information introduite.
Ainsi le nombre de point de mesure est de preférence supérieure au nombre de mode
sélectionnés, la matrice [#] sera rectangulaire est le systeme résolue par :
{c} = [#1"{g} (23)

[H]* est la pseudo-inverse de [H] et la solution {c} est appelée solution au sens des
moindres carrés car ce n’est pas une solution exacte sur le plan mathématique. En effet
si on réinjecte les {c} calculés, dans I’équation (22) le vecteur {g} obtenu, ne sera pas
strictement égal au vecteur {g} introduit initialement dans (23).
Une solution au sens des moindres carres impliqgue donc une reformulation
mathématique du probléme initial formulée de la sorte :

Déterminer {c} a partir de {g} et de [H]

Satisfaisant la relation [#]{c} = {g}

La formulation au sens des moindres carrés est exprimée par :

Déterminer {c} a partir de {g} et de [H]

En minimisant la quantité ||{g} — [F{c}|
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L’appellation moindre carrée vient du fait que I’on cherche a minimiser la norme
Euclidienne de cette différence. Cette notion des moindres carrés est tres importante et
de nombreux ouvrages en traitent Gladwell [20] fait remarquer qu’en ingénierie,
I’approche quasi-universelle des problemes inverses est au travers des moindres carrés,
c’est a dire : trouver un systéme qui minimise la distance entre la réponse mesurée et la
réponse désirée.
La résolution d’un probleme mal posé doit passer par les notions de solution
approchée et de solution stable Chesne [31] : c’est le but des méthodes de
régularisation. 1l s’agit de réduire I’hypersensibilité de la solution aux variations des
données d’entrées. Deux grandes approches de régularisation peuvent étre citées : la
régularisation de Tikhonov et la TSVD (Truncated Singular Value Decomposition).
La méthode utilisée ici est celle de Tikhonov, elle consiste a stabiliser le probléme en
minimisant la norme ||{g¢} — [#]{c}|| par Iintroduction d’un opérateur régularisant A.
Le probléme revient a minimiser la quantité :

I{g} — [HKc} || + Alic|l aulieude [[{g}— [F]{c}
On cherche via cette démarche une procédure de calcul d’une approximation qui
adoucisse les effets du bruit et qui fournisse une solution physiquement stable.
Le choix du parameétre de régularisation de Tikhonov A constitue une lourde tache a
laquelle plusieurs travaux ont étés consacrés Hansen [32], Golub [33] et O’leary [34].
La validation du choix du paraméetre peut se faire selon différentes méthodes, courbe
en L, OCV “Ordinary Cross Validation’, GCV ‘Generalized Cross Validation’...etc.
La TSVD ou méthode de troncature de valeurs singuliéres est beaucoup plus répandue.
Le principe est d’exprimer la matrice [H'] sous cette forme :

[7'[]Nm><M = [U]meM[S]MxM[V Tuxm

Ou [Ulw,,=xm et [V Jyxy sont des matrices unitaires, et [S]yxy est la matrice diagonale
des valeurs singulieres classees par ordre décroissant. Le nombre de valeurs
singulieres non nulles de [#]y_xu définit son rang, c’est a dire le niveau de
dépendance linéaire de ses colonnes. En pratique, aucune des valeurs singulieres n’est
nulle, mais certaines sont tres faibles. Ce sont ces faibles valeurs singulieres, qui sont
la cause de I’hypersensibilité du probleme en amplifiant considérablement le bruit de

mesure. Le principe de cette régularisation sera donc de considérer comme nulles,

7
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toutes valeurs singuliéres inférieures a un certain seuil fixé. Ce seuil sera alors le
parameétre de régularisation. Pezerat [21] compare la TSVD avec une régularisation par
filtrage des hauts nombres d’ondes, initialement développee avec la technique RIFF.
L’étude montre que la troncature des valeurs singuliéres est physiquement equivalente
a un filtrage en nombre d’onde.
IVV.5 Principe de la courbe en L et choix du parametre de regularisation
Soit le systéeme linéaire mal conditionné suivant :

[#c} = {g}
La régularisation de Tikhonov, consiste a stabiliser le probleme en minimisant la
norme |[{g} — [H1{c}|| par Pintroduction d’un parametre régularisant 2. Ce qui
revient a minimiser la quantité ||{g} — [H]{c} || + Al|c|]| ou dans sa forme la plus
générale a minimiser ||[{g} — [ {c} |5 + 22||c||5
La solution régularisée correspondante a A est donnée dans ce cas par :

{ch = (T[] + 2D~ [H]{g}

[H]* est la matrice adjointe de [#] et | la matrice identité
L’outil d’analyse principale est la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice
[H],,,xn, avec m = n , cette décomposition s’écrit P.C HANSEN [32] :

n

(7] = ) wo!

i=1
Ou les vecteurs singuliers a gauche et a droite u; et v; sont orthonormales,c'est-a-dire

T

U; Uj

;= vl-ij = §;; , et les valeurs singuliéres o; sont des quantités positives qui

ij »
apparaissent dans I’ordre décroissant o; = 0, ... =2 0, =0

Les expressions qui se trouve a la base de I’analyse par la courbe en L sont :

n TN\ 2 .
u; g ,
lleallz = Z <fl ;_. > ”{g} - [ﬂ]{c}l |5 = Z((l _ fl)uz'g)
i=1 t ot
Ou f; est le facteur filtre de Tichonov donné par : f; = ag"iﬂ

La courbe en L est une représentation paramétrique log-log de la norme de la solution
n = ||c;]|3 en fonction de la norme du résidu p = |[{g} — [H1{c}, |3 ¢’est-a-dire une

représentation de 7/2 en fonction de p/2 avec 1j = logn et p = log p.
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Courbe en L

Lumbda Optimale

L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12
-10
x 10

La courbe en L est séparée en deux zones, une zone verticale ou la norme de la
solution chute tres vite pour une tres légere augmentation de la norme du résidu et une
zone horizontale ou la norme de la solution n diminue tres progréssivement tandis que
la norme du résidu p augmente fortement. Le point optimal est I’angle de la courbe en
L pour le quel la norme de la solution n est fortement réduite sans pour autant avoir
augmenté significativement la norme du résidu Leclére [35]. Ce point optimal
correspond a la courbure maximale de la courbe.

La courbure de la courbe en L est donnée par :

Al ATl Al Al

_, P —p"h
((p7)7 + (17')2)*2

K

Notons que 717 et p sont fonction de A de plus7’, p’, 7" et p” sont leurs premiere et
seconde derivees par rapport a A sur lesquelles HANSEN [32] effectue plusieurs
manipulations pour arriver a une expression plus simple de la courbure ou seule la

dérivée premiere de n est présente :

= 2@/1277’1) + 2Anp + 2y’
n' (1202 + p2)3/2

r 4 3 _
Avecn' = —-¥iL(1-f)f*= . Bi=uig
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V.6 Cas étudiés

Dans les cas étudiés, le déplacement transversal de la poutre est déduit de la solution
analytique correspondante, et seul la réponse permanente est prise en compte. Pour
simuler des mesures réelles, un bruit blanc a distribution uniforme est ajouté aux
fréquences naturelles, aux formes propres et aux déplacements, ot un bruit additive de
borne supérieure egale a w,;/1000 est ajouté aux fréquences naturelles sans
dimension, un bruit multiplicative de borne supérieure égale a 1/50 est ajouté aux
formes propres adimensionnés, et un bruit multiplicative de limite supérieure 1x10°
aux déplacements. Cependant aucun bruit n’est associé aux formes propres
adimensionnées lorsque celles-ci sont utilisées comme base orthogonale pour la
reconstruction de I’effort.

Pour la sélection des modes, un seuil empirique &5 est choisis et seuls les modes
veérifiant I’inégalité |SF; (m, r)|/max(|SFy;(m,r)|) = gz (r) sont sélectionnés et notés
par un ensemble B,, . L’erreur relative est définie par la valeur absolue du rapport de
I’erreur absolu a la valeur exacte.

Le premier cas consiste en la reconstruction d’une excitation harmonique définit par :

feb= )  fw®sin@D
i=1,5,6,7,10
Avec @ = w3 +08w, ; fi=1,Vi
Le premier facteur de seuil choisi est gz = 1 x 10™*, les 16 premiers modes vérifient
I’inégalité precédente ils sont alors sélectionnés pour la reconstruction et notés par
I’ensemble B,, =1...16
La figure IV.1 montre la variation du facteur SFy; correspondant a « avec I’ordre du

mode.
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. . . L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Ordre du mode

Figure IV.1 SFy pour lecasN°lavec g =1x 10 *etB,, =1..16
La figure IV.2 montre les résultats de la reconstruction, et illustre la comparaison entre

la solution non régularisée et la solution apres régularisation ainsi que I’évolution de

I’erreur dans les deux cas.

Frx Reconstruie : ROUGE sans Reg NOIR apres Reg

vert Frx Originale Ereur relative entre Frx reconstruite et Frx originale

IS
S

\
2]
4]
T

N w
o <]
T T T

EREUR (%)
N
5

— Sigma
luibl
1 ui.b I/sigma

Derivee de la courbure

-
wl /)
/

/

5 /

ol = | wy S

/ \

107 x:2385-006 y
Y:7.0646-010 5]/

=l L L L L L L L L L 7 L L L L L L L L L L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
lumbda Ordre du mode

10

(© (d)
Figure 1V.2 Résultats pour le casN°1 g, =1 x10™* B, =1...16
(a) (---) force Original, (---) force reconstruite sans régularisation (---) force reconstruite apres régularisation
(b) Evolution de I’erreur relative correspondante
(c) courbure (A) et sa dérivée premiére et validation du choix du paramétre A = 2.385 x 1076

(d) Hlustration de la condition de Picard

Un seuil ez =1 %1073 est ensuite choisit et les 11 premiers modes sont alors

sélectionnés, notés par I’ensemble B,,, = 1 ... 11 et représentés figure 1V.3
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10"

. . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Ordre du mode

Figure 1.V.3 SFy pour le cas 1 avec ggp =1 x 1073
Les figure 1V.4 et IV.5 montre quelques résultats de la reconstruction avec le méme
niveau de bruit, et illustre la comparaison entre la solution non régularisée et la
solution apres régularisation ainsi que I’évolution de I’erreur dans les deux cas.
On remarque dans ce cas que I’ensemble B,, des modes sélectionnés couvre tous les
modes utilisés dans I’expression de la force a savoir les modes 1, 5, 6, 7 et 10.

Frx Reconstruite : ROUGE sans Reg NOIR apres Reg

- Erreur relative entre Frx reconstruite et Frx originale
7 ‘ - . Yert Frx Original . ; . 12 T T T T T T T

10 \‘ 1

o |
1
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>
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N
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I I
/|
/

/| n
AV AVI\R/AV/,

N
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- L L L L L L L L L T =
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X
@ (b)
x 10 Courbure de la courbe en L .
10 10
5l | 10
10"
ok 1
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5 L . L L I — Sigma
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5 3
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lumbda x 10° Ordre de la valeur singuliere
(© (d)

Figure 1V.4 Résultats pour lecas N°1 e, =1 %103 B, =1..11
(a) (---) force Original, (---) force reconstruite sans régularisation (---) force reconstruite apres régularisation
(b) Evolution de I’erreur relative correspondante
(c) courbure (A) et sa dérivée premiére et validation du choix du paramétre A = 4,105 x 1076

(d) Hlustration de la condition de Picard
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Frx Reconstruite: ROUGE sans Reg NOIR aprés Reg

vert Frx Olriginaje‘ . i i 12 ‘ Ereur ‘emre Frlx recon‘s[rune e‘l frx Or:glnale ‘
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@ S s o kN w s 0 o ~
T T T = —— T T
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x 10 Courbure de la courbe en L ,
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Figure 1V.5 Résultats pour le cas N°1 (Réexécution du programme avec le méme niveau de bruit)
(a) (---) force Original, (---) force reconstruite sans régularisation (---) force reconstruite apres régularisation
(b) Evolution de I’erreur relative correspondante
(c) courbure x(2) et sa dérivée premiére et validation du choix du paramétre A = 1.055 x 107>

(d) Hlustration de la condition de Picard

La condition de picard stipule que la régularisation du probléme n’est pas utile lorsque
les valeurs singuliéres o;tendent vers zéro moins vite que [{u; }'.{g}] ol u; est le
vecteur colonne de la matrice [U] issue de la décomposition en valeurs singulieres de
[H] et correspondant a la valeur a;.

La condition o; tend vers zéro plus vite que |{u;7}.{g}| signifie que le rapport
[{u;T}.{g}|/o; représenté par la droite d’interpolation linéaire en vert Fig. IV.4 (d) et
IV.5 (d) prend une tendance de croissance monotone, dans ce cas le bruit issue de la
mesure présent dans {g} est amplifié a cause de I’instabilité de I’inversion, cette
instabilité est justifiée par le mauvais conditionnement de la matrice [H'], ce nombre

est définit par la valeur absolue du rapport de la plus grande a la plus petite valeur

singuliére Cond(H) = |% ce nombre est égale a 969 dans le cas de la figure 1V.4

min

et 966 dans le cas de la figure IV.5.
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Lorsque le seuil e est fixé a 1 x 1072 I’ensemble des modes B,, = 1... 6 figure IV.6
est selectionné pour la reconstruction, on remarque que dans ce cas les modes
sélectionnés ne couvres pas les modes 7 et 10 de I’effort original. La figure IV.7
montre les resultats de la reconstruction et la comparaison par I’erreur relative entre

I’effort originale et I’effort reconstruit.

10°

10"}

102 . ..

Figure 1V.6 SFy pour le cas 1 avec egp = 1 x 1072
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Figure 1V.7 Effort reconstruit et évolution de I’erreur relative pour le cas N° 1 avec £gz = 1 x 1072

Dans ce cas lorsque six modes seulement sont selectionnés, on remarque apres
plusieurs exécutions du programme avec les mémes données que le cas précédent
(méme niveau de bruit) une dégradation de la précision des résultats et une stabilité de
la solution par rapport au données (la solution est toujours la méme) et la
régularisation n’apporte rien a cette solution, ceci est due au fait que la quantité
d’information introduite (16 points de mesure) est largement surabondante et la
solution du probleme devient de plus en plus stable par rapport au bruit conformément
a ce qui a été annoncé dans la section précédente. Le nombre de conditionnement de la
matrice [H] chute vers 70 a 80 (avec 16 modes selectionnés ce nombre été de I’ordre

de 4300 et avec 11 modes sélectionnées aux alentours de 970).
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Le deuxieme cas étudié concerne la reconstruction d’une charge dynamique a deux
composantes harmoniques et répartie le long de la poutre, cette charge dynamique est
donnée par :

FeD= ) fw@sn@d+ > W@ sin(@D

i=1,59 j=2,6,13

@0, = @3 +08w, ; @, =wg+08w, ; f;=f=1,vi; Vj
On commence par fixer le seuil &5z a 2 x 10™* afin de sélectionner le plus grand
nombre de modes sans pour autant dépasser le nombre de points de mesure afin de
permettre la régularisation de la solution par la méthode de Tikhonov.
Dans ce cas les modes sélectionnés sont respectivement B,,(@;) =1..16 et
B,(@,) =1..16

10
-1
10 ¢ B
SFw(m,2)
-2
10 ¢ B
= 1
T g ]
% S i
-3 s
10 §SFw(m,1) +\+\* 26 =

e Y:0.0002276
~
...... | RO
B -
10

10-5 L L L L L L L L L L L L L L
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Ordre du mode

Figure 1V.8 SFy; pour le cas N°2 avec £gp = 2 x 1074

On remarque que pour la deuxiéme composante de I’excitation @, que le nombre de
modes qui Vvérifient I’inégalité |SF;(m,r)|[/max(|SFz(m, 7)) = 5 (r) est égale a 26,
seulement il est inutile de prendre un nombre de modes pour la reconstruction
supérieur au nombre de points de mesure (égale a 16) parce que les résultats de la
reconstruction pour les hautes fréquences sont plus précises, comme on peut le
remarquer sur la figure 1V.8 ou ce cas ne nécessite méme pas une procédure de
régularisation.

Les résultats de la reconstruction avec et sans régularisation de la premiére
composante de I’effort F;(x) = X1 5oW; (X) correspondant & &; = 19.6m sont

donnés figure 1V.9
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Frx Reconstruite: ROUGE sans Reg NOIR apres Reg vert Frx Originale Ereur relative sur Frix Reconstruite
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Figure 1V.9 Résultats pour la premiére composante du cas N°2 avec &g =2 x 10™* et B,,(@,) =1..16
(a) (---) force Original, (---) force reconstruite sans régularisation (---) force reconstruite apres régularisation
(b) Evolution de I’erreur relative correspondante
(c) Courbure k(4) et sa dérivée premiére et validation du choix du paramétre A = 1.55 x 10~%
(d) Hlustration de la condition de Picard

L effort reconstruit ainsi que I’effort original F,(x) = ;=5 613 W; (¥) correspondant &
la deuxiéme composante de I’excitation w, = 129.6m est representé figure 1V.10, dans
ce cas la reconstruction est meilleure ce qui genéralement le cas lorsqu’on s’occupe

des hautes fréquences.
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Force: Reconst Frx (w2) (en rouge) Originale (en vert) , Ereur relative sur Fr2x Reconstruite
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@ (b)
Figure IV.10 Résultats pour la deuxiéme composante du cas N°2 avec egp =2 x 10~* et B,,(@,) =1...16

(@) (---) force Original, (---) force reconstruite

(b) Evolution de I’erreur relative

En fixe ensuite le seuil g a la valeur de 1 x 1073 ce qui permet de sélectionner les
modes B,,(@;) =1..11 et B,,(w,) = 1...16, La figure IV.11 représente la variation
de SFy(m,1) et SFy(m,2) correspondants aux fréguences d’excitation @, et @, en

fonction de I’ordre m des modes.

1 SFw |

10%}

10°

. . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Mode

Figure IV.11 SFy(m,1) et SF(m,2) pour le cas N° 2 avec g5y = 1 x 1073 B, (@;) =1..11, B, (®,) = 1..16

Les résultats de la reconstruction avec et sans regularisation de la premiere
composante de I’effort dans ce cas (&5 =1 % 1073, B,,(w,) = 1...11) sont donnés
figure 1V.12.

La solution pour la deuxiéme composante de I’effort ez = 1 %1073, B,,(@,) =
1...16 est donnee figure IV.13
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Frx Reconstruite: ROUGE sans Reg NOIR apres Reg ert Frx Originale

Ereur relative sur Fr1x Reconstruite
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Figure IV.12 Résultats pour la premiére composante du cas N°2 avec gz =1 %1073 B, (@,) =1..11
(a) (---) force Original, (---) force reconstruite sans régularisation (---) force reconstruite apres régularisation
(b) Evolution de I’erreur relative correspondante
(c) Courbure k(2) et sa dérivée premiére et validation du choix du paramétre 4 = 6.52 x 107

(d) Hlustration de la condition de Picard
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Figure V.13 Résultats pour la deuxiéme composante du cas N°2 avec &gz = 1 x 1072 et B,,(@;) = 1...16
(c) (---) force Original, (---) force reconstruite

(d) Evolution de I’erreur relative
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Chapitre IV Reconstruction des charges dynamigues par la méthode de sélection des modes

Lorsque le facteur de seuil egr est fixé a 11072 les modes sélectionnés sont
B,, = 1...6 pour la premiére composante et B,, = 1... 10 pour la reconstruction de la
deuxiéme composante, ces modes ne couvres pas tous les modes presents dans
I’expression de I’effort original et la précision des résultats se trouve dégradée et stable
par rapport a la quantité d’information introduite qui devient surabondante.

Les resultats sont donneés figures 1V.14 pour la sélection des modes ; figure IV.15 pour
la reconstruction de la premiere composante de I’effort et figure 1V.16 pour la

deuxiéme composante.
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Figure IV.14 : (- — —=) SFp(m, 1) et (— — —) et SFy(m,2) pour le cas N° 2 avec gg = 1 x 1072
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Figure V.15 Résultats pour la deuxiéme composante du cas N°2 avec &gz =1 % 1072 etB,,(@,) =1...6

(@ (---) force Original, (---) force reconstruite

(b) Evolution de I’erreur relative
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Force: Reconst Frx (w2) (en rouge) Originale (en vert)

Ereur relative sur Fr2x Reconstruite

Fr2x
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Figure 1V.16 Résultats pour la deuxiéme composante du cas N°2 avec g5 = 1% 1072 et B,,,(@,) =1..10
(@) (---) force Original, (---) force reconstruite

Evolution de I’erreur relative

(b)

Des résultats similaires ont étés obtenus pour I’étude des mémes cas par X.Q. Jiang et

H.Y. Hu [26] dans leurs investigation de la reconstruction des charges répartie sur la

poutre d’Euler par la méthode de sélection des modes.
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Figure 1V.17 Résultats pour le cas N°2 avec £gr = 1 % 1073 puis &g = 1 x 1073 obtenus par

X.Q. Jiang et H.Y. Hu [26]
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Chapitre IV Reconstruction des charges dynamigues par la méthode de sélection des modes

1.7 Conclusion

Deux cas de charges réparties sur la poutre ont été reconstruits par la méthode de
selection des modes. Le premier concerne I’identification d’une force harmonique
répartie pour laquelle 16, 11 puis 6 modes correspondant respectivement a &g €égale a
1x107%,1x1073 et1 x 1072 ont été sélectionnés et notés par I’ensemble B,,,.

Le deuxiéme, cas montre la reconstruction d’une force a deux composantes
harmoniques pour laquelle 16, 11 et 6 modes ont étés sélectionnés et notés par B,, (@)
afin de reconstruire la premiére composante et 16, 16 puis 10 modes notés par B, (@,)
pour la reconstruction de la deuxieme composante suite au choix de &gz égale a
2x107% 1x1073 et 1x1072 La solution est donnée par la résolution de
I’équation(19) pour le calcul de ¢,,, et de I’équation (13) pour retrouver I’amplitude de
I’effort E.(x) correspondant a @,..

Les résultats nous permettent de tirer une premiere conclusion commune aux deux cas
de I’effort et qui concerne I’influence du nombre de modes choisi sur la précision de la
solution. En effet, en comparant les résultats representés par les figures 1V.2(a),
IV.4(a), IV.5(a) et IV.7(a) du 1% cas de I’effort et par 1V.9(a), IV.12(a), IV.15(a) pour
le deuxieme, on constate que la solution non régularisée n’est satisfaisante que dans le
cas des figures IV.4(a), 1V.5(a) et 1V.12(a). Ces cas correspondent a un nombre de
modes choisi assez important (11 modes dans les deux cas) pour couvrir tout les
modes présents dans I’expression de [I’effort original sans pour autant rendre
I’information disponible insuffisante. La deuxieme conclusion qui peut étre tirée de
I’analyse du deuxieme cas est que, lorsque le nombre de modes optimal est atteint (16

modes pour la 2°™

composante du cas N°2), la précision de la solution est meilleure
pour les composantes de hautes fréquences que celle de basses fréquences. Pour le
montrer, il suffit de porter sur la méme figure I’évolution de I’erreur de la solution non

régularisée dans le cas des figures 1V.12 et 1V.13.
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X

w; =19.6m w, = 129.61
Evolution de I’erreur relative du cas N°2 pour les deux composantes de I’effort



Conclusion générale

Le travail présenté ici se compose de deux parties. La premiere partie est
consacrée a la formulation du probléme des vibrations transversales des poutres ou une
étude détaillée du cas de la poutre encastrée-libre est présentée.

Le probleme formulé en termes d’équations différentielles de mouvement du
quatrieme ordre ; des conditions limites; d’une charge extérieure répartie et des
conditions initiales est résolu pour les quatre modéles décrits par les theories d’Euler ;
Rayleigh ; Cisaillement transversal et Timoshenko. La solution est donnée dans le cas
du probleme homogene en premier lieu sous forme de nombres d’ondes, frequences
naturelles et formes propres.

La comparaison des résultats montre que I’introduction des termes de second ordre
qui décrivent I’influence des effets secondaires a savoir I’inertie rotationnelle et le
cisaillement transversal conduit a deux remarques essentielles. Une premiere remarque
est que Iinfluence de [I’inertie rotationnelle représentée dans I’équation de
Timoshenko par le terme pl est 3 a 6 fois moins importante que celle du cisaillement
transversal représenté par pIE/G (E/G =3 a6 Matériaux usuelles). La deuxiéeme
remarque est que les nombres d’onde de la poutre d’Euler sont définis uniquement par
les conditions limites et ne dependent donc pas des caractéristiques géometriques ou
physiques de la poutre, ceux du modele avec inertie rotationnelle sont fonction du
rayon de giration r de la section droite de la poutre et ceux du modéle avec
cisaillement transversal et de Timoshenko sont fonctions de r et du rapport E/G .

L’exemple numérique appliqué a une poutre encastrée-libre avec un rayon de

giration r=0.11 et des caractéristiques meécaniques y = /lj—G = 2.205 (Données qui

rendent I’influence des effets secondaires importante) montre que les déformees
propres de la poutre d’Euler sont proches de ceux du modele avec inertie rotationnelle,
et que les déformees propres du modele avec cisaillement et celui de Timoshenko sont
aussi similaires.

L’illustration de ces reésultats a été faite par le calcul de la réponse forcee de la
méme poutre a une excitation harmonique répartie et avec des conditions initiales qui

respectent les conditions limites de la poutre encastrée-libre et ou le déplacement
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initial de I’extrémite libre est le méme pour les quatre modéles. La réponse donnée par
le déplacement de I’extrémite libre de la poutre figure. Il montre aussi une allure
similaire entre le modéle d’Euler et celui avec inertie rotationnelle d’une part et entre
le modele avec cisaillement transversal et celui de Timoshenko d’autre part.

Ces reésultats en plus de la comparaison des nombres d’onde et des fréquences
propres calculés en fonction des caractéristiques géométriques et mecaniques d’une
poutre, nous permettent de conclure que pour les poutres minces ou le rayon de
giration est faible, le modele d’Euler suffit pour décrire les vibrations transversales de
la poutre encastrée-libre, et lorsque le rayon de giration est important, on est amené a
utiliser le modéle avec cisaillement transversal ou celui de Timoshenko. Le modeéle
avec cisaillement seul donne souvent des résultats acceptables pour moins de
complications.

La deuxiéme partie de ce travail a été consacrée a un probleme inverse lié aussi
aux vibrations transversales des poutres, ce probléeme concerne la reconstruction des
charges dynamiques reparties sur une poutre a partir de la mesure de la réponse par la
méthode de selection des modes.

La méthode de sélection des modes est basée sur la définition d’un facteur
d’échelle SF; et le choix empirique d’un facteur de seuil gz dans le but de parvenir a
la determination du nombre optimal de modes nécessaire a la reconstruction de I’effort
dynamique répartie sur la poutre. Des facteurs similaires peuvent naturellement étre
introduits pour la reconstruction des charges dynamiques appliquées sur d’autres
structures.

Deux cas ont été minutieusement etudies. Le premier concerne la reconstruction d’une
excitation harmonique répartie tout au long de la poutre et définit par la fonction
spatiotemporelle f(x,) = Yi—1 56710 /;W; (¥) sin(wt) et le deuxiéme cas consiste en
la reconstruction d’une force a deux composantes fréquentielles harmoniques définit
par f(x,©) = Zi=1,5,9fiVVi (%) sin(@1t) + Y j=2613 f]W] (%) sin(@,t).

Le seuil &g a été fixé respectivement a des valeurs égales a 1 x 10~*, 1 x 1073 puis
1 x 1072 pour le premier cas et 2 x 1073 , 1 x 1073 et 1 x 1072 pour le deuxiéme

cas de I’effort.
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Les résultats montrent que lorsque &gy est trop petit le nombre de modes sélectionnés
est important et le nombre de conditionnement de la matrice [H] devient élevé (de
I’ordre de 4300 pour les deux cas de [I’effort). Cela signifie que la quantité
d’information disponible (liee directement au nombre de points de mesure) est plus au
moins insuffisante et la solution est dans ces cas trop influencée par le bruit ; seule
I’utilisation d’une méthode de régularisation appropriée permettrait d’aboutir a des
résultats satisfaisants.

Si ggp est grand le nombre de modes sélectionnés est petit et ne couvre pas tout les
modes presents dans I’expression de I’effort et dans ces cas le nombre de
conditionnement de la matrice [H] chute aux alentours de 75 ce qui signifie que la
quantité d’information introduite est surabondante (le systéme d’équations a résoudre
est largement surdimensionné). La solution devient excessivement stable c’est-a-dire
totalement indépendante du bruit et trop lisse par le fait du manque de modes utilisés
dans son expression.

Lorsque le nombre optimal de modes sélectionnés est atteint, &gz = 1 x 1072 dans les
deux cas, la solution augmente de précision comme on peut le remarquer en comparant
I’évolution de I’erreur relative des figures 1V.4 (b) et IV.5 (b) avec I’erreur sur les
figures IV.2 (b) et IV.7 pour le premier cas étudié et entre la figure 1V.12 (b) et la
figure 1IV.9 (b) pour le deuxieme cas. Cette augmentation de la précision de la
reconstruction a eté enregistrée surtout pour les composantes de hautes fréquences et
sur la solution non régularisée de basses fréquences, ce qui nous permet de dire que le
bon choix du nombre de modes utilisées pour la reconstruction constitue en lui méme

une étape de la régularisation du probleme inverse.
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