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Intro

Le sujet
théorie géné

duction

de polynémes orthogonaux est un classique de mathématique. Une

rale de polynomes orthogonaux a commencé avec I'enquéte d’un type

spécial de fraction continue, Les premiers travaux sur le sujet sont ceux du mathé-

maticien rusg
Jan Stieltjes
Jusqu’a la m
vements plar
Jacob Jacobi

1901).

Pourquoi
Polynéme

prend.
Orth

-Wilson,

e Pafnuti Lvovich Chebyshev ( 1821-1894) et le Néerlandais Thomas
(1856-1894). Nous pouvons aussi revenir en arriére dans Ihistoire

smoire classique de Adrien Marie Legendre ( 1752-1833) sur les mou-
ittaires. On peut également, citer des mathématiciens comme : Carl
(1804-1851), Niels Henrik Abel (1802-1829) et Charles Hermite (1822-

se soucier de polynémes orthogonaux ?
s = des foncti

ns particuliéres trés simples, tout le monde les com-

choses simples, en outre, ce phénomeéne apparait na-

ans la vie réelle.

s orthogonaux comporte deux parties essentielles qui
Lia premiére traite I'aspect algébrique et 'autre analytique.

ie algébrique de cette théorie est en relation avec les fonctions spé-
2mes orthogonaux concrets comme ceux de Jacobie, Hahn, Askey
clyndmes discrets, les polynémes g-orthogonaux,....

Cette partjie englobe aussi la théorie des polynémes orthogonaux & plusieurs

variables.
b) La

rapport avec d autres parti

deu

xiéme partie analytique traite les questions d’analyse et ceux en
s d’analyse mathématique. Son réle essentiel est dans

I'étude des polvnémes ortho ronaux sur le cercle et la droite réelle.

Par ail

thématiqu

e et

leurs. les polynémes orthogonaux rassemble de nombreux branches ma-

physique :




~ Analyse complexe
Bieberbach).
ie fonctionne
s Jacobi).
! numeérique

ture de

- Analyz

opérate
~ Analy.
férentie

- Théori

numeéros

~ Mécan
état coh

— Systéme intégrable

— Matrice léatoire, Prok
moniques sphériques z(
Problem Electarostatiq
L'un des problémes les plus
naux est 'étudg

donne une enq
générales.

Pour une mesure 4 et les 1
asymptotique.

comportement
(Szegd), ratio,

¢ Pn ,u;zl
(P.1) {7(-—

z)n

e).

x]
o
\r
).

ren

I, €

(P-:Z) {P;il(ﬂ;z

(1;2)

et

(P.3) { 3/ 1a (14 2)

respectivement,

quand n — oo |
Jusqu’a prés

des nombr

ne N} '

Jue quantique (

t).

.]>
Nj i

neN } ,

lle (Transformation de Fourier, An

Approximant de Padé, probleme des moments, Conjec-

alyse spectrale des

(Théorie de i’apprcaxjmati(ms quadrature, équation dif-

es (Fraction continue, preuves de I'irrationalité des

Oscillateur harmonique, opérateur de Schrédinger,

(Solitons,equation de toda )

leme de Riemann-Hilbert, Théoreme de Radon, Har-
nales, Représentation de groupe, Théorie des codes,
ue.

importants dans la théorie des polynémes orthogo-

- de leur comportements asymptotiques, Gébor Szego (1895 - 1985)

ete sur le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux

polyndmes py,(z), il existe une hiérarchie des types de
Nous citons ici les plus courants, qui sont appelés fort

et le comportement asymptotique faible (nth-root). Grosso modo,
ceux-ci signifient que les suites

tend vers une limite sur un certain ensemble de valeurs z € C
dans (P.1) la fonction ¢ doit étre choisie de maniére appropriée).
ent, la plupart de la théorie asymptotique des polynémes orthogo-

haux a concenti¢ sur les systémes orthogonaux pour lequel la mesure d’orthogo-

nalité est suppo

Ce mémoire

'té sur la droite réelle (OPRL) ou sur le cercle unité (OPUC).
est organisé comme suit.
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Chapitre [I

On commence par rappeler les notions étudiées dans la license concernant la
théorie de la esure | puis on explique la notion du comportement asymptotique
6mes orthogonaux aussi les polynémes orthogonaux classiques qui sont
les plus connus de ces polynémes On donnera ensuite les principaux cas célébres

On introduit dans le chapitre 2, les outils fonctionnels de base pour étudier le
probléme du domportement asymptotique

L'outil fonctionnel de base est Pespace de Hardy dans le disque unité, H?(D)
(D étant le disque unité ouvert du plan complexe). On donnera la définition de
lespace H?(D) et ses propriétés fondamentales. On insistera sur I'existence d’une
limite non tangentielle pour toute fonction de la classe H?(D) . D’autres espaces
de Hardy assqciées & Dextérieur du disque unité sera également étudié dans ce
chapitre. On construit aussi les fonctions dites de Szegd associées aux domaines I
et (7.

Chapitre 3

Ce Chapitre et basé sur Particle de Szegd concernant le Comportement asymp-
totique des polynémes orthogonaux sur le cercle La formule asymptotique des
polyn6émes ortlL

ogonaux {¢,(z)} associés & o est :
7

g
e

Dy(3)

lz] > 1. (1)

on(2) ~

Chapitre 4
Le travail de Denisov et S. Kupin fait I'objet de notre dernier chapitre , on fait

Pétude du prohléme du comportement asymptotique des polyndmes orthogonaux
pour la classe polynomiale de Szego (pS) en passant par les notions de Représen-
tation de CMV| et les régles de somme que nous utilisons pour montrer 'un des
Principaux théorémes , puis nous énongons les deux théorémes du Comportement
asymptotique ponctuellement et au sens L2 .




Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Rappel de théorie de la mesure

L’un des oytils les plus importants que nous utiliserons dans ce meémoire est la
théorie de la mesure , on va voir certains de ses notions [3] , [23]
Définition 1.1 [23]

— Une mesyre de Borel est une mesure définie sur la tribu des boréliens B d’un
espace topologique X séparé et localement compact.
— Une mesure de Borel o est dite positive si o(E) € R* U {+o0} pour tout
boréliens | E de X.
— Une mesyre de Borel o est dite réelle (resp. complexe) si o (E), R (resp.
o (E), C] pour tout borélien £ de X. Naturellement les mesures de Borel
réelles sont des mesures de Borel complexes et ce sont des mesures finies.
Définition 1.2 [23]
Soit m une mesure positive sur une tribu 7 et soit o une mesure arbitraire sur
T , o pouvant étre positive ou complexe.
Si o(E) = |0 pour tout E € T tel que m(E) = 0, nous disons que o est
absolument, continue par rapport & m, et écrivons

a <& m.

5'il existe un ensemble 4 € T tel que o(E) = o(AN E) pour tout £ € 7T, on dit
que o est portég par A. Ceci équivaut & 'hypothése o( F) = 0 pour tout F tel que
EnA=0.




Soient o |
disjoints A et

o1, et o9 sont

et 0y deux mesures sur T et supposons qu'il existe deux ensembles
I3 tels que o7, soit portée par A et oy soit portée par B. On dit que
mutuellement singuliéres, et on écrit

o1 L oo,

Théoréme 1.1 (Théoréme de Lebesgue-Radon-Nikodym ) [23]
Soit m uné mesure positive o-finie sur un tribu 7 sur un ensemble X, et soit o
une mesure coimmplexe sur 7.

(a) Tl existe un couple unique de mesures complexes Ta et g5 sur T telles que

« 0 =0+ o,

s O

. Tl L m

Si o est positive et finie, 0, et o, le sont aussi et o, Lo,

(b) 1l existe up unique &lément k € I,! (m) tel que pour tout E € T

Le couple (o,

0a(F) = [@ hdm.

7,) 8’appelle la décomposition de Lebesgue de o relative a m.

L’énoncé (b) est connu sous le nom de Théoréme de Radon-Nikodym.
La fonction | est connue sous le nom de la dérivée de Radon-Nikodym ( densité

)de o, par rapport & m. on peut I'exprimer sous la forme h = do, /dm ou meme

do, = hdm .

1.2 Systéme de polynémes orthogonaux

Soit « une rhesure de Borel positive, finie, dont le support noté F' = supp (),

est un sous ensetnble infini du plan complexe C. On désigne par 1.* (C, ) , 'espace

vectoriel :

S @)
C

o

2(C,a)={f:C>C: /{f(z)}zda(z) < -!—ool (1.1)
c

J

da(z) , étant 'intégrale de Lebesgue relativement 3 la mesure o,




On note

pour f, g €
L’espace

/2

par (f, g),, le produit scalaire complexe

(f.9)e = / f(2)9(2)da(2), (1.2)
C

(C,a).

L*(C,a), (, o) devient un espace de Hilbert complexe. (voir [15] ).

Définitian 1.3

Soit o une mesure de Borel positive, finie, dont le
infini de points dans le plan compleze. On

NAUT aSSOCiEs

@ la mesure «, le systeme

support F contient un nombre
appelle systéme de polynémes orthogo-
de polynomes {L, (2)}en vérifiant les

conditions suivantes -

1) L, (2) 6
2) Le systé

st un polyndme normalis é de degré m, c’est ¢ dire - L
me {Lq ()}, est orthogonal dans l’espace 1.2 (C,a); c’est a dire -

{z) = 374 ...

[ Lo (2) T ()da (2) = 0; 5i no£m, (1.3)
F

Proposition 1.1

Si o vérifie

les conditions de la définition 1.1 et si les moments de lo mesure

o existent; c’est ¢ dire -

alors le sys
est unique.

Preuve

ieme de polynomes orthogonauz associés

e L*(C,a); n=0, 1, 2...; (1.4)

G la mesure o existe et il

Il suffit d’appliquer le procédé d’orthogonalisation au systéme libre {1, z, 22, ...}

dans 'espace d

1.3 Prop

Les polynon
nous sera trés
Théoréme

Soit {L,(z)}
sure «; « vérifig

> Hilbert L? (C, a) (voir [15] ).

riété extrémale

es orthogonaux {L, (2)}, .y possédent une propriété extrémale qui

ile par la suite.

1.2 (propriété extrémale)
N L€ systeme de polynomes orthogonauzx relativement i la me-

nt les conditions de la proposition 1.1 Notons par Fo,1 Uensemble

8




des polynémes normalisés de degré n. Dans ce cas

extrémal sujvant -

Ly est la solution du probleme

o (1.5)

W - Ml ={F. N ¥ e 12(C, ).

Preuve

Soit () € 1, alors :

d’autre part

Cette expression est minimale s et seulement i ay

k13
= E ar Ly avec U= 1.
k=0

n—1

NQUG = ILall2 + 3 aaf? 2.

k=0

= =..=q, =0.

1.4 Comportement asymptotique

Définition 1.4

On appelle probleme dy, comportement asymptotique des polynén

nes orthogonaug

relativement 4 la mesuyre a Uétude du probleme suivant :

Etudier : lim ln(2); 2eFouze K ; K compact de C\F; avec F

300

= supp (a) .

La solution [le ce probléme dépend en général de « et de son support F

1.5 Polynomes orthogonaux classiques

Certaines farailles de polynémes orthogonaux revétent une importance par-

ticuliére puisquielles

apparaissent dans de nombreuses applications, entre autres

comme solutiong d’équationg différrentielles ayant une signification physique.

Les systémes de polynémes orthogonaux qui portent le nom de Hermite, La-
guerre, et Jacohi (y compris les cas particuliers nommeés d’aprés Tchebychev,
Legendre, Gegerfbauer ) sont incontestablement les systémes les plus étudiés et

largement appliqués. Ces trois systémes sont appelé collectivement les polynémes
orthogonaux classiques.




Les polygdmes de Jacobi, pled (x) sont les polynémes définis par la formule
_ dr ‘
AP = 7000 - 2214 a8 1 eragy 4 gyeen
ici v et A sonjt deg paramétres tq a > -1, 8> —1
cette formule s’appelle 1a formule de Rodrigues .
Parmi les|nombreux cas particuliers qui ont recu une attention particuliére, le
Voici les plus importants.

(i) Les polynfmes de Legendre (a = g8 = 0)

Fu(z) = PO (g),

(ii) Les polynomes de Tchebychev de premiere espéce (@ = f = -1/ 2)
5y
- 83
To(z) = 220 ( ”) P2 (g,
n

(iii) Les polyndmes de Tchebychev de seconde espece (a=p8=1/2)

=4

2n+1 11

Uﬂ{T) s 22n ( T ) Pizag)(mjl‘
n-+1

(iv) Les polynfimes Gegenbauer (a = g)

-1
2cr n+ 2a -
%Mw=LJ (cr)ﬂ-WL

a=X-1/24 -1/2
Le polynéme Laguerre, LS;"(;z:) sont definis
dr

¢ -1 _—a = pta —x
L) (z) = (nhylz72e m[& A
La plupart des telations formelles restent valables si & n’est pas un nombre entier
négatif .

Les polynémies d’Hermite, H,, () sont définis comme suit

gt At 2
]]n(:l?) = (—l)nﬁm (l_‘[;_f“c s

10




. Remarqpe 1.1

1. 1l existe une caractéristique commune des familles classigues de polynémes
- arthogczaaux permet de les caractériser. En effet , elles satisfont une équation
différenticlle de g forme

a1(X)y" + ax(2)y + Ay = 0.

b

Le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux classiques a été
€tudié par Szegs dans son livre Szegé est lui méme qui a développé la théorie
asymptotique des polynémes orthogonauz sur le cercle unité, et intervalle
unité pour des poids qui répondent a la condition dite de Szego.

B 1.6 Synthése de quelques cas étudiés

Nous allons résumer dans cette partie selon la mesure o et son support F, le
comportement| asymptotique d’une classe assez large de polynomes orthogonaux
ou extrémaux relativement a la mesure o et qui s’avérent la plus intéressante pour
notre étude.

a) F= [, 7] ; o est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
- sur [—7, 7] ; c’est & dire

do = p(0)db; p e L' ([~n,7],d); p>o0.

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynémes orthogonaux
sur le cercle avet fonction poids. Ce probléme a été étudi & profondément par Szegd
en 1921 ([32]). La formule asymptotique des polynomes orthogonaux {T%.(2)} as-
S0Ciés & o est : N

Z .
~ To(2) = =—; |2] > 1, (1.6)
'Dp(z)
ou D, est une fol}ction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szegd

et porte son nom. Szego a utilisé la propriété extrémal des polynémes orthogonaux

pour trouver la formule (1.6) . Sa méthode a été reprise et d éveloppée pour trouver

11




la formule asymptotique d’autres types d polynémes orthogonaux.

Krein ([18]) | et

. PP e .
Gueronimus ([7]) , ont généralise cette étude dans le cas o o o est

non absolument continye,

b) F =11,

+s do = p(z)dz; p>0; pe L' (-1, +1], dx).

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynémes orthogonaux
sur le segment avec fonction poids. Szegd dans ([32]) a établi une relation entre
les polynémes orthogonaux sur le cercle et ceux du segment, en utilisant cette
relation, il a |déduit la formule asymptotique des polynémes orthogonaux sur le
segment de celle du cercle. Cette formule a la méme forme que la formule (1.6).

c) F'=E| E est un contour de Jordan rectifiable ; o est absolument continue

par rapport 8 la

mesure longueur d’arc, c’est a dire :

do=p(&)1de|; € € F; pe INE, |de)); p>o.

La formulé asymptotique a toujours la forme suivante :

Ta(@) = [C(B)® ()" (2) [1 + £n (2)] (L7)

o, C(E) est une constante qui dépend de E, ® est Papplication conforme du do-
maine §) = ezl E) vers 'ext érieur du cercle unité ; & est une fonction holomorphe

dans (2, solutign
compacts de ().
Szegd ([34]) e

d’un probléme extrémal, et enfin ¢, — 0 uniformément sur les

n 1921, avait étudié ce probléme mais danslecasot p=1, et F

est analytique.C'ette théorie s’est développée en considérant des classes de fonctions
poids et de contours de plus en plus larges. On peut citer par exemple : Smirnov

([26], [28]), Kgrovkine ([17]) , Geronimus ([6], pour 0 < P < 00) ; Souetine ([29))

N
d) F= U

=1

ot tout E; est un contour de Jordan rectifiable o un arc. ¢ est

absolument continue sur chaque F;.
Ce cas a ét& profondément étudié en 1969 par H. Widom ([35]) .

e) F=Tuy{

concentrée sur |

zk}:;x ; I' étant le cercle unité, z € ext (I), o = a + Y, v est
' 4

assez générale, et v = 3" Ay, ; Ay > 0.
k=1

Ce probléme a été étudié en 1994 par X. Li et K. Pan [20] , et a &té appliqué
a I'étude de la distribution des zéros des polynémes orthogonaux associés a o.

I s
f) F=FEuU| z;;}f__] iWFe= kU Ey est P'union de contours et arcs dans le plan
Pk f ey ot |
complexe de la |classe (2+, avec EiNk, =0, j 4k %€ cxl(E) et 0 = o +

12



‘
Z *Akrfs,zk} ~Al
k=1

En 2000,
général.

g F=
la forme :

oll o est une mesure de Bore] Positive concentrée I, {5

L > 0|

V. Kaliaguine et A. Kononova [14] donnent le résultat dans le cas

/. E est un contour de Jordan analytique, la mesure étant variable de

do

dﬂ},, = W (18)

Iy est une suite de

polynémes ted] que, pour tout n, ¥, est de degré n, de zéros Wng, 1 = 1,...n

appartient &

Uextérieur du contour [B(2)] =B > 1, o8 & ent la transformation

conforme de Pextérieur de 7 vers Pextérieur du cercle unité.
Ce cas a ét¢ étudié en 2005 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros [1]

h) F = TI;[I" est le cercle unité. Ce probléme a été étudié en 2006 par S. Denisov
et S. Kupin [5] et sera développé au chapitre IV |, pour une mesure plus générale

O appartient

4 la classe polynomiale de Szego définie par

do () = we (€%) d0 + do, (),

Us est singuliére et la partie absolument continue 04 de o vérifie la condition
généralisé e de|Szegp

2n

/ v (€®) logo’, (€*)do > —,
0

ol p est un polynéme trigonométrique, non négatif sur le cercle unité T

13




Chapitre 2

Espaces de Hardy et fonctions de
Szego

2.1 Espaces de Hardy dans le disque unité ouvert

Les espaces de Hardy H? sont certains espaces de fonctions holomorphes. IIs
ont été introduits par Riesz en 1923, ils étaient nommés par lui en I'honneur de
G. H. Hardyl9], en raison de son papier publié en 1915 _

La théorie|des espaces de hardy possede une proche connexions i de nom-
breuses branches des mathématiques, notamment Ianalyse de Fourier, l'analyse
harmonique, 14 théorie de Ia probabilité.

Depuis le trawvail de G .H hardy dansle disque unité ouvert, on trouve beaucoup
des mathematiciens parmi eux V. J. Smirnov [26], [27], [28] J.E Littlewood, R.
Nevanlinna et notamment W. Rudin qui a généralisé en 1951 I'étude de ces espaces
dans un ouvert| connexe quelconque .

Des ouvrages de K. Hoffman [10], de P. Koossis [16] , de S. Zygmund [36], sont
intéressants pour une étude générale sur les espaces de Hardy dans le disque unité
ouvert.

14




Espace | H? (D)

Soit D ={{z € C: 2] < 1}, le disque unité ouvert. Notons par /7 (D) I'ensemble
des fonctions holomorphes dans D).
Théoréme 2.1 [23]

Soit f €|H (D), définissons pour r : 0 Lr<l

1 . g
Moty =3 o= (11 o) a} | 0<p<oo).

—"

T

Les fonctiond M, sont croissantes par rapport a la variable r dans [0, 1\
Ce théorérne suggére la définition suivante :
Définition 2.1
Soit f € H(D) et 0 < p < oo. Posons :

171, = lim My (7.1

ot M, (f,7) ast définie au théoréme 2.1 La classe H? (D) est définie comme Uen-
semble des fczlctions f € H(D) pour lesquelles IILf ll, < oo.

Remarque 2.1

Comme led fonctions M, sont croissantes par rapport d la variable r dans [0, 1],
st f € H(D) alors || f l, eziste toujours dans R et

AL = g {My (f,r)}. (2.1)

Théoréme 2.2 [23]

Pour 1 < i < co0; Uespace (H" D), llll,) est un espace de Banach.

Définition 2.2

La classe d¢ Nevanlinna A est la classe de toutes les fonctions f e H(D) telles
que :

sup / log* | f(re?)|do < oo

0<r<l

on alog* z = (|log z| + logx)/2 aussi log™ x = (|log x| - logz)/2 .
Théoréme (2.3 [23]
Nous avons |les inclusions suivantes -

HP(D) C H*(D) c N

pour 0 < s < pkioo.
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Démonstration, pour 0 < s < pd "aprés 1 ‘inégalité de Holder, pour J mesurable
sur le cercle|centré en 0 de rayonr €]0,1[ on a :

et donc M,

tout s > 0, bomme lim,_, . 282 — ¢ ; il existe A > 0 tel que 3‘; z

[ s " . \ s/p
[, repae < ( | 1see) o) (2ryi-ste,
() < My(f, 7). ainsi HP(D) € H¥(D) pour 0 < 5 < p Enfin, pour

0 . -
s i~ < A pour tout

& 2 1. Par conséquent, si J mesurable sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0.1]

on a:

[ s et - [ g/ (re)a0 < 4 |
i OE[—m,7]:| f(reit)|>1 Ji

2.2 Etuk

L’importan

r |Fre®) s

!E{—w,w}:if(rem)iz 1

O

le particuliére de H? (D)

¢ particuliére de I'espace J72 (D) est due au fait qu’il s’agit d’un

espace de Hilbert et qu’on peut identifier 4 un sous ensemble de 7,2 (T), o1 T est

le cercle unité.

D’autre part H? (D) est I'espace fonctionnel de base qu’on utilisera

pour étudier le comportement asymptotique des polynémes orthogonaux. Avant

de donner les
Espace [ 7
Soit T = {

fonction définie

ropriétés fondamentales de {2 (D), définissons les espaces 17 (T).
(T)
2€C: |zl =1} le cercle unité du plan complexe. Si F est une

sur T et 4 valeurs complexe et si on définit la fonction S par:

1(6) = F (e?) (2.2)

alors f est définie sur R, périodique, de période 27.

Réciproquement, si J est une fonction définie sur R, périodique, de période 27,
alors il existe une fonction F définie sur T vérifiant (2.2).

On peut ainsi identifier les fonctions deéfinies sur T avec les fonctions définies
sur R, périodique, de période 27r. Cetteidentification nous permet de donner la
définition suivante :

16




Définition 2.3

Pour 1 < p< +oo, I (T)
complexes, mesurables qu sens
R, pour lesguelles 1a norme :

11l oy =

Théoréme 2.4

désigne la classe de toutes les fonctions 4 valeurs
de Lebesgue, périodique, de période 27, définies sur

1
?

5 [T @Fd} est fine (23)

L2(T) esf un espace de Hilbert complege pour le produit scalaire

pour tout f | [2(

, i S
(f, -’1)1;2(@1*) = ‘2“;/ @) .g(t)a (2.9)

T) et tout g € 2 (T) . Les propriétés fondamentales de I'espace

H? (D) sont résumées dans le théoréme suivant -
Théoréme 2.5 [23]

a) Une foriction f e II (D) de la forme

f(2)

oo
= Za“z” (zeD)

n={

appartient & H* (D) si et seulement si

Dans ce cas

o0
Zla,n!z < 00.
n=0

1712 =3 anf?.

n=0

b) Si [ € H®(D) alors lim f (re®) existe en presque tous les points de T.

r—31-

Cette limite seru notée i (e“’) » on Uappelera limite non tangentielle de f; f* e
L*(T) et ||f|l, = |If “Nz2ery- De plus f et Vintégrale de Cauchy de f*, c'est-g

-dire :

ol b
f(z)= 2T
G

)
E— 2

i, 2=rd" D pe 1;

ot Cy est le cer¢le unité orienté positivement.

17



1

celle donnée g

alors

N

ot ld

3

ho!

Es

Notons pe
omorphes
Définitic
Soit f €

épendante

Si f € H

L]

Remarq

Lo définit

d
n effet d’

€

oropositji
oit [ € H

fe H? I

L2

z| est la n

pace de Hardy a I’exterieure du disque unit

C’:"v }dz)

>

e

ar: G ={weC:|w >1}u {oo}, H (G) I'ensemble des fonctions
dans G (coy compris) et par (), = {fweC:|w=r}.
m 2.4

H(G), on dit que f € H? (G) s’ existe une constante (' positive,

de 7, telle que :
[U '[?U)fz ldw| < C;V¥r:1 <7 o2
C,

(), on note par :

iy = s, [ 17 )P e (25)
Cy

2 2.2

m de lespace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente g
s lo définition 2.4
wprés la remarque 2.1, on a -

€I (D) < 02?1/” ()] |dz| < +co.
sr<1d,

on 2.1
(DY, définissons g par :

g (w)

I (—j;) ,» pour w € G\ {0},
1(0);

g (00)

D) si et seulement si g € H?(Q).
otons par|:

. ;r>0

f:C.—=C: .]‘f(z)IQI(lz] < 00 }
/

4

resure longueur d’arc.

18



Ceci étant les pPropriétés

suivant :

Théoréme 2.6

Soit f e
a) lim f

-1+

est appelée I

H?(G) alors -
(rew) eziste

de I'espace H?

€N presque tous les points
mite non tangentielle et elle se note f,.

(G) sont résumées dans

le théoreme

du cercle unité, Cette limite

b) fy € I}? (C1, |dw)) Pff[fl (w))? |dw| = ”f”m((,) = hmJ Lf (w)[? [* dw]| .
¢) L'espape H? (G) est zm espace de Hilbert compleze pour le produit scalajre
T / 1y () 32 )
&1
| S1(€) de
i)\ . )
d)Vw e G\ {00}, S (w) f—ww
(’ Cr
Preuve
a) Soit f € H2(G), alors: 3¢ > 0tel que: f If ()P dw] < C; vr: 1 < ¢ <2
1 1 .
En éffectuant le changement de variables w = s On ¢ P dw = -;5dw’ , ceci nous
donne : :
1 () 1 EX 1
J 1 @ranl = [ (L) ol
@ Cor
T 1\ 1
_ /!_[ (W) 5r'df
=] :—/j( )}n’f?—<r<1
I done : ,
K4 1 2
| [PGH)fsrese
possons :

fi(r'e) = f( )

19



alors f; € H?
-7 <0< 7wy

or

ce qui donne |

(U), ce qui implique que Iinll Ji () existe presque partout pour
rf=1-

r/—s1- 7’ et

: ; ' 1 s a2
Jm fi (r'e?) = lim (——) = lim f (re?);

e point a).

Les points b) et ¢) sont une conséquence immédiate de a) et du th éoréme 2.5

2.4 Fonction de Szeg6 associées au disque unité

Pour Pavdncement de notre memoire il faut se rendre compte que la partie
absolument continue d’une mesure est la valeur absolue de Ia limite non tangentielle

d’une fonction

La fonction
forme commun
utile dans le c¢
.Cependant, af
a propos de lq
Dy(z) dépendr

analytique ,souvent appelé la fonction de Szego,

de Szegi prendra des formes différentes dans divers contextes. Une
¢ sera la fonction que nous noterons Dy(z) définie sur D et elle est
ntexte de la théorie des polynémes orthogonaux sur le cercle unité
n de définir Df(2) ,nous avons besoin de faire quelques hypothéses
mesure en question. Comme on vient de indiquer , La fonction
2 uniquement sur la partie absolument continue de Ia mesure g,

alors nous exigerons que la mesure y a un composant absolument continu, mais
nous devons agsumer encore plus. Soit z une mesure définie sur le cercle unité,

telle que

ou dpus est la
[0,2a] etf(6) e
pouvons égalen

2.6 s’appelle la
Maintenant,

A(0) = 1OV + du(0)

artie singuliare par rapport & la mesure de Lebesgue linéaire sur
st la dérivée de Radon Nikodym de y (fonction poids), que nous
rent notée 4'(6). Pour définir la fonction Szegd nous exigeons -

1 do
Bt 2.6
Jloe10)2 > -, (2:5)

—lgF

condition de Szegd, 2.6 équivaut & dire log J(0) € L}(&).
pour une mesure de Szegd u sur T, la fonction de Szego est définie
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par

17 L 2t
Dy (2) = exp 1—7;/ Iog(f((}))l ~ f:_ggd{} (lz] < 1)

Théoréme 2.7

D¢(2) dite la fonetion de Szegd associce ¢ I et d la fonction poids J, posséde

les propriétes

l’) l)f [
2) Dy(2)
3) IJD‘;((?:
ol D;: es

§ surwantes :

HY(D).

#0 VzeD.

‘)fz = f(x) presque partout sur [=m, 7).
¢ la limite non langentielle de Dy.

4’)Df (O) > 0.

Preuve

Construcdtion de Dy

Considérons 'int¢

La fonction 1
[23] .

¥

grale de Poisson associée 3 Ia fonction log (/) quon note par:

| g i . 1—y? ,
(3 ();«f':) = gflflog(f (9,))1 . 2‘7" COS(QZ‘ - 6) + »rzdé}.

st harmonique dans le disque unité puisque log(f) € L* ([—n, 7 , df)

Considérons maintenant 1a fonction holomorphe £ () dont « (r, ) est la partie
réelle et éxigeons que h (0) soit réelle pour avoir I'unicité de h. La fonction cherchée

sera donce

9()=exp{2n )}

on montre facilement que :

alors

ReDjf(2) = Reg(z); (z=re=, 0 ¥ 1)

Dy(z) = g(2)

1) Montrons| que :

17 .
dep- 0 tel que:Vr:0<r < | § g/IDf(*re”‘)fg dr < ¢
=

21




en effet

Par suit, pour

|Dy(re®)|?

En intégrant j

1
3/ 12

1Ds(2)] =

1 v
exp { = (Reh (2) + ﬂmh(z:))} I
= ex IR h(z
= €exp ghe 1 (2)
= ex 1’1 (r.z
= exp U 1) b
z=re® 0<p< 1,ona:

= exp {u(r,z)}

L1 {/log(f(»- L

—2rcos(z — 0) +r2 ]

A

-2
7
5 / I 1 g — (:r ) 30 (inégalité de Jensen|: 33].

ar rapport & = on obtient

3\

.2

reé®)*de < / L7 ) ,
PN | E 27r 2r f()1—21‘005(1‘-—~9}H-r2d9/ da

1—12
T %r,/f( )( /1—27 cos(z — 0) + 7 ng) e

- ,1— f JO)dd=C Vr:0<yr<1
dl.-lﬂ—

ce qui donne le point 1)

2) est évident.
3) Dy € H*(D), notons par D} la limite non tangentielle de Dy; et comme :

152 ]L

'D ] (chi‘“) l T exp ;:%r- / ; log(f (0)) do

1 —2rcos(x ~ 6) + 12 J

22




il vient|:

IPHAN = |t [Py o)
| e

exp «

i

tim = [ g (f () — LTy
E !
=121 J_, s 1—2rcos(z — 6) + 2" }

B = exp{log f (z)}, p.p sur [-=, )5 (voir(23], [34], [36]) .

il

1
4) D¢(0) = exp { Sh (G)} > 0. (h(0) est réel par construction).

e -

2.5 Fonction de Szegt associée a I’extérieur du cercle

unité

Soit [ une fonction non négative intégrable de Lebesque sur Uintervalle [—m, 7]

- Théoré%w 2.8
¢t vérifiant |

v condition de Szeqd
j‘ log f(t)dt > —oc.
Alors il existe une fonction unigue notéeyDjé et appelée fonction de Szegé associée
a Veztérieur|de T et @ la fonction poids [, possédant les propriétés suivantes :
1) D§ € H2(G).
2) Di(w)#0 Vwed.
3) |(Dg) (e""‘*')t? = [ () presque partout sur [-m,x].
ot (D})* est la limite non tangentielle de Ds.
4) D5 (od) > 0.
Preuve
Considérons la fonction de Szegd Dy introduite dans le théoréme 2.7 et construi-
sons la fonction 1% de la fagon suivante :

: ¥ \
D§ (w) =|Dy ( E}) pour w € G\ {o0}.
D;é (OO) = Dj (D) .
Alors les propriétés de Dy et la proposition 2.1 nous donne les propriétés de
l)ze
fu
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Notons gue la forme explicite de D% est exactement la fonction :

DS (w) = exp f log(f (9))" ux —dy (luw| > 1).

2.5.1 | Copmpacité et convergence dans H ()

La convergence sur les sous-ensembles compacts, est la convergence qui inter-

vient le plus naturellement en rapport avec les opérations de limite sur les fonctions

W

holomorphe:

Pour définir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous

ensembles opverts du plan complexe, qui nous permet de construire une métrique

sur H (9).

Théoréme 2.9 [4] [23]

Tout oudert Q du plan est la réunion dune suite {K,}, n=1,2, .., de com-
pacts tels quie

(a) Ky sovit inclus dans Uintérieur de Knyq pour n=1, - -

(b) Tout|sous-ensemble compact de §) soit inclus dans 'un des K.

(c) Toute composante de S® — K,, contienne une composante de S% — ), pour

=12

5? étant Jla sphére de Riemann.

Ceci étant, pour f et g deux fonctions quelconques de H(§)), définissons :

d(f,9) =

On montr
suite de fongt
elle convergeli
caractérisatio
et justifier laj

Définitio

L) b 0= 2 () - o))

n==1

e dans [23] que(H (£2), d) est un espace métrique complet et qu'une
ions de H (1) converge au sens de la métrique d si et seulement si
miforraément sur chaque sous-ensemble compact de . Cette derniére
n de la convergence au sens de la mé trique d, nous permet de donner
définition suivante :

n 2.5

Soient {f,} une suite de H(2) et f: Q — C. On dit que {f,} converge

vers [ dans

le sens de H (§2), si {f.} converge uniformément vers f sur chaque

sous-ensemble compact de ().
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Théorgme 2.10

Soit { fu} une suite de IT () .8 fo= [ ausens de IT (). Alors f € I11(5),
et fF 71 ® au sens de H (82) pour chaque k > 1.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des
polynoémes orthogonaux sur le cercle

3.1 Introduction

On présente dans ce Chapitre une étude du probléme de comportement asymp-
totique des polynomes orthonormés sur le cercle avec fonction poids . Tout les
résultats cités|dans ce Chapitre sont largement inspirés de Darticle de Szego [31] .

Cet article| est une référence de base dans I'étude des comportements asymp-
totiques des pplynomes orthogonaux. Szegé a considére des fonctions poids assez
générales. Sa méthode a été largement utilisée, avec des ameéliorations convenables,
pour étudier lés comportements asymptotiques des polynémes orthogonaux pour

e

d’autres types|d’ensembles et de mesures (contour, arc, mesures non absolument
continues...).

3.2 Polyndmes orthonormés sur le cercle

m
Soit p € L'(T) tel que p > 0 et [p(0)do > 0. 0On désigne par L2 (T) la classe

-

des fonctions g définies sur R, & valeurs complexes, périodiques de période 27,

w

mesurables au sens de Lebesgue dans [—7, 7], pour lesquelles J1g 0 p6)do <

-1
+00. Si @ et 9 jsont deux fonctions dans L2 (T); alors Iespace (L2(T), (., '>L§(’E’))
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devient un eéspace de Hilbert complexe pour le produit scalaire suivant :

(e, D paemy = % @ (0) % (0)p (0) do:
-7

notons sa narme par

lelzzmy = (2, ) gacry -

Définition 3.1

Soit p u‘i

' Jonction poids vérifiant : p € [} (T); p non négative et Jp(6)do >

—

0.0n dit que le systeme de polynémes {¢,(2) : n = 0,1,2,..; z € C} est un

systéme orthonormal relativement au cercle et a la fonction poids
vérifie les conditions suivantes -

2, 51 {Qﬁn}mEN

1) ¢n (2) lest un polynéme de degré n exactement dont le coefficient de " est

réel et strictement positif.

2) Le systeme {@, (6) = o, (6*) In=0,12,.. est orthonormé dans

a-dire :

T
5 1

(ifg‘ﬁl: (PWI)L?J .r) s 5.?‘:

Remarque 3.1

Si on défalit la fonction m par pi(c®) = p(0) et ¢ = {zeC
obtient :

. 1 Ny — . .
(Bn, QCm)L%('ﬁ’ = o /{p’“ (2) £m (2)m (2)|dz| = Onm; m.m = 0,1, 2y e

2

[

/gpn (2) om (2)p (6) do = Opm; N,Mm = 0,1,2 ...

L2(T); cest-

| B== ¥

(3.1)

:el=1}, on

Donc Uorthogonalité (3.1) est Uorthogonalité sur le cercle avec la présence d’une

fonction poids |p; ; ce quz justifie le titre du paraqgraphe 3.1.
Propositign 3.1

w
Soit p une fonction poids vérifiant - p € L'(T); p non négative et S p(6)do >

-
0; alors il existe un systéme de polynémes orthogonauz unique {p, (2)}n=0,12,.
relativement au cercle et g la fonction poids p, ¢’est- a-dire vérfiant les conditions

1) et 2) de la définition 3.1.
Preuve
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La construction duy systéme {¢,} pourra s
deux fagons| qui noyg serons utiles plus tard.
Premig¢re construction :

Considérons le systeme Lol T
i Lok s

et posons
U (0) = Y (%) = ()" = o
Alors 4, € ] “(T) car :

ki3

P —
e—

e

de plus le systame { ?}En} est libre dans Lﬁ
nel
d’orthogonalisation de Grahm Schmidt ay systéme

1 {fn}, 1,2,..5 ¥n € L2(T) tel que :

e faire de plusieurs fagon ; citong

0,1,2, ...

af?n[[;m -5 [ O »(0) a0 = o [r@ 1 < s

(T). Donc en appliquant le procédé

{ tf;n} ; on obtient :
n=0,1,2

L i

1) V?fn == /\miz?f)n o ’\n,n—l'(yz; -1+ ...+ /\R,OQZ;Q; An,n > 0.

2) ("&i}n’ Pm £3(m = ‘Svlz,mi n,m=40,1,2...
Développons 1) et 2):

ki3

1) @, (@) = E/\n,i‘i:i;k (@)

&:—’G
) .
=|2 Axih ()
p=0

5 1 . v . .ig
donc : g, () = "\, 12 A >0, 2= ¢
k=0

s ———
2) (iﬁna imx,‘g(%') = E :{ &n (9) G, (0)p (8) do

= Upm; n,m =0,1, 2.
Deuxiéme construction :
Exigeons qug log (#) € L'(T); ceci nous permet de
Szego D, associEe a p et au disque unité [,
Considérons [le systéme {hn(2) }nzo,l,z,,.. d éfini par :

he(z) = D,(z).2"; n=0,1, 2, ...

Alors on a, -
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a) by, €
En effet -

H2(U); n = 0.1.2, ...

" T
i Ll ) |
ik s (g i8 ion 12
271/ Jfﬁn(’fﬁ )] do - |D,(re 6)] 20
17 s
% o0 / [D,(réf )" do; pour -0 <r<i
-
=

b) {hn} e
Ceci nous

& {Tn} n=()
1) Tn kﬂ
2) (Tﬂ.i T“"l)
Développo
1) r.(2) =
Le systéme
gn est un poly

1)
i+ Ko thy + .+ Ky ooy
E2U) = Ongns m,m=0,1,2, ..
1s 1) et 2) :

005 car D, € HY(U).

t libre dans J ).

permet d’appliquer le procédé d’orthogonalisation
au systéme {,}

de Grahm Schmidt
dans 'espace de Hilbert %(U); on obtient -

2.3 Tn € HA(U) tel que :

kn > 0. (on a confondu kun avec k)

n—1
D, (2)-qu(2); avec go(z) = k2% + D knp2?; ky > 0.
=0
de polynémes {@n(2); n=0, 1, v
néme de degré n exactement dont le coefficient de z» est réel et

- 2 € C} est le systéme cherché;

strictement positif.

1 LiE . R
2) {Gny Gom) ) = 5 J 0 () 4 (%) (0) d0; (avec G, (0) = gn(c”’) Vn € N).
Al [

L’unicité no
Pour trouver
a utilisé une pro
Notons par P

1 7 Y s -
= 37 J 00 () 4 (&) | D3(e) [ do

1% i0Y o (a0
== 'E;—‘{;Tn (f: 9) Tm (8 f’)dﬁ

! » [ —— X - —
= {r,, '"m)gz(rf) =Opm; n,m=0,1,2, ...

us donne : o, = g,.

la formaule asymptotique des polyndmes orthogonaux {p,}, Szegd

priété fondamentale des polyndmes {,}, dite Propriété extrémale.

Pensemble des polynémes normalis és de degré n.

Théoréme 3.1

Posons ¢, (2

) = kn2™ + kyp 12" 4 kno; ko > 0.
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Le polyngme k1, (2) vérifie : (pour z = ¢ )

s

Lifi-1 b2 L ; . notats ‘
k2= —|I | (2 ))d0 = min — 2)|? g s
w5 el @ do = min 10, 00 a0 ™

Preuve

Clest un (cas particulier du théoréme 1.2 en remarquons que k¢, (2) est un
polynéme normalisé de degré n.

3.3 Comportement asymptotique des polyndémes or-
thanormeés sur le cercle avec fonction poids (lz] > 1)

Nofons par & I'ensemble des fonctions poids p vérifiaut les conditions suivantes -

p€L(T); p|z0et [p(6)df >0 et la condition de Szegd
—%

/log(p (0))dl > —cc.

Lemme 3.1 [31]
B Soit p un¢ fonction poids sur le cercle unité telle que pES, my(p) = k2
Alors
Jim my, (p) = {D, (0)}*;
ou D, est la fonction de Szegé associée au cercle unité et & la fonction poids p;
Théoréme 3.2 [31]

B Soit p und fonction poids sur le cercle unité telle que p € S, et {p},n le
systeme de polyndmes orthonormés associé p et au cercle unité. Alors :
Pn (2 1 _—
tim 22 _ _ — |z >1 (3.2)
Tepe | 2 D,(3)

= avee

La convergence est uniforme pour |z| > R > 1.
Preuve
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Notons : wi(2) = P

1 1
- _Z)‘;n;-

Considérens la fonction D,(2)¢n(2) qui est analytique dans le disque unité
ouvert U, on|a :

alors :

Dy(2)¢n(2) = D, (0) k, + Zflnpz”; car ¢, (0) =k,
=1

(Da(2)¢7(2) — 1) = (D, (0>kn—1)+2a' # (3.3)

et d’aprés le théoréme 2.5 on a:

Donc :

Montrons que : || Dyt

“ ‘Dp"swg:‘z = “ H2(U) = j (0) kn —

1+ ldul?

o0

Z ldnp < “ ‘Pn “H2(U) (34)
=1

- 1”?{2(U) =2-2D,(0) k,.

Pour r < llon a :

;J; / |Do(re)on(re®) ~ 17d8 = / |Do(re®)[* [oire®) [ dp + 1

Comme la fongtion D,(2)¢s(2) est analytique dans U, alors Re {D,(re®)y

est harmonique

D’autre part :

7

lim -
1 R —
r1- Z?TJ

—2Re -21_# /.D W(re®) s ue‘”)dﬁ}“

-

n(re?)}
dans U/, et ainsi :

w
2Re -é%_? ‘/po(v‘eie)ga;(reia)dﬁ = 2D, (0) k,.

S

L ( cf:()) ]2 do

I ? N 1 B
[1DreP e = L /

+7

= 5[ len@ p@ an =1
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Par suite, on obtient -

. Y . e
“Dﬁ On T }-H?f?ajf) = r]il}l* 5;/ po(re’3)¢;{re‘9) - 1‘261,4? =2 - 2L’p (U) kn.

L’inégalité de Cauchy et la relation (3.4) nous donne :

1 TN
P
>

=1

<

/ao

3l

\ =1

)(Z(z[ )P) (2—2D,(0) ,.n)(

En considérant le lemnme 3.1.1, on obtient :

o 2
E : AP

dnpfﬂ
p=1

lim
n—3o0

uniformément| pour |2 2 <r<l.

En utilisant les relations (3.3) et (3.5) on trouve pour |z| < 1 :

alors :

donc :

Finalement :

Ce qui donne la relation (3.2) du théoréme.

e (D

lim 7, (2) =

Fi-300

Iim z
T+ OQ

Tt

1 ——
Q&‘n 2 - Dp

b(2)¢(2) — 1) =0,
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sipy = (1-¢

3.4 De
suj

Ces exem
sur des form

Exemple 3.
pour &,
et comme

D(z) =1

Exemple 3.9

S exemples pour les polynémes o

rthogonaux
~ le cercle unité
ples sont, en fait, tras important ¢

ar ils sont solubles (illustratifs)
lles explicites

basé

L. Cas libre voir [25)
=z" ze€D

INz) = lim,,_,, o2 (2)7! on trouve
pour ou(z) =1,

- (Polynéme de Bernstein-Szegs) [25]

Soit { € D, pour n 2lonad,(z)=— I

Pour

1-[¢)? de
W) = T g
2)/ (L= ICI%)2 pour tout n> 0 on g

r2y1/2
D(z) = “"“‘(11@@3 |
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des
polynomes orthogonaux pour la
classe |polynomiale de Szego

4.1 Introduction

Soit o une|mesure de probabilité de borel qui n'est pas triviale ( le support de
o est un enserpble infini ) dans le cercle unité T — {z : |2| = 1} on considére les
polynomes orthonormeés n 8550Ci€s a la mesure o,

/ OnPmdo = -
4T

ou Oy, est le symbole de kroneker. Parfois, il est plus commode de travailler avec
les plynomes normalisés orthogonaux {®,}, D,.(2) = 2" + Gupg 2™+ - + Anp.-
Ces polynomes satisfont :

avec

/ (I)n(:[)mda' = Cn(;um
T

en = ||@)|2 = ./T | @0 [*dor.

Les polynomes |®,, générent une suite a,, lan] < 1 dite coefficient de Verblunsky

par les relations

de récurrence ;

Dri1(2) = 28n(2) — @, D2(2)
0711(2) = B;(2) — n2®y(2)
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ou ":b() ( Z) ==

d’etudier les

» B5(2) = 1 et b (z) = z‘"@n(%), inversement la mesure o (et les
polynomes (ip,,)

sont completement determiner par las suite (ax) d’ou il est naturel

propriétés de la suite (ay) et les polynomes ,,) en terme de o.

On rappelle que o est une mesure de szego (o € (9)) si do = do,, + da, =

7
Cpedm + do,

Ici o, est la §
sur T, dm(t)

Le théore

et o,, la densité de la partie absolument continue de o est tq :

/ log o, .dm > —oc.
JT

vartie singuliare de o et m est 1a mesure de probabilité de lebesgue

dt/(2mit) = 1 /(2m)d6,t = ¢ ¢ T

e suivant est classique

Théoréme 4.1. (Thépréme de Szeg6) [25] Soit ¢ une mesure de probabilité qui

n'est pas triv

Corollaire 4.

Démonstration.

Proposition 4
TA(T, do) pour

le , '{(ij};i.ﬁ sont les coefficients de Verblunsky associés alors,

ﬁ(l ~ laf®) = exp ( / logcf;cdm) - (4.1)

=0 T

1. Une consequence du Théoreme de Szegd est :

00
E: [ < 00 < /log ol > —o0,
j~0 T

oo

i &

:} Joif <o & a2 <1

=0

Y=% ﬁ(l —laf®) >0

=0
< exp ( / log o;ﬂdm) >0
T
& / loga, dm > —x.
T
O

1. [25] Soit P la projection des polynémes sur la fermeture dans
o une mesure de probabilité qui n’est pas triviale . Alors

(1 - P)z7Y| = Jim [|&,]| = H(l ~ laf?) 2,
=0
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Lemme 4.1, [25] Si 271 est dans I Jermeture du vect des polynémes dans L2(T, do),
U en est pour 2 Pour tout | ¢ N.

Théoréme 4.2. [25]
Soit do une mesure de probabilité non triviale sur T avec {122 sont les coef-
ficients de Verblunsky. Les polynémes sont denses dans T2(T, do) si et seulement

8i

ﬁ(l =lal?) =0. (4.2)

=0

Démonstration. Si (4.2) omet la Proposition (4.1) montre que 2~ n’est pas dans la
fermeture, et donc la fermeture n’est pas toutes 1,2 JInversement, si (4.2) fonctionne
par la proposition (4.1) et le lemme (4.1), tous les polynémes de Laurent sont dans
fermeture des polynomes . par le Théoréme de Weierstrass, tous les polynémes de
Laurent sont denses dans les fonctions continues dans [|l|s0, done dans L% alors
les polyndémes sont denses |

D

Rappelons que si o ¢ (S) on définie la fonction D située dans Pespace de Hardy
H?*(D) dans D = {z: 2] < 1} le disque unité , comme :

1 ¢ Zz 1
D(z) = exp <§ [&‘ {-} Iogaacdm(t)) , (4.3)

On a vu dans le chapitre 3 pour tout o &(S). Alors

pour chaque z ¢ D,de plus,

Igm D(2)gi(z) =1 (4.4)
lim / [Dg}, — 112dm = 0. (4.5)
N0 T

Considérons le polynome trigonometrique p avec p(t) >0,teT. Sans pérte

de généralité on|peut supposer qu’il est de la forme :

N

p(t) = [T It — 2% (4.6)

k=1
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ou (i sont dés points de T et K > 0 sont leur muli
la classe polynomiale de Szegd (o € (PS)

Le resultat principal dans ce chapitre et |
les polynomes orthogonaux associé 2 la classe

soit :

Y

-

/ p(t)loga, dm > —oo.
JT

K(t, z2) =

t+zqt) t+z
t—zq(z) t—z2gy(2)

ou qo(t) = ﬂ;:;l(ii - ()2 e tN' N = 2ok K, et (1) =
C = (ITu(=¢}* ) Lalors |C]

(-

D(z) = exp (é]ﬁ’(t, z) Ioga;edm)
T

Fole) = exp ( / K(t, 2) log ls&:ldm)
T

qr i1+ z
(2) == exp ( / ——
Tt—z

4.2 Représentation CMV

P(t)

plicities . On dit que o est dans
), sido = o, .dm + do et

(4.7)

"homologue des formules 4.4 , 4.5 pour
polynomiale de Szegd .
Soit o €(pS).Considérons le noyau de schwarz modifié :

(4.8)

Co(t) tq la constante
=1let q(t) = [T, |t — 2% = p(t) pour t € T

(4.9)
(4.10)
1) log |07 |dm(t) ) = i—f

Dans cette [section, nous discutons la représentation de Cantero, Moral, et
Velazquez , dite la représentation CMV voir [24] .
D’abord, Ngus définissons la Base de CMV explicitement . Soit H k) espace

des polynémes

e Laurent engendré par {2/

sur M.y dans L2(9D, o). On définit -

H { Hirwy sin=2k,

’H(_k,k) sin=2k+1.

et P™ est Ia projection sur H®,

On définit anssi

par :

_m):{
An

Sk
Py

i

sin =2k,
sin=2k+1.
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et la Base (!

avec (1 — pf

On introd

4.3 Con
de s

Fixons pour

analytique P

ici Py : L(T) -
Posons maij

ou C , Cy sont
lebesgue m resp

» Ao =2 [ p(t)d

Nous réécrivi

0

v(C)=Y]

==

ici ep est une b
deplacement

Lemme 4.2, /2

PR

N+1) = n(zy,. ..

MV par :
(I _ p(n‘l))xv(lﬂ)

= Py, o

2P £ 0.

uit C qui est la représentation CMV defnje comme

s

suit :

Cii(0) =< xi, 2x; > .

dition polynomiale de Szegt et les re

gles
'omme correspondants

le reste de ce chapitre p par la formule (4.6) on définit le polyndéme
4 :

P =2Pp), P = 20O b

+ H*(D) est la projection de riess .
ntenant

D(C) = / ploga, dm
T
V(C) = Aoto + Retr(P(C) - P(Cy))

les representations CMV associé a la mesure o et la mesure
ectivement , on a rang (C—
n .

de
Co) < oo aussi, ly = >k log(1—[ay[2) V2

-

ons maintenant

{40 log (}“j log(1 — fcskrz)”"") + Re((P(C) ~ P(Co)ex, ex)}
k

ase de I*(Z;) .on defint T(A) = S*AS ou S et Poperateur de

] Il existe une fonction v tq :
s TaN+1) = ¥(T2, - -, Tanga) + (T, - ., Tay)
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et p(a,. .., Lan+1) <0 on definit maintenant

2N+1

V() = >

k=0

{Aplog (Z log(1 - |ay| o 2) + Re((P(C) - P(Co)ex, )}

+d no7*C) +1(C). (4.11)
kz

Théoréme 4.3. /: 1] Une mesure o soit dans (pS)-classe si et seulement s T C) >

—00 & Y no

7*(€) deplus,

®(C) = ¥(C) = ¥(C).

4.4 Comportement asymptotique ponctuel pour les
polynémes orthogonaux dans le disque unité

Lemme 4.3. |5/
dans (4.9 )et (4.10

@) 1DE)P =

(ii) &, = tnee] ,

Soit o € (pS) | les polynomes 3, et la fonction D sont définie
). Alors

Jac p.p surT,

2K, A
(n) () ] 2T Ck
- g (i2e))

k=1 Y,

ou ASY , AD, € iR et A Es ER.

Démonstration.| Pour montre (i), on voit que

log [D(2)[? = Re / :f ;((Z;I og o (t)dm(1).

Aussi, I]ﬂ'].(g%%) tend uniformement vers 0 quand z —s T\{¢} et g = Reg = p sur

T. = pour p.p 4,

z--3tg

€ T\{G:}
ez | 1 L+ z o r
lim log [D(2)]? = 31_3}) Tl / Rei — x?Re:q(t) log o, (t)dm(t)
1 ;
= ———p(ty) logo,.(t),
- to)p( 0) log g, (t)
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au-dessus, op a utiliser la proprieté de noyau de poisson R«*ﬁ")

z)

Un calcv;t montre que |3} ] = [0%] p.p sur T, aussi |¢h,] == 1 p-p.

D’autre part c

Yn

La fonction dans

m a

~esp / { = "(”q(‘,) e ')} log |23 Odn() )

le erochet est rationnelle de degrée 2N’ | N’ - Yr K} ses poles

qui ont les multiplicités 2 K k situé a {(.}

t+2q@) - g(2) < 2+ G\’
44 7( ~)czf( =a0(t) + )3 au(t) (;%)

k =i

ou ay , aj; sqnt de p{dynomes trigonometriques. Maintenant | on pose AU"} =

Jr a0 log |0t |din

?k = [rajlog|pzldm , on a [¥n] =1 p.psur T dou Ia fonction

sous Iexponentielle est purement imaginaire . 0

Théoréme 4.4. /5] Soit o (pS) . alors :

pour chaque z € T

™

lim D(2)g;(2) = 1

).

Preuve du théoréme 4.4 [5]

Choisissons |la
de définir

avec an(t) = (|4

constante (; de facon que 0 < Cip<1lsurT. Il est commode

j log o, (t)dm)

N 1 [t+2
Jn(2) = exp (—Q—/i‘f —
i log cx(t)dm)

» 1 i+ 2z
f(z)zexp(gf%t_

(t)| %) a(t) = g;c(t)cﬁ’, et z € D . Bien sir , il est suffisant

de montrer que [lim,, ., log fa(2) = log f(z) . Rapelons que e l@i72dm = 1 [25]

on a

/T ful?

1 Cip 1 Cip
dm, == e dm = / ( ?‘) dm
4 (1‘?’;!2) T.hpz]-2<1 ’ipn! )
1 \9»
+ / ( - 2) dm < 2.
Tosl-2>1 \ 23]




Il résulte également que [ |/12dm < oo . Done, les fonction [, J sont extérieures
et {f} est tniformément bornse dans /1*(D) . Une boule dans II*(D) est faible-
ment compact, done la Convergence faible implique Ia Convergence ponctuelle sur

. Par conséquence ; il existe une sous suite {far} de { fa} qui converge vers une
fonction fy € H2(D) dans D).

Maintenant on montre que fo = f . En effet, pour z € D

1 Z
limsup = / Re * :
n 2 Jr

L
p(1) log
P — =
1 L4z ' _
< 3 Re p(t) log o, dm(¢).
T oy

dmi(t)

z 5|2
t—2

Iei , les mesures |7 |~2dm tend faiblement vers ¢ (voir [24] corollaire 2.4.2), et
les expressions ci-dessus sont semi-continues, cela implique [fol < 1f(2)| pour tout
z € D égalemant nous observons que

1
les?
ou U est une expression de 4.11 et C,, et la matrice CMV tronquée et d’apres le
theoreme 4.3 an a log f (0) = (1/2)C1¥(C). En particulier , on a

. - 1 -
log £.(0) = /(C;p) log dm = 5(3] ¥(C,),
T

lim ¥(C,) = §(C)

TL—30C

qui est équivalent a

log fo(0) = Jim log f,4(0) = log f(0)

comme la fonction f est extérieure s Lol < [f] et |fo(0)] = |F(0)] cela implique
I = fo; done {f,} converge vers la fonction f .

4.5 Comportement asymptotique des polynoémes or-

thogonaux dans le sens 1.2

Pour tout e > 0 soit Bl{]={z:]2-¢| < €}. soit Q, = D\N(UeB.[(]). Tt =
TN B.[(] et A= Updt . On doit introduire trois lemme pour les utiliser plutard
dans le théoréme essentiel dans cette partie.
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Lemme 4.4. [5] Soit o € (pS) alors pour une réunion finie d’intervalles E cT
ﬁmjup /é pllog(¢}, o, ldm < oo,

Démonstration. On cormmence par montrer que
ihgfupjézﬂog+ﬂﬁiﬁa;34"%<500

on sait que log™* z < T pour z > 0, et on trouve
[ plae* ez el yam < [ 108 (312, )am < ¢ [ onfea, im
E E JE

< C/Jg:nizdg =,
T

Pour montrer que

limsup [ plog™(|¢: %" )dm < oo
n + B

il suffit de voir (ue

lim inf f plog(|¢; |20, )dm > — .
% E

Et d’apres [24] |on sait que les mesures { [} |%din} tend vers do, et par la semicon-
tinuité :

lira sup [ plog dm < / plogo, dm
A A P R

par conséquenc

LW
[y

lim inf / plog(|es |20, )dm > 0
k] JEBE

et le Lemme est) prouver. O
Lemme 4.5. [i] Soit o (pS) et
e g | 1 - *(2 7 \
tale) = D(:)7(2) = exp (3 / K (2l ) ).
T
Alors, pour z € )y,

Ce

[€a(2)] < —T\/?—_}Z_]’

ou Ce ne depend pas de n.
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Démonstration. Nous obtenons ¢, = July avec

- 4 ] . ¢
he=ew (3 [ K. loguw;:zam)dm) |
A,

S

Ja(2)=exp (% L . K (1, z) log(] ;a;]gc;f)dm\’

Pour 1 € A] 2z ¢ (o, les expressions It +2)/(t - 2). Jqu(")]
Lemme 4.4 njontre ¢ que

sont bornés. Le
lim sup / pllog(les 2o, )dm < 0o
n A,

= |2 < a pour z € {dy.. Et pour f. on a :

7@ =ew (3 [ K02 log(5.())dm )
T

N 1 t{—a () " | 1 t‘+zf ‘ 5l \
= exp ( 5 J{E g ‘\f' )~ )lc;g ﬁn(t)dm) X exp (§ fT e Log(ﬁn(é)dm- )}
= 90(2)9,,(2)

ol

) 1 L€ A,
lh, e T\A,.

Le Lemme 4.4 jmplique

lima sup f pllog B.ldm < co.
nJr

Comme 0 < ¢ g p(t) < C pourt e T\ A., on trouve

lim sup / [log B,|dm < oo.
T T

De plus,

zq(t) — q(2)
;fi—zqth(zf !SC

pour tout z € Oy, = |g,| < C
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- . Iz 5 . .
Les fonctions Yn compris dans la class nevanlinns, sont exterieurs, et

/ |9 [*dm = / Bndm = / leio, dm + m(A) < C
T JT JT\ A,

donc g, € HX(D) et llg.ll2 < C , on utilise Pintégrale de cauchy sur H*(D) pour

trouver :
" i 1 LEd
n(2)] = 1(%: it?t)l < Hgnﬂzjll —1§t

[ on a

C

e
2

Y

Lo

Lemme 4.6.| /5] Soit o €(pS) . Alors

lim / }13;5; —1[%dm =0,
II

00

ou I est un aye fermé sur T ne contient pas les points {¢;} .

Démonstration. On fixe w’import quelle arc J qui ne contient pas les points {¢G}
et tq I' ¢ I. Comme avant, £, = f)z,?;.

Soit 2 le domaine ombreée dans fig .1 et soit aussi 4 : D > Qetv: 0D
des applications conformes mutuallement inverse de ces domaines, u(v(()) = ( et
v(u(2)) = z pour z D, ¢ € Q et 90 la frontiere de Q, 0N =Tulu Iy, ou I est
Pare sur T et f;, 1 deux segment, voir la figure. Les angles entre 7, 7, et 15 sont

m/a, a > 1. de|plus, soit Co=u(0)eQet T2 sont les coins de (). 1] est simple
de voir pour i = 1,2:

(i) 1l existe deux constantes ¢, C>01q
AC =l < [(Q) — v(m)| < Cl¢ — )
pour ( € Bs(m)Nflet §>0.

(ii) Par conséguence

€l —ml*F < W (Q)] < CJ¢ — pyfo
pour ce (
(iii)
(=1 < (O < e - [K)* pour¢ € I U I,
d¢—ml* < lv'(C)[ < C|¢ - 1;5}“"Ipau7‘§ el
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De plus, on|a

Js

() = 110" (Q)lld¢] = /(;ﬂ (1€(OF ~ 2Ret,(¢) + DI (Qlldc].

Nous comme nigons avec le second terme sur e cOté droit

[ 2R OR Qlldel = 20 [

= 47 Rebn(u(0)) = 4 Re&n (o)

ou &n(2) = &,(u(z)) et |dz| = 2ndm(z) = df, z = ¢ L'expression 4 Ret,(¢y)

tend vers 47

Aussi,

/BQI'U’“dC] =j;!dz] = D

il reste 4 monkrer que

On divise I'int

lim [ &2 ||d¢) < 2n. (4.12)

L e o] J a0

egral dans 4.12 on deux integral sur Jet/, U 1y

[ 210 | = /I s lPonle|ld¢] < 2 /I a2 |do

et la derniére quantité tend vers J; 11l

Maintenant, on tourne vers 'intégrale sur th 1, pour tout § > 0

J LHiul ‘/fi UI?;*CL\/.I“&

[ e 1| =

+ / o
S LULL [¢j<1—6

on trouve pout a > 1

4 3
[ SO TRy iy
JHUlpJ¢[>1-5 0 S Jo

on prend 4 > (

— 615(!“1

) petit pour satisfaire Cé>-1 < €, Dous pouvons garantir que

/ 10 (Ol
UL, |([>1-8

< €.

Alors quand £, tend vers 1 uniformemenet pour [¢] < 1-4, nous prenons n assez
grand pour avoir :

< €

/ a0l ~ [ o/l
SHUR [C<1-4 LUl Kl<1-38
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on fait la somfme

ce qui montre}

FIGURE 4.1 -

des inégalités ci-dessus pour n grand

/

;
Jﬂ Ul

[€nl?lv

1 2 ?I =
Jim / Pl = [

< Ce

ldg| - /  Wllag

|v'lldc].
ul,

1

Alors la relation 4.12 est prouver. Donc :

< 27T.Iil,n 2Re(1 — &,(G)) =0

. . » 4
et le lemme est| prouvé pour n’importe quelle arc fermée J clI.

Remarque 4.7]. (i) Le lemme marche aussi pour une union finie A = UJ

est un ar¢ finie qui ne contient pas {¢}

(i) Pour ces afcs I, on a qussi

lim
n—200

(i) Pour A C[T definic dans (i),

lim sup
n—00

/ | DG 2dm, = m(7).
JI

/ |&a]2dm < m(T\ A)
T\4
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it {(k} mécessairement se situe sur (T\ A).
Pour prowvé (i) on q |||

ballezy = [1fza)] < le, - Ylzzy 5 0/ pour (iii)
ona:

iy [ 6 = b [ o i = i

done

lim sup / [enl®o, dm < 1-liminf lnl?o, dm
n-rc0 S\ 4 n—oo [
~ - ,,I.I_I;EQ /; lenl?o,.dm =1 - m(A) = m(T\A).
Théoréme 4.5. (5] Soit o € (»S) . Alors :
lim / D&, — 112dm = .

T

N300

Preuve theoreme 4.5 [5]

Pour la préuve on utilise le Lemme 4.6 et 13 Remarque 4.1

» 01 prend ¢ >
fixé. Aprés on lchoisit A — UL, m(T\A) pour n grand

/ [én — 12dm < Ce.
T\4

D’autre part par le Lemme 4.6 on 4 :

lim / [én — 1)%dm = 0.
A

n—3oc

Exemple 4.1. |/5/ {24]

On achéve quec un exemple illustratif, nous avons o € (mS

£

avec
1 2
= 5}1 —t*=1-cos#

si et seulement i {ay,} € I4Zy) et {agyy — o} € I3(Zy), c-d-d on g

27 ;b
(1 —cos@) Ioga(w_g B

st et seulement si N

D 1o — ok + Ja* < 0o
k=0
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cas lg .

En particulier, nous avons -

et

ol

}X’I (1 .;Z) =

¥n(z) = exp ( A,
b

k=0

I+2(t-1)2
[~

t—z i

. B
1-2
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ont montré dans [5] que le Théoreme 4.

D (2) = exp ( % /'K; Ki(t, 2) log cr;c(t)dm(éz).)

(=)7)

Ay l= :: log(1 — |y )?)/2, B, = i—Im (azg -

k

i

=1

¥ q 0¥

4. est applicable qpec ce



Bibliographie

| M. Bellg Hernandez, J. Minguez Ceniceros, Asymptotics for extremal polyno-
- mials with varying measures. Electronic Transactions on Numerical Analysis.
19 (2005). 29-36.
[2]‘ M. Cantero , L.Moral and L.Velazquez | Fwe-diagonal matrices and zeros of
orthogonal polynomials on the unit circle. Linear Algebra Appl. 362 (2003)
' 29-56.
[3] 1. Chalendar . Analyse fonctionnelle :Fonctions Harmoniques, Classe de Ne-
vandinna,Espaces de Hardy, et une introduction aur oplerateurs de Toeplitz et
‘de Hankel, Springer-Verlag. New York (2008).

[4] J. B. Conway , Functions of one complez variable. Springer—‘Verlag. New York
(1973).

[5] %S. Denisoy , S.Kupin, Asymptotics of the orthogonal polynomials for the Szegé
class with a polynomial weight. J. Approx. Theory (2006).

[6] Ya.L. Gerpnimus, Some extremal problems in L,(o) spaces. Math. Shornik.
31 (1952) 3-26 [In Russian].

[7] Ya.L. Geronimus, Polynomials orthogonal on a circle and interval Pergamon
Press New| York (1960).

[8] 1‘5& A.Gonfchar, On convergence of Pade approzimants for certain class of
meo- morphic functions. Mat. Sb. 97 (1975), 4
|

[9] G.H. Hardy, On the mean modulus of an analytic function. Proc. London Mat.
‘ 5 -
Soc. 14 (1915) 269-277.

[10] I$ Hoffmah, Banach spaces of analytic functions. Englewood Cliffs. N.J-
Prentice-Hall.Inc. (1962).

49




[11] V.A. Kaliaguine

» R.Benzine , Sur I, formule asymptotiqu
thogonauz ass

0C1€s 4 une mesure concentrée sur un contour plus une partie

discrete finie. Bull. Soc. Math. Belg. Ser. 41 (1989) 29-46.

[1?] V.A. Kaliaguine, On asymptotics of I,
curve (0 < p < oo

e des polynémes or-

extremal polynomials on, o complex
) . Journal of Approximation Theory. 74 (1993) 226-236.
[13] V.A. Kaliaguine, 4 note on the asymptotics of orthogonal polynomials

complen arc : the case of o mesure with, q discrete part . J. Approx. T
80, 138-145 (1995).

[14] V. A. Kaliaguine
- orthogonal on,

on a
heory,

and A. A. Kononova, Strong asymptotics Jor polynomials
a system of complex arcs and curves : Szeq 20 condition on and

& mass points off the system . Pub. Lab. ANO. Lille 1. 410 (2000), 1-17.
[ 15]‘ A. Kolmogorov, S, Fomine, Eléments de Iq théorie des fonctions et de Uanalyse
fonctionnelle . Editions Mir. Moscou (1977).

[16] P. Koossis, Introduction to H» Spaces

- London Math. Soc. Lecture Notes

' Series. Vol 40. Cambridge Univ. Press, Cambridge (1980).

[17] 'P.P. Korgvkin, (Op polynomials orthogonal on, 4 rectifiable .
to a weight function . Math. Sbornik. 9 (1941) 469-484

[18] G.M. Krein, On generalisation of some investigations of G. Szeqé. V. Smirnoff
and A. Kblmogorov . C. R. (Doklad) Acad. Sei. URSS. 46 (1945) 91-94.

[19] X.Li,K. Pan, Asymptotics for Lp extremal polynomials on the unit circle.
Journal of Approximation Theory. 67(1991), No. 3, 270.283.

[20] X.LiK. Pan, Asymptotic behavior of orthogonal polynomials corresponding

'};a measure with discrete part off the unit circle . Jowrnal of
Theory. 74 (1994) 54.71.

curve with respect
[In Russian].

Approximation

[21] ﬁ‘ Nazarov, F.Peherstorfer,A. Volberg and P. Yuditskii, On generalized sum,

rules for Jacobi matrices. Int. Math. Res. Not. 3 (2005) 1550186.
[22] H Peherstorfer and P. Yuditskii, symptotics of orthogonal polynomials in the
presence of|a denumerable set of mass points. Pro. Amer. Math. Soc. 11 (2001),
3213-3220.

[23] W.Rudin, Real and complex Analysis. McGraw-Hill. New York (1968).
[24] B%..‘Simon, Orthogonal polynomials on the unit circle. AMS . Providence (2005).

50




{%5] B.Sim¢
- turbats
[26] V. J.51
pleze. |

155-179.

[27] V. J.Snf
qui s’y
337-372

[28] V. J.Sm
plex Vag
MA (19¢

[29] P.Soueti;
T. 21 (1966) |[En Russe]

[30] H. Stahl
thematic

[31]| G.Szegs,

nomen emers orthogonal

[32] G.Szegp,

[34] G.Szegs,

rican Mat
[35] H.Widom,
n the com

[36] A.Zygmun
Press (195

m, S
ons of Orthogonal Polynomials. Princeton University

hirnov, Sur la théprie des polyném,

lirnov, Sur
rattachent. Bulletin de |

plezen Eb
[33] G.Szegs ¥
geles (195

€90 Theorem and [ts Descendants - Spectral Theory for L2 Per-

Press (2011).
es orthogonauz & une variable com-

ournal de la Société Physic&Mathématique de Leningrad. 2 (1928)

les formules de Cauchy et de Green et quelques problemes

"Académie des Sciences de I’ UR.S.S. (1932)

irnov,N. A Lebedev, The Constructive Th
iable. Nauka. Moscow. (1964) [i
18) [Engl. transl].

eory of Punctions of a com-
n Russian]; M.I.T. Press. Cambridge.

ne, Polynémes orthogonauz sur un contour. Russian Math. Surveys.

and V. Totik, General Orthogonal Polynomials. Encyclopedia of Ma-
$ Vol. 43 (Cambridge UniversityPress, New York, 1992)

Uber die Enttwickelung einer analytischen Funktion nach den poly-

systems. Mathematische Annalen. 89 (1921) 18-212.
Uber Orthogonale Polynome die zu einer gegebenen Kurve der Kom-
ene gehoren. Mathematische zeitchrift. 9 (1921) 218-270.
[.Grenander,
8).

Toeplitz forms and their applications. Berkley Los An-

Drthogonal Polynomials. Amer. Math. Soc. Collog. Publ. ed. Ame-
n. Society, Providence, RI. 23 (1975).

Extremal polynomials associated with a system of curves
plex plane. Adv. Math. 3 (1969) 127-232.

ond ares

d, Trigonometric

)).

series. 2nd ed. New york. Cambridge University

51




