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classiq

itaires. On t Egalement, eiter cles rnath€rnaticiens c{}.mrtre : Crerl
l'18{}4-x85U, ie*r He.arik Abel {1g0?-1SZg) et {lharlkx He:rmite {,tS??_

soucier de orthogonaux?
,= de$ tu particulidre tr€s siruplex, 1r*ut l* mo*de les corn_

::: fft]{l chro,ses siupl*s, er outre, ce p.[r*nt-r.ur*ne a,pparait ta-
rs la 'rrie

orthogonaux *omporte de'x ;rart.i*s essr:rntielles g{ri
premi*re ait,e l'asFect alg€brique et I'autre a:ral.yftiqp*.

alg6lrrique ce.tte thdorie est en relation a,vec ltn fonLr:t;ions spii
ccncrets comme c.e.ux cle Jlacc,trie, Hil,ha, fukev

les polyn&mes q-orth*g.ana,utx!....
e eng$obe la th€arie dm polSrr6mes ortJhogrrnaux Cr plusieurs

ue traiie les questions d'ar:r;ul$.se ct ceux en
d'a*alyse math6matique- so* rsre eeise.tiel esi da*s
niaux sur Ie cercle et la droite:r6rllle.
orthago**'x rassernble de *cnnbreux brcunr:hes ma-

orthogonaux esi un classique rCe nrir.l;h€mLatique. IIne
te.t; orthogoaa,ux a comrrre.nc* a.rrec l,mqu€lrhe d,un tJpr:

. Les plemiers trayaux sur le srt'et sont ce.*rr du rnat,he-
ricjh Chebyshev {1g21_1gg4} et lte N€erlantlais T.homas
Nous pouvo*.* aussi reve.*ir err arririre da"im l,histoire:
re cle Adrien Marie Legendre {f?S?_IB33i sur les mcu_
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ftx plus iniportauts da"ts la th6o.rie des polyrr0ures od;hog*_
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e.me <le Riemann-Hilberl;, Th$o:rime cle,R;arlon, .[Iar_
nailes, Reprd*ntation de group*, Tt*krrie rles c*des.
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surs J"t et les p,*i;J, il existe une hiiirar,ohje desr l;.ypes rle
tique ous citons ici les plus courants, qui scmt ;a,$)piel6s fort

t asympto,tique faible (nth-rioot). (3ros;so modo.

;II" e,, w) ,

tend, verc u Iirnite sur urr certain ensernble der ver,leuns a € C
(Ji,.l) la ion rp doit €*re choisie de rnaniiir"r: appropriee).

de la the.orie *symptotiqrue des polyrulm*s iorthogo_
sur k:s orthogonaux pour lequel la mrxule d!r::thog+.
stu la rrielle (OPRf,) ou sur le cercle uni,td: (CIF UC).
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n(ffiure: o F* on explique l*, nation d,, compr:r*enrent aqy'nptotique
r orthogonaux au.ssi les pol}mdmes ortrrogonaiux crer,s,siq'rari qui scnt

les plus s de <ns polyndrrres On don*era ensuite ln* p:riaci'au-:{ {la{t c€ldbrrxtut

Oni dans Ie chapitrc 2, Ies cutls fanctia*ners *e bas,*po,u:r *tudier leprobldme poll;erurent asynrptotique
L'auti

On

th€crie

{D crarrt

de Ha.r'dy

chapitre.

etG.
Chapi

Ch

Le

ll'€tude tlu

;rour la cl

l;aticn de

Ilrincipaux

rliitx rappeler le rotions 6tucri6es dans ra ri*:nse concernant ra

:tionn*'l de base rxt rnespace de Hardy crans rr-" disque u:rdi;6,ff.r{D}
rlne unit'€ ouyert du plan complexe)- tiln dolme.ra la r*lEnition de

*te pour touLte fonction de la crasrrc ,Hp{n}) . r}'i1111,1',"r, espar€s
$i I'ext.rieurr du disque unit6 sera €gare:me*t 6tutdi6 d.,?ns ce
it aussi les lbnctions dites de szeg,ci asscrifus; i';ux dr*nraines r)

v**r)* ft' l"l > 1.

Ile'nisov *t s. Kupin tait I'objet de notre <lernier,ch.apitr* , on fait
tl u comportr:ment a-svmptotique rtes polpnsrnes orthogon€,L\

ynor:rriale de szr:gd (ps') * passant par les noticnr* d.e lFlepresen-
et les rdgles de som'.'e que nous utilii,ons pour montr.e;r I'un des
r€imer , Fub nousr€nongons les deux thdor*mes du (]omp,c*ement

asymptoti r.relllement et au sens L2

I'espace trt sts proprititds foncl'raen*ares. on ir:Lsiste.ra s*r l,,exiistrnce d.,une
limite

Ce t* bar# sur I'article de szegri conce.rna.nt l* ci.mpo'temerrt asymp.
totiqu* orthoganaux sur le cercle . La forrnule aqanptotiiqrre ties

osona,ux {r"("2)i associEs A a est :

{1)
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Soit rn
',fro

Si'il existe

que rr est

xure , o1r rra voir ce.rtains tle se.s notiorx lgl , [Zgl
1,1 [231

- Uue de l3'fel tst u,e uresurs d*firie sur ra tribu dtx bor€Iie:*s B tl,un

- Une

]grquq X separ€ et lacalement compact"
de B{rel s est dite positive si a{E} € rR+ u 1r+-oo"l pour tout

pr{6liminaires

rC$ thdorie de la rnesure

lex n{us iruPortauts que *o*s utiliserons clerls r:e mdru*ire ext ra

,B de -l[.

ue p$sitive sur u&e tribu'ir et soit o une nrsure arbii;raire sur
pcrsitive ou ccmplexe.

rcmbller 4 . T tel que o(&) : o{A n.&} poul tout &' €: 
,ir, on dit

Far .,4" $eci equivaut d,l'hypothese riE) : S jpour rhout il t;el que

re de B$rel o est dite r€elre {t*p. complexe) si o. {r})- IR iresp.
pour toft borflie,n fl de x. Nature.lle.ment l,es naresures de Borel
t des rnefrues de Bnrel c*mplexes et ce sont d.es raesru,es finies.
1.2 [:t3]

Si o(E pour tput E € T tel que rn{E} : 0, nous discns que cr et
mtre par rapport i, nl, et €crivons

s <.n?^

s

Il fl A:8.
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Soit cr

est lur sort.s

vectoriel:
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* o2 ciieux mesures sur f *t *upposonr* qu,il ,existr: deu:r r:nsemblesIl tels enl€ sr- sait port€e par ;l et a2 scit portde p,ru l?. Clin dit que
ntutuerllement singulidres, et on 6crit

o1 ! o2.

1.1 {,Theor€me de Lebesgue_R"adoa-Niko4yrn ) [:lBt
me.sufe positive a-fiaie srlr tul ttihnT sur lul ensre.natrle ill, el; soit n

itiver e.t finie, oo et o* le sont aussi et oo L *o.
(b) ll exi unicp;re 6l6ment Ii e it{rn} tel que pour tout E t=.7

o^(n): { n,a*,.
Je

"i snqrpelle la ddcompmition de Lebmgue tls r rrd*tive ii rn.
est connu sous le aom de T.heorAme cle Rad.oa_Niikaclvn:.
s* srnrrue scus le nom de la cr€riv€e d"e Radarn-N:ilndy.ur ( deusitd

Jtde o* pal d. m. *n peut I'exprimer scus la farme ft == fi4ro,t'fivt, *6u meme

nplere'sff f.
coupile *nique de rrresures eomplexes rro et d* su,r ?- {;el[][es que

*o*

de polynsmes orthogonanrx

de Bcrrel positive, fiuie, dolt Ie su;rpcrt rot,6 .F == sulrytrl),
iLlfirni drr plmr **rrrplexe C" O* dfuigue par L2 (iC, ar) , I'espace

d.*

2(c,,o,; -{r: c -+ a,, 
fl/(r)lrdo{") . -r*}, (1.1)t,l

e) ,61;eini I'int€grale de Lebesgue relativement i, la mesure {-y.



conditioyts

alors Ie

est uni,que.

Preuve
Il su{fit d'

dans I'espace

1.3 Pro

Les

nous sera tr*s

au{z, {t; ry udri Jes de la pruposition j.l Notons p&T lt1y.1 l,enaemhle

{ra}[ te produit scalaire complexe

tr f\Ls)*: If (z)sk-)tu(z),
J
C

On note

pour /, g €
L'espace

D6finiti 1.3
Soit ct rne^fine

i,nfini d" pri dam;
naw assotyi. dCa

4 L"{z) un
2) Le {i"

Proposi

L? (C, ct
' {''')*) devient un espace de Hilbert com;olexe. {voir [r5] ).

?{C, 
cr).

1.1

Hilbert

{1.21

e Borcl pos'iti.ae, finie, rlont re xtpport F cnr*f,ent un nombrvplan eotlnpsl,ese- On *ppelle ,systdme de palynhrtes orthaga_

-* ,erm*ri"i,

uJwe nofinalis €. de dtgy€ n, c,esl- d, d,*e; l* (s) _: zn+....
)l*en est or-thogonal dans I'esp*ce.Lt (C:, *); c,est rt, di.re :

L*(rltdd*{z} : o; sr n # rn. (1.3)

Si a uid Ies de. la d*finiti.on l.l ei sd l*s yn*rntylts d,e. la me.sure.* ed,ster$: c d di,te

{ e Lz (C,.r} i n:0. 1, 2...; (1.4)

arthogonaux assocd&s d ta mes,wre * eri,ste et dt

proc6.d€ d'orthogaaalisation arr s5atirne lilb,re {1, z, zz, ...}
L'{C.,*) {voir tlbl ).

Th6or€me
Soi,t {L"(z)

:ri6te

ile pa,ri'

itr" (e)l*.n passddent une prclrri6t$ extrdnrale qui

extr6male).2{
n*H Jf de polynhmts or-thogona** yzkttiilerrreylt h, Ia me-
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Preuve
Soit Q e

d'autre part

1.4

Detuit
On appelle
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.&tudier: lim
?_+og

La solutiaq

lL.5 PoI

Certaiaes

ti.culidre puisqq
c{}nune solutio

Les

guerre, et

Legendre,

largement

norrn$lis{s de d,EN rt. Darns ee c&.s tro es{ tc s:aiiuti,on d,u prvbldm,.e

,lL"ll'*: 
q11!1:, ffQff:

V/er,2(C,c).
(1.5)

A: E* Lx aueea,. : 1-
k:0

llafi: : llL*t'*+ i tor!, lltrlll.
$"=#

e* rnlnim2le si et se.ule.me.nt si as : {rr : -_, : {r'_r :0.

ortqment as;rmptatique

,blflnze pu comportemey$ asymptot ique des po tynn;,nnte s orlhog o na,wnesnr$ a l,dtude du probllne suirant :

{"): .u e F ou z € K; K com,pacr de C\f;; mrer: F== supp{a} .

ce prropldme ddpend en g6n€ral de cu et de son suppori .F,.

mre$ orthaganaux classiques
.gS dg nolvnfimp< nr*},*-^-^.I de polynOmes orthogonaux rev4tent

app{raissent dans ds aombreustx .o,rulll,.l[::lT::J*
1_.:.1:-tfr:- 

diff€rre.nrielles ay*,nt une sisnifica,rian plrysique.

"l _l"tt4u*:s 
orthogonatrx qui pcrteat Ie nCIm de He,nnrite, La_, uaz-

{ y tnrirnris tw eas particuriers nornm.s e*apn*r Tchebychev,
luer J $ont incontestabrement les syst.mes res prus 6t*di6s ets' ctx frois syst€mes sont appel* colrectivement 

'rx 
polyn.mes

tues.orthogonaux



i, pj"'s)(*) sant le* pary*Orues dffinis par.Ia fo.*rure

P"!*'s]tr ): {-,2 -"{nl)-I{t - "}-*{1+ *;-e al" 
[{1 _ $;*.**,{1-f ;p;,,+r;

iciaetf des tqrr)-I ,fl>_I

Les

cette

la plupart des

nGgatif ,

st la formule de Radrigues .
Parmi ls nomb cas particaliers qui ont regu une atjbenti<an parbiculidre. leVoici les pl

{cl: B: g;

Les pcl

*t/2)

/2)

p*{c} :.pjo,o}{r}.

ile 
flchebfchev 

de prenddre espece (.r: /j _,

r,,{*} : ztufr:) 
-'og-*,-i)g";.

de 
fTchebychev de srxonde espdce {er: ll: }

n*{r): 2k fi::,t) 
-' 

"r*,i)1.r;.\?r+t/
(h$enbauer {*: $}

f,g)t"t 
: (ti* 

-' 
{"+ 

20) pj*.*)1r,),
\"1 \ e

cu: .t _ t/Z t _!/z

o*ttJ*, d*){r) son* definis

,f,t"l : {re!}-I*- *.,ffif*"or-'i.

nombre entierresteat valables si a n'e*t pas utr!

d'Hr:r#ite, ff"{"} sont d€finis comme suit

tI*{r) - {- lJoc*' #t-*" .
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Remarq

1. Il esi^

Le

€tudi6

unit6

1.6

Nous

comportement

ou extn6maux

notre 6tude.

srur le cercle

en 1e21 (t321).

soci6sdast:

ori Oo est une

et por*e sou

1.1

rme enr"uc-t6,ti,5tiq'e cofttm,ttne
permet de les caract€r*er.

S

h d',e Ia fonnt

aAX)g" * os{r)gr'*.ly: g.

Eern'?nt asyrnptoti,que des palgndmes *rthoga,naaar: e:lass:iqztes a 6t6
Szeg,6 d,ans son liwe Szegti est lui m€we qtf, a d,6tt*loppr:i tlu th.6or{,e
ue ales' pawhmes orthoganarrc sa'Ie ee,c{.e unil\f-, e:t r!.,t:tz;terrsaile
des 'poids qui, r€pondent & Ia cond,i,tion $ite de fii,;,egii.

de rluelques cas 6turdi6s
r€surner dans cette partie selon la mesure o. et snor sup4nort l[,, ]e:
asfnrprft6fique d'une crasse assez large de por3m6*rr* *rt,ho,gronanx.

ative'ment d'lq' msure o et qui s'avdrent Ia plus inrt€:ressr*rte pou'

)0m .,ru compqrteme"nt a.*yrnptotique dres po$ndrnes or:iJhLo6r*nilrx
fonctiLon poid*s1 Ce probldme a €t6 6tudi 6 profilnd,0nnent prar [i,zeg6

formule asyrnptotique dm polynsmes orthogonarrx 1[?:;r1,2)] as_

r,{,)* ft, lel > r,

ctio* holomor;lbe dans re disque u'itd ouvert, c:oustruit* trra:r rizegd
' szegii a utilisd la prt:rpri6t6 extrEmal des p*l;r'r:rdrua* orhhr*glo,naux

d,es familles cl,assdEmes dt:: lto,lytfumes
En e$et, eles safts/b*t trrlte \dqxl(rtiltn

{1.6)

a) F: [- rrj ; rr 'n* absolpment continue par rappnrt a. ra mesu,re de Lebesgue
t fr, di:re :riur f-n, trl; c'

da : p(0) d8; p e Lr ([-.7r,r,] ,dlh p ] {}.

Ce cas cor

{1.6) . $+ m6*hode a 6t6 reprise e;t tl6.velopp,*) pc}ur trouver
poul trouver la

11



Szeg6 ([3a]

poids et de

([2$], [28J],

dlF=-
absolument

e) F:f

f) F' '= SU
cornplexe de la

srur chaqu,e 8;.
Ce q:as a profand.dment; 6tudi6 en 1g6g par H. \Ificlcrm {:i35])

[*u][,-, ; I 6tant Ie cercle u,oite, .e* € E:l:t { I,} , o =, ft *. 1, ,n est
concettrde sur ass*z g6n6.rale, et ? : El*it"*i la ) 0,

Ce a 6t6 ,4tudi6 en 1994 par X. Li et X. I'an p0l , €t a 6t;6 a;npliqu*
A,l'6tude de la bu.tion des z*ros d,* pofyasmes orthngor:Laoux associ.s ii, rr.

tyrnpto'tique d,*utres iype* d. polyrr6rnes *rth,qgonatu;"
et Gur:ranimtr* {[{), ont g6n€ralie6 cette €turcle clans h ca: c, ir s re.st

la fomuule

Krein {fl8l)
:nt car.rtinue.

b) i-: I 1, +1J ; do - p{r) dx; p > {}; p € Lt {[_1, +11 ,4-r) .Cje cas au comportement asymptotique dcs p,ol.yrrSm* c.rtJh*grenaruxsur lt:
les poly

::lryrTr" ".u, 
le cercle et ceux du segnnent* errr utiillisa,nt cette

avec fonctio* poids- szegii dans {i:zil a €:b*,bri une rerati.n eat;re

relation- il a rleduit Ia farmrrrre asymptotique des p*r3rr6nnes o,rthrogorra'ru:c sur Iesegment de

e) I.': g .S est un coltour de Jard*"rr reetifiable; o est; ahsotrument continue

** nurrtr,;;;;lt *)

par rapport la mesure long:ueur d'arc, c'est i{ dire :

rJrr: p11; {,idl; { e fr; p€ Lr{F,,,1,r€l); 1.::: 0.

asyruprtotique a toujours la forme suirrmrte :

?l. {,}} == fC {E) iF ir}J" r {s) [1 + s* {.s)}

oi, C(i}) est

(1.7)

maine f,l :
dans (1, sr-rl

compacl;s de

tre firtstante tpui d€pe.nd de 8, iF est I'applica:bion coniorrn* riur do-
l.O) vers i'ext 6,rieur tl.u ce.rcl,e *nit6; p r*t une fonr:t.i*n h,r:[on:rorpht..

d'uru probl+rne extr*maru rt eufirr 
".r, 

-+ 0 rmifonnr€rnr:nh srur ltxr

eu 191,!1, avait €tudi6 ce probldme mais dans le c;w oir p,=, 1,, et J!:
iette tlireorie s'€$t' d€velopp€e en consid€ranl de;s el*ssex r:!e fq:nr:t;ionsr

s cle plus en plus larges. On peut citer p;ar exernple : {iurirnov
inr; {f1fl), Geronimus {i61, paur 0 < pr < <x) lsouertine (t2g]) .

oti tr:rut .E; u;t ux co,'tour de Jordan'ectifia,ble oil ua ,irc. o est

s
U

t:1

"*]L", , E: 
uyrs* est I'urdon de conLtaurs ert arct dims le plLan

:lasse r1P+, av'tr HJfi86: fi, j * &,.e6 € erL{E} el; r11,,= r.r*

t2
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g6n6ralis€ e

ofi p est un

I
EAu6,u, Alt:l

En

g6n6raL

s) J7:
Ia forme :

appartient f,
conforme de

Ce cas a

h) tr': pt

>0.

v.

.S est

IllSrtllle

QtrGt

S*udi€

est Ie

et sera

Ia

et }a
s*go

tlu
de8

et A. Kononova [l4J dcnnent Ie rftrultat dans Ie cas

de Jordan analytique, la masure €tan* rrariable de

,dofW":ffi
positive coacentrde g, {n}n, mt une suite defr, Yn est de degr6 n, de z6ros ur,.ns, i : 1,..-, ?ar f${a}f : je > L, ori iF est Is, transformation

l'ext6"rieur du cercle uuit6"
par M. Bello Heraande.z, J. Miugurez Cmiceros [lf

t6. Ce probldme a 6t6 6tudi6 en Z00ti per ,S. Denisov
i au chapitre fV , pour une mefiulfe plus gen6rale
iaJe rle Szegii d€finie par

) : .'L {*rr) at * tu*{.,") ,

{1.s)

cuntinue dn* de o verilie la coadition

) Iogoi trd) d,s ) *ro,

ue, non n€gatif sur le cercle unit€ 'l.
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2n-
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2.I

Les

ont €t;€ i
G. H. Hardy

breuses

harmonique,

Delpuis le

des miethem

Nerranlinna et
dans u.n

Des,

intdresr;ants

ouvert.

CJhap tre 2

sip de Hardy et fonctilo.nrs rle
Szegti

de Hardy dans Ie disque, unitil ouverlb
de H;irdy lfe sont certains espares de fouctioaei holo,urorphes. IIsits pa,r Riesz en 1g23, ils dtaient nomm€s par lui ,en ll,]ronnerr de

La thEorie
, en raison de son papier publi€ en lglb .

dff espaces de hardy possde une procfue co,rurexi.orui il, d6 rt61s,_

T":::^rrr;l.tt:*r.rlni? 
*ora*u'e*t I'a*atyse rte tFc,urier* J*a.*alyx:

thdorie de la pnobabilit€.

il d*: G 'H 'hardy dans le disque unit€ ouvert, on trouve br*Erc,ourr
parmi eux V. J" Smirnov [26],l:tfi, pSj J.Il Litihlewotxl., R.

!Y. .Rudin qui a g6n6ralis6 en. 1gE1 l,,6tude de ces espitces
courrere quelcrxrque .

de K, Haffruap [10J, de p Kr:as.sis [f6J , de $. Zy.lgrmru.d [36J, sont
une ri9tude girpF,rale sur les e$paces de l{arelJ, clans k diisque urrit6
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Espace

,Soit CI

ail Muff,rj
semble des

Comme

d f e, r(D)

D6finiti
.0c classe

rQll€ I

on a lag+r: {
Th6or€me

-Uor:.s avons

prour0<$<p

,trp (D)r

{reC:

2.1

{D),

Mp(f ,

#lo

2,1

{$J *f

) , le disque unit6 ouvert. Notom Far: IF (&) I,ensemble
ans lD.

Warr:0{r<1;

* t'"lr b*Til"*l*, ,o < F < cn).

:Ia

<p

es per rapport & Ia uariahle r d,ans [0, 1[.
ition suivante :

o0. Posotts :

ll/llo :3?.44 (/,')

v*rne 2.1. La e[c";sse Hp{D} est d,€filnie eamme l,en_
) poo, lesqreiles 

ff /fln < m.

t* croissantes Wr npport i,la us,ri,filrle r d,ans [0, 1[,
toujours rJons F ef

ll" : 
olTl, {tt{u(f ''}} '

tian

?.1

2.2 [2t31

< m; f'r

2.2

loe'rl +
:2.3 [23J

incll

ilul
€ff

,Mn

(2.1)

I
sup

ojr<

'sr)r

Hp (D) , ff .fi") est un espmce de Banach.

la classe de toutm lcs fonctiorw yF e If(D) telles

log+ lJ(re{o;;dn < oo

aussi lag- 
" 
: (llog"[ - Iog*]12: .

{D) c fJ"{D) c,l|/



$II Ie

et donc

touts)0,
s ) 1. Pa,r

on a:

k,e* lJ{"

Llm
espir,ce,de Hil
le cercle unit6"
pour €,tudier

de cl:ouner les

Ilspace

Sioit lf :
lioncrlio:n

sinr ltl., pdriodiq

d€finitic,n suirnr

r?'?' pc'iuf 0 < s < p d'aprds I 'in6garit4 de llorder, pour l. mesurabrer:eutrd en 0 de rayon r eJ0, Lf on a :

f* / ,* .. 1

J_^ltt r*tl"do < (l_".trt -,ryoao') (ur,r)t-*/:o,

"f:l] 
s,rf%(J;4; *ty 

1:{&) c rr"(rD) pour 0 <1 s < p, Enfin, pourlirn*-**qgs-0.ilexi*= * 0 , il existe ,{ > 0 tel qrr:e !*o S .A pou:r toutsi l'mesurable sur Ie cercle eentr€ en 0l cle raJrorr r LJ',1[

log fl{red) ld'fi s o 
J,'u*,-,-,.i.ir,--,^;- .l'f {re'a)1dot {,€l-l|',rl:lf{f"ta)i> t

a-tJ

2.:Z Et particrrlidre de ;fz {D}

"{':' .

I ptl.t'hiculiir* de I'espaee rP {s} mt true atr fait qtr,iJr s,agit d,u't er; qrl'nn ptxlt I'ide.ntifier d, un sorrs ense.mb}n der r,? {:[) , oti 1r esrr-D'autre part lf3 {D) est l'espa*e foncti.nn*l ti*: base qu,o,n utiliserel
' courporte'me'nh asSrmptotique des polynsmes ort.bogona,.,,r. Ava.*';

i€l;€s fondamentals de ft, {B} , d€finixnn;s les esp;lc,ns 11 {T) .

s € c: lef :11} le cercie unit6 clu plan complexe. si J' esr une
sur T et * vareurs conrprexe et si o'*€finit ra fon.ct;ion J'par :

.f{fJ:F{*nt)
{:t.?)

adors 1 est surIR, p€rieidique, de p€riocie 2n-
Rdciiproque

alors il existe

On pe;nt ai

ent, si / est urre fnnction c}€frnie sur IR, pdricrliquer, ,ce pd,ri*de rzr.,
e fonchion F ddfinie sur T verifiant {l.t}.

identifer les fonctions dffinie.s s*r T avec xes fc,nr:ftiorm crfrinies
, de pdriode ?n. cetteidr.rrtification nous lxrr*r:t rie do*ner la

=={
J o e{- rr, rl:l f (reio ) l2 I
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ari U1 est le

Ddflni
Paur 1

mmplexes,

W, pour

2.31

p< U

llr"ry:

2.4

&u

designe Ia ctasse de toutes les femctiens d ualeurs
d,e Lehesgue, p€riadigre, ae per*nte Zn, ddfiwies sur

L, (T} vn

pour turrt f
f/2 (D) sonr

a) Une

.Dans ce ffis

t? (r) et llflh
-.di,re :

est {tni,e.

**rY paur le prvduit swlaht

: 
{*!^tr(r)t'n} {2"3)

, € L2 (11). tes propri6t6s fonda,meniales de l,espace
thdordme suivar* :

, lf .-
) E(4 : z" J f {t) .o {t)dt

-1f

pos'dt'iuement.
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(2.4)

n-0

appar.tient d {D} s'r su

i t*t' < oo.
t:0

sc

llJll;: f l"*l'.
rr=Oh)sife '(B) lir

'"--)
\f (rero) exi,ste en p?esrye *erus {es pints de T-

Cette linfi,te notdt: t# , on I'appeterc lirni,te non tarlgentiette de /; f. e

L, (T} tout

le

2.5

de Ia forrne

so

; : fa*e* {r e s})

== llJf- ll plus f et I'intdgrrtle de Caueh,$ de !*, c,est_d,t")'

1

ff*, z:rei,,o{r<l;;I tz)

znuilie
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"H(c),
de r,

{G}, on

2.2
&l"
la

(D),

feHz ) si et,

7,2 ldrl)

d,onnie

effet d

est la

H y *, I'exterieure du disque unit{6

{we : farl > 1) u {m} , H (G} lbusernble des fonctiorx
pris) et pnr C" : {rru e C : ltrl -= r} .

dit

$t'e

f e IP {G) s'# exi,ste une cm:"stuntt- C pasi,ti,ue,

"f 
,t

(.-..

nate

ll/tl

v

{'

{s) :

)l'ldrot(C;Vr:1<r{2.

f^
."q I lf fuJl"ldrol.
1<r12J

CO

(?.5)

1a

Hardg darlu le disque wnit€. ouvert est @dvalente &

2.4

2.1, on a :

fe

2.L

.g

e(

f^€:+ .$.np I lf {z)l'ld;l < +oo.
0<r'<I"/

G'.

pourweG\{m},

H, TG).

C*1

L'arc.

", {v 
(,)t\det < *} ,
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Drt )

&

2.6 s'

rlU

i'0,

/i e 2(#), ce qui i:rnplique qu*,,*_I {rr.*} existe pre$que partrout p,osysdr5

1:<*ats b

ur I'

fonctie

daras le

la,nt,

de

nous

" 
esf la

et/{d)

pelle la,

lenaltn

_tln (r'e,id) :,,r*_/, (#) : j$t ti"*,);
le point a)"

et c) rront untl cons€quence imm&iate de a) et du th ibrdrne il.5

Fo ction de Szeg6 assocides au clisrque unil6
rt de notre memoire il faui se :rentlrc conrpte que la, pa,rtie
d'uue rsesure est la virleur absorue de la, rlmibe non {;a,rrrgentielleaaalytique ,so,llv€'t appeJ€ la fonction de Szeg6.

de szegri prerdra des formes diff*reates daas divenr coarhexttx. un.emra la fanct'ion que rou$ note.ron$ ,,,,{u} ct€fini,e i$rrr EF e* ere e*t:exte de ta tll€.orie d.es palyndmex orthagona,ux r*ur le, c:e1sle ,rni**rr de tlf6f ir L),s{z} lnous avons besoin rie faire quer<trues hypo*rdsesmsu'€ en qucstion, comme o'vient de l'ir:rdiqu* , L,u fonction
'a uniqluement sur la par*ie absolument continue dre 

';a 
mes.,re ,r,,oro's que la fir€sure # a un compmant absol:um$nb curtinu, maiscilevons encore plus. Sait p rme mes*re ddfinie sur le t.er:clie unit6..

d,u(o): fp)#+dlt,(o)
singuliare par rappo$ e la mesure de .Lebesgue lindaire sur

1. 
*::t"-: j:1, 1** Nikodym de p foncrion poids), q,ue nous

rrot6e p'{$)'P'ur d€fi*ir la folrcticrr szegii 
''us exiig,u.rrs :

fnfr
I loe ffdi:

"/t 
""'Zfi , -osr {r}.6}

;iron de Szeg<i, ?.6 equivaut A dire ,tog/(t?J € Lrt#}.
une mesuire de Szeg<i p sur lf, la frruction rle $ze.gri est *f_:lfurie
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tif;rf < L)

'Aylz) 'r\:^:::::,n {e Szee6 assosi*e d, b et d ta fon*tiotz rartids !, passddeltrvpri"€t
t!) l\ e I

t-
2t) I)7{z}
s') tfr|(
o*, I)!
1.)D!{s)

1fA !/u FD.
rr 12): : {!{) prepque partout srr l_r,r}., t-
tfr Eun*e non tangenti,elle de D1.
0.

cle Dy
I'int't*g{ale de poisscn associ€e & la fonction rc€ {rf) qu'on note par ::

F1t
u (r,:r): * I .*rr (d)) " ^- 

I j'z
-"!.* r -i rcos(x:fi;7djq'

hannofrique {ans le disque unit€ puisque log.{:J) e ir ([.*ri., 7d , d,0]

mt la fancticn haloncorphe ft. {e} donrl, ra (.a r} e*t la partie
) soit r*elle pour avcir I'unieit* cle A. La:[o:nc[io:n cherch&:

s (s) : -* {*u r"l }t4 )
uqb:

Lai

t231
I

rdeU

sera,

Drk): g(z)

Otelrry,e:Vr:05r<1;
*

1t
* | lt)y(retu)1" tlr <: cz,jt J

*f
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lry( hnI

4) D/(o):
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nan
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d l't
'de 

T e*,

r (r€-)l'

"*o {
.- 1 1* 1-*Z
[t m,/_, r*(/(d)) jEosF;a;;

{ / (")] ' rr.!t .xff [-*, *]; (rodr[ii3], [94j, [t6]

0- {A{0} est r€el par consiruction),.

ri associde d,l'ext€rrieur d

i,r*€geble de Inhesgue srs. t,intawolle

,f t"S"f(t)d* > -oc.
notee Dj et *ppetde fonction de Szeg6

poids !, pox&ant les yopri,*t€s

€

f (r) partout *ur l-r,n].
tangenti"elle de D|.

Szeg<i Dy introduite da.ns Ie th6oriime2.T et
Ia sut\/allte :

pour e G\ {oo}.

et la propositioa 2.1 nous drrna,e les

zcgti

1) D7€
2) il|{u
s) l(ni)

#,0
(",*)l'

(c).

est Ia

)" 0.

oti {ri)
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Prerrve
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Alore les
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nn{r
i), (J-
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:2.5.1

La

Tttut

pro,cts tels

{leri

rrient Ie pl na,tureilernent en rapport avec Im opdrations der limil;e sur les lionctions

IJour rir r:ehte rrotir:n, orr colnrnelr:€ par *nom:er uue proprii€tE rlss sorr.s
r:nsenrbles

sur ff {f,l).
l'erts 'rlu lian comple.xe, qui nous pe.rmet de r,onstruire une mritrique

2.e [4] ,[2:}l

il ,rfu pfon est t* rdunion d'une suife {ftI"J. : ?ir := l"* !1, ..., d,e com,-

(o) K'" ,l i,naltra+ d,ans l'intdrieur d,e KnaT Wur n: .l_,1, ....
(b.) Tout rroiu,s*er?8€ruble cornpact de d} soi"t i,*chlx dsns t,an des ff*.
(r) anrnp:tsante tl'e # - Kn mn*ienne une ffitryt?sarltet de ;9 -- f,,!, por,rr

lit : 1,2, ..-"

5P 6ta,nt

ue la ,lbnue erplicite de t]i est exacte*rent la folction :

= €xFr 

t "l"rosif 
t#));:Fdfi 

I {luri > 1}.

t6 eit corryergence dans f/({ll)

: + f1\" -.-sh 
r[/ o]

.i\2J 1+d,, ffA'o il' d^('f'tl):lp-{l'r(t) - e(e)l'f

sur les sous-ensembles compacts, est Ia, co:m.ergencr: qui inter-

sphiire de R;iemann.
'pour: f et g deux fonctions quelconques de rrf{fit), d€finis;sons :

,l{J, g

On ,dans p3l qrre{H {{}) , rJ) st un espace mdtrique complet et; qu'une
sruite de ic'as de ff{f,i'f converge au sens de la m*triqrre *l ni et rseuleruent sii

ellle cou rmifor:u*ruerrt sur chaquesou*enserul*e c*urpa,ct ile f-1. Cr:ytl;e,Cernidir,e

,ile la, converlJence au serr$ de l* ui€ trique tfn ur;ul pennr::t derdomrer
eth justifier

D€finiti
Soi.ent { ! zm':,t sui,te dt ff {n} et ! : ft -+ C. On di,t q* {}a)' carn:erye

' J' stut'ch*queu'ers J' .le sent;' d,e f{ {lf}}, sr {t*l corwerge ani,forrndn+enl: r,ers

compact de l[].
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2.10
S:oi;t {f,

et S$x| -,
I Mne ':wite rle I/ (fl) . Si fn + f au sew de Ififl). Alorv J, 6, If{,C}},
{&lt eu serLs dr-: f{(t) pour. chaque k > 1"
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I

3.1

On
tctique der;

r*:ultats cil;€s

Cet artii

totiquer de:i

g€n€rales. Slra

potu ftudien
d'autr*s typ,es

continuers...jl.

3.2 Pol

dts fon.ctions

rnesurables elu

-Foo. fii p et, rp

Chap tr€r. S

orrt;sment asymptotiQ[u€r de,s
,nl{i}$ orthogonaux sur le {:}{}rcle

hrt oduction

*;a*s cer chapitre une 6tude du probrd're d.e c,orn;rc,rternen:t iur:FntrFu (aty ltrlFly's'rnes or*ironorm.s sur le cercle a'ec foncr;ion. poids . Tirut lersrlsns cr: chapitre scnt rzu'gement inspir€s de l,r,r,rtir:re de f:izr:gti f31] .

:::::: 
r*e*ce de base elans l'6tuele tlm co:*ip'rt;ernerrt* asl.rrlp_

lynfnnes orth'ogo$aux. szegri a cousidcr€ der: llo&e*icms po:idrr ru.sea
a s*6 lergement utilisfe, avec tles arnfli*ratians con'ena.b.les.

corrlloftsmmts as_lrmptotiques rles polynsm,* c,rthogor*,*, rr,r*,rlbnsernb-les eh de mesuren {contour, arc! mes.rrer' *on ahsorurnr:.n{:

:rl6mreF or.thonormds sur Ie cetrcle

Soit; p e .[1
,t

tel que p ):0 *t f p{$)d# > 0. On d€signe pat: tl,f;(T) la r:t:une
dr*:ai,* sur nR, a *L** complexes, p6ri*dir;1ues rle pirriode 2n.

1t'de Lebesgue dans l-n,o], pour lesqueltes i ln (Alf ,o $] d$ <
dr:ru4 fonr:tions dans LStTh alcrs t'op**, itd {T,}, {.,.},r;,p1)
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d4vient un paee de Hilbe{t complexe pour Ie produit scalaire suirant :

sysgdrne

ui.yblie les

1) v"{z)
r€el et

8) Le

d-ddrv :

\Q",#^)

$^emarq

noftons sa

Soit p

$.Qn dit

$i on,

abti,qnt :

\9b, {^)

Qonc l"
,fanefii,on pmi,e

Ie

t ,t 1 f
\v,tt)) 4$) : * .l e $),,l{Jfl,p(t\ rril;

llrllfus : {p, dq$).

u€rifrant : p e LL (T); p nan n*gatiae *t J ptp) d0 >
{lr, (e} r r} : 0, l.2,...; a €i 

'b1 *t un
au rercle et d la Jonction ptirts & si {F,}*en

de dqr€ n exa<:tenterd dont k: uxffit:i*rtt de * est

paids

:r:

an

{li"

].

?r

3"1

Ia

,{
trl

tJi alfrs il
rvlati$ement

.t) et 2) d,e la
PNeuve

\i tn

r 3,1

w,cttio',

gUnLt

c*rnle

Spi,t p une

= 
10" 

("tt))re0,1,2,... est or.thonamt| dians LlWl e,est-

,p* kV e*6p{€) d,#: Jo,*i n,rrl :0, 1, :1, ..-; z : bis..

rt rw nttt): p(())

k)$6rr {z) lrJal : d,,,*i !t,,rn :,0, _[, ]2. ...; z : eia.

(3.1)

etCl-{a€C:lal _t[,on

9.1) 
+st 

l'orthogtnali,ti. sur le cervle aaec La pr€aenee #,une
.frt"sttfie Le ti,tuv du par*lSmythe S.I.

aid,s vfri,fia*t : p € .f,t ff) ; p ,Lan negatiue 
"t i p{S) dfi >

'i:" j"potyn*me*or#*ogonawunique{r*f 
;1rr=r,,,,,,,,,,,,,,,,,r,n,...

d k flncti,on poids p, {est- d-dirc a€rifia;nt,les condi,tions
T.



Alors.$,* 6

de plus le

I {F"}
n) f":
2) {,fr",# i fr'ffi: 0, 1", ?, ....

L) 
'F"{8) {E

{*n*)

donc : p.o ( 1,,z^; trrr,* ) 0, z: Ee.

sYstdme {ic,,} pour.a se faire de plursieurs faCon ; rnitonssero$E utiles plus tard.

{:dme {e"}rr:0,r,2,... e* posons

: 4h {€s}: {*")* * eo; fi,:0, I,2,....

7 "f t- rz n

*J li,"(il'" p@),to: 
*lr(o),40.i *ooi

)*.* u** Iibre tlans ri {g': . Donc en ;appliquant *: procdril*d'
-irahr+ Schmidt au systdme 

{*.,_ } ^ . " ; on obtient :

€ tl ffi') tel que , 
t ) 

",4),1,L.*
;*

-l?tnr-I + .." +,L,cdra; i*.", ) 0"

1t

2) tS",#*) I Q,, (0) ,p&lp {0) ,10

f*v*{,21e*E}p {o} d{ti {a : cdo)

; nrn,: 0, 1,2n ....

Szegd rp d, 1o r*t

rt {t"); ceci nous pen*et de consicldrer ra fo*ctiorr cle
disque unit6 U.

C'onsid€.rons ifr"'{a;1"*,1,?,... d €fini par :

(u) * llo{z).*; fr.:0, !,2,"..

Exigeous q t"s ft4

{T) ca.r

tt?

l,oor.. i '1

,"d,t.'*,

,t3FJ ='
r,s lJ et;

'|
Xto,,n
rH

i r,,,u,
t=0

]' : ,i,
A:0t

1i$J'= ;

;r"ll",*
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a) /r" e
Ep e.ffet :

h) {}a}
Ceci nous

au $ystdme {
F {r"}
1) "":,t*
l) (r", r*;
Pdveloppo

1) r"(z):
L{e

4n $t un

stricgement

2l (a*,4*)

L'Fnicite

Pq*
a util$6 uae pr(
Itoton[ per po1 I'

T$€or€me
Polsons ep*(

(rr),r

f a.y

Iibre

] daru

,2,...i' 1P H'(n tut que:
* b,,,,,

l"f,: uJ ln,f,eio)!zrhdo

:1r

u).
r Ie procddd d'orthogonalisation de Grahm Sqhmidt
de Hilbert II?{U); on obrient :

(It+

rA'r-r + -.. + br,oh; A* > C. (on a confon*u F*,,, avec h,)pni nr* - 811,2, ....

'r{r)*l* ; av+c a{z}: k* +Hu,"*uo, *,, > g.
p--4

Lp*{z); n. - 0, 1, 2, ...i z e C}st le systdme chench6:
degrd n enactement dont le coefficient de e*

J * (f") @l p @) rt$; {avec fr, {{{ : 4,. (cd; vn € NI) .

1) etb

rle

I
',ln

1

1

est r6el et

== llr
da'rure

la as$ptotique des polyu6rues orthogou*ux {p*}, S*egO
rne$ale des polyndmes {p*}, dite }rmpri6t6 e.xtr6male.
des potfn0mes norma.lis m de degrrS n.

lfin,o.ltzn*r + ... + hr,a; h", > 0.

!,*{l,r}'l,'@ 1n;g'11'as
on

J r" lP") r,o{eio)do



3.F Co

blotons

p e Lr (1f);

asymptotique deri polyndmes or_
sjr le cercle avec foncl;ion poids ,flel >, 1)

#l
,10 ,et

foit p u
1. I31l

"t' 

^*bp)ytfl> -oo-
*7

Wifu sur le cercle unitd telle que p € ,5,, ,rr*(p) * fr;r.

-Eyr," (p): {D" (O)}';*l**
StrgP assoei*e au ceyele ani.td, et &,lia, lonction poidb p;

Atafs

ids sur le cercle *nitd telle E*e F, € S, ef {prr},n** le
assacdi i, p et au wrcle unite. Alars :

lim
?aJoo

g: =i,-, l"l > 1 {s.z)* F, {:}'

pourlzl>fi>1.



et {'apr& le

tr
,r

J
1

2"

(lonar:

:D' part :

.. I
lrm -r-+t-Zir

.pi(:;) =
la

a:

l)r{z

li"fip

:fiq

lnolred),p,i(

ion Q,,(

dans [/

2file

/1\
\;)
qui est aualytiqur: dans le disqqe

;(a) ,n (o) b * fO* f ; rnr pl{o) == rh-
F7

)r;( 1) : {tp {0) t*_ - 1} + foi,o* (3.s)
FL

co: lDo{o),h - 1l'+ f lruolr.
P-I

* Tngn

zlei,k)
:)
Dot

.5

*ul

P-1 {s.4)
ld,*l's llr"ei - tll?r"v)

llT,m-z-tDp(o)k*.

^lF
rl" d,o : *J tn,V*";lr l,elk,,*)l'dp + r

- r; 
{*i _, ̂ r 

eie } 4,itir ei,, *}
)vl{z
et air

I f ,

hrJ'

est analytique daru t/, alors .Be {I}n{rei0),pi(o"rr)}

(rco,,)12il : ! {r@)lpiftto)lzdl' 'r 2rJ

;
1f: aJ lw"tt')|" P(o)do -1
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suite,

llDu€"

fm

lp

tilisant

Ce i donne

obtient

lfl?r"r,rr

l'= (,

le

pour: f;f
rela.ti,o

lir:n

lin
t'-+7

I f,
z, J In,t eielpift€e) - \2 ar: ! * zp,g)k*.

et la

lim
?-?oo

{3.2)

(3.4) nous donae :

f-l:r-\
\t -- l"l'l '

et (3.5) on trouve pour faf <

(D,(zlpi{a) * r) :0,

, on obtient :

lm 12

Jg lf"',,"| * o
lP:r I

/\ I\z):mt

{:) :;6'

(3.5)

r(
{3.3

zn

.t:

f"l <1,

lrl < 1.

lsl > 1.:ry'
th6ordme.

s2



€

pour les polyndmes o:rthcgoneux
unit6

trds important car rls sont solubl* {illustratifs} bas6

[25]

D(z)t == Pi,k)-t on tyvuue
e;( ):1

{P B ernstei,n- S zeg 6 ) [pS]
a &.t4 - zn -(sn-t

(z) : ,1 - l'ilz dn

lL - (6ep 2u,

)/(1 -- teutru > 0 on o

. Grs
_ ..'l'
-li t €D

, pawr,'

(e):(1 -l(lz)tre
1- {z



Qhap trre

t asymptotique des
PolYn mr hogonaux pour la
clhsse poll iale de Szegci

4.1 In
{oit o une

o

n(

a esp urr
rilit€ de borel qui n'est pas triviale ( le support d.e
le ctrcle unit6 T: {.e : lsf : l]. on considdne lm

ou d'J* est le
le pfynomes

Ces bolynom

polyporaes a la rumute rn

t **nuo :6n*

. Parfois, il mt plus commod.e dertravaiiler aret:
{S"}, O,'(z) : sx + a,*-t*-L * ".. * aos.

sD,,iF;dr : tn6,,*

lle,llS : t' w*f*.
Lo rytyoo*es lo" suite nr, lo"l < 1 dite coefficient de Verblunsjrvp* lS relation$ de

O,*f (r) : zentz) - E*O;{4
Oi.*],{u) : !Di{e} - **z&*(z}
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Ici o, est la
sur 11, dnrtt)

[,e 
theord

Thprcme ,

n'elt ps tt"iu

I' Q'[(r

) srn&

que

ooob

,It/(

, {rxl

O;("1 : ^o*4'H, inversement la. mesure r(r* les
nent determiner par Iss zuite (ap,) d,ou iI est naturel

suite {*6) et le pclynomes F,J en terme rle o.
3 mesure de szego {o e (S}) si r&r : fu* * tl6" :
de la partie akolunrent continue de o est tq :

.l*ro*&n> -oc.
de r et m est la meeure de probabrilit€ de lebesgue'{?n}dfi,f:eid€lf.

Szegd) {g1l Soit {, une rnesate de prcbabildtd, qui
les coffidmts ile verhhnsky assocdis nlors,

lol'):-r.offwsr"-ar*)
{.{.r )

li, r

l'dI
il'<

du ThMme de Szeg6 est :

< oo ++ l*u**> -o0.

<+ loilt < 1

of}

<+ IIft - lol2) > o
j:0

t, lztil

<+ *t (/ r.e'*,.t t > o

f{+ llago""drn>-rc.
JT

fI
Ia prwjecti,on des palynhmes sur Ia fertneturv dans
pmhabilit€ qui n'est pas triuiale . ,lIlors

m
= jg lls*ll : IIrr - wl")r/,.

j=0

35
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Lqmme 4.
il fn est p
T$wrdme

Soi,t do ,

fir.ftnts de l

ferr$eture, et

t est

toutz*t F,,

2. fz,fJ

frft - fr*12): *.
j:0

tout a e{S). Alors

"li{n 
l}{r)ei(z): r

- 1l2dnr,: s.

p avec p{r}
'il est de la forme :

JY

r) : IJ lr - (*l'**
&:I

sont les w,f-
et seuslenent

(4.2)

' non triuiale szrlf aurc {u,i}pn
rs soni densr:s dans {,2{T,rlol 

"t

p* 
f*

ferr{eture des

Laut'ent sont

la Propositior {4.1) uroutre eue a-l u,est pas dans la
: n'est pas toutes trz .Inversesent, si {4.2) fonctionne
nme (4,1), tous les polyrdmes tle llaure.nt sont dans
le Th6orF.roe de Weje.rstrass, tous les polyn$r+es de

ue st rr (s)

continue daus ff.fl*, do;nc: dans _f,2, alors

f]
dF,finie la fnnctiol D situee dans l,espar:e de l{a,rdy
disque unit€ , comme :

GIH**,;d,1,{r)) .

{z : f.z <11

i?( ): (4.3)

{4.4)

(4.:r)

)0,fe=T.Sansp$rt;e

(4.6)

les 
{olyndmes

$appeJons
nt(4) dans x)

Oir a vu

pour 
fhaque z D,de

de gf.rleralite peut su

fetijsti ms Ia ferweture du uxt des palynhnrcs daw L?tT, d6),€N.

sli {4r.

{4.1}



ou (1 sont

la plase

ou ,[o(i) :
r llt, --

c * (II*(-(
soit :

Dgns cette seclhion,

'Velalquez , di Ia

1:r+=t-zqlz) t_zqs(z)

*t {* Ir*rr."}ros';d4
*r {/ K{t, z}ros l*ild,,t

*{ffi-')*p;ra*(r)) ::*

Ife ) 0 sorrt leur ruuliplieities . Ou qlit que r Qst dans
ti {a € {f,j:i, si dr: o*rtrn* do; et

p(t) tognid,m, ) *oo.
u.n

chapitre et I'homologue des formules 4.4 , 4.8 lpour
a la classe polynomiale de f,izeg<i .

le noyau de schwirrz urorJifi€ :

(4.s)

"',M: r*K*, et q(*) : cqo{t) tq 1a constant;e: 1 et {{t) : llo,lr * (olt& == ;p(r) pour r e T
*) -t

(EtrD,r

jection

;\#')

(4.e)

(4.10)

Dfabord, N
des pflyndmes

sur f{*,0 dans

- g \q(s) t,?}

CMV

tons Ia reprdsentation de Cantero, Morgl, et
CMV voir [24J .

?lq-x,*y si n:2&,
?ty*,x1 si n: 2fr + 1.

I3a-se de CMV explicitement - So,it ?d1*,4 l,mpace
r€ par {"i}r{:* , P{*,0 txt }a pmje*tion orthoggnale

et P('i) est la
t){ definit

K(t,

)?xo

z):

u

]

J ,-* si n,:2fr,

I f*t sin:Zk+1.

$7



avsc {1 - P{ ')).r#') * o.
Oni it C'qui est la

4'$ Co

de

{ixons
aaa$'tique P

PI:

rf,(D)

Pnb

.ici P{ : J,2(T)

Ppsons m

ouC,Cssont
}:besgfue nl
, Ao*ztnr{t)

N{us r6€cri

v(c) : {do loe

ioa CMV detnie commrs $uit :

Crit"):( Xj, zXi ) .

amiale de Szegri et les rdgJtes
respondants

p pa,r Ia formule {a.6J on di$nit le polyp.6nr:

,r (t): pr{t) 
- nt{o),P{o) :6

,jection de riesz .

(c): t pusn*a*

h* Ratr{P(c} * p(ca})

de$nt r(A) : 
^T",4.9 ou $ et l,operateur de

,relv+r) - 7(r2,. . .,reru+r) * ?(rr, .. ., rtw)

38

ns CMV assccid A la mesure cr r*t Ia mesure cle
rang {C-Q) < oo aussi, fu : Ie le€(l*lorls)r/t

la

r
&

Z+)ici e6 est une
dcplacfment

Lemrle 4.1"

,lr{"r,-.-,

cIe

ln
*t) :



et ry{u1, _. . ,

fr{c) :

Ler4me 4.S.
dans (a.9)et (

{i) lt{r)1,:
(ii) ff'; : rp,

ou AffI , A*ru

llimfiwtratian.

A,ussi, m(#)
T'- =+ pour p.p

'lgto*

$"li"z) * **p

ilR er A!ir*r,r

Pour I
I

log; I

e Tr\{ 'l
t;

n(n)lt

1T=

mai,ntenant

+f 
'r"l1c3 +?{c).

&=0

IR.

, on voit que

\
Iog(1 - Inrll't'| + n"g6r, $) - ],tct;**, *r)l/

{4.11)

o sait dons {p,S}-clcsse si et setil,emmt s,iS{C) ,

6{c):S1c;:E{c).

asyrnptotique ponctuel pour les
poI hogonaux dans le disque unittd

') , Ius polynomes 6i, et l* fonctio,n fr sont dlfinie

rr*)+r$'j3{t}') 
,

rr2}I: { t+ z q(t) , ,

Jr t - zffitoso""(tldrn(t).

vers 0 quand a -+ T\i{*} et q == R€Q: ?, sl}r

#6 I *HReq{*) tos o *{t) ar,nz{t)

,r(to) 
toe";(r),

sg



oprietd de uoyau de poi*sou Re$tg
;l : lptl p p ;* ;-,tril|:H;

[l.:q(rt - of"t 1, \
Ir - z q{r) 1 

tosbi0)ld"e({)) 
.

I

;:J:"fiire 
de tregr€e 2N , 'A/ == N-*; sql poks

) - 
2K* / .\;I : ao(r) + EE.,*{r) f: *F)',

* i:l \E - (tsl

e trigonometriques. Maintenant , ori pose 16", :loglpildm, on a lrlr*l :1 p.p sur f O]"" ;;fr";
mt imaginaire. ;
'pS) . abrs :

Jig tr"l,n(g) : t

F}
de fagou que 0 I cs ( I sur T . II f, **qfr*
,.(! [t+zr^^.^.- \
'o tt Jr t - zr's"*(t)tu )
.^{L {r.*2. \
'o tt J,-toso,(t)tun)
): o*(t)c*, et.s. m . ir*o sflr , il ** -*[**
I : losf(r) . Rapelons que lr lvi,y"f*: 1 [2Sl

t Grp F r - . /-a,-

E) 
'"dm: 

f / I \c'P
.t .t Jr,k;r-2<l \ml dm

t 1 \c'p
-,', (.l*;l'l dm' s2'

p utili
morrtre

(}Il a

le

iplici

t*zq(
t* z

des

,A:!
est

(T

2K*

-q(

4.4

Ct

"0(8 f"(;

i('
A,*r

r) | 
-'?)

40

Un

D'autre

La fonction
qui ont le

, ai*
los llpi
t'

ou

/'

(*) : (!i
hrer qlre

f
I lf"

JT

avec

den
ona

t
I
I

1,

-f

I
I
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II rdaulte

e* {.f',} est

ment ccm

$. Pa.rr

fonc*icn /n

Ici , les

les

3€D

ou V est une

thmreme 4.8

t

:rnent qrre -fulfl-'dnt < oo - ]o'e, Ies fo*ction /.,,,f sor:t *xlr6rieurest,::,::::T:lT* oT-..rjr{*) . une boule cian* rrz{n}) esr jrrdbre_
:, d.{rnc l* Convergence faible rmplique I" C;;,;;; ffi;:il_:,;ueiace , :il existe une sou$ suite {J-6} de {l*} quii converge verri uneH:[m]r dans 0) .

on nlojrtr€ eqe ,fo : / . Err effet, pour e € S|r

Iinr sup 
* I*ffn{r},o* #oo,(r)

t ; I *. ftvttl log o*{tn}{r}.

:s flsil-:trJru t,*'d faibler:rent vers a {voir {z*tJ corrrnair,e :2.4.2;, .,,cirdes:su* sont se*ri_continues, cela implique l,,.al :( l/(u)l pour touLtrt nours obsetwcns que

J,crs f*(s) : /rcul**#0*: fc${c;},
lre;ssiorr de 4,11 e* f,, e* Ia matrice CMV tronqu,.e et d,a'rrs le
a trrg.f{'0} : t(ll4?t&{C}. En particutier ! oin a

,lggv{a): s{c)

los Jo({}) : Jg3 los g*{o) : ios l{o}
comme la ,f r:st ext6.r:ieure , l.fgl < l.fl e* ljo{0)l : i"f{{f)l cela imp,li<1ue
,l :, .6;; donc { ,r) ,cr:nverge v€rrs La fonction .f .

41.5 Co r*ement asymptotique des poJty,n0tmtes or_

Pour tout e

T'fl B.[gJ e.t "{.
tians le

ni*ux dans le sens i2

e*tN:ntie[ <lans cette partie.

> ll *oit B.KJ .= {z : lz - fi < c}. soir ft, :.tE\(Ur&[(J), {k., ,=: LJi,*,,*,. on doit introriuire troi.s lesrme paru les uhiliser plu.tard

41



on Fait que

t',o

Pouf montrer

il suffit de voi

Et d'bpres [241
tbinuig€:

et le X,emme

Lemqre 4.5. {,

Alors, pour z €

at C, pe

42

" €{i(} alors ,pun.une 
r{u%i,on fu$c d,:interztalles d,c nt

par montre.r que

t'n{n

*tlt*l'

prouv€r.

Sail o

* I){;a

(p,s) et

tt"ptr <-3-.
t/L - lrl'

les 
fresures {lrpil?rr.rn} tend vers tkr, abpar la semicon_

Jf*#** s f"rke,*an,tr trl ,t E

)ftinf /_plos(lpll2o*)rtm 2 o*JE



trorn6s. l,eq

'*,:*f 1. 
plroe{leif?oi;f*rn < oa

n".F* p"*.fJ cn i:

(r
n*(t) : 

I i*;ro jl #r;"

_fIimlup 
Jovllo1rt"lcIrru 

< oo.

pour I €'lf\d., on trouve

linrpp {FogB*ldwr<oo.?rJT

[t*zq(t]-q(11 .ci,-"--ffi)- i-
(.c.

43

Rrrpr / € l.
Ler4rme 4"4

tit')
ee{fu.

=+ ld(")l s

/r
== exp 

12
: gi,bls*(z

,oli

t+,e {
,-,; \.

JLe L4mme 4.4

Comirfre 0 < c p(r) s;

pour {out z €



dofc aj e
tr$ver:

Lelnme a.6.

des

u(z{
Itarc

'n/a,

)):u
Tet

a>1.
de

t[i)

ltt,

9or 
1

n'im

9n

ls,lir'

,D) et

{51 tiodt

fet'mi

Onr

g,e D, (e
,Iz

plus, soi (o:
1,2 :

{qi n

1 - l{l)
Itcl( -

dans Ia class uevauliuna sont orterieurs, et ou a
f

P"dm': /-. . l,pil2o^"d,rn* rn(A,) < cr3'u"

C , on utilise I'int€grale de cauchy sur f/?(S) pour

;)l s ldlr, ll.*ll, . ;rgm

. Alors

t*
Jr,lDFi - tlzdm: s,

eontient pas les poi,*ts {(*}
rrtquelle arc f qui ne contient pas les pointe .[(e}: DG;.
dans fig.1 et sait aussi a : D _+ f,] et u : f,) _+ $
[uallement inve.rse de ces tlomaine,s, a{u(()) r+ ( e*
et EQ la fronti€re de (-l, A$ : I U.Ir LJ .{z ,ou F est;
rt, voir la figure. Les angles entre .F, 11 et 12 sont
0) e CI et rrr n rp sont les coins de ft. Ir est siuaple

n

!

etd

G>0tq

l* ( lu{O -u{qil < cl{ _rtd*

0.

cl{ - l^*t < l'.'{e)l < {lf{ -,r&f'-1

'{()l s c{1 - l{l)*-t rytr{ €.I1 U.r2,

lr"(01 < C!(- ?ilo-r pw,r{ e I.

44



a

,,{(} - rlxh'{()lfdfl : 
r{ {1e,,,(()1, _ znf{"",t|+ r)fa,{gf fd(f.

n:ons *t. * s4c*d terme sur le cOr€ droit

L t*4{{)l?,'[()11.4 : za* { *{r}la*l.qz 
Jr " -,

: &rRe{*brt|)) : 4rge{_(ft)

?*} 1r,t4 f 
*r*r4z): d0, E: si|. Lrxprm*iou 4xec{*((s)

t ',,.-.. f
f^^lullafl: llrtzl:2nrPo Jv'

;rer que
f

"F .l*le"fh;fi,ttt < zu. 
u.rz,)

tgral dan[ 4.12 on deux integral sur fe*f1 U.I2
f-
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