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§ Introduction

D’apres ].B. Keller [27], deux problemes sont dits inverses Iun de Pautre si la formulation de I'un met
I"autre en cause| Cette définition comporte une part d’arbitraire, et fait jouer un réle symétrique aux deux
probléemes considérés. Une définition plus opérationnelle est qu’un probléme inverse consiste 4 determiner
des causes conngissant des effets. Ainsi, ce probléme est inverse de celui appelé probléme direct, consistant
a déduire les effets, les causes étant connues.

Cette seconde définition montre que nous sommes plus habitués 3 étudier des problemes directs. En effet,
depuis Newton|la notion de causalite est ancrée dans notre subconscient scientifique, et 4 un niveau plus
prosaique, nous|avons appris a poser, puis résoudre des problémes pour lesquels les causes sont données,
et 'on cherche les effets. Cette définition montre aussi que les problemes inverses risquent de poser des
difficultés partiqulieres. Il est possible de donner un contenu mathématique 2 la phrase (les mémes causes
produisent les mémes effets), autrement dit, quil est raisonnable d’exiger que le probléme direct soit (bien
posé). Par contre, il est facile d’imaginer, et nous en verrons de nombreux exemples, que les mémes effets

puissent provenir de causes differentes. Cette idée contient en germe la principale difficulte de I’étude des

problémes inverses : ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer d’informations
supplémentaire:r pour discriminer entre elles.

La prédicrion d¢ I'état futur d’un systéme physique, connaissant son état actuel, est 'exemple type du
probleme direct; On peut envisager divers problémes inverses : par exemple, reconstituer ['état passé du
systeme connaisgant son état actuel (si ce systéme est irréversible), ou la détermination de paramétres du
systéme, connaigsant (une partie de) son évolution. Ce dernier probléme est celui de I'identification de
parameétres.
Une difficulté pratique de I’étude des problémes inverses est qu’elle demande souvent une bonne connais-
sance du probleme direct, ce qui se traduit par le recours 3 une grande variété de notions tant physiques
que mathématiqyes. Le succés dans la résolution d’un probléme inverse repose en général sur des éléments
spécifiques 4 ce probléme. La théorie des problémes inverses possede une grande variété d’applications,
car tout modele mathématique doit étre étalonné avant qu'il puisse étre utilisé et un tel étalonnage est

un probléme inverse typique. La théorie de la régularisation, 3 son tour, est la partie algorithmique de la

gf BENNRCER Meryem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




0.1 Organisation du manuscrit 3

théorie des problémes inverses. Elle fournie des analyses et des méthodes pour faire face 4 des problémes

mal-posés, qui st ['un des principaux problémes pour les problémes inverses. La nouveauté de cette mé-

moire est le chapitre 3, intitulé régularisation & deux paramétres. Il est intéressant d’observer que, dans

les publications

versement jugée

existantes de la performance des systémes de régularisation 3 multiparamétres ont été di-

par les auteurs. Certains d’entre eux ont constaté que la régularisation 3 multiparamétres

est légerement lamélioré la version 4 un paramétre, tandis que d’autres ont déclaré sur les décisions les

plus satisfaisantes données par des algorithmes 3 multiparamétres dans les cas ol leurs homologues 4 un

parametre échoué.

7

0.1 Organisation du manuscrit

L présent mémoire est composé de trois chapitres, dont le premier un rappel et les deux autres cha-

pitres traitent le

25 Le premiet

blémes bien et n

ﬁ Le second ¢

des equations de

de la méthode d

g La méthod

termine par une

hapitre est consacré 3 I"étude de la méthode de régularisation de tikhonov, la régularisatic

fond du théme.

chapitre est une introduction qui présente un état d’art sur les problémes inverses(les pro-

hal posés) et la méthode de Newton.

felante gRiR

premieres especes par des équations de deuxiéme espéces et enfin la simulation numérique

e Tikhonov appliquée sur une équation intégrale de premiére espéce.

e de régularisation 4 deux paramétres est présentée dans le dernier chapitre. La mémoire se

conclusion et deux appendix contenant les programmes Matlab, les tableaux et les figures.

Qg[ BENNRCER Merlyem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




Rappels

Chapitre 1 )

1.1 Problémes inverses

Il s'agit généralement de situations ot on est dans I'ignorance au moins partielle du systéme (certaines

¥ LS L

informations copicernant la géométrie, les matériaux, les conditions wnitiales...) ne sont pas connues. En

compensation, i

faut disposer (en plus des entrées) d’informations, éventuellement partielles, sur la sortie

afin de reconstrhire au mieux I'information manquante. Le terme inverse rappelle qu’on utilise 'infor-

mation concernant le modéle physique (3 I’envers) connaissant (partiellement) les sorties, on cherche &

remonter a certdines caractéristiques, habituellement internes et échappant 3 la mesure directe.

Traditionnelld

a déterminer des

ment, les problémes inverses sont classés en deux catégories : les problémes qui visent

conditions aux limites ou des sources inconnues et les problémes liés & Iestimation de

parametres intripséques du systéme. Le premier type de problémes apparait dés que la mesure directe

de la grandeur p
difficulté d’accss
Constantinescu ¢
C.H. Huang et

la deuxiéme caté

nysique étudiée n’est pas possible en pratique. Par exemple les hautes températures et la
dans la chambre de combustion d’un moteur automobile (8. Delattre et al. [5], 2001; A.
tal. [4],2004) ou sur les faces actives d’outils d’usinage (C.H. Huang et Y.L. Tsai,[6] 2005,
1.C. Lo, [8] 2005) sont des cas ot le recours 4 des méthodes inverses est nécessaire. Dans

orie de problemes inverses, lobjectif fixé est de déterminer, a partir d’une connaissance

partielle du champ de température, des paramétres de modéle inconnus. I est possible par exemple de

déterminer la conductivité d*un matériau 3 partir de mesures transitoires (P. Kiigler,[9] 2003 ; V. Plana et

al.,[13] 2006, H.

) ou dutiliser cette méthode pour la détection non intrusive de défauts de géométrie

internes (R. Chapko et al.,[3] 1998, R. Chapko et P. Kugler,[9] 2004, N.S. Mera et al.,[12] 2005). Les

problémes inversgs d’identification de parametres se rencontrent dans de nombreux autres domaines allant

de la géomécanig

ue (B. Lecampion et al.,[11] 2002, B. Lecampion et A. Constantinescu,[10] 2005) aux

mathématiques financiéres.

Les problemes
et I’application e

répartissent selor]

inverses mal posés constituent I'un des sujets ot le lien entre la théorie mathématique
st le plus fort. Dans la pratique, les méthodes de résolution des problémes inverses se

Z. Nashed en trois catégories principales :

fgf BENNRCER Menjem
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1.2 Probl¢mes mal posés 5

1. Les méthodes relevant de I’analyse mathématique et la théorie des fonctions se proposent de trans-

former un probléme mal posé en un probléme bien posé en agissant sur le choix des espaces, qui

servent a|décrire les variables, et de leurs topologies, qui formalisent les notions d’écart ou d’erreur.

Elles proposent également d’introduire des contraintes globales sur les classes de solutions. Les «

bons » esx

des consi

aces ou les « bonnes » contraintes ne sont pas dictés par les mathématiques mais traduisent

g A
erations physiques.

2. La régulatisation des problémes mal posés, due initialement 3 A.N. Tikhonov [17], cherche a redé-

finir les riotions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,. .), de fagon que la

(solution fégularisée ) obtenue par (inversion régularisée ) dépende continfiment des données et soit

proche de

la solution exacte (en supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs

effectivenjent obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probléme initial mal posé

par un au
3. Dinversio|
Ces trois app1

le caractére mal

1.2 Problé

Définition 1.2.1
Le probléme inv
Existence : Pous

Unicité : Pour tq

re "probleme approximant” bien posé.
1 stochastique développée par A. Tarantola [15].

oches ont comme préoccupation commune de fournir un cadre permettant de neutraliser

bosé.

mes mal posés

- [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach et L : X —» ¥ un opérateur.
erse Lx =y est bien-posé au sens de HApAMARD[1] si

touty € Y il existe x € X tel que Lx =,

uty €Y, il y a au plus une solution x € X.

Stabilité : La solution x dépend continfiment de la donnée y.

Si au moins une

de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probléme est dit mal-posé.

1.2.1  Exemples de problémes inverses et mal-posés

Nous présentons dans ce chapitre quelques exemples de probiemes inverses, tels qu'ils interviennent dans

les sciences de I'i

linéaires

Exemple 1.2.1.

ngenieur, Cette liste est loin d’étre exhaustive. On commence par des exemples d’algebre

lrouver un polynéme P de degré n avec des zéros x,, ..., x,, donnés. Ce probleme est 'inverse

du probleme direct : trowver les zéros x, .., x,, d'un polynéme donné, Dans ce cas le probléme inverse est plus

facile & résoudre ofs la solution est :

P(x1500,%,) = €(x = %)% = 25).0.(x = X,,).

o

g/ BENNRCER Meryjem
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1.2 Problémes mal posés 6

Exemple 1.2.2

(Le probleme d’interpolation de Lagrange)

Tronver un polynéme P de degré n qui prend des valeurs y,, ...y, € R en des points donnés Xqsees X,,. Ce pro-

bleme est Vinveyse du probleme direct du calcul d’un polyndme P & n valeurs X15 ey X,, données. Le probléeme

inverse est le probléme d’interpolation de Lagrange.

Exemple 1.2.3

Soit A une matrice carré de taille n x n réelle et symétrigue et soit Ay, Ay ..y A, 1 nombres

réels : Trowver une matrice diagonale D sachant que A+ D admet les valeurs propres Ay, Ay, ..., A,,. Ce probléme

est Uinverse du probleme direct qui consiste & calculer les valens propres de la matrice donnée A+ D.

Ces problemes sont parmis les exemples les plus simples des problémes inverses. Parmi les domaines dans

lesquels les prob

lemes inverses jouent un réle important nous pouvons citer :

- I'imagerie medicale ( échographie, scanners, rayons X,...),

- l'ingénierie pétroliére ( prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, identificarion des perméa-

bilités dans uh réservoir...),

- I'hydrogéologie (identification des perméabilites hydrauliques),

- la chimie (défermination des constantes de réaction),

- le radar (détefmination de la forme d’un obstacle),

- la mécanique|quantique ( détermination du potentiel),

- le traitement|d’image (restauration d’images floues).

Pour illustrer bien cette notion de problémes mal-posés on présente quelques exemples détaillés

Exemple 1.2.4.

La différntiation et Pintégration La différntiation et Pintégration sont deux problémes in-
8 €g

verses L'un de U'alstre, il est plus habituel de penser 2 la différentiation comme un probléme direct et | intégration

comme problém

En fait, Pintégr

inverse.

ion posséde de bonnes propriétés mathématiques qui nous permet de la considérer comme un

probleme direct par contre la différentiation est le prototype du probléme mal posé comme nous allons le voir,

Soit lopératenr

want ;

Af(x)= f *foydr. (12.1)

v

il est facile de vojr directement que A est un opérateur linéaire dans £ (L*(0,1)), cet opératenr est injectif par

contre son image

on H'(0,1) est [
n’est pas fermé d
sur L*(0,1), com

est le sous espace vectoriel
Im(A)={f e H'(0,1),#(0)= 0},

espace de Sobolev. En effet Af = g est equivalent & f(x) = g'(x) et g(0) = 0. L’image de A
ns L*(0,1) (bien entendu il est dans H'(0, 1) En conséquense linverse de A n’est pas continu

me le montre lexemple suivant : Considérons une fonction g € C'([0,1]) et n € N. Soit :

1.,
8n(x) = g(x)+ —sin(7°x). (1.2.2)

W BENNRCER Me,

yem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




1.2 Problémes mal posés 7

Alors :

De simple calcu
f et f, peut étr

Popératenr de la
Pinstabilité de [
une influence ay
Exemple 1.2.5
#(x,0) = uy(x)

on () € Ly(0, )

sous la forme

So(x) =gl (x) = g'(x)+ ncos(n® x x) = f/(x) + n cos(n? x x). (1.2.3)

1 . 5 :
s montrent que ||g — g,||, = O (-—) alors que ||f — £, || = O(n). Ainsi que la difference entre
n

¢ arbitrairement grande alors méme que la différence entre g et g, est arbitrairement petite.
dérivée(inverse de A) nest pas continu an moins avec ce choix des normes.
inverse est typique des problémes mal-posés une perturbation sur les données (ici g) pent avoir

bitraivement grande sur les résultats(ici f).

(Probleme rétrograde pour équation de la chaleur) Ce probléme consiste & déterminer

(condition initiale inconnue) sachant que le champ de température vérifie

n,(x,t) = (%,8)=0 six€(0,7),t€(0,7T),
u(x,t)=¢(x) 0<x<m,

#{0,t)=u(m,t)=0 5 0% 7,

o
IA

est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier on peut expliciter la solution de ce probleme

ot ¢, est le coefficient de Fourier dordre n de ¢ :

by =(fre,) = \E J ﬂ.sin(nx)dx, e,(x)= \Esin(nx).

Soit g(x) = uo(x,0) la température initiale alors d’aprés I'égalité de Parseval on a :

on considére ma

CcO
liglP = > exp(n* Tl (n)?
n=1
intenant le probléme avec des données briutées :

1
hr=¢+ 7 exp(kx),

1 1 .
on remarque que|||pp, — || = — — 0, k — o0 mais ||u(py,0) — #(¢, 0)|| = — exp(k2t) — o0, k — -+co.

On voit trés claz

sont irréversibles).

Exemple 1.2.6.

nement que ce probleme est mal posé. C'est pour cela qu’on dit que les phénoménes de la chaleur

Probleme de Cauchy pour léguation de Laplace

gf BENNRCER M
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1.3 Stratégie générale de régularisation

Considérons le probléme suivant :

Au=0 (x,7)€R?,
u(x,O):O x €R,
au(x,0)=p(x) xe€R,

N s x P ix 5
on ¢, (x) = £5sinl (——) » £ > 0. On vérifie aisément que
£

#.(x,y) = 2sinh <Z> sin (f> .
£

g

est une solution du probléme. On remarque que (9. = 0,6 = 0) mais (u,(x,y) — 00, e — 0) pour tout x > 0

Jixé. Ce qui prosve que les solutions de probléme ne dépendent pas continument des données initiales, d’osi le

probleme est mal posé.

Exemple 1.2.7.| Probleme de minimisation

On considere le probléme de minimisation :

¢(u)=infllAu—f|

on suppose que u) est Linfinimum de () : p(u;) < p(u) si f est perturbée donc :

$s(u) = infllAu = fsll, IIfs - f1I< 8,

Pinfinimum de ¢ y(u) peut ne pas étre atteint & un &ément u s qui est loin de u; d’ods le graphe | — u; peut

étre non continu| Dans ce cas le probléme est mal posé.

1.3 Stratégie générale de régularisation

Pour simplifier gn suppose dans cette section que I"opérateur K est bijectif. Ce n’est pas une restriction
P pp q P J p

puisque nous polivons toujours remplacer le domaine X par le complémentaire orthogonal du noyau de

K. on suppose qu'il existe une solution x € X de ’équation im erturbée Kx = y. En d’autres termes on
ppose q q p Y

suppose que y & K(X), P'injectivité du noyau K implique que cette solution est unique.

En pratique le mgmbre droit y € ¥ n’est jammais connue exactement, mais seulement i partir d*un niveau

de bruit noté & 3 0. Donc on suppose qu'on connait & > 0 et y? avec

lly=ysll <.

C’est notre but dp résoudre I'équation perturbée

Kx3 — yé‘

(1.3.1)

(1.3.2)

-

g/ BENNRCER Merijem
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1.3 Stratégie générale de régularisation 9

En général 1.3.2 n'est pas résoluble puisque on ne peut pas supposer que les données mesurées y® sont
dans I'image de|K. Par conséquent, le mieux qu'on peut espérer est la détermination d’une approximation
% €X de la solution exacte x qui n’est pas plus pire que la solution dans A8, E, ||.||,) de la définition 1.3.1

ci-dessous

Définition 1.31. Soit K : X — ¥ un opérateur linéaire borné entre les deux espaces de Banach X et Y
et soit X un squs-espace de X ot ||.]|, est la norme de X 1 tel qu’il existe une constante ¢ > 0 vérifiant la

condition ||x|| £ c||x||; pour tout x € X,. Alors on définit
RS, E, M) = sup{llxl| - x € X,,[|K x| < &, ||x]|, < E} (1.3.3)

Définition 1.3.2. On appelle A3, E,||.||,) Module de continuité de Popérateur K~ pour Perreur &
dans les donnée et I'information a priori ||x|| < E. K8, E, II]l;) dépend de 'opérateur K et les normes sur
X,YetX,

Il est désirable que cette module de contnuité ne converge pas seulement vers zéro lorsque & tend vers zéro

mais qu'elle est fordre &. C'est certainemnt vrai pour les opérateurs bornés inversibles comme il est vu

d’aprés I'inégalité ||x|| < [|[K~Y||IKx||. Cepandant pour les opérateurs com acts K la norme ||.||, = ||.|| et
p 8 P P p p 1

dans ce cas la module de continuité ne converge pas et on est obligé de prendre une norme plus forte que
I
Une condition sppplémentaire est que la solution approchée x¢ doit dépendre continfiment de la donnée
»%. En d’autre terme notre but est de construire une approximation bornée convenable R : ¥ — X de

Popérateur inverse(non-borné) K~ : K(x) — X.
Définition 1.3.3. Une stratégie de régularisation est une famille d’opérateurs linéaires bornés
R,:Y—>X, a>0,

tel que

limR,Kx=x, pourtoutxeX,
a0 ©

c-3-d les opérateurs R K covergent ponctuellement vers I’identité.

Par cette définitign et la compacité de K on conclut ce qui suit

Théoréme 1.3.1.| Soit R, une stratégie de régularisation pour un opératenr compact K : X — 'V o) dim(X) =

oo. Alors on a

1. Les opératenrs R , ne sont pas uniformément bornés c-a-d : il existe une suite (a;) avec||R, || = co quand
i

] =00,

g

gl BENNRCER Meryjem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




1.3 Stratégie générale de régularisation 10

2. La suite (R Kx) ne converge pas uniformément sur les sous-ensembles bornées de X c-a-d : il n y'a pas

une convergence de R K vers 'identité I par rapport a la norme d’opératenr.

Démonstration, 1. Supposons le contraire, alors il existe une certaine constante ¢ >0 tel que ||R || < ¢
pour tout & > 0. Puisque R,y — K~y (2 — 0) pour tout y €K(X) et |[R v < cllyl| pour 2 > O on
conclut que [|[K~1y|| < c|y || pour tout y € K(X), c-ad: K™ est borné. Ca implique que / =K~ 'K
XX j

qui implifjue que dim X < co.

st compact d’oti la contradiction avec dim X = 0o. On conclut que / est aussi compact ce

O

La notion de sratégie de régularisation est basée sur des données exactes, c-3-d le régularisateur Ry

converge vers x|pour le second membre exacte y=Kx.

x%9 = R_y°, (1.3.4)

comme une approximation de la solution x de Kx = y. Alors Perreur est divisée en deux parties par

Papplication simple de I'inégalité triangulaire suivante
b2 =l < IRy = Rpl|+IIR =]
< IR, =yl + IR, Kx — x|

Et par conséquent :

[l = x]| < SR+ (IR K x — x| (1.3.5)
Ceci est notre estimation fondamentale qu'on va utiliser dans ce qui suit.

On observe que Perreur entre la solution exacte et la solution calculée se compose de deux parties : Le pre-
mier terme dans|le c6té droit décrit 'erreur dans la donnée multiplié par "le conditionnement” IR || du
probleme régularisé. Par le théoréme 1.3.1 ce terme tend vers I'infini quand @ tend vers zéro. Le deuxiéme
terme désigne I’efreur d’approximation (R, —K~'y||en y = Kx. Draprés la définition de la stratégje de

régularisation ce terme tend vers zéro par rapport a &

On est besoin d’une stratégie pour choisir ¢ = (&) en fonction de & afin de maintenir I'erreur totale la
plus petite possible. Ca signifie qu'on doit minimiser

ORI+ IR K x — x]|.

La procédure est |a méme dans toute situation concréte : On dojt estimer les quantités ||R_|| et [IR, Kx —

%|| en termes de ¢ puis on minimise cette borne supérieure par rapport 3 . On dit qu’une stratégie de

régularisation @ = a(3) est admessible si

a(@)—0et  sup{||Rys9® —x|: [IKx — %] < 8} -0, 80,
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1.3 Stratégie générale de régularisation 11

pour tout x & )X,

1.3.1 MeéthHode de Newton

Le principe de|la méthode de Newton pour la résolution approchée d’une équation de lz forme f(x)=0

est une application de la dérivée, son principe peut étre résumé ainsi.

Aprés avoir dletlermme un intervalle ot il n’y a qu’une seule racine 7, on choisit une valeur #y assez proche

de r et on cons

ruit, par récurrence, une suite (#,) nen OU ,, 1 est obtenu, A partir de #,,, comme |’abscisse

du point d’intérsection de ’axe horizontal et de la tangente en (u,, f(#,)) a la courbe représentative .

Léquation de Iy tangente en (x,, f(n,)) a la courbe représentative de f est donnée par

On détermine #, ., comme solution de ’équation

puis en utilisang la formule de récurrence pour la suite (u,)

f"(un)(x - ”n)+f(”n) =0,

neN
. h (un)
Upp1 =4, — ,-/,q
A n/
avec #y donné.
. . e . f(x) -y :
Si la fonction f/est définie sur un intervalle 7, en posant ®(x) = x — =—= la validité de la méthode est

fi(x)

assuree si la dériyée /' ne s'annule pas sur 7 et si ®(I) 1.
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Chapitre 2 £

Méthodes de régularisation

On aborde dang cette partie de ce chapitre le principe de quelques méthodes de régularisation. En fait, cette

partie est une i

la méthode de

liroduction aux méthodes de régularisation les plus courantes : la méthode de Tikhonov,

0rozov et on termine par une méthode itérative c’est la méthode de Landweber. Pour

une lecture plus approfondie on propose de voir le livre de Kirsch [23].

Régulariser un

probleme mal-posé, c’est le remplacer par un autre, bien-posé de sorte que ’erreur com-

mise soit compensée par le gain de stabilité. La difficulté principale dans "application d’une méthode de

régularisation 4 un probléme particulier est la détermination du parametre de régularisation lui-méme.

Dans cette partig K : X - ¥, désigne un opérateur linéaire borné défini entre deux espaces de Hilbert X

etY.

2.1 Larégularisation de Tikhonov

Cette méthode de régularisation consiste 3 résoudre le systéme linéaire

Kx =y .1.1)

qui revient & migimiser [|Kx — y||y tel que x € X et ¥ €Y.8i X est de dimension infinie et 'opérateur K

est compact, ce grobleme de minimisation est aussi mal-posé, voir le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soient K : X — Y ; un opératenr linéaire borné et yE€Y : I existe X € X tel que

IKZ ~ylly < ||Kx ~ y|ly, pour tout x € X si et seulement si % € X est une solution de léquation

K*K%=K*y. 2.1.2)

On se donne K : X — Y un opératenr linéaire borné et Y €Y, et on veut déterminer x € X qui minimise la
fonctionnelle de Tikhonov suivante :

J(%)=[IKx =y + o] =]~ (2.1.3)

gf BENNRCER Menjem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




2.1 La régularisation d¢ Tikhonov 13

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.1,1. Soient K: X — Y un opérateur linéaire et borné et @ > 0. La fonctionnelle de Tikhonov i

admet un seul minimum x € X. Ce minimum est la solution unique de léguation

Démonstration

ax® +K*Kx?. 2.1.4)

Pour la démonstration de ce théoréme voir [23] p.37. O

La solution de |"équation 2.1.4 peut étre écrite sous la forme x% = R 2 tel que

R,:=(al+kR)'K*: Y > X. 2.1.5)

En choisissant jun systéme singulier ( #>%;,y;) pour I'opérateur compact K on voit que R,y admet la

représentation puivante :

o0 .
L 7

> 5 000,)%;
]

n:Oa{""lu

R,y

% q(a,u;) '
= > p Loz, yev. (2.1.6)

n=0 7
2

avec g(a@, u) = s
g

Théoréme 2.1.]

5+ Cette fonction g est appelée la fonction filtre.
+u

« Soit K : X —'Y un opératenr linéaire compact et a > 0. Alors on a

1. Lopérateny al + K*K admet un inverse horné, Popératenr R, : Y — X défini par2.1.5 forme une

stratégic d,

"8
R,y% estq

chague cho

> régularisation avec ||R )| < W On Lappelle la méthde de régularisation de Tikbonoo.
a

éterminée comme la solution unigue x‘* de | quation de second espéce

82
ix de a(8) — (8 — 0) avec _T) — 0(8 — 0) est admessible,
a
[l((818) _ x| < /1 +/¢ ) /(BE) @2.1.8)
“3\7Z ,

2
BTN

3

2. Soit x = K[ Kz € Im(K*K) avec ||z|| < E, le choix oo )y=¢ ( Z;) pour ¢ > O,donne lestimation de

Derrenr :

. 1 )
@) _ 4| < <5_ +¢g> E3 (2.1.9)
¢

LI

7
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2.2 Le principe de Morozov 14

Pour cela, la méthode de régularisation de Tikhonov est optimale pour ||(K*)™'x|| < E ot ||(K*K )x|| < E.
Les valeurs propres de K tendent vers zéro et les valeurs propres de al + K™K sont bornées loines de 2éro pour

a>0.

Remarque2.1]l. D’aprés le théoréme précédent, on observe que o a été choisit d’une fagon & dépendre de

d' et qu'il converge vers zéro quand & tend vers zéro mais pas plus vite que 82,

Théoréme 2.183. Soit K : X — Y un opératenr linéaire et compact tel que Uimage Im(K) est de dimension
infinie. De plus| soit x € X et on suppose qu'il existe une fonction continue a : [0,+00[— [0,+c0[ avec
2(0) = 0, telle gue lim ||x(=($-%) _ x”STZ =0

80

Remarque2.1.2. - Ce résultat montre que la méthode de régularisation de Tikhonov n’est pas optimale
pour des hypothéses plus fortes sur la solution x.

- La démonstration détaillée de ce théoréme se trouve dans le livre de Kirch [23] p.39. Le choix de o dans
le théoréme 2,1.2 est mis & priori, c’est-d-dire avant de commencer le calcul de x en résolvant le probléme

des moindr €s|carr éS.

2.2 Le pripncipe de Morozov

On donne ici un exemple de méthode de choix 4 posteriori du parameétre de régularisation. On expose la
plus classique d¢ celles-ci, (the discrepancy principle) de Morozov [28], ou (le principe de sélection de
Morozov). D’aprés kirsch [23], on présente un principe basé sur la méthode de régularisation de Tikho-
nov.
On suppose que|K : X — Y est un opérateur compact et injectif défini entre les deux espaces de Hilbert X
et ¥ dimage derfse Im(K) C ¥ :

En étudie encore I’équation Kx =y, y € Y. On calcule maintenant le parameétre de régularisation o =
a(8) > 0 tel qud la solution de Tikhonov correspondante est la solution de I"équation 2.1.7 et elle est le

minimum de 2.1.3 qui satisfait a l’équatic»n
e A Ny ~
"l(x“’é\ —-y°|l=2.

On note que le choix de « par le principe de Morozov guarentie d’une part que l'erreur égale 3 &, d’autre

part, @ est trés peétit.

Théoréme 2.2.1) Soit K : X — Y est un opératenr linéaire et compact a image dense dans Y. Soit Kx =y,
xeX,yeY, y‘s €Y tels que

=5l <8 <Ibé|-

Soit x*9) la solution de Tikhonov satisfaisant

7
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2.3 La méthode de Landweber 15

1 x4 ]

> x pour & — 0. Don le principe de sélection de Morozov est admissible.

2. Soit x =\K*z € K*(Y) avec ||z|| < E alors

[Ix*®» — x| < 24/(SE).

Pour cela le principe de sélection de Morozov est une stratégie de régularisation optimale sous la condition

(&™) x]| < £.

Démonstration) La preuve de ce théoréme est dans le livre de Kirch (voir [23]). O

Remarque2.2.1. La détermination de a(8) est équivalente au probléme de trouver la racine de la fonction

monotone

pour & fixé.

() =||Kx"0 —y 2|2 - 2

" . . g iE P < £ oy . 3 . f N i
Ce n’est pas négessaire de satisfaire | équation ||Kx“(¥):d ¥°|l = & exactement juste une inclusion de la

forme ¢;8 < ||[Kx4(®» —

¥ < ¢,8 est suffisante pour prouver les assertions du théoréme précédent.

Dans le théoreme suivant, on démontre que I'ordre de convergence (O(v &) est meilleur pour le principe

de Morozov.

Théoreme 2.2.2. Soit K un opératenr compact et soit a(3') choisit par le principe de Morozov. On suppose
que pour tout x € Im(K'K),y = Kx # 0 et pour toute suite 8, — 0 et ¥ €Y tel que ||y —y%|| < 3, et
%1l > 8., posty tout n. La solution de Tikhonow correspondante x" = x%(8,,),8,, converge vers x plus vite
que \/Z 8,,) vers géro. Donc :

i

()

llx” = x|| -0,

alors limage Im(K) est de dimension fini.

2.3 La méthode de Landweber

Les méthodes itdratives sont des méthodes basées sur la construction d’une suite de solutions approchées

(dans le cas non bruité) qui convergent vers la solution désirée. Dans le contexte des problémes inverses la

situation est plus compliqueée : en présence de bruit, la suite construite par la méthode itérative ne converge

pas, en général, vers une solution du probléme de départ. Tl est, encore une fois, nécessaire de régulariser le

processus itératif] et c’est I’indice d’itération lui-méme qui joue le rble de paramétre de régularisation. En

d’autres termes, il convient d’arréter les itérations plus 6t qu'on ne le ferait dans un cas non bruité.

On examine danf ce paragraphe que la plus simple des méthodes itératives : la méthode de Landweber

[24], qui a pour 4vantage principal de se préter a une analyse simple. Malheureusement, elle converge trop

G
7
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2.3 La méthodk de Landweber 16

lentement pour étre utilisable en pratique, d’autant plus que des méthodes beaucoup plus performantes
existent. Les deux plus importantes sont la méthode de H. Engl voir [21], et surtout la méthode du gradient
conjugué et ses variantes. Cette derniére méthode est a la plus employée. Dans le contexte des problémes
mal-posés, un exposé accessible se trouve dans le livre de Kirsch [23], Landweber [24] et Fridman [22] ont

proposé de réédrire 'équation Kx =y sous la forme suivante

=(I —aK*K)x 4+ aK*y,

poura >0 le shéma itérative de cette équation est le suivant :

=0 etx”=(I —aK*K)x("=1) +aK’y, (2.3.1)
pour m=1,2,.|...

Lemme 2.3.1. |Soit la suite x™ définie par 2.3.1 et on definit la fonctionnelle ¥(x) : X — R par:
! 2
U(x)= EHKV - xeX.

Alors U est différentiable au sens de Fréchet pourtout z € X et
U'(2)x = Re(Kz — y,Kx) = Re(K*(Kz — ), x), x€X (2.3.2)

La fonctionnelle|linézire W'(z) peut étre identifiée avec K*(Kz — ) sur Pespace de Hilbert X
Cest facile de vofr la forme explicite x™ = (R m)y ot Lopératenr R, .Y — X est défini par:

=1
n=a > ([—aK*K¥)K*, m=1,2,.. 2.3.3)

3

R

T
1l
o

1
Théoréme 2.3.1. 1. Soit K: X — Y ; un opératenr compact et soit 0 < a < ————. On définit les opéra-

teurs linéalres et bornés R, : Y — X par 2.3.3. Ces opérateurs définissent une st mtegze de régularisation
1 .

de paramétre a = —, m € N et IR, |l < 4/ (am) La suite x'm, &) = | R, (y")est calculée par les itéra-
m

tions swivaptes : powr m = 1,2.... Toute stratégie m(3) — oo(& — 0) avec (81)m(8) — 0(& —» O est

admissible|avec c 5 <m(8)<c, 5 Pestimation suivante est vérifide :

™, 8 — x|l < ¢4/ (8 E),

ot ¢ dépenid de ¢, c, et a. Alors Pitération de Landweber est optimale pour ||(K*)~Vx|| < E
2 Maim*enam, soit x = K'Kz € Im(K*K),||z|| < E et 0 < ¢1 < ¢, pour chaque choix m(8) avec

ENS E
¢ (S ) < 771(8) <o I(:S;> on a

Wity

lIx™,8 = x|| < ;E3 83,

o# c; dépend de ¢\, c, et a. Pour cela, Vitération de Landweber est anssi optimale pour ||(K*K) x| < E
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2.4 Equation ihtégrale de 1ére et de 2éme espece 17

Remarque 2.3.1. Pour cette méthode on observe qu’une haute précision demande un nombre large m

d’itérations miis la stabilité nous force & garder m le plus petit possible.

2.4 Equation intégrale de 1¢re et de 2éme espéce

L'équation intégrale de premiere espece de Volterra

fo(x, t)q(t)dt = f(x), x€[0,T], 2.4.1)

elle peut étre considéré comme un cas particulier de I’équation de Fredholm

fo K(x,t)q(t) = f(x),x € [0, 77,

Son noyau prerd la forme
e [ K(x,t) t€[0,x]
- { 0 te[x,T].

Supposons que |"équation 2.4.1 a une solution 4. € C[0, T] et les fonctions K(x, t) et £(x) ont des dérivées

continues par rapport i x ensuite en dirévant Iéquation 2.4.1 par rapport 3 x on obtient

X

JK o .
q(x)K(x,x)—l—fo a—x(x,t)q(t)dt = f'(x) 2.4.2)

Si K(x,x) # 0 gour tout x € [0, T] alors I’équation devient un cas particulier de I’équation intégrale de
Volterra de deugiéme espéce.

Dans ce qui suit|nous allons envisager la régularisation de Volterra.
2.4.1 Equation intégrale de Volterra de deuxi¢me espece
Considérons I'équation de Volterra du deuxiéme espece dans C[0, T] et L*[0, T
x
glx)= g(x)-&-f P(x,t)g(t)dt, x€[0, 7], (2.4.3)
0

On va montrer que le probléme 2.4.3 est bien-posé.

Théoreme 2.4.1. Soit g € C[0,T] et P(x, t)€ C0< ¢t <x < T), alors le probléme 2.4.3 est bien-posé dans
Clo, 7.

Démonstration. QOn définit opérateur V comme suit :

(Va)x)= g(x)+ fo P(x,0)q()dt,  xe[0,T].

¢/
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2.4 Equation intégrale de 1¢re et de 2éme espece 18

On introduit yne norme dépend du paramétre 4 >0,

llgllp = s# preo,ry {la(x) exp((=B)x)},

d’aprés la définition d’une norme alors

On note

llallo=llgllcro,rys  Nlalls = llallcro,r < exp((B)x)lgll 5- (2.4.4)
Go=lIgllcror)y Po= sup [P(x,1)].
x€[0,T],c€[0,x]

On va prouver|que pour tout 7' > 0, > 0 et tout 3 satisfait la condition suivante :

Gy+
max {Po, P, i }/} < B, (2.4.5)
14

Popérateur V transforme la boule

B(g,y,B)={p(x)€C[0,T]: lp—glls < v}

vers la méme boule et 'opérateur est une contraction.

Soit r € B(g,y4f) cad|ig ~rllg < y donc|lrlig <liglls+y < Gy +7.

Ona

(Vr))—g(x) < fo (e, E)r(e)de]
< B [ IOlespt=p)exp(
< Plrlly | exp(pe)ds

1
Pollrllﬁﬁ(exp(ﬂ(t)—l)), x€[0,T].

Par conséquent pour tout x € [0, 7],

et d’aprés 2.4.5

ce qui signifie qy

\ —pt 1 —fx PO
[(Vr)(x) = g(x)le SPo||T||ﬁ"/5,(1—e S‘E“””/j’

Py(Gy+y)

P
|(Vr)(x>—g<x)|sguruﬂs <1

eVreB(g,y, ).

-
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2.4 Equation ihtégrale de 1re et de 2¢me espéce 19

Maintenant, sgient 7y, 7, € B(g,7, ). Par les mémes arguments on obtient I’estimation

Par conséquen:

~
L/

(Vr)) = (V)| < fo PG, ) (e) = rye)ld

IA

Pollry = malig -ﬂ—(exp(px) - 1),

Py
IVr =Vl < E””l — 7l

Suite 3 2.4.5, -5—? < 1. Cela signifie que I'opérateur V est une contraction dans la boule B(g,y,3). Par

conséquent, par le théoreme des points fixes de Banach I'opérateur a un point fixe unique dans cette boule.

ce qui est évidemment une solution de I’équation 2.4.3. Nous passons maintenant 3 la preuve de 'unicité

et de la stabilit¢ de la solution du probléme 2.4.3 par rapport aux petites perturbations de g(x).

Nous commengons par prouver la stabilité. Supposons que g;(x), j = 1,2 sont des solutions continues aux

équations

4(5) =g,(x)+ fo Px,t)g;(t)de, j=1.2, (24.6)

respectivement) comme avant les fonctions g;, g, et P sont supposés continues alors § = g, — petg=

81 — & satisfai ’équation

qui implique

alors

X

= f P(x,t)idt,

r

<181+ jo PO )0 | PGee)glde

i
l41<18l +Po|léillgﬁ(exp(ﬂx) —1).

Multiplions 'irégalité obtenue par exp(--x) et prenons le sup par rapport 4 x & [0, Tlsona

Alors

Py

4115 < 11gll 5 + 7 141l -

P\
(1——5 )Nl <12lls-

Comme [ > Pyetd’aprés 2.4.50n a

” B ~
< .
”q”ﬂ— 3 Po”g”ﬂ
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2.4 Equation ihtégrale de 1ére et de 2éme espéce 20

Finalement en|utilisant 2.4.4 on obtient

llg: = allcpo, 7y < 7 *P(BT)llg: - &llcor 2.4.7)
B-P,

Lestimation dq stabilité 2.4.7 implique ¢galement I'unicité de la solution. O

Remarque2.4/l. 1. Lestimation 2.4.7 peut étre améliorée par I'application du lemme de Gronwall &

Pinégalité :

NI+ [ P,
obtenue dans la preuve du théoréme précédent.

2. On peut prouver que si g € L,(0,T) et Px,t) € L(0< ¢t <x < T), alors le probléme 2.4.3 est
bien-posé{dans L,(0, T').

2.4.2 Larégplarisation de 'équation intégrale de premicre espéce de Volterra

L'exemple ci-degsus de réduire le probléme mal posé 2.4.1 & un probléme bien posé 2.4.2 est rarement

applicable dans|la pratique pour deux raisons principales. Au lieu de f(x) nous avons habituellement
N . z - - A 1 . R 7 f . . " o

seulement son approximation f; et méme si la dérivée [3(x) est connue des petites erreurs en f(x) peuvent

conduire 4 de trds grandes erreurs 3 la solution.

D’autre part, application de I’approximation générale décrite dans la section précédente c.3.d réduire le

probleme 2.4.1 3 une équation de Fredholm de deuxiéme espece de la forme
ag(x)+A"Ag = A*f5(x)g,

nous donne une|équation qui n’est pas de Volterra, car (A"A n'est pas un opérateur de Volterra), ce qui
complique consiflérablement I’analyse et la solution de Iéquation régularisée.

Comme précédemment, nous supposons que 'équation 2.4.1 c.3.d
rx

|| Kwoa@dr=f),  xeloT],
0

a une solution mais au lieu de la fonction £ on sait seulement son approximation fy qui satisfait la condi-
tion
f = fsllcpory < 8.

On va approximer 'équation 2.4.1 par I’équation de Volterra de deuxiéme espece avec un paramétre posi-

tive @

ag(x) +LXK(x,t)q(t)dt = fslx), x€[0,T]. (2.4.8)
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2.4 Equation intégrale de 1ére et de 2éme espece 21

Théoréme 2.4.2 On suppose que pour f, fs € C[0, T il existe une solution 9. € C'[0, T] de léguation 2.4.1
sachant que q,(10) =0,
J’K

Sotent K, SO 32 sont continus et K(x,x) = 1. Alors il existe des nombres positives o*, 8* et K* te] que
X x

T (s = N a2 s e T — T i s bl
Pour a (0, [v4 ) S < (C, S *) L)’c,qmltwu 2.4.8a uiie s()lpiuun witigue g8 € C {O, 7 ] g smzsﬁx:u / "cfSLzﬁmLEO/i

24

. )
14,5 ~ qe”C[O,T] <K' (a+ (2.4.9)

Démonstration. | Lexitence et Punicité de la solution 9, suit du théoréme 2.4.1

Soit f:‘(:\:) =f(x)=f(x), 4= q(x) =g, s(x), puis en soustrayant 2.4.8 de 2.4.1, on obtient
- )

ag(x) -I—j K(x,t)4(t)dt = aq,(x) + f(x). (2.4.10)
0

Les arguments utilisés dans [a preuve du théoréme 2.4.1 ne peuvent pas utilisés pour estimer 4 car I’équa-

tion 2.4.10 comprend un petit parametre . Pour cette raison, nous allons introduire une fonction de poids
x—

plus compliquéeexp ( — -——-) au lieu de exp(B¢) et utiliser d’autre intégration par rapport  x. En chan-
a

geant la variable i 3 & dans 2.4.10 et multiplions I’équation résultante par la fonction &~ exp ( - -'——-)

et intégrant par rapport 4 & de 04 x :

x . 1 3 x -
f exp <_ r 5) [_q”(g).l_ -l_zj K(f,t)é(t)dt] dé' = lf exp (_x 5) qe(g)tif
0 a ™ Jo 0

a a a

+ e ( —ﬁﬁ) F(&)E @411
a @

\ - 7

On divise 2.4.10 par o et soustrayant inégalité 2.4.11 de I’égalité résultante. En réarrangeant nous obtenons

i) - fo “K(e,0)i(0)ds — - fo e (——;é) HEVE
— %foxexp <—x:§> [J;EK(x,ff)q(t)dt] d&é

= go(x)+ 1f~ (x)+l f xeXP (f;{) 2.()E (2412
a @ Jo a

L /_x_5>f~(§)dcf.

azlo p\ a

On intégrant deuxifois par partie le quatriéme terme sur le c5t& gauche de la derniére inégalité et en utilisant

¢%”

BENNRCER Meryerl ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




2.4 Equation ihtégrale de 1ére et de 2éme espéce 22
la condition K(x,x) =1
1(* x — & g4 , 1 =
—Ef exp | — J K(&,t)g(t)dt | déE = —-J- K(x,t)4(t)dt
a” Jo a 0 @ Jo
1 x 1 * s -
== f K(x,t)g(t)dt — ;f exp (-————-) Gg(&)dé
0

a a

= e <—x —¢ > [ fo " pOIK(E, t)q”(t)d;t] d¢

ol &

= = [ ke i - j'xexp(—x——‘i-\ﬁ(évdg
a a Jo a )

Do
(=
exp | ———on
axp (

Lx
+ [
[

Ici D(”i""Z)K(xl,xz) = =K (%, %5).
dxf

VK(E,0)g(1)dt]dE

a
. [ ré

- é) [f D(2'°>K(é_;',t)c}(t)dtJ dE.
a 0

5) DUIK(E, £)3(E)dE

-

On change P'oridre de intégration du dernier terme et on le substitue par Pexpression résultante dans

2.4.12 on arrivd a :

40

~x T

i+ [ DUIKE i) - [ exp<———)K<f EHENE

(5 s o

0 fe)=2 [ e (<22 ) aerie

1 [x &Y .
- ;Z.L exp(—x 5),(5)(15

a

De toute évidenge ’égalité dérivée est représentée sous la forme :

rx

g+ JO B,(x,0)§(t)dt = ¢, s(x),

1 x—t 1

- f D(Z’O)K(.f,t)exp (_x_—é_') d&
: a

(2.4.13)

=g

a

B (x,t) = -1-K()c )=~ exp ("T) =g ft xK({,t)exP <_f_> &
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De I'inéy

En utilis

Pour co1

sont sati

25 §
2.5.1

Dans ce

tion de ]

Pefficaci

avec

Notons

Ya,

ralité

ant le

mplét
sfaits

pim
Posit

tte seq
Moro

té de

que d

) = 0= f e (-i) aE)g + 12
Jo a

a

4
1

x [ e\ &
= L exp (-7 ) e

a2

"X = (e x [ ox =&\ »
= [op (-2 ) g+ 2 [ (222 e,

a a

2.4.13 il suit que

|§(e)del, xe[0,T]

N < I sllepor + f max By

lemme de Granwell on obtient

o . [[* )
a(x - ) 71 < .
1G(x)licror] E= G0 < ([Pa,slicror exp 1 L e [B,(x,¢)|dt f

1 la preuve il suffit de vérifier que pour a* >0, 8* > 0, K| > 0, K, > 0 les inégalités suivantes
X
f max _|B,(x,t)|di <K;, 0<a<a" (2.4.14)
0 xE[O,T]
) . L
max fes(llcper <K, (@+5 ), 0<a<a’, 02858 @419
xef0, 1] © ' a

slations numériques pour la méthode de Tikhonov
ion du probleme

tion on va montrer que la régularisation de Tikhonov combinée avec le principe de sélec-
»ov aboutit 4 une solution numérique stable de I’équation intégrale mal-posé. Pour illustrer

I"algorithme de Tikhonov-Morozov nous considérons I’équation :
b
Kx :::f k(t,s)x(s)ds = f(t), [a,b] =[c,d] =[0,1],
a

k(t,s)=exp(ts), K:Lz[a,b] -—>L2[C,d] ok ol s i,

9 . . .
ans L°[a, b la norme est générée par le produit scalaire suivant :

b
(U1 [l = j FORLf g elgl:

gf BEN
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\
ou [£],
utiliser g
Noter q

exprime

Alors k(

discrétis

ou X; es
bruité.

Ensuite,

Dans le |

On intr(

Substitu

On résol

oma:y

réelle. E

ont 7
ue K

I COI

5,t)
e lop

[ une

but de

vduit

ant x,

ut (4

d
1 ad
=2 < Kn--;-'—, K %5 —-f3> Rappelons, que P'opérateur dans notre exemple est de valeur
-

[g] sont les classes d’equivalence de f et g. En outre, le nombre des partitions que nous allons

=4,8,16 et 32 tout en faisant varier ¢ € [0, 1] pour nos tables.
est auto-adjoint ¢-a-d K = K*. En effet, étant donné que k(t,s) = exp(ts) , &* peut étre

\me suit :

K*x = J‘dmx(t)dt ot [c,d] = [a,b] = [0,1].

c

= exp(st) et comme s et ¢t sont des valeurs réelles alors exp(s¢) = exp(st). Donc K* =K. On

- s \ N s 7
crateur K en utilisant la regle des trapezes pour approcher Uintégrale

, 1 1 . e -
(K,i=h | 330+ explibhn, + e (ijh)x, | =)
]=

valeur approchée de x(jh),7 =0,...,n et (fs); = f(ih), i=0,...,n est le second membre

la solution de Tikhonov discrétisée est donnée par

- —1 g% % __
X8 =(al,+K*,K,) an3 K =K,.
mettre en ceuvre le principe de Morozov on doit résoudre I’équation non-linéaire suivante :

pla)=|IK,x, 5 — f5lF — 82 =0

a notation suivante
¥ o AR |
G, =(al,+K K,)

3 =G,K"f5 dans l'expression ¢(a), on conclut :
9(@):=|IK,G, K, fs = f5I = 8% = (K, G,K; = L) = &°
v) = 0 par la méthode de Newton :

90(0‘]‘)
i1 =a;

-—, j=0,1...
! 9”/(a'j)

)

&

e,

gf BEN|
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Par cons

et comuy

ce qui es

2.5.2

Pour gé
d’entrée

ol f, =
Tout d’z
second |
trapezes
Pour les
parer nd
n =438
Par cons
discrétis

Désigno

Lerreur

ouf €]

éque

exp(

nt

o(@) = —2(K,G2K:fs,K,G,K.fs—f3)
= -2(K,GK.f5,(K,G,K; ~1,)fs)

1e K* = K, on termine la méthode de Newton quand

laj+1—ar]~|<10"6 et |ga(a,~)|<10"6,

t comparable au solveur Matlab *de fsolve’.

Sourges de bruit

1érer |fy on ajoute un terme bruit 3 la fonction exacte f,. Ce terme bruit comprend une valeur

de o |qui est égale 3 o \/ZZ) sin(107ct). Par conséquent fg est :

fs =f, +04/(2)sin(1072),

4+1)-1 | . . . ,
, voir la figure (3.5) dans la simulation numérique I’erreur résulte de deux sources.

teu

4
S res

éque

ns le

141

bord [erreur est due 3 des mesures inexactes que nous supposons égales 4 o VQZ)sin(lom). En

grreur de discrétisation qui est générée lorsque 'intégrale est remplacée par une formule des

granj.es valeurs de » I’erreur de discrétisation peut étre ignorée. Cependant, nous voulons com-

Itats & ceux obtenus par la méthode numérique utilisée précédemment Nous avons utilisé
s d

L 16 et 32, étant donné que pour des valeurs plus élevées de 7 la matrice K, devient singuliére.

nt, dans cette expérience on prend les mémes valeurs de 7 (4,8,16 et 32) et donc I'erreur de

ation doit étre soigneusement étudiée.

gecond membre pour chaque 7 par f, Ona:

e, = foll S ife, = Fell + 1le = /5l

de la régle trapézoidale composée

g"(ENb—a) P,
12

Jo,—fe=

./ Dans notre cas

g(s) ~exp(ts)exp(s) =exp(s(t +1)) et[a,b]=][0,1].

g BEN
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Ainsi qy

On voit

Donc ||f, —
Noter que &,

puisque le pris

Pour les

2.5.3 Bimu

Nous appliqu

car ¢(0)

la solutiopn apj

Le deuxiéme

aussi

A
memn

<0Qe

(41 ex I 2 B2 [/t \ 3
fe, — el (J; ik e )dt) < (J 24eXp(4)dt)

122 = i3

0
= S%Z)h%, puisquet € [0,1]
que
e, —fll=2 !;1 o?sin?(107ct)dt = Zozjf;l 1;CO—Z—(Z—O—ﬂzl'alt = 202; =g

e?h?
1)\” S —3— +o0:= Sn.

change lorsque 7 change selon 4. Nous utilisons la norme dans L? au lieu du la norme infinie
1cipe de Morozov est justifié pour les espaces de Hilbert.

25 raisons on utilise la norme discréte pour calculer (o) par méthode de Newten.

lation

1
ns le principe de Morozov avec & =0.1 § =0.05 & = 0.0001. Comme «,, nous prenons 7

)
r ¢(=) > 0. Le premier tableau (B.1) présente une comparaison des normies et confirme que

»rocﬁée converge vers la solution exacte x,. si 7 est assez grand.

ableau B.2 donne des valeurs de @ contre o pour des differentes valeurs de 7. On peut

voir dans le tableau B.2 que lorsque le bruit est petit « I’est aussi. Aprés I’évaluation de & par le principe

de Morc

0.1, 0.05} 0.00
est la plus pet

ZOV

D

n peut maintenant trouver x, 5 et la comparer avec la valeur

Xacte X, = €xpt pour ¢ =

¢

| et 7 = 4, 8, 16, 32. Le tableau B.3 montre comment x différe de x, pour o = 0.0001 qui

te valeur(voir la figure (3.1)). Comme vous pouvez voir si # devient plus grand la solution

approchée converge vers la solution exacte comme le montre le théoréme de convergence.

Tableau B.4 et

figure (3
pour no

valeurs ¢

2.5.4

Onautil

il est au
compare

Tikhonc

3) po
tre so

leoe

=
1€ o

milie

w-IMao

Figure (3.2) montrent un résultat similaire pour o = 0.05 tout comme le tableau (B.5) et la
1r o = 0.1. On peut voir que quand o est petite nous obtenons une approximation optimale
ution exacte. La Figure (3.4) compare les solutions exactes et approchées pour différentes

. n = 32. Encore une fois, lorsque 7 = 32 et o = 0.0001 "approximation est optimale.

Discussion

= 0.05 comme bruit dans la régularisation de Tikhonov avec le principe de Morozov, puisque

1 des trois valeurs de o que nous avons choisi pour travailler avec. Nous commengons par

r les deux tableaux le tableau (B.4) pour notre discrétisation et le tableau (B.5) pour I'algorithme

rozov. Notez que pour la discrétisation o = 0 le seul bruit est dii 3 une approximatation de

5l

g/ BEN.

NRCER

Meryem ©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma




2.5 Sim

ilations numériques pour la méthode de Tikhonov 27

Pintégra
sont be:
que bier
Morozo
théorie.
Nous p:
que la fig
tisation
vers lav
sentées ¢
et ne dc
o =00

grande

|. Comme on peut le voir, les solutions numériques obtenues par I'algorithme Tikhonov-Morozov
ucoup mieux que ceux effectués par la discrétisation (naive). Les erreurs de chaque » montrent
| que la discrétisation oscille sauvagement et devient pire lorsque 7 croit, 'algorithme Tikhonov-

v donne des résultats effectivement mieux lorsque 7 devient plus grand ce qui est confirmé par la

ssons maintenant aux figures. Encore une fois Figure (3.6) fait référence a la discrétisation tandis
sure (5.7) se réfere a 'algorithme Tikhonov-Morozov. Comme annoncé dans les tableaux, la discré-
varie enormément tandis que I’algorithme Tikhonov-Morozov génere une ligne lisse qui converge
aleur pxacte lorsque 7 devient plus grand. Toutes ies valeurs de 7 ne pouvait méme pas étre repré-
ur la|discrétisation en raison du fait que pour 7z = 16 et 7z = 32 la matrice est presque singuliére
nne pas un meilleur résultat, mais beaucoup pire. Notez que méme pensé que nous montrons
5 corjme notre représentant pour Tikhonov-Morozov algorithme, I'un avec ¢ = 0.1 notre plus

raleur] est encore beaucoup meilleure approximation que la discrétisation, qui utilise o = 0.
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Chapitre 3 £

Régularisation & deux paramétres

Soit A :
Hilbert

Péquatic

est mal-|
R(A), te
Yy €Y

Soit B un opé

Hilbert
i Dom(
ii (Bx,)
iii Il exi
Dans la

définie ¢

oua,f:

Dans cet
\

metres. ]

la foncti

X —
Y ou

m

hosée.
lle qu

ine d

X, vé

ste
méth

omim.

te secC
7
LES I'C

pnnel

Y un opérateur linéaire non borné défini d’un espace de Hilbert X et a valeurs dans un
la norme est notee par ||.|| = 4/{.,.). On suppose que I'image de A n’est pas fermée, alors
AX =y, (3.0.1)

Cependant, pour une raison de simplicité, on suppose que l'opérateur A est injectif et y €
> 'unique solution de norme minimale x* € X de I’équation 3.0.1 existe. Soit maintenant

nnée bruitée vérifiant

lly—sll<é (3.0.2)

rateur non-borné strictement positif auto-adjoint 2 domaine dense défini sur un espace de

tfiant les conditions :

Jom(B™) est un sous-espace dense de X

,By) pour tout x,y € Dom(B)

>0, tq |[Bx]] > y|lx||, pour tout x € Dom(B).

sde de régularisation de Tikhonov 4 deux paramétres la solution régularisée x%(a, ) est

= Je minimum de la fonctionnelle

&(a, 8,x) =||Ax — y5|I* +2||Bx|* + BlIx|I%, (3.0.3)

> 0 jouent le role des paramétres de régularisation.

ion, pour des raisons de simplicité on considére une méthode de régularisation 3 deux para-
sultats consernant la méthode de régularisation 3 milti-parameétres qui consiste & minimiser

€

/
(b(alya'b"-al)B)x) = ”Ax _y8||2 +Zai“Bix“2 +B”x”2’ (304)

=1

&7 BEN,
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Lebute
Donc on con

, .
vérifiant se qu

Défnition 3.0

lIx]l, =

Il existe

ce qui si

Proposition 3.

Alors sous les o

i

ii JC* EIW E

On a lestimat

powur tou

Démons:
B~ v ot
p(L™°A
’erreur
[estimat

Puisque

En utilis

Puisque

1B %

deux

gnifie

b

tp €]

1|l
ALT?
est d’d

on3
&

ant 3.

Psentiel dans cette section est de trouver une stratégie 4 postériorie du choix des parametres (, 3).

sidere une extension du principe de selection classique et on cherche I'ensemble des (, 4)

‘on appelle principe de selection a multi-parametres, c-a-d :
ll42° (@, B)—ysll=¢8,  c21. (3.0.5)

1. (Hilbert scale) X,,» €R) X, est la complétion de Dom(B") par rapport 4 la norme
|, » € R. On suppose de plus la condition suivante :

-onstantes positives E et P telle que :
xeM,p={xeX||xll,<E}cCX, (3.0.6)

que x™ admet la représentation x* = B™?v avec v € X et ||v|

<E.

0.1 Soitx° = x°(a, 3) la solution régularisée selon la méthode de Tikhonov i denx paramétres.

prditions
4||B~*x]] <|lAx]| < DIIB~x| (3.07)
jon optimale suivante :

P
lIx® = x*|| < (2E)# ((C—leé:> Rl Y (a#) ,a€(0,2), (3.0.8)

0,a +2[ et tout (@ > 0 et 5 > 0) vérifrant le principe de sélection 3.0.5

rration. Noter que Pinclusion B2 x* € X est équivalente 3 la représentation B#~'x* = B~1BP x* =

< E, et sous les conditions de la proposition 2.13(voir[7], p 101) on peut écrire B~'v =
1
YoouL=8,s=p—1, ¢p(A)= AZr+D Alors il suit immédiatement que I'implification de
2
rdre O(8 7+ ) ne peut pas étre amélioré ce qui montre que cet ordre est optimal. On montre

0.8 pour p € [1,4]. Pour p €]0,1[U]a,a+2[ la démonstration est plus téchnique(voir [18]).

x° minimise la fonctionnelle définie dans 3.0.4. On a:

A

4% — g5l +allBx® | + Bl IP < 1JAx" = ys] + allBx"| + Bllx |
82+ a|Bx” |+ Sllx |1

IA

).5 on obtient

8%+ a|Bx| + BlIx° | < 87+ allBx"IF + BlixII

a, 3 sont posirifs et ¢ > 1 alors on a deux possibilités :

W BEN|
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Régularisation & deux paramétres 30

i 1Bx%]| < ||Bx*]| ou

i [[x0] <l

On va analyset les deux cas :

i En utilisant ]'inégalité 1Bx4|| < [IBx ]|, on conclut que:

IBx® - P = (Bx®—Bx* Bx® —Bx*)

(Bx?,Bx®) - 2(Bx*,Bx%) + (Bx*,Bx*)
< 2{Bx*,Bx*) —Z(Bx*,Bxé\‘)

2(B*?x*, B?x*) —2(BZ‘Pxé’\,BPx*)
2(B*P(x* - x8),BPx*),

Il

I

d’aprés Cauchy Shwartz

1B — x| < 2|82 ~ p(x* - 2)1BP "] < 2E||B® = p(x* = x°)|  (x" €M, p).

Le reste de la démonstration de (2) est basée sur I'inégalité d’interpolation suivante

= atr
Ml < 11l 7| ), 55+, (3.0.9)

pourtout|r € [~a,s], a+s #£0.

On pose dans notre cas r =2 — P ets =1 on obtient :

=1 a2y
e? = "I} < 2B = 27|77 ® — )55

Sous les conditions 3.0.7, 3.0.2 et 3.0.5 on obtient :

On obtientlalors

|

L - L=
e [ O [

at+2—p

[1B(e® — x*)|["

IBB=2B?(x® — x| 555 et o= BP(x? — )
p-1

Il

< ||Bro)
< (EY B (xf — )|

a=1
Hat1) (p—a—2) ey 1+ (S‘ s
1B ~ 505 B2 W < (2 (( 2 ) 1B — x|

d

‘gf BENNRCER Meryey

E

©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma



3.1 Fonction modele basée sur le principe de sélection 3 deux paramétres 31

Soit maintenant ”x‘sH <|[lx*]].

En utiligant I’équation 3.0.5 avec » = — P> s =0 on obtient

) . a
En élevaft au puissance -

”xr? _ x*)”2 — (xé‘ _x*’xé‘ _ x*)
(x‘%,xs) —Z(x‘s',x*) 4= (=", 2"
2(x*, x*) — 2(x‘s,x*)

S 2B — 2|, llx? — x|

IA

IA

* g é\ &k ?
2E|x? x|l = 21 2,

on obtient :

a

- e ) a=p
Ix® — 22 < (2E)" 1B~ — )| [|x® — {555 e — x|
a ﬂ

“|1B(x® — x|

IA
o,
)
Iy
~—

S

+

£

O

3.1 Fonction modele basée sur le principe de sélection & deux paramétres

Cette sous-sectipn est consacrée 3 Iétude du choix des paramétres de régularisation en se basant sur une

technique d’approximation appelée fonction modéle(voir [7 1, [18].

(A"A+aB? + BI)x® = A%y,. (3.1.1)

Cette équation peut étre réécrite sous la forme variationnelle comme suit :

Pour notre analyse
[96].

AxS,Ag) +a(Bx?,Bg) +8(x%,g) = (v5,4g), pour tout g € Dom(B) (3.1.2)

on va utiliser le lemme suivant ot la démonstration est similaire 3 celle utilisée dans

Lemme 3.1.1. lafonction x® = x° @, ) est indéfiniment différentiable ponr tout @ > 0 et 5> 0. Les dérivées
{ p

partielles sont obtenues d’une maniere récursive.

gn=1,4
(Ax|Ag)+a(Bx,Bg) + B(x,g) = —n(B—ém-,Bg), ponr tout g € Dom(B). (3.1.3)
a
ko
Alors que z = 75 résoud I'équation
n—1,.8
{Az/Ag) + a(Bz,Bg) + Bz, g) = —n(B-aaT,Bg), pour tout g € Dom(B). (3.1.4)

gf’ BENNRCER Meryem

©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma



3.1 Fonction modéle basée sur le principe de sélection 3 deux paramétres 32

Démonstration. voir [26]

Lemme 3.1.2.| Soit F(a, ) = ®(a, B,x%(a, B)). Alors

HF(af,ﬂ)

9F(a, f) = =|Bx°(a, B,

(,5’)

x‘ga é
78 7 =k (@ PP

‘;i’J'F (a, ﬂ )=

Maintenant d'aprés 3.0.4 et le lemme 3.1.2 le principe de sélection & multiparameétres 3.0.5 pent étre écrit sous

la forme

F(a,B)—ad,F(a, B)— — BdgF(a, B)=c?82

Liidée consiste d approximer la Jonction F(a, 3) en utilisant une fonction appelée : fonction modele m(a, )

telle que éguation

soit simple a résqudre.

Pour obtenir unf équation

Maintenant conhme dans
positive qui sera/déterminé

d Appri ox1mat101 SUI\'antP

m(a,[})—aﬁam(a,ﬁ)—ﬁaﬂm(a,ﬁ):czé‘z. (3.1.5)

pour une telle fonction modele, on note que si g = x° Péguation 3.1.2 nows donne
4221+ allBx® I + Bl P = (5, 4x°).

sl = [14x217 = o] Bx?|? ~ 2| (3.1.6)
[26] on va approximer le terme [1Ax | par T||x°|P ol T est une constante

ée ultérieurement. Cette approximation et le lemme 3.1.2 nous donne la formule

Fa, B)=ysIP - ad,F(a, B)~ (B + T)3sF(, B)

la fonction modgle signifie une fonction paramétrique 7(a, ) pour laquelle la formule précédente est soit

une fonction exagte c-3-d 7(a, ) doit résudre Iéquation différentielle suivante

I est facile de voir que

car

ou C,D, T sont des const

(2, i)+ adym(a, B)~ (B+ T)dym(a, B) =y, I

C D
m(a, B)=|lys|I? + o (3.1.7)

T+p4
,6'»_.———=>aré’ L m(a, /3)_—-;
D

D
771(61 ﬂ)'—_(? 15)2 :>(/6+T)3,5m(a'>ﬂ)——ﬁ:za

antes a déterminer
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3.1.1 Algorithme

On utilise la fonction modele de la forme 3.1.7 pour construire une procédure itérative qui qui nous donne

une suite {(a}, )}, k = 1,2,... qui est une approximation du couple (a, %) vérifiant le principe de

- A\ . N . .
sélection i multiparamétres. Supposons qu’n a trouvé le couple («, Bi)etx = x4 (@, §) est la solution de

Iéquation 3.1.1

ol (@ = ay, 8= f3,). En suite on détermine les coefficients C, D, T' de la maniére suivante

—F(a'k,ﬂk),

| , C D
m(ag, B1) = sl +—+ =
o TH+p,

) - - - — 3 2 \I2
Gy, ) = —?—Qalp(uk,ﬂﬁ-”& (@ Bl
b

i

D 3 2
Ipm(e, fi) “TThy I (s Bi) = 1x° (ag B

Il est facile de yoir que ces conditions d’interpolation déterminent d’une maniére unique les valeurs des
q

coéfficients C + Clag, Be)s D =D(ay, By) et T = T(ay, 3,) comme suit :

En utilisant la f

parametre de ré

C=Clapfy) = —a2||Bx®(ap B,
14%° (@4, B+ Byl (g, L)
Z)ZD(«:Z , ) = )
i %% (g, B)IP
i 1A% (g, BL)IP |
=T (a,, = —_—,—— (3.1.8)
R AT

prction modele 3.1.7 avec ces coéfficients on peut trouver une valeur convenable pour le

gularisation o = a;,, ; en résolvant ’équation

(@, B4) = adym(a, Bi) - Bsm(a, By) = C?82,

Il est facile de vgir que cette équation est équivalente 4 une équation linéaire et sa solution o = @, peut

étre trouvée d’une maniére explicite comme suit :

| 2C(ay, By)
Qpyq = :
287 2_ D) _ BiD(w.53,)
CoO% =yl BT (@) ~ BodT(ae,B, )7

(3.1.9)

Effectuant une étape d’itération intermidiaire en utilisant le paramétre partiel convenable pour trouver la

solution x =

e, +153) de équation 3.1.1 ot @ = %11, 8 = By pour calculer les coefficients C =

Clag, Be), D =ID(ay, B,) et T = T(ay, 3),) donnés par la formule 3.1.8 ou @y, est remplacée par ;.

Ces coéfficients détermine une autre fonction modele 3.1.7 qui interpole la fonction F(a, ) et ses dérivés

au point (;,, 1, 8}, ) cette nouvelle fonction modele m(a, ) est utilisée pour trouver une valeur convenable

du paramétre S = 3, .| par la résolution de Iéquation suivante

M 2s15 ) = @410, B) = BOsmiayy, f) = C287
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qui est equivalente A I’équation quadratique

Ainsi,un algor

(czsz Il = Z(‘L’;ﬂ> (B+ T(agsns )Y
Xpyt

= 2D(a‘,1€+}{,‘3;€)(1[3 5= T(a,’e—:—l?,ﬁfe)) + T(d’]e_a_l,/}k)D(avk_i_z,’[))k‘) =0 (3110)

;

thme itératif basé sur la fonction d’approximation modéle peut &tre formulée sous la forme

d’une procédute alternative de la manitre suivante :

1. Dennan
2. Résoudr
ST

Péquatio

3, C,y5,4,ay> a,, Bo> B,. On pose K =0.

Péquation 3.1.1 olt & = a, 3 = f3, pour obtenir xs(ak,'b’k_). Calculer les coéfficients

kB D =D(ay,B,) et T = T(ay, B;) via équation 3.1.8 et remplacer ¢ = @}, dans
h 3.1.9.

3. Résoudrd I"équation 3.1.1 ot ¢ = @115 8= [} pour obtenir (e, +1>Be)- Caleuler les coéfficients

C = C(ap11 B D = Dlapys,B1) et T = T(ay,,, /3,) et trouver B = B4 comme la solution
minimald positive de I’équation 3.1.10.

3.2 Conclusion

3.2.1 Méth

e de Tikhonov

1. Les avantages : Il y a des avantages définies 3 aide de la régularisation de Tikhonov avec le "Principe

de Morozpv". Le premier et le lus évident est qu’il renvoi une meilleure solution approchée par
I 2 q P

rapport a

la discrétisation simplifier. Tout en utilisant la méme regle des trapézes pour I'approxi-

mation de| lintégrale la régularisation de Tikhonoy avec le principe de Morozov est relativement et

elle produit pen d’erreur dés que les partitions deviennent suffisamment grandes ce qui signifie que

vous obtenez une trés bonne approximation dés que le nombre des partitions devient plus grand

pour tout

lorsque 7

€ quantité de bruit. En d’autres termes, la précision des solutions régularisées sont mieux

tend vers I'infini, ce qui n’est pas le cas pour la discrétisation simplifier.

2. Les incovénients : Le plus grand inconvénient de Ia régularisation de Tikhonov avec le principe de
Morozoviest la manipulation de la matrice répétée pour calculer la solution approchée. Etant donné

que la solution approchée utilise I'inverse de (21 +K*K) on doit confirmer I'existence de Pinverse

de cet opé

tateur pour chaque ; et de commencer les itérations de Newton avec un choix idéal de «.

Un autre iniconvénient de la régularisation de Tikhonov est I’effet de surlissage. Afin de reconstruire

des solutig

3.2.2 Métho

11s non-lisses ou discontinues, on doit utiliser différente termes de pénalisation.

de de régularisation 4 deux paramétres

1. Laméthode Tikhonov-Phillips est 'une des techniques de régularisation les plus populaires en raison

de sa simplicité de la mise en ceuvre. Dans la version proposée par Phillips en 1962 la meilleure

-
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précision qui

; . _y 2
peut potentiellement étre atteinte par cette régularisation est d’ordre O (83 ). Dans le

méme temps, cet ordre peut &tre amélioré d° apres I'idée de Tikhonov (1963), qui consiste 4 changer
3 . . - . 5 sal
l'opérateur identité 7 Par un certain opérateur auto-adjoint non-borné i domajne dense et défini B?

qui défigit une solution régularisée comme suit

x} = (aB? +A A Ay =argmin {HAx —-yslP+allBx|?, xe Dom(B)} . (3.2.1)

2. 11 résulté que

. 2 s . & P B _at2
la meilleure précision potentiellement attemnte par 3.2.1 est d’ordre O ( §%a+0 ) | 3

condition que les opérateurs B et A sont lids par la condition 3.0.7. Done, si la condition de liaison
3.0.7 est fsatisfaite avec 4 € (0,2) alors la solution régularisée de Tikhonov selon 3.2.1 est meilleurs
par rappért a la solution de Tikhonov-Phillips.

3. Donc, ce[qu’il faut faire dans la situation ot on ne sait pas quelle régularisation est plus utile pour le

probléme 4 étudier ? Une réponse évidente est d’étuliser une méthode de régularisation i multipara-

metres, de sorte que les deux approches peuvent étre combinées pour équilibrer les bonnes données

A% — y5]I? contre plusieurs pénalités lIxI% ||Bx|].

3.3 Appendix A

Programme de tésolution d’un systeme linéaire pour un probliéme inverse en utilisant la régle de 'I'rapéze

pour approximer une intégral

Lintegrale est : [ ex(s)ds = f(¢)= (elt+D) D/(t+1)

La solution exacte est : x(z) = exp(t)

Programmel1 clt ;check = 0 swhile check ==
(o] y

cek = 0;while cgk == 0;

sigma = input(’ ) ;sigma==.05
if (sigma < 0)| (sigma > 1);
fprintf(’Please try again. Sigma is out of range.\n’);

else
cek=1;
end

end

fprintf(’Please enter the number of partitions.\n’);

n=input(’’);

fprintf(\n \n \n’

n=4,8,16,32;N = n+1;h = 1 /0l = eyeN);t = 0sfe = zeros(N, 1) ;fdelta == zeros(N, 1) ;xexact = ze-

ros(N,1);

%
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= 0;K = zerps(N,N) ;Kstar = zeros(N,N) ;

alpha0 =: .25 ;4lphaTol = LiphiTol = 110l = 10(-9),

G = zeros(N,IN) ;phi=0 ;phiprime = 0 salphal =0 ;xalphadelta = zeros(N,1) ;R = zeros(N, 1) Rt
m = inline(’(exp (t+1)- D/+1));

g = inline(exp|(t));

w = inline(’(exp(t+1)-1) /(+1) + sigma *sqrt(2)* sin(10%pi*ty, sigma’, t’);

fori=1:N;+ (-1)*h;

fe(i) = m(t) stddlta(i) = w(sigma, ) ;xexact(i) = gt);

forj=1:N
s = (j-1)*h;K@,)) = exp(t*s);

end

end

K(:,1) =K(:,1)f2;K( 5N) =K(:,N)/2;K = h*K ; Kstar = K
count = Q;

G = inv(alpha0il + Kstar*K);

[phi,phiprim e]= gnfrw(K,G,Kstar,fdelta,sigma,h) ;

alphal = alpha0l- phi/ phiprime ;alphaTol = abs(alphal - alpha0) ;
phiTol = abs(ph) salphal = alpha ;

count = count 4 1;

end

xalphadelta = GFKstar*fdela;

fori=1:N;t = 1)*h ;switch t ;case 0

R(i) = xexact (i) - xalphadelta(i) ;case .25 ;R(i) = xexact(i) - xalphadelta(j) ;

case .5 ;R(i) = xexact(i) - xalphadelta(i) ;case .75 ;R() = xexact(i) - xalphadelta(i);
case 1
R(1) = xexact(i) - calphadelta(i) ;otherwise iR(1)=0;
end
end
fprintfCOur sigmb is : 5.4 \r’, sigma);

fprintf( The number of partitions is : 3.0f \n’, n);
for i=1:NGif R(i)[=0:t = (i-1)*h;

end
end
1=1:N;q=(i-1)*h ; plot(q,xexact(i),’ro- g>xalphadelta(i),’bd :*)
axis auto;

7
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title("Exact and approximate functions’) ;xlabel(‘step size’);
legend("Exact kolution xexact(i)’,’Approximate solution xalphadelta(iy, "Location’)
while ck ==
fprintf("Would you like to run again?\n’);
fprintf(Please type ’y” or "n”\n’);

choice = inpuf(’ ?,’s’);

fprintf(\n\n\n’);

switch lower(choice)

case 'y ;check 3= 0;ck = 1 ;case "n" jcheck = 1 ik =1;
otherwise ;fprintf(Please try again’);

check = 0;ck = 0;

end
end

end

Programme 2
nz=8:
ck=0;h=1 /ufN=n+ 1;K = zeros(N,N) ;f = zeros(N, 1);

E = zeros(N,1) ;k = zeros(N, 1) ;B = zeros(N,1);R = zeros(N,1);
m = inline ((exp(t+1) - 1) /(t+1)) ;g = inline Cexp (t));
fori=1:N
t = (-1)*h;f() = m(t) ;EG) = g(®);
for j=1:Ns = (}1)*h;

K(i,)) = exp(t*s)
end
end
K(,1)=K{(:1)/2;

K(:,N) =K(:,;N)}/2K = h*K;
x=K\f;
fori=1:N = (+)*h ;switch t ;case 0;
B(D) = x(0);R() =[EQ) - x() ;

case .25
B(D) = x(i);R(0) = E() - x(0);
case .5
B = x();R) = E@) - x();
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case .75
B(1) = x(i) ;R() =
case 1
B(i) = x() ;R (1) =

otherwise

E(D) - x(i);

E(1) - x(0);

B(i) = 0;R() o,

end

end

fprintf("Rementber that the number of partitions is : 3.0f \n’, n); for i=1 :N
if B() =0;t = i-1)*h;

fprintf(t = 3.2\ n’, t);

fprintfCOur approximation is 5.2f\n’, B());

fprintfCOur exdct value is 5.2f\n’, E(1))

fprintfCWith anlerror of 5.2f\n\n’,R(0));

end

end

i=1:N;q=(-1)/h;

3

plot(q,g(q), ro-",q,x (D), ’bd : 5

axis auto ;

title(Exact and abproximate functions’)

xlabel(’step size’)

legend(Exact’;A Jproximation’,’][;ocation’,’North\West’)

while ck === 0

fprintf(Would ydu like to run again ?\n’);

fprintf(Please type "y” or "n”.\n’);

3

w == input(’ ’)’s’) ;

fprintf(\n\n\n’) {
switch lower(w) ;d
ck = 1;case 'n’ ;ch
fprintf(Please try
check =0;ck =0

end
end

end

ase 'y’ scheck = 0;
eck = 1;ck = 1;0therwise

again’) ;

38
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Prograrnme ]
function [y1,

Programme : la méthode de Newton pour Phi et Phiprime

Entrées :

K; matrice K
G; matrice in
fdelta; second

sigma; bruit

h; la pas

Sorties :

Phi; enalpha
Phiprime; en
Calcul de y1 ¢
2 = K*G*Kstay
Y1=(2"%z) %k

1lpha
bmme phi

*fdelta - fdelta;
—(sigma+exp(2)«(h?)/3)%

star ; matrice
verse de (alpha * I + Kstar * K)

membre bruitée

Calcul de y2 comme phiprime

a=K*G*G*Ks
b=K*G*Kstar"

y2 = 2%3"%h:

ar*fdelta;

{delta-fdelta;

3.4 Appendix B
3.41 Tableatix et figures
Table B.1.
e =2, sl T -1
7\ o 0001 | 0.05 | 01
4 0876 | 0.1177 1 0.1436
8 0298 | 0.0376 | 0.0406
16 0052 | 0.0273 | 0.0373
32 0005 | C.0196 | 0.0338

y2] = gnew (K, Kstar,fdelta,sigma,h) ;

Table B.2. Valeuss de o par le principe de sélection

a n=A4 n=§ n=16 n=32
0.1 0.173360 | 0.06803 | 0.032997 0.018896
0.05 | 0.144455 | 0.050745 | 0.022335 0.011284
0.0001 | 0.109950 | 0.025159 | 0.005009 0.001159

-
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Table B.3. Résultats comparative de x, — X, 8 pour o =0.0001

t n=4 | n=8 [ n=16] n=232 x, =exp(t)
0 |-0.1852 [ -0.1845 | -0.0303 -0.0134 1.00
0.25 | 0.0912 | -0.1220 | 0.0616 -0.0193 1.28

0.5 | 0.0444 | -0.0262 | -0.0235 -0.0138 1.65
0.75 | 0.2355 | 0.1148 | 0.0424 | 0.0094 2.12
1.00 | 0.5003 | 0.3169 | 0.1476 | 0.0589 2.72

Table B.4. Résultats comparative de X, — X, 5 pour o = 0.05

t n=4|| n=8 {n=16 | n=32 x, =exp(t)
0 ] -0.1980| | -0.1868 | -0.2004 -0.1838 1.00
0.25 | -0.0880( | -0.1153 | -0.1344 | -0.1274 1.28
0.5 | 0.0678]| -0.0080 | -0.0338 | -0.0396 1.65
0.75 1 0.2845|| 0.1479 | 0.1139 0.0917 2,12
1.00 | 0.5816 || 0.3691 | 0.354 0.2826 2.72

Table B.5. Résultats comparative de X, —x, 5 pour o =0.1

t n=4 | n=8 [ n=16 | n=32 %, =exp(t)
0 |-0.2027 | -0.1776 | -0.2302 | -0.2429 1.00
0.25 | -0.0815 | -0.104C | -0.1502 | -0. 1634 1.28
0.5 | 0.0888 | 0.0061 | -0.0312 -0.0449 1.65
075 | 03236 | 0.1653 | 0.1407 | 0.1266 212
1.00 | 0.6435 | 0.3906 | 0.3835 | 0.3698 2.72
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FIGURE 3.2 - Solutions exactes et approchées pour ¢ = 0.05

&7 BENNRCER Meryen

©2016. Univ. 8 mai 45 Guelma



3.4 Appendix|B

42

2.8 v T T T v y v T
" Exact solution & P
2.6 H | i i 5
o xaiphzn, detta 32 ' /
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R2H . i ne= -
alpha, delta v
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16F
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1.2 = % P .
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FIGURE 3.3 - Solutions exactes et approchées pour ¢ = 0.1
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FIGURE 3.4 - Solutions exactes et approchées pour 7 = 32
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FIGURE 3.6 - Solutions exactes et approchées
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FIGURE 3.7 - Solutions exactes et approchées pour o = 0.05
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