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D'aprls J.Ii. 127], deux problemes sont dits inrrerses I'un de l'aurre si la jbrmuladon de l,un mer
I'autre ,gn Cette drffinition comporte une part d'arbitraire, et fair joruer un r6le sym,6triclue au>i: d.eux
problirnes

i d6duire les s, les causes 6tant connuies.

Cette second€ !finition montre que notls sommes plus habir:uEs i 6tudier <les problimes clirer:rs. En effet,
depuis l\trewron notiotl de carrsalite est ancr6e dans notre subconscient scie.ntifique, et ii un niveau plus
prosaiqiue, avorx appris ) poser, puis r6soudre des probl}mes pour lesquels les causes so,nt donn6es,
et l'on ,:herche

diffictrlt6s parr:i

effets' Cette ddfinitiorn montre aussi que .[es probltmes inyers,;s risquent de poser des

produisent les

des ciruses

pos6). Par

puissent p

sp6cifiques ) ct:

car tor;t modBl,:

d6r6s- Une dffilrition ph:s op6rationnelle est qu'un probllme inve:rse consi,sre i[ deterrminer
issant des effets. Ainsi, ce probllme est I'inrrerrse de celui ap,pel6 pnrL,lime clirect, r:onsisrant

ilres. Il est possible de donner un contenu rnath6matique ) la phrase (jes m€rnes crauses

mes effets), autrement clit, qu'il est raisonnable d'exiger que le problAme <lirect soit (bien
il est frrcile d'imaginer, et rotrs en yerrons de nombreux exemples, que lles m€rnes effets
de canrses difft,rentes' Cierte id6e contient en germe la pr.incipale clifficulrre de l'61rr,1L 4.,

l'6mt {utur dtn systinre physique, connaissant son 6ta,t actuel, est l,exemple typ,e du
on peut envis;rger dive:rs problames inverses : par exempre, reconstituer l,6tat pasr;6 du

robllme. La thdorie des probllmes inverses posstde une grande vari6rd rJ'agrplications,

probllmes i I ils Peuvent; avoir pl'usieurs solutions, et il est n6cessaire de disposer d'ilformations
pour discriminer entre elles.

La pr6diction

problbrne di

systeme connal t son 6tet aa:uel (si ce systiime est irr6versibie), ou la ddterunination de paramdtres du
systlme, conniri t (une partir: de) son 6volution. Ce dern:ier probllme est celui de I'identjifi<atio,n de
paramdtres.

Une difficult6 que de l'6tud,e des prollllmes inverses est qu'elle demande souvrsnt une bonne connais-
direct, ce qui se traduit par le recours ) u:ne grande vari6t6 de notions tant; phvsiques

sance du probli

que mathdmad Le surccds dans la r6solution d'un problAme inverse repose en g6n6ral srur des rlldnrents

Smatique ,Coit €tre 6talonn6 avant qu'il puisse €rre ,utilis6 et un tel 6talon-riage est
rypi'pe. La th6orie <le la rlgalarisarion, ) son rour, est la parcie algor.ithr:nique 6e la

un prcrblAme i

<> 2016. Univ. 8 rnai 45 Guelma



th6orie des p i:aver$es. Elle fournie des analyses et des m6thodes pour faire face i des probldmes
mal-pos6s, qui I'un cles pfiinqipaux probl]mes pour les probl]mes inverses. La nouveaur6 de cette m6-
moire est le c itre 3, iLntitlhl6 legularisation i deux paramltres. Il est intdressanr d'observer que, dans
les publicati existantes d4 la performance des systbmes de r6gularisation i multiparam{rres ont 6t6 di-
versement t par les aute$rs. Certains d'entre elrx ont constat6 que la r6gularisation i multiparamdtres
est ldgdrement lliord la riersion i un paramltre, tandis rque d'aurres ont d6clar6 sur les d6cisions les

plus satisfai donndes ppr des algorithmes ) multiparann6tres dans les cas oi leurs homologues i un
paramdtre

0.1

& t"^c,
termine par

dlr qnanuscrit

L. pr6r.r,t re est +ornPo# de trois chapitres, dont le premier un rappel et les deux autres cha-

Prtres trartent fond du thlrhe.

{r,
bllmes bien er; posds) et l[ m6thode de Newton.

# useconrJ itre est ccitrsacr6 i l'6tucle de la m6thode dre rdgularisa.tion cle tikhonov, la rdgularisation
des 6quations premilres esfAces par des 6quations de deuxi,lme espAces er enfin la sirnulation num6rique
de la m6thode Tikho'ov fnliqu6e sur une 6quation int6g,rale de premiare espace.

de r6gularisltion i deux paramltres est pr6sr:nt6e dans le dernier chapitre. La m{moire se

onclusion e{ deux appendix contenant les programmes Matlab, les rableaux et les figures.

chapitnr est Fne introducdon qui pr6sente un 6tat d'art sur les probllmes inversEs(es pro-

{ ""**rr* @2016, Univ. 8 mai 45 Guelma



Roppels

t,l P

Cfrapitre t h

rnvefses

dr: sitrpations oi on est dans I'ignorance au moins partielJe du systame (certaines
la geom6tiie, l*s maidriaux, les coriditioas initiiales...) ne sont pas con'ues. En

faut disposel (en plus des entr6es) d'informations, 6ventuellement partiellles, sur la sorrie
ire au rnieul l"informat;ion manquante. Le terme inverse rappelle qu'on utilise I'infor-

al. [a], 200-4) ou sur les liaces acdves d'outils rl'usinage (c.H. Huang et y.L, Tsai, [6] 2005,

.C. Lo, [8] ?005) sont des cas oi le recours ,i des m6thodes inverses esr n6cessaire. Dans

Il s'"git 96116

irrforinations

compensation,

afin de

mailon

Constantinescu

C.H. Huang er;

le modll$ physique (i I'envers) connaissant (partiellement) les sorties, on cherche i
remonter a ce ines caract6rlstiques, habituellemenr inrernes et 6chappant i la mesure directe.

Traditi , les prpblAmes inverses sont class6s erL deux cat6gories : les problbmes gui visent
) d6terminer conditions 4rrx limites ou des sources inconnues et les problBmes li6s i I'estimation de

Parametres rntr du syst&me. Le premier rype de prrrbllmes appr*ait ddri que la mesure directe
de la grandeur ique ,5tud6e n'est pas possible en pratique. Par exemple les hautes temp6rarures et la
diffic.rlt€ d'acct la charnfbre de combustion d'un rnoreui'aurorncbile (8. Delattre et al. [5], zfftr; A,

la deuxitme card ie de Prohl0mes inverses, l'objectif fix6 est de d6termin,er, i partir d'une connaissance
partielle du de ternp6qature, des param&res de moddle inconnus. Il est possible par exemple de
d6terminer la ivit6 d'dn mat6riau ) partir de mesures rransiroires (P. Kiigler,[9] 2oo3; V. plana et
al.,[13] 2A06,II '.) ou d'utili6er cette mdthode pour la d6tection non inrrusive de d6fauts de gdom6trie
internes (R. et at.'f3] 1998, R' chapko et P. Kugler,lgJ 20a4, N.s. Mera er al.,l'12] 2005). Les
problimes i d'iden'tific4tion de pararnitres se rencontrernt dans de nombreux autres clomaines allant
de la gdomdcan'i @. Lecanppion er a.!.,[11J 2002, B. Lecampion et A. constantinescu,[10] 2005] aux
math6matiques

Les irwerses mal pos6s constituent l'un des sujers of le lien enrre la th6orie math6matique
le plur; fort' Dans la p'ratique, les m6thodes de r6solution des probl}rnes inverses se

{ u** 
"r^

Z. Nashed qn rois cat6gories principales :

@2A16. {Jniv. 8 mai 45 Guelma



1.2 Probllmes

Les relewant de I'analys,: math6matique et lrr th6orie des fonctions se proposent de trans-
former

servent

Ces trois app

le caractAre mal

1.2.1

Ies sciences de I'i
lin6aires

facilc i &oudre

Fllles Egalement d'introduire des contraintes globales sur les classes de sohrtions. Les o
bons u ou les " bonnes > contraintes ne sont parrdia6s par les math6matiques mais traduisent
des ions physiques.

2. La isation des pnobllmes mal pos6s, due initiale,ment i A.N. 'fikhonov [12], cherche i red6-
6nir les ions d'inversion er de solution (quasi-solurdon, soludon appror:h6e,. .), de fag:on que la
(solutiorr aris6e ) Qbtenue par (inversion rdgularixle ) d6pende r:onrinffmenr des donn6es et soit
proche la solution exacte (en surpposant que celle-ci existe pour,:les donn6es prc,ches des valeurs
ellecti obtenues par la mestrre). En d'autres ternnes, on rempJlace le problAme initial mal pos6
par un prob,ltme approximanr" bien pos6.

ri stocliar;tiquB ddr"elopi;6e pai A. Taranrola !15].
.3. Uiin'ersi

probllme mal pos6 en un probllme bien pos6 en agiss,anr sur le choix des espaces, qui
ire les variables, et de leurs topologies, qrui formalisenr les norions d'i:cart ou d,erreur.

ortt cofnme pr6occupation commune cle fournir un cadre permettant de neutraliser

ieur, Cetrte liste esr loin d'6tre exhaustive. On comme,nce par des exemples d'algAbre

: irou'.J'tr les zeros 2(1t.,-t xp d'un poiyn6nte d,onne, Dans cr: cas ie problirne inverse esi plrrs

la solation ost :

1.2 P mal pos6s

D6finition 1.i1. fHadamar{ 1923] soient x, )z deux espaces de Banacrr et L: .x ---, lL' un op6rareur.
rce Lx:- / esr bi.en-posdi au sens de Haoau.qnoll] siLe problAme i

Existence: tout ), €: Y il existe x e,K tel que Lx - y.
Unicit6: Pour y ef', il y a au plus une solution x € X.
stabiliti!: La ion x d6pe4d conrin0nrent de la donn6e y.

Si au moins une ces trois cgnditions n'esr pas v6rifi6e, alors le problime est dit mal-posii.

de probllmes inver.ses et mal-pos6s

Nous prrisento cians ce chapitre queiques exemples de problemes inverses, tels qu'ils interviennent cians

Exempk:1.2,1, arn palynilme P dat degrd n avec des z&,os x11 ,..t x1q dnnn6s. cie probhrne est I'inverse
du probiime di.t

{ ,^**rr*

P{x1,...,x,)= c(r - *r)k - x),.(x - x,).

o2016.]Univ. 8 mai 45 Guelma



1.2 Probl&mes

Exemplel

Tioa,uer un

(Le probhme d'intrpolation de Lagrange,l

P de d+gr6 n qui pt'end. des valeurs y1,...,7, €R m des poina, donnds x1>.,.s tEr. Ce pro-

blime est I da problitne direct da calcnl d'un polrpilnre p h n ttalewrs x1...,sxv donn6es. Le problime
InveTSe est le d " int e1p o kt io n de Lagrange.

Exemple I Soi.t A une matice carrd de taille n x n rdell,e et symdtrQwe et soit )1, )2,..., )r, n nombres

r6els : Tiouver matrice d.i,agonale D sachant qae A+D ad.met les valeurs .propres ,11, )2,..., )r. c:e problime
est I'inaerse d,a diraa qui consis:te h calculer ks valenrs propres de ila matrice donneie A+ l),

Ces orobllmes parmis les exemples les plus simples des probllmes irrverses. Parmi L:s domaines dans

lesquels les irryerses jouent un r6le important nor$ pouvons citer :

( richographie, scarnners) rayons Xn...),- I'imagerie r

- I'ing6nierie

bilitiis dans

rolilre (prospection par des m6thodes sismiques, magn6tiques, irlentificrdon des perm6a-

- i'hycirogi

r€servcrir...)o

e (identifi cation cies permiabiiites hydrauiirpes),

- la chimie ination des constantr:s de r6action),

- le radar (d€ ion de la forme d'un obstacle).

- la m(icani quantiqrre ( d6terminaticn du porenriel),

- le traitement 'image (restauration d'i mages floues).

Pour illustrer cette notion de problilmes mal-pos6s on pr6sente quelques exernples dftaill6s

Exemple 1.2. La dffi*ntiwtion et I'int4gratinn Ia dffintiation a l'intdgratiotz sont dnux probllmes in-
aerses I'wn dc 17 il al' plus habituel de ,penser h k differentia:.tion camme r,tn prabhme direct et I'i.nt*gration
cornme inzterse,

En fait, I'i. ion possidc fu bonnes proprihtds mathdmatiqa,es qwi nous p,zrmet d.et k cons;idirer cornrne an
prablime direo

Soit I'opdrateu,

contre la difftrentiation est le protorype du probllme nal posd cavnrne nctus allons le zsoi.r.

(r.2,r)

il esr facile de directement que A est an opdrdtewr lindaire dans 9(L2(O,l)), cet operateur est injectif par
contre s|n i est le sodr.s espace vectorbl

r m@)- i/ e l./1(0, 1), z(o) = o] ,

r --l r-.
ou 17'\tt, I) est I de Soboleo. En ffir ai = g est eqwina,ient h f (*) = g'(r) er g(0) =, A. i-'inry.age rie A
n'estpasfermd L2(o,l) ftien mtendu il est d,ans Hr(a,\). ,u,n consdqum,se I'inaerse de A n'est pas continu

le montre l'exemple swiaant : Considerons u,ne foncti.oz g e C1([0 ,I]) etn € N, Solr;
1

g'(r) =, S(r) + - sin(,n2x).
n

Af(*)- 
l,' fu)ar.

(1.2.2)

sur L2(o,l),

42U6, Univ. I mai 4li Guelma



1.2 Probllmes

Alors:

f"(*)+ g',@) - g'(r)+ ncos(n2 x x)= ft(x)+ ncos(n2 x x). (1.2.3)

De simple

f u f" peat il

l'op&ateur dc deriode(,7i'nugse dc A) n'est pas continu au m.oi.ns nvec ce choix des norrnes.

I'instabilitd &t e'st tyfii'qwe dcs probldrnes nzal-pos*s une perturbation sur les d.onndes (i,ci g) peut aaoir
ane influsnce $rmdc sur les r&uhats(ici f).

Exenple l. @robftirne lhtrograd.e pour l'flqnation dc Ia chaleur) Cle probl.ime cons,iste i. diterminer
u(x,Q) = uo(x (condition inltiale inconnue) sachant que le charnp dc temp&atare virtf.e

I

I u,(x,t)- urr(x,t)=0 slx e (0,2), r €(O,I),
\ n(*,t) - {(x) 01 y, 1 s,
t ,(O,t)=u{ir,t)-A ,A4t<7,

une fonailn donnee. Par k mdthode dc Fourier on put expliciter k solution dc ce problime

u(x,t)= ioo{tr- t}o2} l,exp(nx},

oil tfi n est le

n=l

dc Foulrer d.'ordre ru dc tfi :

,l,n= W,u,) = ,l:[^" ,in(n*)d*, eo(x)- 
d7' "r,1n*1.

,0) k tetnperpture i.nitiale alors dlapris l'1galitd dc parseztal on a :

llsll2 =i"*pp2ryl{@)12
n=l

on considbe tle prlbllme aaec des donndes bri.utdes :

{e= {+ f e*p(Er),

on Telnorqr,re

OnvoitNs

sont,

d.e Cauchy poar l'dquation de LaplaceExemplel,2.6.

montrent qip" fis - Eollz =" (;) abrs que lV - f,ll= 0(n). Ainsi que k dffirence mtre

arbitra;iremytt grandc alors mtmi que ta dffience entre g et g, est arbitrairement petite,

oil tlt eLr(O,n:)

sous laforme

Soi.t E@) - uo(

1

llh - 4'll= ;--+ 
0, a + *oo maisllu(<le,o) - a({t,o)11 == } exp(ft2l) * +oo, a * +*.

?rnent qwe ce |trobhme est mal pos6. C'est pour cek qu'on dit lin tes phenomines de la chaleur

{ n*r*"u* 42016. Univ. 8 mai 45 Guelma



Consifuronsle

A,u=0
u(x,O)=0

Aru$,A)=,p,tx)

r6soudre l'6pu+ion perturb6e

Kxt =yt

I

(r,y) e lR2,

X € IR.,

x €lR,

oir' tp,(x)= e

est anc solwtion

fx6. Ce qwi

probl.ime at

F.xemple1.2.7.

On considire le

f(u)-infllea-fll
onsuwseq,,re at l'infii,nim\tn dn $(u): d@) 

= 
dfu) si f est pmurMe d,onc :

I'inf.nimurn dt
effe non contt

1.3 S

Pour simplifier $uPPose dtns cette section que I'op6rateur K est bijectif. Ce n'est pas une resrricrion
puisque nous toujoufis rBmplacer le domaine x pu Ie compl6mentaire orthogonal du noyau de
ff. on suppose il existr: un{ solution r € x de l'6quation imperturb6e Kx = !.En d'autres rermes on
suppose que ) € (X),I'injecfrv46 du noyauK implique que cete solution est unique.
En pratique le droit y € ), n'est jammais connue exactement, mais seulement i partir d'un niveau
de bruit nor6 d 0. Donr; on 

iuppose qu'on connair I > 0.t 2a ,o..

llv -yall< 8. (1.3.1)

C'est notre but

(1.3.2)

{{") -infl[u - fall, ll/a -/ll s a,g t\u ) = ntl\u _lall, lh _ I ll < d,

s@) peut ne paq 6nr dtteint i un 6l6ment us qui est hin rlc ui d,'oil, le gra.phe f 4 t4i peut
Ddns ce cas Il prcblime est rulpos6.

ie g6nrdrafle de r6gularisarion

{ ,ur**"u @20t6, Univ. 8 rmai 45 Guelma



En g6n6ral 1.3 n'est pas r6soluble puisque on ne peut pas supposer qure res dc,nn6es rnesurdes ],4 ,o.rt
dans I'image

r) eX dela

ci-dessous

D€finition 1

et soit,K, un

, Par c,ons6quent, le mieux qu'on peut esp6rer est la d6termination d'une approximation

soit/(:x * )z un op6rateur lin6aire born6 entre les deux espaces de Banar:h x ety
de x oi ll.ll1 est la norme de X, tel qu'il existe une consranre c > 0 v6rifianr la

condition llrll cll.rll, pour rour r € X1. Alors on d6finit

r(d,E,ll.iir) := sup {llx jl : x eXpliKxii < ,i,llril, S rJ

Ddfinition 1 on appelle F(8,E,ll.llt) Module de continuiti de lllperateur K-r pour I'e*eur 8
dans les et l'info'rmation a priori llrll < E. f(8,r,ll.llr) d6pend de I'op6rateur K et les nDrmes sur
X,Y etX,

Il est d6sirable

mais qu'elle est

d'apr6s .['indgali

'ordre l). Clest certainemnt vrai pour les op6rateurs born6s inversibles r3Ornrn$ il est vu

llrll 5 lK-tlll|K ll. G:pandanr pour les op6rareurs compacrs.6t la norme ll.ll, = ll.ll .t

ion exacte x qui n'esr gras plus pire que la solution dans.i(8,E,ll.llr) d. la ddfinirion 1.3.1

(1.3.3)

dans ce ,cas la

ll.ll, .

Ilne condition

.y3. E , ri'autre,

tel que

c-)-d les

Par cette d6finir:i

Th6orlme 1.3.1

x. Alors ona

cette rnodule de contnuit6 ne converge pas seulement vers z6ro lorsque A tend vers z6ro

de continuit6 ne co,nverge pas et on est oblig6 de prendre une norme plus forte que

ppl6mentaire est que la solution approch6e rD doit d6perndre conrinffme,nt de la donn6e
rme notre but est d€ cc'nsrruire une approximation born6e convenable R : ), .--r x de

I'op6rateur i non-born6) K-r t K(x) --+ X.

D6finition 1. une s*at6gie de r6gularisation est une fbmille d'op6rateurs lin6a,ires born6s

Ro;Y --+X, a)0,

jigRr,Kr = x, pcur rour x €X,

RoK coveqgenr poncttrellement vers l,identit6.

et ia comp&citd de K on conclut ce qui suit

soit R u u'ne stratqie de n4gukri.wtion poar u.n opfu4tear coitnpact K : x --+'l' oi,rrlim(x) -

1. Les R o ne sont pas uniform'hnent bornds c-h-d : il existe wne suite (a ) aaec llR 
", 

ll - cn quand.

/ -+ oo.

{ 
"r*^u"u* a20t6.lUniv. 8 mai 45 Guelma



2, 
't-a suite

urrc

pouf

La notion de

comme une

I'application

On observe qu,e

mier terme dans

r6gularisrrtion ce

On est b,:soin

plus petir;e

La proc6clure est

xll en ter:mes de

RoKx) n'e can'uerge pd$ t'tniform&nent sur les sous-ensembles born+es de X c-h-d. : il n yh pas
ngence ale R# r.ters l,i.dentit6 I par rapport h k norme d.,ofr,6rateun

1. supposons le contraire, arors il existe une certaine constante c > 0 tel que llRrll < c
a > 0' Puisquc R oy - + }!-ty (o * c) pour to.r' y e K (xlr ct 

f fR"yf f s rllrll pour dr ) 0 on
conclut

X -*X'
qui imprl que,:limJK < oo.

conve{;e vers r
;rat6gie rje rdgularisation est bas6e sur des donn6es exacres, c-i-d le r6g;ularisateur Roy
pour le secoqd membre exacte y = Kx.

xo,8 := RoyS

llK-' .yll S rlfl ll pour rour y € K(x),c-i-d : K-1 est born6. e" ri-ptiqr', que I := [(-t 17 .

compact dfoi la contradiction avec dimX = oo. On co,nclut que .I est aussi compact ce

n

roximat.ion qle la solution x de Kx = ^tt.

de I'in6gplit6 rriangulaire suivante

fi""'8 - 'll

.llo^ l'rrr..rr est divis6e en cleux o-rrr:',';:

Et par crms6q

lf*o'' - xll < SllR"tl +llR,Kx - xll (1.3.5)
Ceci est notre ion fondamenrale qr:'on va udliser dans ce qui suit.

'erreur entre la solution rsxacte et la sorution calcul6e se comp.se de deux parties : Le pre-
le c6t6 droit rd6crit l'erreur dans la donn6e multipli6 par ',le condlitionnernent,, llRoll du

probldme ri is6. Par le thdorlme 1.3.1 ce rerme tend vers l'in6ni quand a rend vers zar,s.lsdeuxiame
terme d6signe I' d'approximation 

f l1'R" - K-'yllen ], = Kx.D'apr6s; ra d6f idon de Ia strar6gie de
I tend \rsrs ztro par rapporti a

ne strattlgie pour choisi' a = a(8) en fonction de 0 afin de maintenir l'r3rreur totale la
e. Qa si6;nifie qu'on doit minimiser

d'llR"ll+ ll.R"Kr - rll.
m6me dans roure siruation concrlre : on doit esrimer les quantit6s lt.lt"ll et ll."Kx -puis orr milrimise ce*e borne sup6rieure per rapport ) a. on dit qu,u'e srrar6gie de

r6gularisation a a(8) esr adnnessible si

a(d')-'g91 sup.[l;n*,6,ys -"ll : l[rr _7sll S ]] _,0, D *+Q,
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I

Aprls avoir oi il n'y a qu"une seule racine r, on choisit une valeur rzg assez proche

: Newron pour la rdsolution approch6e d'une 6quation de la forme f(r) _ 0
v64, son principe peur effe r6sum6 ainsi.

, une suite (uo)rex oi uo*, est obtenu, i partir de un, commellabscisse
axe horizontal et de la tangente en (ao,f (ur)) i la courbe repr6senlative /.
(or,f(o,)) i la courbe reprdsentarive de / est donn6e par

y*f,(n,X*-u,)+f(u).

qtion de l'6quadon

f'(o,)(*-uo)*f(u)=0,

PtuS en la formrrle rdcurrence pour la suite (zr)r.*

pour tout r €

1.3.1 Md de ton

Le principe a m6thode

e$ une app ion de la

un

dereton t' Pff'
du point d'i ion de I

IJ6quation de tangenl;e

On d6termine z+1 cornme

aYec ne donn6.

Si la fonction /
assur6e si la dd

Hr+l:*r- ffi,

@2016. Uniu 8 mai41 Guetma



Cfr.apitre 2, h

de rdigulorisolion

On cette pa:rtie de ce chapitre le principe de quelques mtithocles de r6gularisati6n. En fait,, cette
partre erst roduction arux m6thodes de r6gularisation les plus courantes : la m6tho6e de Tikhonov.
la et crn termine Par une m€thode itdrative c'est Ia m6thode de Landweber,, pour
une lectu approfondie on propose de vrrir le livre de Kirsch |231.

roblamr: ma[-pos6, c'est le remplacer par un autre, bien-pos6 de sorte que l,erreur com-
par le gain de ssbijlit6. La difficult6 principale dans l'applic,ation d.une m6thqde de

problime particulier,sst la,C6termination du paramltrr: de r6grrlarisati,m lui-rrrdme.
Dans cet

et Y.
K :' X '-+ l-, d6signe un opdr,neur iindaire borni d6fini e,nrre deux espaces de iliiben X

2.1 oln de Tikhonov

Cette m6t rdgularisari,on consisie i r6soudre le systdme iindaire

Kx =! (2.r.1)

qur

est

miser f[Kx * yllvtel que x €x et y c- Y.si X est rle dimension infinie et l'op6rateur K

[,emme bnt K t X -+ Y ; un opiratew, lindaire bom6 et y ey : Il uiste i <= x tel qwe

llKi-yllv -- lllv, ?outr tofi x e x si et :uulement si i e x est ane solution d.e ltquation

K*Ki- K*y. (2:,.r.2)

--+ Y uLn op#ateur lindrr.i're bomd et y €Y, et on veut diterminer x e X tlwi minin iise k
suwhtnte:

Q.1.3)

amr

rC€

.1.

K;
de

I *(,') - llK * - yll2 + afi xl 12.

@2Arc. Univ. 8 mai 45 Guelma



2.1 La

Onalet

Theortme 2.

ad.met un seul

La solution de

En choisissant

repr6sentation

avec q(a, pr) -

Theor&me 2.1

1, L',

swa$git

RoyS est

th*l*

..2tt

+ tt2'
SoitK:X

dI + A:K

Kz eIm(K

ne suivant :

l' Soient K : X *-+ Y an opdrateur lindaire et bomd et a > 0. Lafonctionnelle dc Ti,Htonov Jo
i.nimnnt 

" 
q X. Ce minimum est k solution unique de l',iqaation

qxo +K*Kxo. e.I.4)

Pour la d6nion+tration de ce th6orlme voir 123) p.37. !
'6quation 2.J.a peut 0tre 6crite sous la forme ro = Ro! tel que

Ro=(aI +k*k1*r**:y +X. Q.l.5)

K on voit que Roy admet la
systime {ingulier (F1,x1,!) pour I'op6rareur compacr
'ante :

oo tt.
Ro! = Efttr,r,l.,

{i-q{g,pi),= L-4,!i)x1, yeY.
n=Ofi

a.gec

fonction q exappellela fonction filtre.

Y an opuateur lineaire colnpdct et a > O.Alors an 6,

un inaerse 
rbom6, 

I'opdrateur Ro : y -+ X def.ni par2.I.5 fonne ane

f lR,ll 5 ; - On t'eppelte k nitbde de rdgularisation de Tihbonas.zrl e
la solution unQue x@,8) de ldquotion dc second. espice

o*@,8) *g*g*@,8) -K*yd

^92
d' + 0) a.vec 

;(Si--" 
0(8 -,0)esz adruesihle,

l1r("(E),s)-rl < :(+* n) ,[}r,

K) aaec llrll S n, le choixa(d) = r (9) f 

Oon c > ldonne l,estimation de
\L/

QJ.6)

Q.1.7)

(2.1.8)

Q.1.e)

r/e a(d') -* 0(

,(a()),0) - rll < (++.r) rla;
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Poar cela" k
Les valLewrs

a)0.

ReniaiiTue 2.1

8 et qt/il con

"(0)- Q, telle

Remarqae2.T

pour des

- La d(imonst

le th(:orlme

de Morozov

de de regularisation d^z Tikhono, est optirndle pourll(K'r)-l xll :i E oit.ll(K.K)--lxll < fl.
de K tendl,ent vers ziro et les valewrs propres de aI + K*,K sant L,ornees Lti.nes de z6n poar

l' D'aprts le thdoitnie pi"€c€dent, oii obser-"-e que d a 6t€ choisit d'une fagcxi i 
"{eptxrdre de

rge vers #ro quand B tend vers z6ro mais pas plus vite que g2.

Theorilme 2.1 Soit tri : X --+ Y un op&atewr lindaire et conzpdct tel que I'i.maget I m(K) est de dimension
infnie. De sait x <: X ,et on suppo:;e-qu'i.l existe une fonction continne c : ['0,+ool-* 10,.i_crc,1aaec

re lim llx(o(J')"r) - r;16r'f - O
A*0

- Ce resultat montre que la m6thode de r6gularisation de Tiktronov n'est pas optimale
plus fbrtes sur la solution r,

ion d6tailliie de ce th6orime se trouye dars le livre de Kirch 123] p.39. Le choix de c dans
1.2 est mis irpriori, c'est-l-dire avant de commencerle calcul de x en r6solvanr le probllme

2.2 Le pr ipe rCe lVlorozov

On donne ici u

des moind

exemplie de m6thode de choix i posteriori du parambtre de r6gularisatic,n. On expose la
celles'ci, (thre discrepancy principle) de Morozov [2g], ou (le principe de #lecti6n de
r6s kirsch l2ii], on pr6sente un principe bas6 sur la m6thode de r.6gularisation 4e Tlikho-

: X ";'Y est un oP6rateur compact et injectif d6fini entr:e les dernx espacxrs de llilbert X
Im(&) c"1i1 :

l'6quation Alx = y, y eY. On calcule mainrenant le p,ry1-6rr. de r6g;ularisation a =
la soludon dle Tikhono',. correspondante est la solution de l'6quation 2.1.7 etelle est le

rninimum de 2. qui sarrisfirir i l'6quation

plus classique

.MorozcN). D'
inov.

tCn suppose

et r'- i irnage

lEn 6tudie

<z(8) > 0 tel

On note que le

fiart, q est tr6s

llhdorlnrre 2.2.1

x: €X,y €Y,y

lKr"'$ -/$il= d'.

x de cr par le principe de Morozov guarentie d'une parrt que l,erreur 6gale i J, d,iautr:e

soit K : x -+ Y est un operateur lineaire et corn?act i i.mage d.ms,e dans rr. soi.t Kx = y,
ey &lst que

lly-r,rllssslb,)ll.

d.e Ti,bb o no zt sat isfa i s a ntS,oit x"Q't k
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2.3 Lat

7. ,a(3)'$

2. ,Soi.t x 
=

de LanrCweber
15

)c, pour s --+' 0. Donc le principe de s1lection de Morozoa est admissible.

essaire <ie sat;islbire i'6qtration li/{1"(a'),,r - /8ii = I exacremenr; juste une inc.lusion cie Ia
t'r(3)'8 - /d ll S c2tl est suffisante potrr prouver les asserrions du thdorAme pr€c6dent.

ives s'rnt cles m6thodt,s bas6es sur la construction d'une suite cle soludons appro,:h6es
it6) qrui convergent vers la solution d6sirde. Dans le contexre des problilmes ir.erses la

compliquie : en pr6sence de bruit, la suice construite par la m6thode it6rative ne conlrerge
rrs une solutiron du probJllme de d6pxt.Il est, encore une fcris, n6cessa.ire <!e rdgulari:ser le
.et c'est l'indice d'it6ration luim6me qui joue le r6le de p,ap6!1= de r6gularisarion. En
convient d'arr6ter les it6rations plus t6t qu'on ne le ferait dans un cas non bruit6.

z eK"(Y) avecllzlll E alors

llr"(r)'8-rll< 2\M.
Powr aela le de sdlection dc Morozov est une stratdgie de rdgulariwtion optimale sous la condition
ll(/fl)-''ll s

La preuve de ce th6or&ne esr &ns le livre de Kirch (voir [23]).

La d6termination de a(8) est 6quivalente au problime cle trour,erla racjine de Ia fonction

iD(z) = l[ra"(])'a -1,8lf - 6l,

pour I fix6.

Ce n'esrt pas

forme cr8 (
Dans le suivant, on d6montre que I'ordre de convergence (o(/T) est rneilleur pour le principe
de Morozov.

TirdorAme 2. Soit R wn op(irateur cavnpact et soit q(8) choisit par Ie Trinciptt rie Morc,zov. {tn suppose

Im(K'rK),y - K*#Ctetpourtoutestuite A, *0 ety3, Ey telqwelly_ys,ll3goet

tr

llvot,ll>'4, tout n. La Ntlwtion de T'i,kbonov correspondante xn =ro(sr), g, convuge,vers x, phis vite
qur rf1t,1o"n Dotzc:

;;1llr" - rll -* o,

\/ \o n)

alors l'ir,nage I K) est d.e dim'msrcn rtni.

"2.3 
I-a ode rde l.andweb,er

l-es rn6thodes i

qae poil,r towt x

(dans le rcas non

situatior:L est pl

t)4s, en g6n|ral,

prrocessus it6rati

dl'autres termes.

()n examine ce paragrapJhe que la plus simple des m6thodes it6radves ; la mrgthode cle Iarrdweber
1.24], qui apour principal de se p:r€ter i une analyse simple. Malheureuserrrent, elle converge rrop
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de Landweber

lenternent €tre udlisable en Pratique, d'autant plus que des rn6thodes beaucoup plus per*bnmantes
ux plus i:mportantes sont la m6thode de H. Engl vo ir l21.l,,er surrout la m6r;hode du gradient
variantes' Cette dernilrer mdthode est la la plus employee, Dans le conrexre des prolblAmes

nse ac,cessible se rrouvt: dans le livre de Kirsch [23], Landweber [2a] et l:-ridman l22f ont
re l'6quation K x = V sous la forme suivante

,r = (1-aK*K)x*aK*y,

ma it6rative de cetre 6quarion esr le suivanr :

tu = 0 et xii? = (I - aK. K1x{t"*r} + aK^:v,

lasuitex* def.niepar2.3.letondef.nitlafonctionnellleV(r):X-_+lRpdr..

L
v(.v)- ;llK, -ilf, .r €-X.

L

dn sans de Frdchet pour tottt z e X et

Vt (2,)x - Re(Kz - y,Kx) = Re(K*(Kz - !),x), x e X

Lafonrtionnellc 're ivl(z) peut €tre id,,entrfiee aoec K*(Kz - y) sur r'espace de Hilbert x
C'estfacile dc hforme explicite x* - (R*)y oil,I'oprateur R*:y __+ 2l at dcf.ni par :

m--l
R* = aXttt - aK* K)k)K*, r/r. = r,2,.,..

b=0

existent. lles

conjugu6 et

mal-po,sdsi, un

propos6 dle

poura ) tC le

POut mt=1r2,

I*mme 21.3.1.

Alors V est

'[h6or&rne 2.3.

teaTs

Q.3.1)

1. tioit K : x "+ Y ; an op&ateur collzpdct et soit 0 a o a jn. on dcfnit res op&a-

et blnds Rn:Y --+ X Par 2.33. Ces opdrateurs ddf.nissetnt r)[]rl)r** elc rugalarisarion

Q3.2)

Q.3.3)

dE
" = ;;, rn € N et llRrnll S 1@ La suite x(m,B)= ,Rr(1la) est calcwlQe par les itira-

tia,ns sui : ponr rn = 7,2.... TL,ute strategie n(8) _- oo(g _, O) avec (,)2)m(g) ** 0(d _+ 0 estTiE
ad:m.issi.hle. rr;, 3 rz(S) < cr57, l'estimation suizta.nte est veriride :

llx*,8 -trll< ,r1ffi,
de cp c2 et q,. Alors I'itdtation de landweber est opti.male pour llQK-\el) xll < E
soitx = *.*: t Im(K.K),llzll S f eto < c1 l c2tpowrthaq.recboixm(g)arec

/F\ i
zz(8):i.,il;) ona- \d'l

ll**,8 - rll < crnl 5? ,

de q, c2v et a. Pour cela, I'i.t&ation de Landarcber est aussi qrtirnak, rrot* ll(Ai- K)-t xl I :s E.

caot't

1f:1 i
cr ri5,/

ot't,c3
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l

I

Remarque2. 1. Pour

d'it6rations is la stabili

2.4

elie peur €tre

Son noyau p

Supposons que

conilnues par

On vamontrer

irh4orime 2.4.1.

c[o,r].

L)&nonstration

en dir6vant l'6quation 2.4.1par rapporr i x on obtient

: rrt6thode on observe qu'une haute pr6cision demande un nombre rarge m
nous force ) garder ze le plus petir possible.

inrt6 de l}re et de 2bme espece

d.P ilre esplce de Volterra

J, 
x(x,th(t)dt = f(x), r € lo,rl, 9.4.r)

comfe Fn cas particuiier de i'dquation <ie Fredholm

fr ._

I x(*,t)q(t) _ f (x),x e [0, T],
,n

x=iK(:") r€{o'rl
[ 0 t efx,Tf.

1 a une solution q e €. c lo,r] et les fonctions K( x, t) et f (x)ont des ddrMes

Q.4.2)

rSi K(x,x) f 0 [0v 7] alors l'6quation devient un cas particurier de l'6quation inr6grale de'Volterra 
de

.Dans ce qui zuit la r6gularisation de Volterra.

:2.4.1 dq Volterra de deuxilme esplce

(lonsid6rons I' de du deuxilme esplce dans C[0, T] et tzlO,T)

tout tr €

e esplce.

r allons r

q(x)K(x, x) * l r' #O, t)q(t)d t - f, (*)

fx
x) = g(x)* l_ P(*,t\q(t)dt, r € [0, f],Jo

inn

ion

le

Q.4.3)

2.4.3 est bien-pos6.

8€c Tl * P(x,r) e c(0 I t I x 1T), arorc re probrbme 2.4.3 est bi.enpo# dans

V comme suit:

{{ u**** CI2016. Univ. 8 mai 45 Guelma



r
I
I

nofIlxe

c.i.d llg

l(vr)(x

r tout r

Vr ets(g,

On introduit

d'apr6s la

On note

vers lem6me

Soit r e8(g,y
Ona

Par cons6quent

et d'aprls 2.4.5

duparamAtre p>0,

llallp - suPxefo,r] {la(r)lexp(( -F)*)1,

alors

llc1o,r1, llall p - | lqllcro,4 I exp((p)x)llqll B. 8.+.4)

=llgllctql'Po- sup lP(r,r)1.
re[0,I],re[ex]

) 0,y ) 0 et tout p satisfait la condition suivanre :

.o{oo, ,rGo*'\. p,
I.TJ

,y, F) = {p@) ec [0, 7] , llp - sllB s r]
est une contraction.

( 
7 donc llrllBSllsllp+ y SGa+T.

(r)l s

s

{obe,t),(t)d.4
i"o f ; 4111 op (- p t) exp(p t)d t

Poll4o 
fo 

,*P(Pt)dt

Prtlrllpi$*p$(t)-r)), x e [0,ir].

Q.4.5)

TJ,

- s(x)le-Ft s prllrll p|(r - e-F* s *Vn o,PP

x')-e("l slnn,=w.r,
ce qui signife

€'2016. Univ. 8 nwi 45 Guelnla



Suite i,2.4.5, I a t. l]ela signifie que l'op6rateur v esr une conrracrion darx la boule B(g,y,p).par
consequent, le th6or'Bme des points fixes de Banach l'op6rateur a un point fixe unique dans certe boule.
ce qui est 6vi rme Nolunion de l'6quation 2.4.3. Nous passons maintenant i la pneuve de I'unicit6
et de la stabili de la so,lutiop du probl]me2.4.3 par rapport aux petites perturbations de g(r).
Nous co par pror{ver la stabilit6. Supposons que q;(x), j = T,Zsonr des solutions conrinues aux
6quations

Maintenant,

respecti

8r-82

qui implique

alors

Alors

Comme F > P, et d'aprrls 2.t.5 ona

11,'r2ep(g,y, p).I>arles m€mes arguments on obtient I'esrimation

l(vfrXr) -(vr2)@)l S f. p@,r)llr,(r)- rr(t)ldt
JO

llv,, - v,rll 
= fin, - rttr.

. r, ft
14lS l8l+l I P(x,t)q;(t)dtl I P(x,t)Qldt

Jo Jo

l4ls lgl +Prll4fip1(exp(px)- 1).

P^

ll4ll u s I lt llr + *-llqll 
^.tn"-"r

! obtenlre par exp(- px) er prenons le sup par rappori i r e [0, Tl, on a

Q.4.6)

comme avarlt les fonctions gr, gz et P sont suppos6s continues alors { = 4r - Qz et E -

4k) - t@)+ 
[0. 

n@,t)Qdt,

/ P"\lt-; lti4ilBsilsiir.\ P/

nlnp<ftu*,p
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&1 et de 2&me

Finalement en

Uestimation

Remarque2.4

2.4.t onobtient

lla, - a rll c yo,r1 s 
&exp(p 

r )ll gr- sz | | c so, 11

stabilitd 2.a.1 implique dgalement I'unicir6 de la solution. n

' 1' Lesqimation 2.4.7 peut 6tre am6lior6e par I'application du lemme de Grorrwall i

l4@)l slg(*)l + 
U r. 

o r., ffi (g tl,
la preuvl du th6orAme pr6c6dent.

(2.4.4

< t < x 1T), alors le problAme 2.2l.3 est

2.4.2 I,a isatiion fle l'dquation int6grale de premitre esp&ce de volterra
IJexemple ci

obtenue

2. On peut

applicable dans

seulement son

conduire i de

D'autre pffi, I'
probllme 2.4.1

nous donne

complique

Comme pr6

a une solution

tion

On va

tive a

)rouver que fi g e L2(O,T) et p(x,t) e Lr(O

dans Z2('0,I[.

sus de rSdui{e le probl}me mal pos6 2.4.L i un problame bien pos6 z.+.2 est raremenr
la pratique qour deux raisons principales. Au lieu de f (x) nous avons habituelle,ment
rroximationl fi et m6me si la #riv6e { (x ) est connue des petites erreurs en f (x)peuvent
grandes errfurs i la solution.

rplicatio'n de I'approximation g6n6rale d6crite dans la secrion pr6c6derue c.).d r6duire le
une dquLatio$ de Fredholm de deuxiAme esplce de la fonne

aq(x) + A*Aq = A* fa!)g,

qui] n'est pas de volterra, car (A*A n'est pas un op6rareur de volterra), c,e qui
nt f'analyse et la solution de l,6quation r6gularis6e.

) rlous supposons que l'6quation 2.4.1 c.i.d

rx
l- ^(r, 

t)q(t)dt =.f (x), r € [o, f],JO

au lieru de 
[a 

fonction f onsait seulement son approximation /6 qui sarisfait la ccndi-

ll/-.frllcro,r < 8.

l'dquation l.+.t par l'6quation de volterra de deuxi&me esplce avec un paramitre posi-

"q+d+ [o' 
K(x,t)q(t)d.t=/a('), x e 10,.t]. Q.4.8)
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at de 2bme

Th4orime 2.4

sachdfi qwe qe(
ln 

suloose pue pour f ,fs€ c[0, T] it existe ane sorution q, e ctr',Tl cre r,hquation 2.4.10) =0.
a2K

W :::,+,,:r*^.a !(x,x)= 
t. Alors il existe des nombres positivesd*, g* a K* tel que

t''; € \vr o ) qeqkfinn 2.4,8 a une sornti.a* anique {a,D € cfc, ?-] qui satisfiit r,atiration

llq",,s - allcp,rls r(- (" + 
g)

Soient x, 
af

panrq€(0,a*

D&nowtration.

Soit/(x) =l'(

Les arguments

tion2.4.10

plus compliqu6e

geanr la variable

et intdgrant par

I"*n (-

q(*)

Lexiten,ce et I'unicit6 de la solution qa,6. suir du th6orlme 2.4.1

'-la(x), dt= q@) - Lo,t(x),puis en sousrrayanr 2.4.g <!e 2,4.I, onobtient

ou@)+ 
fo. 

x(x,t),fi(t)dt = aq,(x)+ i@).

ilis6s dans la preuve du rh6orlme 2.4.l nepeuvent pas udlis6s pour esdmer Q carr,,6qua_

ll'f=;f gi*T:".:.Poulcette raison, nous allons inrroduire une foncrion depoids/ * _ tl'\ ^rvee qrvrD urlreuurrc une roncllon de potds

\- 7/ aulieu deexp(pt)etutiliserd'autreint6gr-ationparrapportix.Enr:han-

) { darrs 2'!.lo et multiplions l'6quadon r6sulrante par ra foncti on a-2 e*p/-:g \tponiSdeoix: \ a' /

-{\7) 1f' / x-t\= i Jo ", \-;l q,G)d.{

+ ),*r(-+) iew e.4,.11)a-\a/
Ondivise2.4.10 o et soustrFyant in6galit6 2'4.1'l del'lgalitd rdsultante. En r6arrangeanr nous obrenLons

l)uo,. ) [,' *o,il,@dtf d€

1f' / x-{\
iJo,o \-; )qE)d€

J t',. 
*o(-#) 

1t',' 
*o, r,E,)d,f d€

q,(x)+)iro**{,' *o( +) q,6)d{ e.4.12)

Onint6grant deux par parti$ le quatrilme terme sur le c6t6 gauche de la dernidre in6galir6 et en utilisant

Q.a.e)

8,4.10)

f{ ,'*ru
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laconditionK

JJ:'*'(

y."i g(n*)61y

On change li
2.4.12 on arri

ou

i)otxz)=;=
o xz'

)crx)

r-F

"

-.t

)tr ,t1q1tPt]a€ = *lo'*r*,t)Q(t)d.t

= t, 
L. 

*r*,t)Qe)dt- jl"*o (-+) E@a€

-i..o (-T) [J.ao''rr 6,t1q1ndtfd€

= ll,. or.,t)Q{t)dt- jl'*o(-+) d6d€

/' oror)116, t)Qe)d tld {

+ J'*o ( #) Dl,qK(€,€)q(€)d€

+ 
I'.*o ( +) i[,' 

oo,r*(€,t]d(t1atfa6.

K(xr,x2).

on du dernier terme et on le substit'e par l'expression r6sultante dans

D!,o),K(€

l'6galit6

t)Qg)d.t I'.,0( #) K(€,ilE(ildt

f fl" 
*, (_#) De,o)K(€,t)arfaaa,

= q,(x)+)rat-:f: *,(-#) q,6)d€

)[,'*o( +) irnar
est repr6sent6e sous la forme :

4 + f o. 
n"@,t)Qg)d.t = {o,t(x), e.4.r3)

(+, r) * j * (--) - ) [,- urr,r*, (-#) ot

{ u***"r

De.o)x({,r>*r(-})ot
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{"

lm

lor m6thode de Tikhonov

x) = Qu(x',,-:l:*r( #) q,e)d€.ry
1 rx / x-F\ "

7i*'*o(T/f@d€
= f '"'n (-+) q!ila€.ry - i f*' (l-+i') rcw

+.tl'[,suir qur:

ls(*)ls lll,,,rllcso,4 * lf -*f, ,r,,rll4{il04,

la preuve il zulfit de v6rifier que pour o* ) 0, $* > 0, K, ) Q,,Kr > 0 les in6galit6s suivantes

lemme de Gra:rwell on obtient

ll4(')ilcro,r: =,=,ftffilid(')l s lll*,allcro,r *o 
{.J. ,*e irlB"t*,t\at}.

f' nr*. iB,(x,t)ltlrSKr, 0SaSa*
J6 xe[o,iF]

,S65rll/.,0(")llcto,zt sc ("*i), o.-a1 q*, 0<8 <i8-

'algorittrme de'Iikhonov-Morozov nous consid6rons 1'6quation :

1b
Kx:,= | fr(l,s)x(s)d.s = f (t), Lo,bl- [c,d] = l'0,11,

Ja

A(r,s) = extp(rs), K : L2la,bj -* L2ic,dl et 7,(r) = 3l{t + 1) j.

f2\a.,bl la rrorme est g6n6r6e par le produit scalaire suivant :

lv),lel) r, = ln f (il1(t),f e[.f], g e lgl,t-

r: e [0,I.l

\L.'r. L+)

(2.4.1s)

2.5

2.5.1

Dans

tion de

I'

ions nur:ndriques pour la mdthode de Ti*;honov

du'probl&me

on va moflrer que la r6gularisation de Tikhonov combinde avec le principe de s6lec-

aboutit i urre solution num6rique stable de l'dquation int6grale mal-pos6. Pour illustrer

@2016. Univ. 8 mai 45 Guelma



oi L/1,
utiliser

Noter

la m6thode de Tikhonov

les classes d'equivalence de f et g. En outre, le nombre des partitions que nous allons

= 4,8, 76 et 32 tout en faisant varier t € 10, 1l pour nos tablles.

..p(tt);et conrrme s et t sont des valeurs r6elles alots Jffii= exp(,rr). Donc K* = K. On

autoadoint; c-)-c[K - K.. En effet,6tant donnd que &(r,s) - exp(ts), A* peur 6rre

suit :

rd
K*:c:= | k(s,t)x(t)dt oi fc,dl =la,bl- [0,1].

Jc

K en uti,lisant la rigle des traplzes pour approcher l'ir:,t6grale

fr1,tal
ti.K nx) ; = h 

| ;xs +, exp(i h)x,, * | exp ( i j hz)x, I = 06 ),
l' ' i--r I

approch(i,e de :r(jh\, j = 0,.,., n et (f^); - f (.ih), , .= 0,...,le est le second rnembre

de Tikhonov d:iscr6tis6e est donn6e par

ra,$ = (aI,+K*,x,)-txlh Ki"=Ko"

mettre en euvi'e le p'rincipe de Morozov on doit r6soudre l'dquation nonJin6aire suivante :

g(a) := llK,x o.t - fsll' - 82 = 0

notation suiv;unte

Go::(afo+K;K)-r

,, - GoKlft dans I'upression g(a), on conclut :

p@):=llK,G:,K;fa - fill' - 82 := ll(K,G,K;- I,)flll' - 8'

) - 0 par ia m6rr:hode de Newton :

q(a')
c1+r= qi- #,, i =0,1"" '' ?\dj)

n / u'l*o,8,,., -. . \ t -.---r^.-- ----2 \ KoT,l'loxo,,y - J, ) itappeloiis, que I'opdrateui- .lans flotrc exemple est de v,aleur
\edl

tL )

une

\d)

otlt

o 

:i| - -G,xo,i - cr,Kift.
cId
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2.5 Sim

ce qur

2.s.2

Pour

d'ent

oif"-
Tout d'

second

t

Pour

Parer

oi{e Dans no,tre cas

la m6thode de Tikhonov

\"' (d) 

= _:17 "zi;';,".;',#:,!i),
Ko ontermin,e la m6thode de Newton quand

la1+r-al<70-6 et 1E1a)l (10-6,

itu solveur Matlab 'de fsolve'.

de bruit

! on aj,cute urx tefine bruit i la fonction exacte fr.C" ternne bruit comprend une valeur
r

i est 6gale i cry'(2)sin(10nt). Par consdquent /5 est :

f t = f, + o,{-Q) si"(ton t),

+1)-1 , ?

f , voir l,e figure (3.5) dans la simulation num6rique l'erreur r(lsulte de deux $ources.

errelu est due i des mesures inexactes que nous supposons 6gales i, 
" {z;ri"1ro nfl. En

de discr6tjisation qui est g6n6r6e lorsque I'int6grale est r:emplac(ie par une formule des

valeurs de n l'errelJr de discr6tisation peut 6tre ignor6e. Cependarrt, nous voulons com-

i c,gux obtenus par la m6thode num6rique utilis6e pr6c6demmr:nt Nous avons utilis6

--Aft 
-at

32, {talx doiur.6 que pour des -"'aleurs plus 6lev6es de rz la jmatrice .Ko devient sing:li}re.

Par , dans cette exp6rience on prend les m0mes valeurs de n (4,8,16 et ')2) et donc I'erreur de

it 6tre soigneusement 6tudi6e.

mLembre pour chaque n p* fr_ On a:

llf," - ftll s llf,, - f,ll + llf, - fsll.

trap6zoida.le compos6e

fr,-f"-8"(€Y-o) 
",

g(s) rv exp(ts)exp(s) = exp(s(t + 1)) et la,bl = 10,11.

ron

;le

,bJ
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r la m6thode de Tikhonov

-nrr (f Qt +r)+ expQQ +l)ha) n,)' s

1r1e'Lt'
ll< -- *o:= 8-,3'

llf, - l;ll - 2 1" o2 sin2(tont\dr = zo' It,lo Jo

E(tJ:,,'o'.0n,")')
exo?\h2
-*-, puisquer € i0,1]3 ''

On voit

1-cos(20nt'; - .1-dt =2o'-- = o'2 '.2

Donc I

Noter ange lorsque ,n change selon fr. Nous utilisons la norme dans Lz au ljieu du la norme infinie

pe de.Morozr:w est jusdfi6 pour les espaces de Hilbert.Pursque

Pour les raisons on utilise la norme discrlte pour calculer q(a) par m6thode de Newten.

2.5.3

Nous

ation

le principe rJe Moroz.ov avec 8 - 0.1 I - 0.05 B = 0.0001. Comrne do nous Or.rrorr, ]
4

1

car g(0) EG) > 0. Le 5:'remier tableau @.1) pr€sente une comparaison des normes et confirme que

la soluti conyer€;e vers la solution exacte xr. si n est assez granLd.

Le deu 13.2 dorrne des valeurs de a contre o pour des differentes laleurs de z. C)n peut

volf B]2 que lorsque le bruit est petit a I'est aussi. Apr6s l'tlvaluatio,n de a par le prin,cipe

lo nprrf tnaintanant lrnrtrrpr v ^ al la a^-^aror n ron ln trrlor"* avlalp v -- avn t Anrrr 
^ -*a.d""fue_',\Y

0.1,0. et n = 4, 8, 1(l, 32. Le tableau 8.3 montre comment r diffilre de r, pour 6 - 0.0001 qui

est la pl valeur:(voir la figure (3.1)). Comme vous pouvez voir si n devient plus grand la solution

APP vers la sollution exacte comme le montre le th6ordmt: cle conve:rgence.

Tableau

figure (3

Figure (3.2) montrent un r€sultat similaire pour o - 0.05 ,!ont comme le tableau @.5) et la

o =Q,,1, On peut voir que quand a est petite nous obtenons une approximation optirnale

ution exacte. L,a Figure (3.4) compare les solutions exactes et approch6es pour difl:drentespour

valeurs n = 32, Encole une fois, lorsque n = 32 et o = 0.0001 I'approximation est optim:rle.

2.5.4

Onau 0.05 comrne brruit dans la r6gularisation de Tikhonov avec'le'princip,e de Morozov, puisque

il est au des rois valerrrs de o que nous avons choisi pour travailler avec. Nlous commengons, par

eux tableaux le tableau (8.4) pour notre discrdtisation et le tableau (13.5) pour I'algorithme

. Nlotez qr.rc pour la discr6tisation o = 0 le seul bruit est dff ) urre approximatation de

<0

me
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ri
sont

la m6thode de Tikhonov

on peut le voir, les solutions num6riques obtenues par I'algorithme Tikhonav-Morozov

mietx que ceux effectu6s par la discr6tisation (naive). Les erreurs de chaque d montrent

discr6tisation oscille sauvagement et devient pire lorsque n croit,l'algorithme Tikhonov-

des rdsultats effecdvement mieux lorsque n devientplus grand ce qui est confirm6 par la

maintenLant aux figures. Encore une fois Figure (3.6) fait r6fiirence i la discr6tisation tandis

.7) se r6{'ire ) l'arlgorithme Tikhonov-Morozov. Comme annc,nc6 dans les tableaqx, la discr6-

que

th6orie.

Nous

que la

trsatron tandis que I'algorithme Tikhonov-Morozov g6nlre une ligne lisse qui converge

vers la lorsque ru devient plus grand. Toutes les valeurs de n ne pouvait m6me pas 0rre repr6-

sent6es r iscr6tisation en raison du fait que pour n = 16 et n = 32la matrice est presqup singulilre

et ne un rnreilleur r6sultat, mais beaucoup pire. Notez que m€me pens6 que nou$ montrons

o =v notre repr6rsentant pour Tikhonov-Morozov algorithme,, l'un avec o = 0.1 notre plus

grande e$t encclre bearcoup meilleure approximation que la discr6dsation, qui utilise o - 0.
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C'frapitre:i h

o deux porom6tres

Y un op6rateur lin6aire non born6 d6fini d'un espace de Flilbert )i et ) valeurs rlans un

la norme est not6e par ll.ll = tf \;. On suppose que I'image de z{ n'est pas ferm6e, alors

AX =7,

est Cependant, porur une raison de simplicit6, on suppose que I'opdrateiur I est injecti:f et y e
JR(,,{), I'unique solution de norme minimale x+ e X de l'6quatio:n 3.0,1 existe. Soit mairntenant

YS'QY 6e bruit6e v(irifiant

Soit z4 :

Hilbert

l'6quatit

Soit B

Hilbert

iii Il exi

Dans la

oiurp
Dans

mdtres.

Ia frrnc

I
6(a 1, a4,...a 1, B, x) : lV* - ya 

I 12 + | a; 
I lB; xl f + A; 1r1 12,

i=l

(3.0.1)

(3.0.3)

(3.0.4)

i Lro ,n(8.) esi un sous-espace dense de X

ii \Bx, ,Byl polur tout r,/ eDom(B)

0, tq llr9rll2 rll*ll, pour tout x eDom(B).

de nlgularisation de Tikhonov i deux paramAres la solution r6gularis6e x}(a,p) est

d6finie Ie minimum de la fonctionnelie

lly-yrlls8 (3.0.2)

r n,rn-born6 strictement positif auto-adjoint i domaine dense d,66ni sur un espace de

t les conditions :

0(a,p,x)=l[x -yrll2 +allixll2 + Fll*ll',

le rrile des paramltres de r6gularisation.

, potr des raisons de simplicit6 on considlre une m6thcde de r6gularisation i deux para-

consernant la m6thode de r6gularisation i milti-paranrltres qui consiste i mirnimiser

l+

-l-\
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dans cr:tte secl.ion est de trouver une strat6gie i post6riorie du choix des paramltres (q, F).
iddre unre exter:rsion du principe de selection classique et on chercher I'ensemble des (a, p)
on appclle principe de selection ) mulri-paramltres, c-)-d :

lV*r\",F)-/ail=c8, c >i. (i.0.5)

1. (Hilbert sc;ile) X' r € R) X, est la compl6tion de Dom(B') par rapport i la norme

l, r e iR. On suLppose de plus la condition suivante :

posit;ives E et P telle que :

x* eMp,n= {r eX I llrllp <El cX,

ce rpi ue r* admet lai repr6sentation r* -- B-P v avec v €X et lloll S f .

l. Soit xt t= t8 (o, F) k solwtion rqukrMe selon k mithode de Ti.kbonov i. deux paramitres.

dllB-" xll S I Hx | | < DllB-' xll Q.a.7)

ii :c* €

Onal

Rqryls

Le but

Do,nc

pofir

tp(L-'A

I'erreur

I'est

Puisque

(3.0.6)

ll,s - x-ll<pr1.*'Lr (#) 
* 

=o(r+) , ar.€(0,2), (3.0.s)

, a * 2l et tout (o > 0 * p > 0) wrifunt le principe de silectia,n 3.A.5

Noter que I'inclusi on B? x* € X est 6quivalente i la reprdsent ation BP*r x* - 6-1 gP ** -
B-ta ( E, et sous le's conditions de la proposition 2.13(voirlT], p 101) on peut 6crire B-ta =

16 oi L '= B, s =i= p - 1, p(A)= ,{a;*=il . Alors il suit immddjatement que l'implification de

rdre O(,17+) ne peut pas €tre am6lior6 ce qui montre que cet ordre esit optimal. On montre

.8 pour p el1,d\.Pour p efa,Ilufd,a*2i ia dtimonstration est pius t6chnique(voir flsj).

ll,{" -lall' + alprsll2 + Fll*B ll' S ll4*. - yill2 + alll?x.ll2 + 9ll*.ll'

S B2 + alpr-ll' + Fll*"ll'

.5 on olrtient

c2}tt + allaxsll2 +Fllrsllt < 82 + allrx.ll2 + pllx.ll2

nt posirrifs et c ) 1 alors on a deux possibilit6s :

llrll

ion 3

APuisque
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i deux ramltres

i ll.Bxsll< r*llou

ii lFlll< lltr

On va les deux cas :

d'apr6s

Le rc$e

in6galit6 lPrttll < llBr x ll, on conclut que :

ttaxt - *.112 

='fr:),,;1i,'lir,3,l.',, 4 (B x*,Bx,,)

: i{,I|'::,#"sPx,
Shwartz

r) - r*fl' < z1t1a2 - p(x.- r8;;;;;rrx.11 < zryn2 _ p(x*_ rr)ll @. e M p,il.
la d6mr:nstratiion de (l) est bas6e sur l'in6galit6 d,interpolation suivanre

llrll" < llx1lf ;1r;;f#,

poul'tout ref-a,,sf,a+-sfA.
On pose notrr". cas r "- 2 -p et s = 1 0n obtient ;

f l*s - r.lli S 2Ell*s _ r-ll#ll*s _,-ll,*,
ions 3.0.7, 3t.0.2 et 3.0.5 on obrient :

ll*t' - *.ilT = fin-,6t- x-;;1#1;x s - ;yfr
= llr('8 -x.)ll#
= llBB*?Bp(x8 -x-)fl#P etv=Bp(xt _:v*)

(3.0.e)

{ ,ro**"r*
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basie sur le de silection A deux

l'6qtration i1.0.5 avec, = - p,s = 0 on obtient

llta-r-)ff2 = {xa-r*,rt-x*)
= {r8,rE) -2(xt,x*)* (x,,,r*)

S 2Ellxs - *)llill*B-*.)lld
.lt

au pulssance -- on obtient :
,n* F

flr8 - x.)llzai S (28)E'llB-.,(rs _ r.)ll#llra _ r.1;;#;;ra _ r.;1

modlle basde sur le principe de s6lectionri deux parameffes

(3.1.1)

n

Ce*e 6Wadol

3.1

Ceu;e,

Lemrne3.1.l.

partiel,les soint

Alors q'ue z,=

€St cornslcr6e i l'6tude du choix des paramAtres de r6gularisation en se basanr sur unetechnique d' mation appel6e fonction modile(voir [Z], 1181.

(A.A*aBz + pl)xt =A*ya.

Etre r66critt:sous Ia forme variationnelle comme suif :

,Ag:l + a(Bx} ,B g) * Ffu\ ,g) = 0a,,4g), pour tour g < Dom{B) e.1.2)
Pour notre on va utiliser le lemme suivant ori la d6monstration est similaire i celle utilis6e dans
le6J.

ion xB = x8 @, P) est ind.ef.niment d.iff&entiabre poar toatr a > 0 et p > a, Les diriztbes
d' a ne man idre re c ars ive.

)+a(Bx,Bs)+ Fb,sl --rp#,Bg), ponrto,rt geDow(B). e.t.i)

n1soul l'6qua:tion

) * a(Bz,Bg:,|+ Fk,d - -rpffi,Bg), pourtowt g eDotn(B). (3.1.4)
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3.1 Fonction ba#e sur le de s6lection ir deux

voir [116]

I^emme3.7.2, Soit F(a:, p) = b(a, F,xt (a, p)). Ators

o.F (e, P),= 
3' 9: h 

= lta *s @, f)!!2,

opF (a, p),- u n 

:ZO, 
_ 11xs 1o, p)112.

3'a'4 et le lemme 3'1.2le princi'pe dc sdlection h. mwbiparatmites 3.0.5 peut 6np 6c,rit sous

'F 
(o, F) -, a 0"F (a, p) - p 06F (a, F) = 12 g2.

L'idie consiste approximer k Jonction F(", F) en utilisant une fonaion appe:lde : fonction modlle m(a, F)telle que

m(a, p) - aeom@, p) - p dBm(a, p) = c2 g2

Mai,ntmarnt d',

lofon*

soit simpfu)

Poar obtetpi.r

d'approxirpati

la fonction

une tonctr(fn

Il est facile de

cat

oil C,D, Z,tont

1quation pour iune telle lbnction mod.ile, on note q,4e s, g = r 
Jl p|qaati,on 

3. 1.2 nows danne

lila''llt +.allrx}ll2 + Fll*sllt - (ra,,4rr).

llrall'-- lla*'il' - allaxsfiz - Fll*all,

Q.1.7)

(3.1.5)

(3,1.6)
Maintenant me daru [26] on va approximer le rerme lle*sil, par rllxsll2 oi .r" est une consranre
Posrrrve qw se l6termilr6e ul#'rieurement. cette approximation er le lemme 3.1.2 nous donne la formule

suivanrr:

F (a,,,0)* llyoll2 - a7oF (a, p) - (p + T)LpF (a, p)
e signifie une frrn*ion param6triqu e rn(a, p)pour laquelle ler formure pr6c6denrp est soir
te c-i-d m(",F) doir r6sudre l'6quation diff6rentielle suivanie

m(a, {it) * o 2, m(a, p) - (p + T ) d pm (a, p) _ 
| lya I lr.

que

m(o,F)=llyall2+9+ L.a T+p

0,,,m(a, p)= -q * aLom(a, p) = -9,a'd
-D

7pm(a, P',t - - ^ + + @ + T)*sm(u, pl = -JL,(T-Fpr F' t+p
constimtes i,:l6terminer

{ 
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3.1.1

Onutili

une sul

s€lecii

ll'6q

I[ est faci

co6ffici

En utili
paramAt

Effectuant

solution r
c(op,Fi,
Ces co6

I h+i tt=

odlle b'asie sulle de silection i deux

rction nnodlle de la form e3.r.7 pour construire une proc6dure it6rarive qui qui norx; donne
F iI , ]u = 1,1!., '.. qui est une approximarion du couple (ax, p*)v,3rifi*nt le principe de
ipaiar-rrliies.Si:pposons;qu'natiuuv€lecouple (op,Fp)eirr;= ibior,pl,esriasoiuciolrie
oi (n == o p, F '- F D. En suite on d6termine les coefficients {3, D, 7 ,Je la. mani}re suivanre

m(ap,l:tp) = llyallr+ !- * Z = F(op,Fi,dp t *Ft
CIom{ap, fit p) = -3 = LoF(ap, p p) - llB xs (a6, lt p',,t112,

ah

Lprn(ap, fir) = # - opF(ap, puj -llxs (ap,Fe).,|,,.\t + /sil-
'ir que ces conditions dl'interpolation ddterminent d'une rnaniire uLnique les valerlrs des
C(ap,,6 p), D - D(op, F fi et T = T(ep, F icomme suir ;

C - C(,2p, p p) = -orrlln*8 @p, Fp)llz,
IAxB (a p, F p)ll2 + F ill*t (o t,, fr e)ll2D_D(,:tp,pp) = ffi.-_,

i'=T(up,pt) = ilx:\dh,/3ill!'? 
.

ll*8(on,F)llr'
rn rnodlle 3.1.7 avec ces co6ffcients on peut trouver une valeur.convenable p'ur le
sation q ='ek+Ien r6solvant l'6quation

m(o, P i - a0om(a, p e) - F 7a*(o, F t)- Czd\,:.

r que cffte 6quLation est 6quivalente i une 6quation lin6aire er sa solutio, d = ap41 peur
: manilre expliicite com:me suir r

(3.1.8)

(3.1.e)

2C(ap, p p)

c282--nrrlf-ffi"
ape d'itdrration iintermidjiaire en utilisant le paramltre partiel convenable pour trouver la

'zk+t,f k) de I'rSquation 3.1.1 ori a = dk+t,F := ph pour salculer lres coefficienrs C =
op,F,u) et 7 = T(oe,Fil donn6s par la formule 3.1.g oi ap est r,emplac6e par atpa1.
:rminr:unearrrrefoncrionmodlle3.r.Tquiinterpolelafo'ction 

F(a,17)etsesd6r:Ms
aupoint (a ) cette rrouvelle fonctio' modAle m(a, F)est utilis6e pour tro,uver une valeur convenable

{) pa1 p;tr la r6siolution cle l'6quation suivante

m('t pay p) - a p *1 tTom(d n+r, F) - p 0 p m(a p*1, p) =, 
(2 gz

{(o

3.1.

ede

,sL

du paramAt
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) l'drquatiorrr quadratique

(rr,t, - llra llr - 
2c (',j+', p )) 

w . r (a p*r, fi ))2

- 2D{a a*u, p *)(f -+ T (o **r, f *)) + T {a p*r, tr3 p)D(a pa-1, F,r, ) =, 0

la discr6tisatio' simplifi,:r. Tout en utilisant ra m6me rlgle ,ces rrapiizes pour l,approxi-
I'int6grale la r{iplarisati'on de Tikhonov avec le principe de rMorozov esr relarivemenr er

peu d'erreur cll6s qr,re les partitions deviennent suffisarnment gr.andes ce qur sigrufie que
z une trls bor:rne approximation d6s que le nombre des partitions devient prus grand

quantitii de bnrit' En d':autres termes, la pr6cision des solutions r6guLlarir;6es sonr mieux
:nd vers I'infini, ce qui niest pas re cas pour ra discr6tisation r;implifier.

porrr chaqrue j et de: commencer les it6rations de Newtcn avec um choix id6al de a.
lnient de la r6gularir;ation de Tikhonov est I'effet de surJissage. A.fin 6e reconsrruire

non-lis,ses ou r:liscontin.$es, on doit utiliser diff6rentere!:mes: de p6nalisation.

3.2.2 Mdr de r6gularisation i cleux param&tres

1. La m6t

qur est

Ainsi,un

d'une proc6du

2. Re

C=-

I'
c(

(3.1.10)
rme it6ratif bars6 sur la {bnction d'approximation modale peur 6tre formul6e sous la forme
alternadve de la mani}re suivante :

s : Il y a des a'nantages d6finies i I'aide de la r6gularisarion de TikhorLov;rvec le ,'principe
"' Le Premier:'et le plrrs 6vident est qu'il renvoi une meill:ure solution approch6e par

3.2

3"2.1

1.

1. Dc,n 8, C,?6, A,aq1,) o*, Fo> F*.AoposeK=Q.
l'6quadon 3.1 l ori a == ap,p = pp poarobtenir *81.op,.8p).Calculerles co6fficients
,Ft),D - D(,an,Fp) €:r r = T(op,Ft)via l'6quation 3.1.g er remplacr:r d = db+r dans
3.1.9.

C:: f,(
l'dquation3'1':l oi d=trpqltp= pkpourobtenir xt(owr,Fp). carcurr:rresco6fficients

'+r'Fn)'D 
* D(apap/:lp) et. T - T(op*r,Fs) er rrouver lt = f p*rcomme la solution

positive de l'6quation 3.1.10.

de Tikhon,ov

Les

de

rapport

mation

elle

YOUS

pouf

lorsque

2. Les i

Lln autre

des solusi

de sa si

:nts : Le plus grand inconv6nient de la r6gurarisarion de Tikhonov avec le principe de
la manipulatir:n de la nlatrice r(p6t6epour calculer la solution apprrrchd,e. Etant donn6

que la sol approch,5e *rtilise I'irrvene de (c;/ + K-K)on doit confirmer l,exis[ence de l,inverse
de cet

Tikhon.v-Phillips est I'tne des techniques de r6gularisation L:s plus pr:pulaires en raison
cit€ de la mise en cuvrc. Dans la version proposde par phillips en 1962ra meilleure

{ 
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qui peut potentielleme't 6tre atteinte par cefte rdgularisation esr d,ordre o (l l) . Dans lelps' cet ordre peur 6rre am6lior6 d' apras l'id6e de Tikhonor, (rg63),qui consiste ) changer
r identit6 l parr un certain op6rateur auto-adjoinr non-born6 i domaine dense et defrnj 82qui d6fi une soludon r6gularis,6e comme zuit

- (oB' +A*A)-1A*yt.= ar gmin {lle, -lrll, + allBxll2, x e D,tm(B)} . e.2.r)

3,0.7 esr

que la :meilleure pr6cision potentiefiemenr a*einre par 3.2.r esr d,ordre o /sd-l). I
que les op6rateurs B et Asont ri6s par la condition 3.0.2. Donc, si la conditio|-d, ["{r";

par

statte avec d e (0,2) alors la soludon r6gularis6e de Tikhonov selon 3"2.1 est meilleurs
i la sr:lution de Tikhonov-phillips.

3. Donc,

meme

I'cp6

2. tl

conditi

mdt:res,

lV*-y

else

cek - 1;

end

end

fprintf('Please

n = input(' ');

forinrf(\n \n \
n=4r8r16132;N

ros(N,l);

p'il faut faire clans Ia situation or) on ne sait pas quelle r6gularisation est plus utile pour lei 6tudierl une' r6ponse dvidente est d'6tuliser une m6thode rJe r6gularisation i multipara-

3.3 4p
I'rogramnre de

IJintegrale est :

La solution ex

Prograrnarel

cek - 0;wJhile

sigma = qpur(' ;sigma::.05
if (sigma < 0) 

| > 1,);

fprintffPlease t again. Iiigma ir; out of r:rnge.\n');

r the number r:f parritions.\n',);

;

n*1;h = 7ln;I = eye^I);t = 
';fe 

= zeros(N,1);fdelta =: zeros.N,l)gexact = ze_

sorte qrc les deux aopnrches peuYent 6tre combin6es pour diquilibrer les bonnes donn6es2 contre plusieurs penalit6s llxll2, lllxfi2.

cl'un ,rystime iin6aire pour un probllme inverse en utilisanr la rAgie de'f'rapdze
une int6grd

et'x(s',tds = /'(t)= (e(,'+1) - \le + t)
est : rtir) =.xp(r)

;check .= O;while check == g;

{ 
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,halbl - 1 ;phiTol = 1 ;tol - 19(-o).

;phi -'0;Phiprime = 0;alphal = 0;xalphadelb = zeros(N,1);R - z-eros(N,l);q _ 0;(r+1)-1)/(t+1)).

(t+t1-t1761-1) + sigma {'sqrt(z)* sin(10*pi*t),, ,sigma,, ,t,) 
I

6-1)"h;
fe(i) = r11t) t) = rv(sigma,t) ;xpxact(i) = g(t) ;
for j= i ;1,i

s = (j-l)'th;K( = exPGus);

end

end

K(:,1) = Ii(:,1
count = 0;

;K( :,1{) = K( i,Ig/2;1tr = h*K; Ifutar = K

G=i
lphi, phi pri
alphal -
phiTol -
COUnt = CC)Unt

end

xalphadelta =
for i-l :N;r = 1)*h;switch t;c;4se 0
R(i) = xexact(i) - phadtrlta(i);case .25;RG) = xexact(i) - xalphadeltag;

s=0;K= ,N) ;Kstar,- zenosQrl,Ni) ;

J - gnew(K,G,[Gt+r,fdelta,sigma,h) 
;

phi/phriprirne ialphaTol = abs(alphal _ alpha0);
;alpha€t - alphal;
1;

fi) - xalphadeltafi);case .25;RG) - xexacr(i) _ xalphadelta(i);

fprind('Our si io : 5.4f \n', sigrna);

forintffThe nu of pa:rtitions is : 3.0f \n,, n);
0;t = (i-l)sh;fori-l:N;if R(i)

end

end

i=l :N;q=(i'l)+h

axis auto;

alphaO -: .25:

G=zc
m - inli:nef(

I = inlineC

- = inlinef(
fori-1rN;t

case .5;R(i) =
case 1

end

end

r BE]VAmCEIT

plot(q,xexact(i),lro-'nq,xalphadelta(i),,bd 
: )
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title(Exact appro:rimate lunctions,) ;xlabel(,step size) ;
legend('JExact ton xexact(i)','4ppr<ximate solution xalphadelra(i),,,Loc,arion,)
while ck -=

you lik: ro run agairr ?\n);
fprintf(l{ease "yt' ot "t""\tt);
choice = i trts);

fprintf(\n\n t,
switch ice)

case y';check 0;ck -, 1;case 'n';Oheck = i ;ck = 1 :
otJrerwise; Ieure try agpin');
check = 0;ck

end

end

end

Programrne 2

n=8;

ck - Q;fi == l/n N = n i- 1 ;K == zerosfdN) ;f _ zerostdl) ;
E = zeros(N,l) - zeros(N,l);E = zeros(Ir{,1);R - zeros(N,1);
m - inline,f

for i-l :N

t - (i-l)*h ;f(i)

for j-l :N;s =
K0i) = exp(t*s)

end

end

K(:,1) = Kil:,1)/

K(:,N) = K.(:,

x=K\f;
for i-1 :N;r =
B(i) - >66;;Il.(i) -
case .25

B(i) = x(i);n:g -
case .5

B(i) - x6;,36 =

;switch t;case 01

- x(ilt;

1) - 1) I ft+I)) ;g = intine (exp (t)) ;

m(t);E(j) = g(t);

l)oh;
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case.75

B(i) = x0
case 1

B(i) = x(i);
otherwisr:

B(i) = 0Jl(i)

end

end

ifBO -0;t- ,
fprintf(t 

==

fprintf(Our

forintf(Our is 5.!f\a', E(i))
fprintfflfith of 5.2f,\n\n',R0);
end

end

i=1:N;q=,(i-1)/

plot(q,g(q),io-'

axis auto;

title('Exact and imate funcio4s')
xlakl('step si

legendfExact',1

while ck -'= O

forintf('\fiould
fprintf('Pleese

w = input(' ','s);
fprintf(\n\n\n)
switch lowerr(w)

ck = 1;case 'n' = 1;ch = 1;pthqrwise

forintf(Pleare
check=0;cli-0
end

end

end

= E(i) - x(i);

rhar the rnu+bel of parddons is : 3.0f \r,, ,r); for i_i :N

matio4',' I lesa{ion','Nort}Wbst)

to rwr ag4in l\n);
or "n".\n');
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Prograrnme

function fyl
ProgramLme l

Entrees:

= gnew(K,(S,Kstar,fdelta,sigma,h) 
;

horJe de Newton pour phi et phiprime

K; matlice

G; matdcei de (alpha'r'I * Kstar,r K)
fdelta; bruit6e

sigma; bruit
h; Ia pasr

Sorties:

Phi; en alpha

Phiprime; en

Calcul dr: vl plhi

Z = K'$G ta - fdelta;
yl=(zt *z)*
Calcul de y2

s i g nza + e x p(2) * th2) /l)2;

a=-K

b=K"'G*Iistar

12=)*2,ttr5t

3.4 B

3.4.1 T:rbl et figurer

Table 8.1.

Table B.2. a par le prirrcipe de s6lection

0.001159

{ 
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3.4 Apper

Table 8.3. cormparative de xe.- ro,5 poUr o =

GI

40

)01

t n=t n=8 n::*'1,6 n=32 xo = exp
-0.185 -0.184s -0.0803 -0.0134 1.00

0.25 -0.091 -0.12:t0 -0.{t616 -0.0193 t.28
0.s 0.044, -0.02c2 ,0.023s -0,0138 1.65

m0.75 0.235! 0.1148 0.0+24 0.0094
1.00 0.500: 0.3169 0.1+76 0.0s89 2.72

Table 8.4. f,r conlparati\re de x, -- nd.a pour o = 0.05

L n=4 o=Ei n=:: 16 n,=32 x- = exo(t)
-0.198( 0.186t L-0.2004 -0.1838 1.00

0.2s -0.088( 0.115,3 -0.1344 -0.1274 1,.28

165
u.f 0.0678 0.008t1 -0.033s -0.0396

0.75 0.2845 .147t! 0.1rt39 4.0917 2.72
i.00 0.58i6 ).359i 0.3254 0.2826 2.72

Table B.5. R6 s comparativ€ de.r, - ro.5 pour a = 0.1

L n=4 z=8 n=16 n ==32 re = exp(t)
-0.2027 t.1776, a.npz -0.2429 1nn

m
i?6

0.25 -0.0815 1040' -0.i502 -0.i634
0.5 0.0888 .0051 {"03[2 -0.0449

CI.75 0.3236 1653 0.14a7 0.1266 2.t2
1.00 0.6435 .3906 0.38:,s 0.3(i98 2.72

{ ,*ru*
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2.4

?.6

?.4

?"?

2.

"t.s

1.6

1.4

1,2

1

FIGURn 3.n - $olurions exacres er approch6es pour o = 0.0001

e.7 o"a

o.9

8.3 0.4 0-5 9.6 0.9

2.4

2.6

?.4

2.2

2

1_8

1.6

1.4

1.?

1

8.3 0.4 o.s
t

o.6 8.7 as

FtcuRr 3.2 - Splutions exactes et approch6es pour o = 0.05

EXoct eoNution et
** '* xalphr$l 

**' n=32

-'- xcl#ra. o*,r' n=16
' -''xalF|rfij do,ltF' t'=E

6*

lSxaot siolutlon at

- * xaqoha. o*"' n=312

- - !(abht. dP*;' n#16

-''xa$frf,ffit' n=Ei

*t'l$hi,dftn. n=4
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3,4 pendix

?.8

2.6

2.4

a

:***- Exect solutinn et
j6 t* {H s.dpfor, qarp' r}-32
'F.* {' xaq"hoi *no' n'=18

' xatpha,. &ft4' ht=8

't

1

1

1

2.8

2.6

2.4

2.2

1.6

1,6

1.4

1.2

I

'l
:l
-f

'r
1k
o

xaffiq1r dflt6, fr:a4

-r{s'r,{ zl.v - d,

ffiL***n'n'".

u.|] tt.6
t

8.7 c"a o,9

Ftcunr 3.3 - Solutions exactes et approch6es pour o =0.1

lExact rroluiisn el
!H! *" ,q:Edph*, nr*". sigma =.09O1
-'--l{alpffi.6k{rr*. $igrma = 0,05 F"

,1
nin

-*-71==:::frfif'ks-
*Ft**=1r-

24
/"5*a""
t.r

l
1

I

{ 
"^*oru

+ t"l.l: u.n o"7 gg 0g 1

Fl<;uRe 3.4 - Solurions exactes et approch6es pour n = 32
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Exneti rigfrt-hand eide: fe* -'Nalsy right-hand side. sigma * 0, 1* ** Neiay lright-hand side. eigma : O.OS

ilt1t*/r1
!! tt

ilt1r1*1?1*1r t -*.t t-ri -.{---!.-.xtg

t'*'4r,
1f
1.{
rt
it
*

o.1 n.3 {}.4 0.5 a.6 0.7 0.a o.9

Flregap 3i5 - Valeurs exacres et approch6es du second membre

t]-r:15 r{25 {t.375

Ft€une 3.6 - Solutions exacres et approch6es

o_75 0.€75o.5
t
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Exfrcl aslutiorr et

- -' xa{crra' *n" ' n;=32

* -'x*Hrre,, o**u' n=t16

"- "'xatgrra, 61q' fi;;8

FlcuRr X.7 - Solutions exacres et approch6es pour a ,= 0.05
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