
Rdpubltique Algdrienne Ddmocratique et Populaire:

Ministrdre de l'[inseignement Supdrieur et rle la Recherohe
Scientifique 

'.''':' 
'+l''.:.'.'"".

IJniversitd I Mai 1945 Guelrna ,' "

Facultd cles Mathdmatiques et de I'lnlfornratique :

et des Sciences de la Matidre " ,,
Ddpartement de Mathdmatiqures .'i - ;-:- ..

M6moire

I/
J'ata'.

^t 
tt .Atlf I I \ lt|

l*r ''..

' '0..'.,

,AI

v

Marster Acaddmique en Mathdmatique:s '&.

C)ption : Mathdmatiques AppliquGes

Par:

Mlle . Hemoumou Amira

Intitul6

:i:::iirgf

M6thode des caract6ristiques dans lodquatilon de coagulation
et de fragrrrentation des gouttelettes em ddplacement

Diriq6 par : Pr.Hisao.Fujita Yashimra

PRf,Sffilm{T
RAIIHDRTEU[I
EX*}[&f$ATEUR

Devant le jury

Pr. M. Z.Aissaoui
Pr. II. Fujita Yashirua
Dr. A. Frioui

Session Juin 2015

{-lniv-Guelma
Lhniv-Guelma
Llniv-Guelma

Prof
['rof
MCBI



M

'' *l o\

f't l'
i t ,!,r

ode des caractdristiques dansi l'dquatiron
de coagulation et fragmentation des

gouttelettes en ddplacement

AndraHemoumou
Mdmoire de master en math6matiqures

Unftrcrsitd 08 mai 1945-Guelma

19 juin 2015



des matibres

l.l
L.2

du pmbl0me et changement de vnrtables

duprobllme

de variables . .

delamasse

delacolutlon

du maximum

de sup(l +mq)o(m,q,t) ,
tflr4

de la soludon dsns I€(R+ x R)

de llo(.,., r) llr*(n* *R)

3.1

3.2

4.1

4.2

l3

20

2A

23

29

2g

3l



Rdsumd

naris ce travail, on considbre l'6quation de coagulation et de fragmentation des
I..,1gouttelfttes en chute. Du point de vue mathdmatique, il s'agit d'une dquatio:n int6gro-
i

diffdreritielle pour une fonction inconnue reprdsentant la densit6, par rapport h l'unitd
I

de volui'ne, de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes. On utilise les caractdris-

tiques f,our le ddplacement des gouttelettes, ce qui sera crutial pour la consitructionr

de la s{lution de l'6quation avec la condition d'entr6e. A cet effet on intrrrduit unr

changefnent de variables qui nous permet de ddmontrer direr:tement la crlnserya-

tion de fa masse. On dtablit des estimations fondamentales porur la solution, en uti-



ila

Introduction

dl'dvaporation des eauxdes ocdans et des eauxdes merrs et successivement

ion de la vapeur dans I'atmosphdre, se formentt des nuages; quand

Ies qui forment les nuages deviennent suffisammernt denses (grandes),

elles avec diff6rentes vitesses (essentiellement d6termjlndes par la masse de

chaque

tion.

aprBs avoir subis le processus de coagulation et de fragmenta-

Le de coagulation et de fragmentation se trouver dans la dynamique

dec de la grappe et d6crit les mdcanismes par lesquels les gouttelettes

st pour former de plus grandes ou se fragmentent en de plus petites . Ces

sont assez frdquents dans une varidt€ de contextes pthysiques.

de l'dquation de coagulation et de fragmentation desr gouttelettes en chut,e,

en particulier, par notre intdrdt pour la moddlisation d'une partie im-

des phdnombnes m6t6orologiques, ou les gouttelettes d'eau jouent le rdle

dans le processus des nuages et la chute de la pluie.

math€matique du processus de coagulation a 6td propos6e par

[23J et Mti[er I2O], tandis que l'dquation du processus de coagulation

etde ntation a 6td 6tudi6e par Melzak [ 171. Quant i l'6quertion des gouttelettes

qurse et subissent le processus de coagulation, Galkin [13] a montrdl'exis-
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tence et I'unicit6 rde sa solution (voir aussi [B], I14l). Or, en 2t001 Dubovslcii 171 a d6-

montrd l'existenc,e et I'unicitd de la solution globale de l'6quation de ddpJlacement,

de coagulation et de fragmentadon des gouttelettes. Pour construire la soltttion, Du-

bovskii (comrne dgalement Galkin dans ses travaux) a utilis6 de manibre essentielkr

le "prinicipe dlu miaximurn]' .

Plus r6ce:mment on a commenc6 d 6tudier, en particulier dans les trilvatx []tl-

[18], l'6rquation du processus de coagulation des gouttelettes qui se d6pXac:ent par la

force gravitationn.elle. Or, ces travaux ont 6td conduits principalement danis I'espace

fonctionnel l,*.
Danrs le prdse:nt m6moire on va consid6rer des gouttr:lettes qui se coagulent {ctl

fragmentent avec une certaine probabilite, tombent avec une rritesse qud sera ddter-

min6e par la force gravitationnelle, la friction entre ces gouttelettes et l'air ainsi que

la vitessie de ce dernier. Plus g6n6ralement, en d6placement on lremarque que l'6qua-

tion pernt 6tre r66rcrite dans une forme basde sur les caract6ri.stiques et <ntte versiort

de l'dquation jouit de bonnes propri6t6s, y comprise la conse:rvation cler la rnasse

totale. ltbutelbis, contrairement au cas classique sans ddplacement (Melz;ak en 191i7,

voir [17J), dans le cas of on considdre le ddplacement des gouttelettes, la rdrescription

avec les caract6ristiques n'est pas suffisante pour d6montre.r I'existence ert I'unicitrS

de la solution glolbale. Donc on se propose d'dtudier d'une ntanibre appr:ofondie les

propri6t6s des caract6ristiques et celles de la solution locale (voir [15],[1{}]).



Chapitre I

Position du probllme et changenrrent
de variables

Dans ce chapitre on va consid6rer une 6quation intdgpo-diffbrentielle d6crivantt

le processus de coagulation et de fragmentation des gouttek:ttes qui se trouvenli

dans l'air et chuternt par la force gravitationnelle. Il s'agit de l'6quat,ion pour la den-

sit6 o(m,2, ,) en une dimension spatiale (dimension corresponrlante i I'iue verticaler

de l'esprace). Lci orr entend par la densitf o(m, z, f) la massre del'eau Liquirle contenue

dans les goutteletrtes de masse nr se trouvant dans I'unitd de trohrme, ayanrt le centrer

au point z h l'instant t. Quant au processus de coagulation et ii celui de lfragrnenta-

tion de gouttelettes dans l'air, nous consid6rons derx gourttelettes de rnass,e fl\ , rl121

h cause de la tension superficielle de la surface des gouttlele'ttes, au rnornort d'une:

dventuerlle rer[con;tre, elles s'unissent en formant une nouvelle gouttelette de mass€]

rn1* trr72; c'est le processus de coagUlation. D'autre part, urn€: gouttelertte de tainler

plutOt g;randr:, de masse m, peut se sceinder en deux par:ties formant dleux goutte-

lettes de taille plus petites, de masse ffit et ftiz de telle sorte qu e ft\ * n1t,2 ==: m i c' esL

le procerssus de fragmentation.
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l.l Posiition du problbme

Consid6rons I'intervalle -oo 1 z < 0, qui repr6sente l'espace "vertical'" dans le-

quel les gouttelettes se ddplacent h cause de la force gr:avitationnelle. DrSsignonsr

par o(nt,z,r) la drensitd de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes dle masser

ru au point ;a < 0 i I'instant t € R. On rappelle que dans la littdrature, concernanl:

l'dquatircn de Smoluchowski, on utilise souvent le nombre (dans le sens statistique)
. o(m,z,t)

ft = fr,(m.,21t.) =

liquide o(rn, E, t). Mais nous prdfdrons utiliser cette demiiire pour ddcrire la mod6li-

sation g6n6riale des phdnombnes m6tdorologiques ([1], [12],12r,)).

On siuppose que les gouttelettes subissent le processus de coagulationr et celui.

de fragnnentation et en mOme temps se ddplacent dans I'air par la force grilvitation-

nelle en. subirssanrt dgalement l'effet de frottement avec .['air e,nLvironnarlt,, Dans la

pr6sente 6tuile no'us ne prenons pas en considdration l'dventurelle condensation de

la vapeur d'eau sur les gouttelettes ni l'6vaporation i partir de ces dernjidrres; I'ab-

sence de corrdensation et d'dvaporation correspondrait ir l'6tat d'dquilibrne entre la

vapeur d'eau prdsente dans l'air et la densit6 de la vapeur saturde. On va cronsiddrer

dgalemernt larvitesse des gouttelettes qui se d6placent i cauLse de la force gravita-

tionnellre et cle la.kiction avec I'air dans lequel elles se trouvent. Comme I'effet cle

la frictio,n entre les gouttelettes et I'air ddpend sensiblemr:nt de lla masse der chaque

gouttelette, Ia. vitersse des gouttelettes doit 6tre en fonction der lil masse rn. l,lous ad-

mettonsi que La vitesse il = u(m) d'une gouttelette de masse nr est donnde par

u= u(m) = a(m)'
(1. t)

of g et a(ml dilsignent respectivement I'accdldration gr;avitationnelle et ne coefli-

cient de, frictlon erntre Ies gouttelettes et l'air. La relatio.n (1..1) donne urre bonne
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de la vitesse r6elle des gouttelettes dans l'atmosphbre (voirlll). Ces

nous amEnent i l'6quation (voir [U, [2], [18], [2:2])

0to(m,z,t)+02@Vn,z,t)u(m)) = (1.2")

mrm^.
= ; J, F@ * m', m')o(rn', z, t)o(m * rn', z, t)tdrnl

F(m,m')o(m,z,t)otmt,z,t)dmt -lo1m,z,D f 
* 
o{*- rn' ,m'1dm'+ZJo

f@** 
Jo 

8{m,m')o(m+ tn',z,t)d.m'

une au

telette

oil F( , mz) est la probabilitd de la rencontre entre une gouttelette de fiiorts€ r?r1 €t

de masse rft,2, ct 8(mt, nr2) est la probabilit€ de fragnrrentation d'ume gout-

masse ffi,1* flt2en une de mosss /??1 et une de masse m2. En ce qui concerne

la atm), qui repr6senterait I'effet de la friction entre les gouttelettes et l'air,

dans le travail nous supposons qu'elle est une fonctiorr strictement positive

et r6guliEre (par exemple s(m) e Cl(R*)). Il est utile de rappeler qut:

dansl' normal de l'atmosphbre a(ne) est une fonction d6croissante et ses rraleurs

varient selon les valeurs de rn. M6me si l'effet de ,la friction (piar l'unitd

de ) crolt rapidement quand n s'approche de 0, pour 6viter le raisonnemenrt

compliqud, nous supposons que

sup a(rz) < oo.
,?€R*

des gouttelettes tres petite observde par les physiciens est explirqude pa:

ure trbs dlevde de la surface des gouttelettes qui provoque l'6vaporatiorr

irnmddiate.

(1.2) sera envisagde pour (m, z, t) € R+ x R- x R1 ave,c la conditio:n initiale

o(m,2,0) -60(m,z) (1.3)
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n d'entrde

o(rn,O,t) =7{m,t). (r.4)

fonctions p(mr,mil et 8{mt,m2), conformdment h leur nature physique,

que

Pour

nous

ce qui

l,es

fl(mt,mil>0 Y(mt,m2) e Ra x Ra,

0(mt,rnilz0 Y(mt,fi2) e R." x R*,

F(mt,ffiz)= F1nz,mi,

O(mt,mz) =$(mz,mi.

(r.5)

(r.6ll

(1.e)

Fo(' ) € Ir (R+ x R-), Fr (., .) e Il (R* x R+), 6o(m, z) > a, 6{m,t) > cf. (1.s)

(1.5) et (1.6) sont des conditions naturelles de la fonction de proba-

bilit6 rencontre de gouttelettes.

de variables

lp travail [l 5], les auteurs ont propos6 le changement de variables (m, t, z] n
(mo,To, d6finipar

dgalement que

u(m) <0 Vm>O, (1.71'

te fait que les gouttelettes chutent. En ouffe, on suppose que

z
Qo=t-m, tU=fm, to=t

de 1'6tude du problbme (1.2).

ce m6moire, au lieu de suiwe ce changement (1.9), onr inuoduit le change-

variables (m,z,t) * (tn,4,r) d€fini par

4 = z- u(mlt, lrl= lrlt T = t, (r.10)
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Pour l'utilisation de la m€me lettre ru dans Ie premier et dans le second systOme

de ne cause pas I'6quivoque, tandis que pour f, m€me si T =, t, nous

utiliser deux lettres diffdrentes.

Lob de notre travail est d'dtudier les propri6t6s de ce changement de va-

riables h son application au probldme (1.2) et ddterminer cluelques estimations

de la dans la norme I*.
I,E de variables introduit transforme le domaine l(m, z, t) € [R+ x R- x

R*) en q,T) e R+ x R x R+14 < zl. Mais il nous sera conunode de prolonger le

en Ra x R x R1, c'est-i-dire nous allons considdrer aussi les points (m, q,t)

avec q

Ce de variables jouit avant tout de la propri6t6 sui'vante.

0t*u(rn)Az=d",

pour le changement de variables g6ndrale (Xt,Xz,Xe) -- (Yr, Yz, Yg), on a

AprBs

AAAlqA0mddr
-=-=---L---a0z dh 0q 0z 0m 0z 0t 0z

0AA)a00m00r
-=F=-.-'..-L+-.-+0m iXz 0q 0m dm dm 0r Am

AAAdaA0mAdr
-=-=---:1-.-J-dt dXz dq dt 0m 0t 0t 6t

aalcules on trouve :

a gaoYt
dx,= !-=rAYt AXt

a0
a"= &'

I



a0a
-=-(-u(m))+-,0t 0q' 0r

ce r6sultat dans I'e:rpression

0t+ u(m)02,

ot + u(m)o, - -utnft * * * uwtft = a,

estd6montr6. tr

lemme l, l'dquation (f .2) se r6duit i

(m,q,t) = Kcllo(,,.,t),o(.,.,t)l(nn,q) + L",EIr(.,.,r)l{m,q), (1.1f)

ot

Kr,(IQ, |Qrn, q) = t I o^ 
U rrn - tn', m' \e (m - m', 4 {m - m' ), iry (m', q ( (m' }, rN d. m' +

(1.12)

-f, *w, 4 f* Fw, m'hytm', q1{m'),r) dm" +

'fvw, 4 
fo* 

Ft*, m'),p(m', q((m'),ddml,

Lr,(,lel(m, q) = -lv{m, ol 
[o^ 

ot* - m', m) d tm' +

f@** 
Jo 

O(m,m')g(m+ rnt,nr(m+ rn'),x)drrl',

qg(m')=(-u(m')r, (= 4+u(m)r

qr(mt) - q + (u(tn) - u?i))r,

0.1$)

(r.r4)

10



- m', 4((m - rn\, T) = g(m - m', 4 I (u(m) - u(rn - m^))T,T), etc....

Or, en nous devons tenir compte aussi de la condition initiale (1.3) et celle

d'

La iion initiale se traduit directement comme donnde dr: la fonction o pour

?=0,c' -i-dire, enposant

di@,41 -60(m,z),l4=z

Ia condition

Enceq

o(m,q,0) -6F,@,q).

,concerne la donn6e d'entrde, nous ddfinissons

a

6o 
(m, 4, r) = Kt glo (.,.,t), o (.,.,t)l(m, q) +

+ L, ;lo (.,., r)l(m, q) +di,r(m) 6 (q + u(m)r),

(1.15) se reduit a

A

fr 
o @, Q, r) = F, (o (.,., r)) (m, q) + 6i,"(m) 6 (q + u(m) il.

6i,r(m) =6t(m,r)

la condition d'entrde dans la forme suivante : on I'ajoute au se-

de (1.11)

oi.r@)6(A + u(m)t)

(ici d la distribution d' de Dirac), de sorte que nous allons cronsid€rer, au lieu de

(1.11), l', uanon:

Fr{o(.,.,r))(m, q1 = K",alot',',r),o(',',r)1(m, q) + Ll,glio(',',r)l(m, q), (1.16)

(1.r5)

(1.17)

II
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et L7,gI'

l'espace de Banach tl(R x R1) par:
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x R) = {o: R* x R * R, mesurabtu' 
,f,._o 

lo(m,q)ldntd,q <cxll.

llo1rr(R+ * m) = f W(m,q)ld.md.q.
JRa xR

r > 0 et pour chaque ( e R nous ddfinissons

4f(m)=(-tu(m).

Io**oo'*' 4) dmd q = Iiot Ir* 
o tm' qE{*)) dm'

TIoN: Comme

qg(m) - ( -tu(m),

d4 
=,d(

par le changement de variables on a

t* [o* 
ot*,q)dmd'q = [:{r* "t^,oarotffd'md(

o(m,q{rn))dmd(.

est demontre tr

2 servira pour formuler l'dquation (1.17) comme unLe dquation diffdren-

ivaleurs dans Il (Rx R*). En effet,les opdrateurs intdgrauxK 
"rI.,.l(q, 

m)

l(q,m) sont d6finis sur les courbes

"ft = l(q,rn') e R x R+ | 4 = q{mt}|, qg(mt) = ( -ru(m'),

avec ( 1,q + u(m)t).

(1.18)

(r.le)

a le lemme suivant :

. Ona

= 
"[:J.*

t2



Chapitrc2

Conservation de la masse

i

:

I

e".{t de nous occuper de la solution de notre problBme, rappelons une pro-
I

pri€t6e fmportante de I'op6rateur intdgral figurant au second membre de l'6quationr
I

(1.17) 
i

(2.r)

i

fnrtrrrae le, Soito(.,.,r) e Il(R x R+), o(.,.,r)> A, onaalors
I

t:f
i; I F'(o(-,-,r))(m,4dmdq-o.
I JRxR+

13
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=TJ ,tr [ r^ 
F @ - m', m' ) o (m - m', q 

E 
(m - m' ), r) o (m', 4i g (m' ), r) d q d m' ) d m.

q{m') q + (u(m) - u(m')r, q {m - m' ) = q + (u(m) * u(m - m' )r . on a d qg - d q,

nous remplacer qc{m') et Q{m- m''1par q, de sorte que l' on a

[r-* ry

=J*-
fln f+@

J, J _* p r^- m', m' ) o (m- m', q ( (m- m' ), t) o (m', q 
a: 

(m' ), r) d q ( d nxt ) d tn --

)fr.* + Io* I-J B'*- m"m')s(m- tn"q't)o(mt'q'''r)dqdm')dm'

.f:: I: ,+ 
[o* F'*- m''m')o(nt'- rn''q'r)o{m'|'q'z:)d'm')dmdq'

ces raisonnements sont dvidemment valables pour tourtes les int6grales qui

dans -Iret/2, on a alors

(dans clernibre 6galit6 nous avons remplacd les symboles Qg' et dqf pw les sym-

boles 4 dq ce qui ne cause aucun problbme).

En de nouveau le th6orbme de Fibini on obtient

ff ti {r* nw- m',m')o(4c(m- m'),m- mt,io(q((m'),m',r)dm'dmdq =

I I (T Ir* u'*- m"m')o(m"q't)o(m- m"q'r)d'^')a*ao*

- f fi {* { o. 

* 
A w, m' ) o (m, q, r) o (m'|, o, t) d' nf) d rn d. q.

, = E I: - t (f r* u rrlt * rr'|, nr; ) o (m, q, rt a *'\,,1 d. md q +

. rf J- *([r* ar*, m' )o (m + m', q,r) dm') atua o.

L4



I: Ir- (t Ir* ur*- m',m')o(m',q,r)o(m- m'|,q,'r)d,*')a*ro*

i I- I* (* Ir.* u(m'mt)o(m'q't)o(m"a'oam')d'md'q'

En faisafit le changement de variables k = m- m' et r = ,n' dans la premibre intdgrale

ide!, 
Ii l?k dr Irl__tt.^l

avecreifcouiu"lilt u{f 
l= l_', I l= r.

i lam, d*, 1

i

Onvoitpue

I

r, =.f 
* 

Ur* ry Ir* 
pro,r)o{r,q,ilo(k,q,ilar,t*)aq+

f+qt f@ ( roo .\

i -J_." J, l* J, p(m,mt)o(m,qJ)o(mt,4,t)dmt 
)dmdq.

I

Il est clafr que

i IJ Vr- ry [o* uro,r)o(k,q,t)o(r,a,ddrdk:ldq = (2.2)

i 
,o I r6b re \

i = I- il* X, fo* u'u'r)o(k'q'r)o(r'q'r)drdk:; ,ldq+-*;;*;";* 
\

i .r[J 
{lr* ; [r* u(k,r)o(k,q,r)o(r,o,tdrd,rc)do.

I

Alors ed substituant k = m et r = mt dans la premibre intdgraler du second membre

oe tz.z),lon obtient

,t- il- I [o* utr'r)o(k'q'r)o(r'o't)d'rdk)'dq =

= r[J {lr* t f ,* p(rn, rn' ) o (m, q, r) o {m', q, r) d m' d *) o n.

15
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k = rnt et r = m dans la deuxidme intdgrale du second membre
I

de (2.2),lon trouve
i

I f+oo( f6r fa \ -i I If :l p(k,r)o(r,q,r)o(k,q,r)drdkldq=
J-oo \J0 z JO I

I

, = f.- ( f* ry f p@',m)o(mt,q,r)o(m,q,ild.mdm')dq.
i J__\Jo ZJo I
I

D'aprbs [a. sym€trie de la fonction p et le th6orbme de Fubini orr a
i

: r** ( [* ry f* p@,m')o(m,q,r)o(m',q,r)dmtdrn)dq.. =l lr; J-oo \J0 z Jo I
I

Ce qui r{nlplieue que
I

,, ="[* (lr* t f F(m,nr;)o(mt,q,r)o(m,q,r)dnrtdm)on*

- r[J ([ r* t I r* B(m, m'| )o (mt, q, r) o (m, q, r) d. ntd m') o, *

fi ({ r* * I r* F (m, m' ) o (m', q, r) o (m, Q, fl d m d, m') d q

I

et par c{nsdquent f1 = $.
I

Mainterie:nt on calcule .I2

i

'l ,r= [-* f -4{ [* urm- m',m')o(m,q,idm'\dmdq+
I J-oJ0 z\JO I

i .l: 
Io* 

*([r* aw,m']o(m+m'|,q,r]d*')a*at.

t, = [: (f r- -ry o (k + r, a, d I r* a {* - nl', m' ) d rn' a m) a o +

I

En faisaht le changement de variables ft = rn- rn' et r = m' dans la premiOre intdgrale
I

I

de Iz, o$rroit que

t6



Il est clafir que

t2.3)

IJ ff- -f; fr* 
ow'r)o(k+ r'4'ddrdk)o''*

.*,[: (lr* -i"ro*r,Q,il [o* 
s(k,r)d,rd.k)do.

IJ il- -f; [r* ot*'r)o(k+ r'q'r)drdk)oo =

=,[J (lr* -t [r* 
u(*,m')o(m+ m',q,r)dm'a:mldq,

de (2.3) tlrr

" 
J- il"" -f,['* ott''r)o(k+r'q'ildrd'k)ou=

I

i =ffU- -fow,*t ,4,il 
[o* 

a{*,,m)d,mdm')ao.

I

D'aprbsller slmrdtrie de la fonction I et la thdorbme e Fubini on a:
I

i f 
.* 

[* -ry- [* a@,m')o(m+ mt,q,t)dm'd.nrdq =, J_* Jo z lo v\,,.,,,e.

i

Ce qui iinnlique Oue.

,= f: [r* -t [r* 
u(m,m')o(m+mt,q,t)dm',cmd'q+

f+oo foo m f** 
J_* Jo -; J, 8(m,mt)o(rn+m',q,fldmtd,rndq+

. ,f J- *(f o* 
a w, m')o {m + mt, q,t) d *') a' *a a.

[ il- - $o& + r, q,r) 
[o* 

ot* - rn,,m,)drn,,t*)aa =

En subqhirmant k = m et r = rz' dans la premibre int6grale du second mr:mbre de

(2.3), onf o,btient

i _J_." [Jo z Jo
I

et puis {n substitue k = m' €t r = nr dans la deuxiBme int6grale du second membre
i
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D€PNIEMN1 DE MTTHSMJTIIQUTS

Donc 12

daprbs

est

o(

r6sultats pr6c6dents on obtient que ,[ * 12= 0, c'est-d-dire que la masse

donc le lemme est ddmontrdtr

COROL urr : Sr o est la solution de l'4quation (1.17) auec la condition

. [: Ir* 
* 

[o- 
o{*,m')o(m+ m'|,q,r)d.m'd.mttq =s

0.

llott : On a

fr o W, Q, r) = F, (o (.,., t)) (m, q) +di,r, tm)l u(m)16 (q + u(m)r)

en par rapport i r on obtient

6(ftt,4,

soit rg(r

.[.,

DE

0)=0 si q>0alorsona:

Q, d d md q= 
.f.,o 

o(., q,0) d md q* f . ,. * 
ui,r, (m\lp. q.- u1nin1 d rn d Q,

xR

MON

1,"*
alors

nn,q,r')dr'= 
fo" 

F",tot.,.,r'))(rn,dd,t'+ 
fo" 

W(m)ldi,r,(m)6(q+u(m)r')dr'

-- o (tTt, 4, 0) = I r" rr, ro r.,., ri) (rn, d d,/ + [ o' 
W@) loi,", (m) d (q + u(m) r' ) dr'

==q+u(rn)T'onaalors

6(q+u(rn)r')dr'= 
[o" 

atve'nfurat = 
fo" 

otvt''nffiav

rt- 1

jo Ur, + u(m)t')dr' par 
ffiXto.n<-u(n)rl, 

?v€c

1 , si0<4<-u{m)r;
0, sinon.-utnnr=l

1B



On aura

I, lu(mll6i,"'( (q + u(m\ r' ) dr | = | u (m\ld i,", (n ffi1x ta < q < - u (mtr I t

4, r) = F, (o (., ., r)) (m, q) + di.r, tm) X, to< q < -. u(mt.a t

,a1= 
fr" 

Fr,(o(.,.,r')\(m,Q)drt * 
!r" 

6 *r,r, (m)7g$<q.-a(mJtt.v) - o(rn,

par i m et q, on obtient

0(m,4,r)

q,tJd

est

a

a,

o (m, q, 0) d. m d. q ="f, 
,. *_ J" 

t", (o (',', rt )) (rn, q1 dr I 
d m d, q +

* 
"f, ,*. I r" 

a;,r' td |fi,<q<-u(mvv d'md' q'

delamasse) ona

,f,,** 
t",(o (.,.,r'))(m, q)dnt dmdq = o,

par

I
Ler

f
o(m,q,O)dmdq+ |

JRxR..

19
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Chapiue 3

Estimations de la solution

Ce est cohsacrd i l'€tude de quelques estimations der la solution, estima-

tions pour la repherche de la solution globale. En adoptanrt les techniques des

mathfm4tiens Russes, en particulier Galkin et Dubovskii, qui ont utilisd

dans travaux tlXl, t7l le principe du maximum pour consfiuire la solution.

3.1 dumaximum

On {'abord ldgprement gdn6raliser le principe du maximtrm utilis€ par Galkin

et Du On a la yersion suivante du principe du maximum..

LsI\4 u (pRINcIpB DU MAxIMUu) : Soif O unouuertdeWn. Soit u(x,t) unefonc'

tion nt^gative, co\r,tinue dans O x [O, til et admettant la ddrivde partielle otu(x, t)

pour (x,t) e oxl0, hI. on suppose Erc wur tout t e [0, fil 
'l 

existe au moins un

pointT dl tel que

travarD(

et que,

u6,t)> u(x,t) VreO,

tout t € [0, fi], au pointT on a

atu6,t)=b(t)+ku6,t) (b(r) >o).

(3.r)

(3.2)

20



Nors t7

ft
, f) < aexp(ktl + I b(s)expk(r- s)ds = A(t)

JO

DiPmMN DE MfH!illSQUES

V(x, tll e Ox 10, fi[, (3.3)

otr.

a=gtggru(x,O).

TIoN. On rappelle que daru les travaux de &ilkin on trouve la d6-

d'une affirmation analogue pourle cas of b(tJ = 0 et k = 0' Nous allons

le lemnre pour le cas gdn6ral (cas of b(t) et k ne s'alnulent g€n€ralernent

pas), un raisonnement qui gdndralise celui de Galkin.

On le ddmontrer par absurde. Pour cela, en posant pour chaque e > 0

ag =11gru(x,0) *€= &*€t

AeG),=ae e:cp((k + e I O * [' b(s) exp((k + e)tt -s)) ds,
JO

uk.tl
Ut(x,t)= ffi,

qu'il existe un (.r, t) € O x [0, /rl tel que u(x, t) > d"(t). Cette hypothOse

'.r[ existe le premier temps Tpar lequel u&,V) peut Ctre supdrieur ou 6gal I
prdcis6ment, enpo$ant

7= min{r > 0 I 
?€adU€(x, 

l) 
= 

1}, (3.4)

qu il existe un tel 7et est fini. Pour i on ddfinit utr point F e O vdrifiant

u@,7) > u(rc,T), Vx e C)

2l



DlPAEnffiTD8 MdHiWQUE

pos$ible en verfil de I'hlpothEse (3.1)). On a 6videmment

Ur@,T)>ur(x,T| vxeO.

en calculant CItu"(*,I) ona

a P€ ('i,7)= # 14u6',6 t"G't - urx,Taz l,ral'

;@,7)* ah 
' 

wG) + ku(8,7)) AeG) - u@,It((k + g tuft1 + b(T))t.

u,cx,T) = xg= 1, on obtient

l'[rlpoth&se (:].2) et la ddfinition de Ar on a

ona

6 s ffiIbG14r*t+ ku&,7)A,G) - tcuG,v)A,G) - eu@,6e,G) - u(T)u@,v)

= ffi*Gte,G)+kkD)z -kA,G)2 -e A,G)z -b(6e,G)

= ffir-e,q"G)\= -e ( o.

0P|F',I) <0,

qriste un point @,7) eox I0,7[ (c'est-i-dire 7' <7) tel que

ue6",7)>r,

la ddfinition (3.4) de 7, c'est-i-dire Trt'existe pa* Par cons6quent on

U"{x,t) sL V(r,f)eOx[0,fi].

u(x,t) s Au$),

22



19,15-GntIM

sup(l + rne\o Qn, q,r) s C(r).
tB4

Df,p nrrnrnr Dt MetHf,ulrrteus

Vrilt,tllz?,O, (3.5)

fflt - tTI2 3 tTtz, (3.6)

(3.7)

(3.8)

qui est pour tout € > 0. Par consdquent, par passage h la limite pow € * 0,

on l'indgalitd

u(x,t) 
= 

A(t)

estd6montr6. EI

V(x, f) e Ox 10, f1[.

de sup(l+ ma)o(m,q,r)
ftlrQ

on va montrer que, sous des hlryotheses convenable$, pourun oer-

tain c [] la fonction l1 + mo)o(m, q,r) est bomde.

uF 4. On sa ppose que les functions 8(mr, mz) et p(mr, nnil vdrifi,ent lcs cottdi-

otta,s,

C{mt * 
^r.l^ 

s A(mt, ftrz) < Cz (1 + (mr + rnz)oo)

F(mt,mz:]_. F(mr+ p'mil 
r,ou.r

(t + mf){L + m3} - (1 + (mt + p)dt(t + m$,) r--'

Qt, Cz sont d:,es constarntes positiues telles que

or2*+ 11s * l.
Ul

une function continue C Gj telle que

Pour (3.8) nous allons utiliser le principe du ma:rirnum. Soit r > 0 et soit

@,4) point de manlmum pour 7, c'est-b-dire

(l+iff)o@,4,d =o=#Ss.n(l+ mulo(m,Q,r). (3.9)

23



4=%@.

que, dlapr0s (1.15) (voir aussi (1.12) et (1.12)), on a

aa
|'J +m")o @,Q,rJ = e +fi\ *o @,Q,t',t =OT OT

. *\T I r* i' * - m', m' )s @ - m', %ffi - m' ), r) o (n{, qor{ ), r) d m' +

- g * m" tiT I o* 
U *, m' ) o @, q (fr), r) o (rn', q (rn" ), rl d. mt +

* t, * tr |T IJ u *, m' ) o @, ft@, r) o (m', q(rn" ), r) d m' +

- (r +n\f 
Io* 

u* - m', m')o @, q@,i d' mt +

+(t+frid)fr, 
Io* 

U*,m')o@+ m',q@.+ m'),tldm'+

+e+ffi)di'@6G + u(m)r),

lp*hre,lation

est 6quivalent,

fro *mloffi,e,r) = $ *m")t*

* 
[u** m',m')o(fr- m',el(fr- m'),t] - F(-m,m']ofrn,q@l,tl*

xo(rn',q(m'),t'ldm'+

- tt nwJT E,*, m')o @., q@,r)o (m', q(m''),i d n{ +

-o*m\17[o*F-*,m')offi ,q@),r)o(mt,q(m'),idm'+

- o +ffi1( [^ u* - m', rn')o @, q@),r) dm' +. .ZJo

(3.r0)

(3.11)

24



Df ?NTEWNT DG MATHEUTIQUE

+(L+Ifta)fr, [r* u*,m')o@,+ m',q@.+ m'),r)dm'+

+ Q +mq)Ai," @l 0 Q + u(m)r).

on va examiner le signe (la n6gativit6) du terme

D = Fffi- m' ,m')o@- m' ,42@- m'),r) - p@',m')'o@',q@),t).

ue d'abor<l que D peut 6tre 6crit dans la forme

-o +m^t =. 
FC?^! | ;;:o @, q@,t)].' (t + @)a)(I + mta)

comme la relartion (3.9) et la ddfinition (3.f 0) impliquent que

(t+ 6- nr')")o@- m' ,42@- rn\,r) < (1+frg)o@,E@),r)

=m'sfr,,onir

D<(1 +mr)1**r"rffi

- (l + m'o)(!+fio)o@,,q@,r)x

.I
(L + 6,- mt)e)(l + mta)

F@,,m') rffinrP@,- rn',mt)

@,q(D,r)=

pour

o@,q@),t)+

25



D€PNTEuul DI MtrHEM1IQUH

d'aprbs (3.6) on a

p@.- rnt,rnt)
('.t+ 6- m')s)(L+ mt$)

F@'m')
@(Gm'g'

dernidre relation nous permet de ddduire de (3.11), en ndgligeant centains

rldgatifs, l'in6galit6

tr P@- m' ,m')o@- m',4t@- rn\,r) - /ffi.,m')o{fr,q-r@),t) <0.

lg+m"loffi.d,r) <
OT

< - (t +fra1f; 
[r* 

ow - m', m')o @, q@),r) d.mt +

+$+"m\ffi 
Io* 

u*,m')o@,+ m',q@.+ m'),r)dm',

+0 +fr\6i,r@6G + u(m)r).

le dreuxibme membre de (3.12), on remarquer d'abord que, en vertu

fm
I ow.- rn',rn')dm' zc1fiqo+r'

JO

conrme @,4 = @, qd est un point maximal de la fonction (l+ ma) o (tn, q, r),

fenu Cgalem,ent de (3.5), on a

(3.12)

,gfl 4

26



Donc,

I+ @+ mt)a

ces in€galitds, de (3.12) on deduit que

= (t +fra)o(fr, q@),tlr, 
Io* 

(

remarque que, siTD< 1, on a

. @+ m')oo , ,-_ ,+ 
1* 6"* *1")am '

{r* ,*#dm'< fta.* [r* *o*=t-n'+*'

H#rdm' < [to** I,* h* = L-ffi+ #
part, siU > 1,, on a

X,a&) = 1 si xe A, Xe$) =o six€ A,

f*, t @+rn')ot,, '
,Jo l*6**1,- I+@+mty)dm" 

i=

L* .G* *udm' s E #0. = r!r@)-"*,.

f* @!rn')": 
dm, < [* 40, = _ I 

(fi1-@-aot+r.
Jo L+ @+ m,)o* - J, *o-oo"* - u- do- I'""
introduisanLt la fonction caract6ristique X,q de l'ensemble A, c'est-i-dire

$o *zi" I o @,4, r) = 
*| rt + ffia16ao+2 o @, q@), r) +

+ Cz\. + fr")zfro @, q@), r) x

(z - zm **, . #)r{^.r} * tW . %)xw.,tl+
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+ (r + fra)di, @l 0 @ + u(m) r).

A

fr I + fr' I o em,4, t) < {r + -me ) o @, q@), il | ACfi + B @ll +

+g +ffi)Ai."@6@ + u(m)r),

oir C(

B@) == czg +1tfr\m(z - zm ** . ;fi)r*-'.
la condition (3.7), c'est-i -dire a rT * &s *1, il n'est pas difficile de

sup A(Z) < oo, suP B(77") < oo.
ZeR* Z€R+

r;fi d6duit qu'il existe une costante C(a,ao,cr,cz) telle qu'on ait

a
i1t +fr")o@.,Q,t) 

=OT

E $+ffi)Aii,r@O@ + u(m)r) * C@,ao,e,cz1(I+fi'e)'r@',q@,i'

le lemme (principe du maximum), on obtient fonmellement

zup(l+ me)o(m,4,T) 3

< sup(l + mo)d o(m, q) erytC o,ao,e,c)r) *
m,q

fT
* rup I Q -r m,)di,", (m)6 (q + u{m}/ ) exptC@,ao,ct,tjz'1 G - r' )) dr' -

m,i Jo

ppur chaque r fix6, on a

sup(l + mo)o(m, 4,r) 3 C(r) < oo.
4'lll

est une constante positive qui ddpend de r.

28



L*(R* x R)

4.1 [,emmes

pbtenir une estirnation de o dans la norme I*(R x Ra), nous avons besoin

d'un qui est une des cons6quences du r6sultat obtenu dans le chapitre pr6-

le lemme suiivant.

LeI\dI\d 5. On suppose les mAmes conditions du lemme 4. Soit

Chapitrc 4

Estimations de la solutio:n dans

at<a-I.

unefont:tion:. continue e{i tutte que

/a@

I t:L* nf')o(m,4{m),ild,m. et(").* v(.0
Jo

t4.r)

pourr

DEM RATIoN. On corrsidOre l'intdgrale

(L + ma' ) o (m, q { (m), r) d m - [r* # (L + ma ) o (tn, q {m), i d, m.
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en vertu du le.mme 4, on a

J*,, + mo' )o (m, q((m),r) d.m 
= 

co) 
fo* #,# n*.

a-a'> 1, ona
f@ 1+ rno' -| 

-d,rn<@.

Jo I+ me

en posant

IoN. E:nvertu de (3.5) on a

(4.1), qui rest dvidemment valable pour tout (. tr

cg lemrne on peut ddduire la cons6quence suivante.

6. Souslesrnhme:;conditionsquedanslelemme4,ilexisteunefoncti.oncanti'

@) telle que

= . ^. f- I+ma' ,Cr(r)=C(r)l 7dnt,' ' Jo l+ma

* { o* 
nl {^, m' ) o {m + n{, q 

E 
(m + m' ), r) d m' 

= 
ez(t) < a.

Foc

o * J, Czg + (m+ mtyolo(m+ m', q{m+ m'},r)dm' s

roo
sz I cz1 + (m+ m'1ao+t)r(*+ m',qqlm+ rn"1,r1drn' .

JO

que la ccrndition (3.5) implique que C1 < C2, de sorte que

o, 
Io* 

8(m,mt)o(rn+ fir.',4r(m+ m'),r)drn' s

e> fr6*2,

30



Donc, &t = d.o + I, o'n a & > at + l, ce qui nous permet d'appliquer le lemme

c. 0Fa

CzQ + (m +. m' 7oo+\ o (m + m', q I 1m + m'), t) d m' < ll,Cze{i = ez?).

est d6monlr6. tl

4.2 Sstimations de llo(., ., r) llr*G* *m)

I'4IoN. Sous I'es hypothbses d.u lemme 4 il existe une fa,nction continue M,(t)

llo(',iz)llr*tm+xR) s MG) <n. (4.2)

.TION. On va appliquer le principe du maximum d. notre €quation

DEPATBMN1 DP MATHOUIlIQUH

(4,4)

rr
fit, 4,T) = 6 o(;m, q'.1 + 

J o 
F", (o (',', r' ) (rn, q) +6 t,, (m) X$. q.- r(*t"t. (4.3)

0 et soit m,1n le point de maximum dans [0,oo[xR :x {r} pour la fonction

)i c'est-d-dire'

Soit r
0(nt,

Or, d'

q @.,4,r) = o=#ffn.oo 
(m, q,r).

que, d'aprtrs (1.17), on a

a
I o -m,Q, r) = Ft (o (',', r)) @,V) + oi,, @) 6 @ + u@t).
OT

(1.16), (1.1;2), (1.13), on a

ft(o(.))t@,"fl =
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-T .[* u*, m')o(fr, q@),r)o(m' ,E(m'),tr)dmt+

-7,[* u*, m')o @, q@,io (m', q(m'),t') d,m' +

frr*-; J, $tm- m',m')offi, Q(@,id'mt +

+zn 
[o* 

o@,m,)o@+ m,,47@+ m,),r)d,m, =

part, comrrc @,4) = @, q@) est un point maxirnal, on a

o@- m',%@- m'),r) so@,ft@,t).

'[o* [u*- i,n',m'1ogfr- m',4(@- m,),r) - p@,rn,)o@,47@),r)fx

xo(rn' , q(m,),r)dm,+

-T 
|r'l 

u*, m') o (fr , q@),r) o (ffi,, E(m,), r) d mt +

-T 
[r'r* F*, m' 1 o @, E@, r) o (m', q(m'1, r) d, mt +

*T 
fr^ 

u* - rn,, rn 10 6,, 4t@, r) d.m, .t-

*nt 
lo^' 

atm,m')o@+ m',47@+ m'),r)dm'.

que Jla condition (3.6) implique que

P(ffi- m',rn') 
= F(fr,m').

c)n a

32



UNIVERSIT6 O8 M{ I945.GUE&A
Df rNlEMEl{T DE MlrHf MATleuE

De ces in6galit6s on <i6duit que

P@-- m' ,nt')o@- m' , q(fr. - mt),r) - FAfr, m,)ofti, qa@,.r) 
=: 

O.

cette derniere in6galitd nous permet d'obtenir, ren n6gligen.nt tous les termers n6-
gatives clans l,e second membre de l'6galit6 cit6e ci-dessus pour Fr(o(.))t(fr,,T.r, r,in_
6galit6

F (o)(ni,4) 
=m fo* 

OW, m,)o@ + mt ,, q(fr + nt,1,r.1dnn, .

Or, d'ap.r6s le lemme 6 on a

' Io'" 
u*,m')o@+ m',er@+ m''),r)dm' < IlzG).

Donc, de (4.5) on d6dtuit que

(4.5)

F,(o)(fr.,4 
= ez7). (.4.6)

A ce proint, on peut appliquer le principe du maximum d la fonction o(m,rl,r)
avec les (4.4) et (4.6). De la sorte, d'aprds le lemme du princilre du:mixii:murr,, on
obtient (4.2), cr: qui achbve la d6monstration de iaproposition. D

Rruanqur : La prclposition nous donne, formellerment, uner llonne estirnation d.e

o, qui nous ouwirait une voie pour construire la solution gkrbale o. Il{a1s en r6alit6
nous nousi ftouverons dans une situation peu claire. Fn effet, .[a condition (:1.5) sigpri_

fierait que la coagulation est trop rapide de telle sorte que les gr:utteletter; il,evien:net

grandes trrop ra;pidemrsnt et dans un temps fini la masse pourireiit devenir ,,,infinie,,"

En effet dans les travaux I9l, 1101, t6l les auteurs font vgir qu'il y aL 6es ph6no'rdnes de
ce q?e; ilsiapperlent ces ph6nom0nes g1lffication(en anglais gzlation).Il nous nf,est

pas clair ce que ce phdnomdnes mathdmatiques sigrrifient dansi la descriprtion cles

processus de coagulati'on-fragmentation des gouttelettes d'eaLu dans l,atrnorsphdre.
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principale de notre 6tude est sans doute cele d.,arriver i la d6-
de I'exisrence et I'unicitc de la solution de cette dquation sous des condi_

or' les analyses faites dans le prdsent mdmoire nous donnent des
bien pr6cises des l'dquation de coaguration-fragurentation des goutte-

lettes rghute. Nous ltouvons bien espdrer d,u.:liser ces proprjdt€s et, en particulier,
les d6velo;ppdes dans cette 6tude, pour l,6tude de l,existence et l,unicitd

de l'6q'ation. Il est bon d'insister sur la n6ces$it6 de les d6montrer
Nonditions rraturelles du point de vue physique, ce qui signifiera que le

qlre nous voulons obtenir dewa amdliorer le rdsultat connu [7], qui utilise
des qui ne sont pas n6cessairement naturelles. surrnonter cette difficult6
exige nos g:rands efforts; dans ce sens nous espdrons que l,6tude r6atris6e
dans ce conudbuira i.l'€tude plus complOte de l'6quation.

de la
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