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Résume

Dans le présent travail, on propose 1’étude des équations de transport (de
type hyperbolique de premier ordre), et en particulier I’équation de la densité
de la vapeur dans lair. Plus précisément, on démontre Uexistence et I'unicité
de la solution de ces équations en utilisant la méthode des caractéristiques et
aussi on cherche des estimations de ces solutiois dans un espace de Sobolev et
une classe de fonctions lipschitziennes. On étudiera surtout la généralisation
de l'estimation de la solution de I’équation de la densité de la vapeur en

présence d’une condition d’entrée.



Introduction

Les phénoménes meétéorologiques ont toujours au centre des préoccupa-
tions de I'humanité et depuis I'antiquité on a cherché a les comprendre et &
les décrire d'une maniére plus précise. Mais, comme on le sait, ces phéno-
menes sont assez complexes, de sorte qu’il est difficile de les décrire d’une
maniére compléte et rigourouse.

Un des éléments essentiels de la complexité des phénomeénes atmosphé-
riques et météorologiques est la présence de la vapenr d’eau dans air. En
effet, & la différence des autres molécules comme N, O,..., qui restent tou-
Jours en état gazeux dans les conditions ordinaires de ’atmosphére, HyO
peut subir la transition de phase : dans I’atmosphére se trouve les trois états
de Hy() -gazeux, liquide et solide- ainsi que les six types de ses transitions de
phase, c’est-a-dire de I'état gazeux a Pétat liquide (condensation), de 1’état
liquide a I'é¢tat gazeux (évaporation), de I'état liquide a I’état solide (solidi-
fication), de I’état solide & létat liquide (fusion), de I’état gazeux a l'état
solide (sublimation inverse) et de I’état solide & 'état gazeux (sublimation).

Il serait superflu de rappeler ici I'importance de la vapeur dans ’atmo-
sphére pour notre vie : toutes les vies sur la terre dépendent étroitement du
cycle hydrologique.

Comme l'atmosphere est essentiellement un gaz, son mouvement est régit
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par les équations de la mécanique des fluides. L’équation de continuité fait
partie de ce systéme d’équations. Mais comme nons venons de remarquer,
Iair contient également de la vapeur d’eau, donc la densité de cette dernicre
doit étre régie par une équation qui exprime la loi de la conservation pour
H30 dans Iair, qui aura une particularité due 4 la transition de phase, comme
nous l'avons signalé.

Dans le présent mémoire nous examinons I’équation de la densité de la va-
peur. Or cette étude nous conduit 4 la recherche des propriétés de la solution
des équations de transport dans la mécanique des fluides.

En effet, dans I’écoulement d’un fluide, on peut trouver d’éventuelles sub-
stances différentes des composantes principales du fluide. Un des exemples
les plus communs serait la solution dans I'eau contenant du sel dissous. Géné-
ralement, les substances dissoutes dans le fluide peuvent subir des réactions

chimiques, de sorte que nous devons envisager une équation du type

ou v est la densité de la substance en considération.

La vapeur d’eau dans lair est un des exemples de maticres “dissoutes”
dans le fluide. En effet, les molécules de HyO en état gazeux se mélangent
parfaitement dans I'air (ensemble de molécules de N, O, etc...), mais elles
peuvent se condenser ou se solidifier selon les conditions physiques (détermi-
nées essentiellement par la temperature).

Si nous désignons par Hy, la quantité (par 'unité de volume et par I'unité
de temps) de H,0 qui se transforme du gaz au liquide et par Hgys la quantité

de H,O qui se transforme du gaz au solide, on aura I’équation pour la densité
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de la vapeur d’eau 7
Om+V - (7v) = —Hy — Hys. (0.1)

Si la tempurature est supérieure a la tempurature de fusion (normalement

0°C'), on a Hy, = 0, de sorte que 1’équation précédente (0.1) se réduit a
Om +V - (mv) = —Hy (0.2)

Dans les chapitre 2, 3 et 4 nous nous occuperons de I'équation (0.2). Dans
ce mémoire nous supposons que la quantité F,, dépend seulement de 7 et
de t, et nous cherchons des estimations utiles. Il ne faut pas oublier que les
estimations de la solution de I’équation (0.2) ne sont pas toujours faciles,
sl nous voulons des estimations raffinées. En effet un des ohjectifs-s'il n’est
pas l'objectif pincipal- du présent mémoire est d’obtenir des estimations bien
raffinnées de la solution de I'équation (0.2). Pour cela nous aurons besoin
d’une élaboration considérable d’ensemble d’inégalités combinées.

Le présent mémoire est structuré de la mauiére suivante.

Dans le chapitre 1, nous présentons une idée générale sur les équations
de transport et quelques propriétés fondamentales de ces équation ainsi que
la méthode pricipale pour résoudre ce type d’équations.

Dans le chapitre 2, suivant les méthodes de [1], nous examinons I’équation
de la densité de la vapeur d’eau (0.2), en établisant ’estimation de la solution

dans 'espace VVI}. Nous rappelons la notation d’espaces de Sobolev
WE(QR™) = {u € L R")[D%u € LY R"), |o] < k)

avec
olal

L)O‘: -——.—a Oéla asa = 5
T1 0%y 0%y

o] = a1 + ag + as,
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muni de la norme

I|UHW,’,“(Q;R") = Z ||Dau“LP(Q;R";3-

lo|<k

Dans le chapitre 3, suivant le raisonnement du travail [6], nous étudions
Pexistence et I'unicité de la solution 7 de 1’équation (0.2) dans la classe de
fonctions lipschitziennes et on fait aussi I'estimation dans la classe L>(£2).

Dans le chapitre 4, nous examinons un probléme analogue & celui du
chapitre précédent mais avec la condition d’entrée de la vapeur & travers la
frontiére du domaine 2 et nous établissons des estimations dans L°°, qui sont

une généralisation des inégalités obtenues dans le chapitre 3.



Chapitre 1

Equation de transport

Dans ce chapitre nous allons rappeler les aspects généraux des équations

de transport.

1.1 Geénéralités sur des ¢équations de transport

Nous appelons equation de transport, 'équation aux dérivées partielles

ayant la forme

a(t,z)0yf(t, ) + b(t,z) - Vo f (¢, z) + c(t, ) f(t, 2) = d(t, x), (1.1)

ot f(t,z) est la fonction inconnue a valeurs réelles, b(¢, z) est une fonction a
valeurs dans R" et a(i,2), c(t,z), d({,z) sont des fonctions & valeurs réelles.
Ici z appartient a un domaine Q de R”, tandis que nous considérons ¢ > 0.

Du point de vue formel, nous pouvons prendre quelconque n € N\{0},
mais dans les applications aux problémes réels, considérons normalement
le cas 1 < n < 3, (cas de I’équation de la densité de la vapeur que nous
allons étudier). Notre etude comporte le cas ou plusieurs des fonctions a(t, x),

b(t,z), c(t,z), d(t,xz) dépendent de f(t,z); dans ce cas I’équation sera une
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équation non linéaire. Mais pour le moment nous allons nous limiter au cas
d’une équation linéaire.

Dans le cas ot 2 = R (et donc n = 1) et a(l,x) et b(f,z) sont deux
constantes différentes de 0, tandis que c(t,z) = d(t,z) = 0, 'équation (1.1)
se réduit &

ad,f(t,z) + b0, f(t, ) = 0. (1.2)

supposant maintenant que a # 0, on pose ¢ = 9} pour obtenir
& f(t, z) + eBsf(t,z) =0. (1.3)

comme pour les equations différentielles ordinaires il faut ajouter une condi-

tion initiale, c’est-a-dire & I'instant ¢ = 0 on a
f(0,z) = &(x). (1.4)

supposons que f est une solution réguliére de notre probléme, cela signifie
que [ admet des dérivées partielles selon z et selon ¢ et que ses dérivées
partielles continues. On va monter que f est constante le long de certaines
droites, appelées caractéristique.
Pour tout z, on pose
O(z) =z — ct. (1.5)
Alors ¢ est la droite de pente ¢ qui passe par z. Soit z = x — ct, les derivées

de ¢ s'ecrivent

_0¢0(x—ct) d¢ "
A e (16)

, _0¢0(x—ct)  do .
at(b(t,ﬂf) = 32 _——_—at = Cdz . (\17)

d’ou

d ,

O f+co.f = —c@—l—c—qﬁ =0. (1.8)
dz dz
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On peut remarquer d’aprés cette illustration, que toute foriction arbitraire
¢(x — ct) est solution de I'équation (1.1).

Considérons maintenant 1’equasion de transport (1.1) pour (¢, x) € Ry x
R*; nous supposons que la fonction a(t.7) cst non nulle. Par conséquant

dans le cas homogene a coefficient variable on obtient
O f(t,z) +v(t, )V, - f(t,z) = 0. (1.9)

la dérivée totale de f dans la direction v(¢, z) est égale a 0, et donc la solution

est constante dans cette direction.

1.2 Meéthodes des caractéristiques

Dans cette partie, on donne quelques résultats sur les solutions des équa-
tions de transport linéaires & coefficients constants, puis variables. Plus que
les resultats d’existence et d’unicité nous accordons d’avantage d’importance
a la construction et a la forme des solutions. Ces résultats concernent des
problémes posés pour z € R3.

Pour résoudre les équation aux derivées partielles d’ordre umn, il existe
une méthode systématique, la méthode des caractéristique, que nous allons
présenter d’abord dans le cas ot ¢ = d = 0.

Soit v € R3, considérons le probléme de Cauchy homogéne d’inconnue

[ = f(t,z) pour I'équation de transport, sur R, x R3?

f(0,z2) = f%z), =zeR?

ou la fonction f°(z) est une donnée initiale du probléme.

{.atf+v.v$f=o, t>0, zeR’ (1.1)



UnIVERSITE 08 Mai 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHIMATIQUES

On suppose que f est une fonction de classe C! sur R, x R3. D’autre
part, si on considére y € R? et si on pose 7(t) = y + tv pour t € R, alors
7 peut étre considérée comme une application de classe C! de R dans R? et

vérifie la relation
dy
dt

Définition 1.2.1. L’ensemble (¢,7(t))|t € R est un ensemble de droites de

(t]=mu.

R. x R3, appelées courbes caractéristiques issues de y, pour 'opérateur de
transport 0y +v -V, .

Soit f € C*(R. x R?) solution de 1'équation de transport, 'application
t ~ f(t,7(t)) est de classe C' sur R, (comme composée des applications f
et t — (t,7(t)), toutes deux de classe C'), et on a

3
-‘%—f(t, Y(t) = A f (7)) + > O, (2, ’Y(t))%i (t) =

k=1

= 8tf(t7 7(t)) + Z'Ukawkf(tv A/(t)) =

k=1

= (0cf +v-Vaf)(t,7(t) =0

Ainsi, toute solution de classe C! de I’équation de transport reste constante

le long de chaque courbe caractéristique.

Théoréme 1.2.1. Soit f° € C'(R?®), le probleme de Cauchy (1.1) admet une

unique solution f € CH(Ry x R®), donnée par la formule
ft,z) = foz - tv) pour tout (¢,z) € Ry x R3,

Démonstration. Si f est une solution de classe C! de I’équation (1.1), elle est

constante le long des courbes caractéristiques, donc
fty+t)=f(0,y)=f(y), pourtout t>0, yeR

10
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En posant y + tv =z, on a
1t %) = Plo=tv), pour tout ¢t >0, =z R3

Réciproquement, donc pour f° € C'(R?), Paplication (t,z) = fO(z — tv) est
de classe C' sur Ry x R*(comme composé des applications f° et (¢, z) = z—tv

qui sont toutes deux de classe C!). D’autre part on a
Vo(f(z — ) = (V) (z — tv).

tandis que

3
(S — tv)) = — Z 0(0p, fO) (2 — tv) =

k=1
=—v- (V) (z - tv) = —v - V (fz — tv)).
ce qui montre que la fonction f : (¢,z) — fO(z —tv) est bien une solution de

I'équation (1.1). O

On considére maintenant le cas de ’équation de transport homogéne ot

la vitegse varie en temps et en espace, on a alors

[ Of +v(t,x)-Vof =0 t>0, z€R? L
1 f(0,z) = f°(z),z € R (1.2)

ol la fonction f°(z) est une donnée initiale du probléme, ainsi que la
donnée du champ de vitesse v(¢,z) : Ry x R® — R? est lui aussi donné.

La technique qu’on utilise pour montrer le théoréme d’existence et d’uni-
cité pour I'équation de transport a vitesse constante peut étre généralisé au
cas ol la vitesse n’est pas constante. On va définir maintenant les courbes

caractéristique qui sont les solutions d’une ’équation différentielle ordinaire.

11
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Définition 1.2.2. Les courbes caractéristiques de I’équation de transport

(1.2) sont des solution X du systéme différentiel ordinaire (probléme de Cau-

chy)

X = u(t, X(t))
{ )d((to)l“): Xo (1.3)

En appliquant le théoréme de dérivation des applications composées, pour

x appartenant 4 une courbe caractéristique X (¢) on a
d dx \ ,

=0 f(t, X(8) +o(t,z) - Vo f (£, X(1)) = 0

Ceci veut dire que les solutions sont constantes sur chaque caractéris-
tiques. Pour I'étude des équations avec une vitesse variable, il suffit d’étudier
I'équation différentielle ordinaire (1.3). Dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz
on suppose les conditions pour I'existence et I'unicité de la solution de 'équa-
tion différentielle ordinaire, conditions qui sont considérées fondamentales et
concernent, dans notre cas, en particulier v(¢,z). Dans la suite nous ferons
I'hypothése que ces conditions sont vérifiées, c’est-a-dire : v et V,v sont

continues sur [0, 7] x R? et que v vérifie la condition de croissance

lo(t,z)| < c(|z| +1), ¢>0, V(,z)el0,T]xRE (1.5)

Sila solution du systéme (1.3) existe et unique, nous la noterons X (¢, ¢y, o),

on définit le flot caractéristique par ’application suivante :

X :[0,T] x [0,T] x R® — R3 (1.6)

(s,t,z) — X(s,t,2)

12
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D’aprés le paragraphe précédent on a vu que le flot caractéristique res-
pectait 'EDO (1.3) en variable s, i.e :

0X(s,t,x)

Ep = v(s, X(s,t,)) (1.7)

On a le lemme technique suivant

Lemme 1.2.1. Soient T > 0, v et Vv sont continues sur [0,T] x R? et
verifiant la propriété de croissance (1.5) alors, Wiy, ty, t3 € [0,T], et z € R?,
on a

X(tg,tl,.’L') = X(tg,tQ,X(tQ,tl,CE)) (18)

Le lemme suivant montre que le flot caractéristique est solution de I’équa-

tion de transport A vitesse variable
Lemme 1.2.2. Le flot X vérifie I’équation de transport a vitesse variable
O X(st,z) +v(t,z) Vo X(s,t,2) =0, 0<s, t<T, zeR?® (1.9)

pour la solution générale de I'équation de transport, on a le théoréme

suivant

Théoréme 1.2.2. Pour toute fonction f° € CY(R?), le probleme (1.2) admet

une unique solution f € C*([0,T] x R?) sous la forme
ft,z) = f°(X(0,0,z)), Vtel0,T],z€R® (1.10)
ot X est le flot caractéristique assoié @ I’équation de transport.

Démonstration. Comme la fonction t — f(t, X (t,0,z)) est constante d’aprés

le lemme (1.2.2) on a
ft,X(¢,0,2)) = £(0,X(0,0,2)) = f°(z), Vt€ [0, T,z € R®  (1.11)

13
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En posant y = X (t,0,z) et d’aprés le lemme (1.2.1), on a z = X(t,0,y)
de sorte que (1.10) est équivalent a (1.11) la réciproque est verifié d’aprés le

lemme (1.2.2).

14



Chapitre 2

FEquation de la densité de I
vapeur dans ’air

Dans ce chapitre nous allons rappeler la formulation de ’équation de la
densité de la vapeur obtenue & partir d’un systéme d’équations modélisant
le mouvement de l'atmosphere avec la transition de phase de l'eau ainsi que
les propriétés fondamentales de cette équation ayant jamais de démontrer

lexistenace d'une solution (voir [3][6]).

2.1 Formulation de I’équation

Pour établir ’équation de la densité m = (¢, z) de vapeur (HyO gazeux)
dans I'air, on considére la variation par rapport au temps t de la masse totale
de vapeur d’eau dans une région générique Vj, qui peut étre exprimée par

I’équation
i/ W([,ZE)dI:/ oy (L, z)dx. (2.1)
dt Jy, Y

Cette variation doit correspondre exactement a la différence de la masse qui

entre dans Vj et de celle qui sort de V; et a la différence de la quantité de

15
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H,0 qui se transforme du liquide en gaz ou du gaz en liquide. Si on désigne
par Hy = Hy/(t, ) la quantité totale de condensation ou d’évaporation dans
I'unité de volume et de temps, on a

d ) : ,

T L 7(t, z)dr = — ; Hy(t,z)dx — /avo v(t,z) - n(x)n(t,z)dS, (2.2)
ou n(z) désigne le vecteure unitaire de la normale extérieure a AV et v(t, z)
est le vecteure vitesse de Iair, tandis que dS est I’élément de surface de V.
La quantité v(z,z) - n(z)w (L, z)dSdt sera donc la quantité de masse qui sort
de Vy passant par 1'élément de surface dS et pendant le temps infinitésiimal
dt. On en déduit que

e, 2 == — / o(t,z) - n(@)r(t,2)dS — [ Hy(t,z)ds.  (2.3)
Vo vy Vo

D’autre part, grace a la formule de Stokes, on a

Vo

/ vt z) - n(z)n(t,z)dS = / V- (n(t, z)v(t, x))dz. (2.4)
JoVp
Il $’ensuit que
/ On(t,z)dr =— | V- (n(t,z))v(t,z))dx — / Hgl(t, z)dz (2.5)
Vo I Vo

Et comme Vj est arbitraire, donc on déduit que

5 .
% +V - (mv) = —H,(t,7) (2.6)

pour comprendre la nature du terme —H,;, nous rappelons sa forme proposée
dans le modéle developpé dans [6](voir aussi[3]). Dans ce modéle on propose

de déterminer la quantité totale (dans I'unité de volume et de temps) de 1,0

qui se transforme du gaz au liquide.

16
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2.2 Existence et unicité de la solution

Maintenant on va examiner I’equation de continuité de la vapeur d’eau
(2.6), plus précisement celle de la solution 7 sons I’hypothése que v soit
donnée. L'équation (2.6) peut étre résolue, en utilisant la méthode donnée

dans le lemme suivant

Lemme 2.2.1. Soit p > 4. Soit v une fonction satisfaisant a la condition
v E 14/5’1(:62{)7 v=0 sur 01, Q= x [0,7] (2.1)

Soit la donnée Hy € W, (), alors Uéguation (2.6)

0 ,
% +V - (mv) = —Hyg(t, 1), (2.2)

avec la condition initiale

7(.,0) =m(.) € Wpl(ﬂ), inf m(x) > 0, (2.3)

TEQN
admet une solution et une seule dans la classe

m € C°([0,7]; W,y (). (2.4)

En outre on a

It My ) < (2.5)

1
70l 0y 5(C | (lolbngin + [ Halh cr))+
0

t t
[ gy exo( | Cllvlbugior + N ulhwganet')a)
JO t

rappelons la définition des espaces de sobolev |. ]]sz,l(Qt) = ||l e o,5;w2 () +
0.1l (). Le lemme (2.2.1) correspond au lenune (5.2) de [6], qui ¢tait un

des lemmes pour un théoréme concernant un systéme comprenant d’autres

equations. [ci nous utilisons les conditions analogues sur p,q et sur H,

17
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Démonstration. On a

O + V(mv) = —Hy,

donc
omr+v -Vr=—-aV-v— Hy, (2.6)
Ce qui implique que
d
d—: =-nV.-v—-FH,

alors sur chaque trajectoire z(¢), on va démontrer l'existence et 1'unicité de

la solution 7, on obtient
t
m(t,z(t)) = W(J(xo)e_fotV'U(t,’w(t/))dt/ - / nge_fot V(e @)t gy
0

on multiplie I'équation (2.6) par 77~ et on integre sur € on a

/Q'frp_lﬁﬂrdx + /Q ™ v . Vr)de = — /Q (V- v)de — / 7" U yda

Q
d’autre part on a

1
P10, = ~f,nP
p

donc

1 1d
/F P10 mdr = - / OmPdr = —— 7rpd:1: =
Q p (/

H [y

/Trp_l(v-Vﬂ)dx:/ﬂp 1 sz ,m)dx =
Ja

3

Z/ Pl Omde = Z/ e =

18
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i \Jen (
3 P
comme v = 0 sur 952 donc Z( —ugngtls) = ), glors
-1 Joa P
I 1 |
™ (v Vr)de = —= [ 7P(V - v)dx
Jo D Ja
on a
r " 1 B a p—17
- /2W (V- v)dx —1—5 Q7r (V-v) - / T H il =
¢ . Ju
1— p i p—1
== —_— Wp(v D 'U)dx — / 7TI H(]]dl'
P Ja J 0
alors on a
1d 1-
== [ qPdg=""P (V- v)dx — / " Hyda
pdt Jo P Ja 0

Ce qui implique que

—(é/ m’de = (1 — p)/ (V- v)dx — p/ " H yda
dt Jq 0 0 )

maintenant on applique I'inégalité de Hélder, ce qui donne

d ,
Gl < 1L=pl [ 179 -o)laz+

-+~7)(/(ﬂp_l)5%1clm)%(/(/lgl)f’d,y:)%
Q Q

d > S
EHWHJ{P(Q) <1 =plln| ]Lp(sz)Hv 0| oo o)+

+pll Holl ooy 1712

alors

d
FH”FHZ’(Q) <|1- p‘“ﬁ“iz)m)”v + 0| Loy +

19
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+p“ lHL"" Q)(l + ”ﬂ”Lz) Q))
car
H“ HLP Q) g L= H”J e

donc

d
Gl ey < Cltluey|V - oll ooy +

+C| Hyll Loy (1 + |||

Lo ()

< Clr

1o (IV - V2o + | Hopll o) + Cll Hot | o

d’aprés I'inégalité de Sobolev, on aurra

[V vy < ||V - U”WI}(Q) < CHUHWg(Q‘)
et comme ||.||1n(q) < H.prl(g) on obtient
d [3
1) < ellmllwyoy lolwaey + 1 Hpllwy )] + lHullwry — (2.7)
maintenant on applique V & I'équation
O+ V- (mv) = —Hy

on a
Votr +V(Vr-v) + V(7V - v) = ~V(H,) (2.8)
on multiplie 'équation (2.8) par |V7|P~2Vr, et en faisant I'integrale sur 0

on obtient

(' i ) -
/ |VaP=2Vr - V(d,7)de = -/ V7"V - V(Vr - v)da+
9] Q

L / VP2V - V(Y - 0)da — / VaP2Vr - V(H,)ds
Q 0

20
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d’autre part

€T =

|Va[P2vr . V(6m)dx = / |V [P=1 VWlVV(‘@tT)d
Q

p1V7r 0e(V )'2::
/;v; i

= [ [vap=tava
Q

et comme
1
]Vﬂ"p*lat([Vﬂ) = ]—)at]V’n‘lp
donc
1
/ ]V/t ,1;77 V- V(dﬂ')dl = ;/ dtUV/l f])dL =
= [) dé / ’ ‘p(h = H\V m HLn Q)
on a aussi
/ [‘77r|p‘2V7r - [V(Vr - v) + V(nV - v)] dx+
0
3
+ / |VaP=*Vr - V(Hy)dx = |Vr|P=2 Z (Ozy) x
J Q) J 6 j.k=1

X [81,“(8%# -v;) + Oy, (M0, ;)| dz+
. 3

—+—/ {VWIP_QZ(axkﬂ)ﬁzngldx =
) -

== /[V?TIP_2 Z(Bmkﬂ)(azkazjw)vjdx-k
Q

Jk=1

o / |V 7r|p—2 z<8”7r O, ) O, v;dz+

J,k=1

/ |V [P~ 22 (O, ) (O, ™) (V - v)da+

JQ k=1

21
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/Wﬂp 2 (0, m) (8, V - vt

3

/ (V272 S (8, 7) (8, Hyy)

k=1
d’autre part

3
D O (Be,) = |V
k=1

donc
Jo IVEP2Vr - [V(Vr - v) + V@V -v)lde + [, |VaP2Vr - VHydr =

3

+ o IVAP(V - 0)dz + [, Va2 Y8 (8, 7)(8,, V - v)dz-

/ywyﬂz By ™) (O, Hyp)dex

et comme
/ ‘V/l‘p 2 ) Omkdm7/‘)b =
j,k 1
3 / ‘
) (aﬂckﬂﬂdﬂ%dﬂc»ﬂ;)'uj
VP! . dx
Ja l , MZZI IV”‘
- 1 .
L 9(VnP) - vds = __/ VPPV - vda
P Ja P Ja
donc on aurra
1 / |Vr|Pdz = _pt |V7T|" -vdz+
pdi p

22
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/]Vﬂ}” 2N (O (O, 1) (O, v;) d+

],k 1

3
-—/Q |Vr|P=2 Z (O, )(80, V - v)dz+

k=1
- / |Va[P=2Vr - VHyda
Ja

ce qui implique que

ld p—1 -
il Ty < B 19 -

dt
HIVV 0o V7 ey V7 | 2oy || ooy +
3
HIV T o | V| 2oy [V ] o D 182,05 ooy +
Fohe=]

HIV?THLp IVl o) IV Hyp | o

si on applique I'inégalité de sobolev

IV - vllze() < cllvllwz

on obtient

d ,
2 IVTllLaq) <

c[Bllvllwzo Il waey T Hgllwy ol 7] W(&W
d’aprés l'inégalité
-1
”7T”€Vpl( % (14 ”W”WI(Q )

on aura

23
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HVWHLP i (2.9)
< C””TLWe Q)[HUHW @ + 1 Hgllwi )] + ClliHgllwa o

En adjoignant les inégalité (2.7)et(2.9), on a

-
EHWHW;(Q) <

< CHTHH Ay HUHW2 ay + ”qule (2 + CHH(/lHWl(w

et par hypothése que m, € T/VPI(Q), on déduit que
It M (2.10)
7ol 00 50(C | ollwzn + Vel +

& t
/ 1 Hgillwi o eXP(/ Clllvllwzw) + 1 Hollwsydt”)dt")
0 v

24



Chapitre 3

Estimations dans la classe [,°

Dans ce chapitre on va étudier I'équation (2.6) dans une topologie plus
forte(classe des fonctions lipschitziennes). Ce résultat est essentiellement di
a Ascoli et Selvaduray [6]. Toutefois dans [6] les arguments sont présentés
avec une équation d'une forme plus générale et beaucoup de remarques qui
e concernent pas notre équation. Pour cette raison dans notre travail nous

présentons directement les résultats qui concernent notre équation.

3.1 Résultat principal

Nous considérons I'equation (2.6)

0
a—: + V() =-Hy,

dans un domaine < R3 avec la condition initiale

7(0,.) =m dans Q (3.1)

nous supposons que {2 est un ouvert borné de R3 muni d’une frontiére régu-
liére et que

n- g =1 sur 00 (3.2

25
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ot n est la vecteur normal extérieur unitaire.

Lemme 3.1.1. Soit 7 la solution du probléme (2.6)-(3.1). Alors linégalité

Hﬂ< )“L“’ “) efo [IV-w(t) HLoo(n)dt (HWO“LDO ) / Hqu HZOC (2 l (33)
est vérifée pour presque tout | € [0,1].

Démonstration. Avant de démontrer le lemme (3.1.1), nous présentons le
lemme de caractére géneéral.

On considére le probléme de Cauchy pour 1’équation

—(’%Z(L I) S b(//, .’L‘) . VZ(If, ];) + (J([,, ll')Z({,, .’L’) _ f(lf, ,'1,’) ‘(3-4)

dans @Q; = [0,7] x Q2 avec la condition initiale
2(:,0) =z sur (3.5)

Lemme 3.1.2. On suppose que b € LMOsRS, -5 e YD), ¢, [ €
LD, % L=(82)), zo € L=(Q) et quen - b = 0 presque partout sur 9S) pour
presque tout t €]0,t[. Alors il existe une solution faible z du propléeme de

Cauchy (3.4)-(3.5) telle que inégalité
1,
”Z(t)”LOO(Q) S (iff‘ Hc(t/)”l‘oo(n)dt (HZ()HLOQ(”) i / H‘/(/,/)“LN(Q)([[/) (3()/)
0

soit vérifice pour presque tout t € [0,1]. En outre, si I et zg sont non-négatives

alors z ’est aussi.

Démonstration. 11 est clair qu’on peut étendre b, ¢, f sur R x R? de telle
sorte que ces fouctions restent a support coupact dans R x R* et que ) €

L(R; L'(R%R9)), V- b e LYR; TAR2)), ¢, [ € LMR; L°(RY)): il est
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également facile d’stendre zo de telle sorte qu’elle reste a support compact
dans R? et que zy € L®(R?). Cette extention ne rencontre aucune diffuculté
tant que les espaces fonctionnels auxquels elles doivent appartenir n’exigent
pas de régularité particuliére et donc en dehors de 2 nous pouvons choisir
b=0,c=f=0etz =0.

Soit ¥ (¢) une fonctions de classe C=(R) telle que 9, (t) = 0 pour |t| > 1,
Y1(t) > 0 pour tout ¢ € R et fR Y1(t)dt = 1. On pose

() = kvi(kt) (k> 1).

De maniére analyse on considére une fonction &1(z) de classe C*(R3) telle
que £(z) = 0 pour |z| > 1, &(x) > 0 pour tout z € R® et Je&(z)dz = 1.
On pose

&(z) = K¢ (kx) (k>1).
nous rappelons maintenant que les suites {9:(1)}52, et {&.(£)}52, constituent
des suites régularisantes utilisées habituellement. On pose que m(t,2) =

Ur(t)&k(2). Nous allons utiliser les fonctions régularisées
bk =bxme;  cx=cxm, fyo=frm el =2t

il est clair que ces fonctions sont & support compact, et * désigne la convo-
lution.

Soit 2* la solution du probleme de Cauchy daus R x R? pour I"'¢quation
9 4 k(g Nk _ 37
57 (t,z) + bi(t,z) - V2*(t, 1) + ci(t, z) 2 (2:2) = filt, =) (3.7)
5
avec la condition initiale sur R3
Z(.,0) = 2% (3.8)
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Z® on peut étre obtenue en intégrant le long des caractéristiques de sorte si 20,

[ sont non-négatif, alors z* I’est aussi. On va démontrer maintenat I'inégalité
ki <
[EA( )HLOO(Rs) =

"L
t ’ 3
NN o msyae (| 4] o +/ 1Fe ()] oo (resyt’)
0

la méthode fondamental pour résoudre ce type d’équation est celle des ca-
ractéristiques pour tout z € R?3, la courbe caractéristique pour 'opérateur
de transport 9, 4 bV, est

ol

(LOON200 o Za0) = bt )

et avec la condition initialy(0) = z,, on a

Y(t) = 2o + /Ot bi(s,7(s))ds

si 28 € CY(R; x R®) ost solution de I'équation de transport la fonction

t— 2%(t,y(t)) est de classe C! sur R, et vérifie

ééz’“(t,w,(t)) = (e +bi - V)25 (1, 4(1))

= fet, (1) = alt, 1)t A1) t>0
on obtient I'équation différenticlle ordinaire suivant

d%;‘“(t) + ck()2"(t) = (0

k _ k
2°(0) = z;
on sait que la solution de cette equation est

I
Zk(t) - Z(l]ce— fot e (t')dt! +/ e fot ck(t’)dt'fk(t//)dt//
0

28
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maintenat on appliquons cela & la solution z* de I'équation de transport le

long de la courbe caractéristique, on trouve que

i
170 = () Bty [ o= Betothat 1y
J0

donc on a

ot
|4t 2)| < |2 (7(2)) [ lx®atmiar / el e AN | £ (41 y (1))t

0

t
< |2 [l ooy el Neslloaimdt’ +/ eho ”Ck”mm)dt,”fk”oo(ﬂ)
0

/ lex(t) || oo (raydt’ </ H/m( Ne(t' — ") dt"|| poocmay dt
rtorE
& V c /_ " 755 3 d//d’/
/ /%1190 Me(t! = ) oyt
: : o+
< [ [Ty [ Nl qarar

et que
1265 || oo ray < |20/ Lo (ms)

donc on déduit que

t4 L i
2 e ooy at i )
2| pomsy < € F I (120l oo gy + () || oo (m3y it
(R?) B

ou
12%(t)| Loorey < C

L
671 = g + le(t )“LOO(RS)dt (“ZO“LOO(R3) + / ”f(tl)”Lso(R:B)dt‘)
J1

cette relation implique qu’il existe une sous-suite z* de z*, qui converge

faiblement vers une fonction z dans la topologie de L>(]0,[; L*=(R?)) quand
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ki — 00, d’aprés les inégalités utilisées ci-dessus en faisant tendre k vers co.
Puisque 2* est une solution faible du probléeme de Cauchy donc pour tout

p e L=(0, [, Wi (Q) n wi (J0,2[; L>(92)) et & support compact, on a

7 ;
0
[ ‘“/ G 0 Yo+ (Vo be— ) + fegldr = (39)
J0 JR3 lL

= —/ 2F0(0,.)dx
R3

et comme, pour k —- oo, les fonctions bi, V-bg, ck, fi et z& tendent fortement
dans la norme de L' vers b et V. b, ¢ fetz respectivement, il résulte que

z satisfait a

[ 0w . \
/ dt | [2(Z- +b- Vo +(V-b)p — cp) + [ylds = (3.10)
0 ()

Jo Ot
== —/zogo((),.)dx
Q

donc z est une solution faible du probléme de Cauchy (3.4)-(3.5). Nous enten-
dons par solution faible une fonction z € L*=(Qs) telle que (3.10) est vérifice
pour toute fonction ¢ € CO1(Q;).

O
Démonstration de Lemme. En substituant b = v, ¢ — Vv, f=—Hy et
%) = m, z =7 dans l'inégalité (3.6), on obtient (3.3).

Le lemme est démontre. (J
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Chapitre 4

stimations de la, solution avec la
condition d’entrée

Dans ce chapitre nous allons établir une estimation de la solution de
I'équation de la densité de la vapeur avec la condition d’entrée. Nous al-
lons suivre le méme schéma de raissonnement du chapitre précédent, mais
la condition d’entrée exige une élaboration hien raffinée du traitement des

données de l'entrée de la vapeur.

4.1 Position du probléme

Soit §2 un sous ensemble ouvert borné de R® muni d’une frontiére 9€) de
classe C2. On considére un champ de vitesse v = v(t,z) défini pour ¢ > 0,
z € (2, Ici nous ne supposons pas que la composante normale de v sur la

frontiére de ) s’annule. En effet nous définissons la, partie entrante
I'_(t) = {z € 3Q|n(z) - v(¢, z) < 0}, (4.1)

ou n(z) désigne le vecteur normal orienté vers extérieur a la frontiere 9 au

point 2 € J; la partie entrante I'_(t) de la frontiére I généralement dépend
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de t. D’autre part pour la partie sortante, on pose

Iy =0T = {z € 8Qn(z) v(t,z) >0} (4.2)
Nous considérons ’équation

% +V - (mv) = —Hy, (4.3)

dans le domaine R x {2 avec la condition initiale
7(0,-) = mg sur Q (4.4)

et la condition aux limites (c’est-a-dire condition d’entrée),

m(t,z) = m sur R, xT_. (4.5)

On suppose que dans 'équation (4.3) v, Hy sont données et que

v e LU0, L WL(Q,RY), V.ve LY0,T; WL (), Hy € L7(0,7; WL (),

(4.6)
oul <¢ <.
On suppose en outre que
sup |0,v;(t, z)| = ||85,v;(t, .)|| oo %] =133, (4.7)
xES)
SUp |0,,(V - 0)(6,2)| = 0,(V - v)lie i=1,2,3,  (48)
TzEN
sup |0y, Hy (¢, )| = |02, Hol| 10 =193 (4.9)
el

pour presque tout ¢.

Le résultat principal de notre étude est la proposition suivante
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Proposition 4.1.1. Soit 7 la solution de Véquation (4.3) avec les conditions

(4.4),(4.5). Siv et Hy vérifant les conditions (4.6)-(4.9), alors on a

HVWH%K,(Q?) < max(A, sup (L)), (4.10)

0<t<t
ot
A= ||Vl weh )
i 3

T E’:(az Hy + 70,,(V - U))2€f:/(QLu(t’/)+1)(it//Clt/7

i=1
B(t) = || Vn(t, ')”i"o(l“_(t))eft @Dy

Al
4

Z _‘; 7 i "
+/ Z_J(aaanl g Warl(v ’ U))Eeft/(zw(t s dt";
t 1

G
3

w(t) =sup sup Z(—o‘ij(v ~o(t, x)) = Oy, (t, 2))EE7.

€ LeR3 [¢|=1 ij=1

Démonstration. Réécrivons 1'équation (4.3) dans la forme
or+7V-v+v.-Vr= —dlgp
Si on dérive par rapport a z les deux parties de cette équation, on a
0p 0, + Uy, (TV - 0) 4 Oy, (v - V) = ~ £ r),

ou
3

040, T4+v-V Oy, m+(V0) 0y, 7 = —&Cngl—Z(@xivj)-8$j7r—-7T6’mi(V-v). (4.11)
J=1
Si on pose w; = O, 1 = %, I'équation (4.11) se transforme en
3

wi + v - Vw; + (V- v)w; = -9, Hy — Z(ax/”j “wj) =m0, (V- v). (4.12)

=1
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Supposons que w; est une solution faible de cette equation (4.12) avec la
condition initiale

,U)ilt=0 = azl.ﬂ'(). (413)

Nous réécrivons I’équation (4.12) sur les caractéristiques . En dénotant tou-

jours par ¢ le temps, on a
d 3\ 2
Wit Z(oi‘j(v ") + Opj)w; = — 0y, Hy — 0z, (V - v) (4.14)
=1

sur chaque caractéristique .

Ici les termes 6;;V - v + 0, v;, —0p, Hyi, —m8,,(V -v) sont & considérer comme
fonctions données et les dérivées partielles dans ces termes sont relatives aux
coordonnées (z1, z2, 13) de l'espace original (c’est-a-dire, la considération de
Péquation sur les caracteristiques v ne modific pas les dérivées par rapport
aux Ty, Ta, I3).

On pose
W(t) = wi(t)?

En multipliant les deux membres de (4.14) par w; et en faisant la somme de
ces équations, on obtient

d 3
§i—zVV(f) | 'T (&J(V . 1}) + 6Iivj)wz'wj - 2»_: wi@xng[+ (415)
at .A—.J

z,‘j:l =l

3
- Z Tw; 0y, (V - v)
=i

Si on pose
3

wylt) = sup Y (=65(V - 0) — Oav;)EE 5,

EeR3,[¢]=1 ij=1

34



UNIVERSITE 08 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE M ATHIMATIQUES

on déduit de (4.15) que

1d

sq "V (1) S (OOW ) = wi(8eHy + 705,(V - v)) (4.16)

i=1

S @rl0) + YW + 3 3 O + 784, (V 1)
i=1

De (4.16) on déduit que, sur chaque caractéristique vy qui part de l'intérieure

de 2 & Pinstant ¢ = ( (c’est-a-dire v(0) € Q) on a
T { . 3 /" 1"
W(t) q W(o)efo(Qw.,(t')+1)dt’ +/ Z(a:c,Hgl + Wa:c,- (V . ,U)):Zeft,(Zw(t )+1)dt dt'.
0 =1
On substitue maintenant W par sa valeur Z?:l w;, on aura

3 3 it . .
2 (0 < 3 (O) RN, 75 (0, Bt (9.0 el erina gy
i=1 0

i=1

donc on a
3

3 i 3 -
Z(axiﬂ,)i: < Z(awiﬂ.(o))2ef0t(2w,,(tl)+1)dt'+/ Z(awngH_ﬂ_am(v.v))2ef;,(2w',,(t//)_l_l)dtudt,
0 =1

=] i=1

alors

3 3 I 3 .
Z |0, ﬂz < z: | 8mi7r(0)l2 eJo 2w () +1)dt! 5 / E(am Hgl+7ri9zi(‘v,v)):zef;(:zwy(t )+D)dt” g
i=1 0 =1

i=1

i3 T : ”
Vr[* < |Va(0)Pefo@en(®)+nat | / > (On, Hop 410y, (V)2 Guntey+1)a” gy
0 =1

(4.17)
d’autre part sur chaque carctéristique v qui part de I'_ & un instant s >0

(c’ext-a-dire y(s) eI, 0< s <), on a

7 . T /6 (40 "
WO < W(S)elErON 4 7S (0, Hoymoy, (9 ) Peftmmter gy
5 =]
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on aurra donc

3

_ t 3
Z\(U)’L < E /[U )2€ff(2w7(t/)+1)dt’+/ Z(all F]r,]l—l—ﬂ‘a, (‘7 ’U)) 2 rt (2w (t )+1)dt dt/
il i=1 =S

=
3
}__‘ (Op,m) 2 <

i=1 %

i 3
(On,m(s, ) el BorEre0a / X (O Hopm 0, (V)i et 40t gy

1
ainsi

3 3 _ .t 3 _
D100 < 3718, (s, ) Pl ey r0ar / D (O Hypt w8, (V)2 i o) 41008 gy
=1

i=] =1

- t 3 B B )
Va2 < |V7(s,x) Q(f/fQ"""(”/Hl)dt,ﬁ-/ Z((‘jzi ng+7T0Ii(V-'({,’))‘Z(i/t’““”“ PR g

< sup ||Va(s, "c)HZef Coa[8)+108 / Z (Op, Hy+70,,(V-v)) 12e 5 (uor () 1)a” dt’

0<s<t

on déduit donc que
) % 8
V720 g,y < max { [V77(0) e yelo @etreviae / S Oy Hyt + 7184, (V - 1))?
0 g

el ATV Gy [ (s, 2) [0
0<s<t

z 3 € s 17 17 ’
/ z(dﬂl Hgl + Waxl(v : U))zeft/(zw"(t Ly dt’ }

s = .
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Perspectives

Une perspective particuliérement intéressante sera celle de résoudre le
systéme d’équations non-linéaires des densités de la vapeur, de Pair sec, de
Peau liquide contenue dans les gouttelettes et de ’eau solidifiée contenue
dans les morceaux de glace suspendus dans air, sytéme d’équations avec la
condition d’entrée, ce qui consistuerait la généralisation du résultat du travail
d’Ascoli et Selvaduray [1]. Si on réussit a résoudre ce probléme, ca ouvre
une voie vers la résolution du systéme d’équations d'un modéle général du
mouvement de I'atmosphére avec la transition de phase de I’eau proposé dans
[6]. Dans [6] les auteurs ont suposé Pentréc nulle pour les ensités ot modific
le systéme d’équations par la substitution de 7 par sa moyenne locale pour
eviter les difficultés. Notre tache sera donc d’éliminer cette approximation
par la moyenne locale et de retourner aux équations exactes et de poser le
probléme méme avec la condition d’entrée.

Naturellement cette étude exigera beaucoup de nouvelles techniques ct
de nouvelles argumentations. Toutefois pour ce probléme l'estimation dans
L> du gradien de 7 devra étre cruciale. Pour cela on peut espérer que les
résultats obtenus et les techniques développées dans le présent travail pour-
ront contribuer d'une maniére non indifférente 4 la recherche sur le systéme

d’équations des densités de la vapeur, de I'air sec, de I'eau liquide et de I’eau
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solidifiée dans I’air méme avec la condition d’entrée et sur le systéme d’équa-
tions d'un modéle général du mouvement de I'atmosphére avec la transition

de phase de l’eau.
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