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Rd,sume,

le pr6sent travail, on propose l'6tude des 6quations cle transport (de

perbolique de premier ordre), et en particulier l'6quation de la densit6

peur dans l'air. Plus pr6cis6ment, on d6montre I'existr:nce et l'unicit6

ution de ces 6quations en utilisant la m6thode des car.act6ristiques et

oherche des estimations de ces solutions dturs un espace de Sobolev et

de fonctions lipschitziennes. on 6tudiera surtout ra g6n6ralisation

de I' imation de la solution de l'6quation de la densit6 de la vapeur en

d'une condition d'entr6e.



ph6nomdnes m6t6orologiques ont toujours au centre des pr6occupa-

tions l'humanit6 et depuis l'antiquit6 on a cherch6 A les comprendre et d

les rire d'une manidre plus pr6cise. Mais, comme on le sait, ces ph6no-

sont assez complexes, de sorte qu'il est difficile de les d6crire d,une

compldte et rigourouse.

U des 6l6ments essentiels de la complexit6 des ph6nomdnes atmosph6-

rlques m6t6orologiques est la pr6sence de 1a va,peur d'eau da,ns I'air. En

effet,

jours

peut

la diff6rence des autres mol6cules comme Nz, o2..., qui restent tou-

de Hz -gazeux, liquide et solide- ainsi que les six types de ses transitions de

phase, c'est-d-dire de l'6tat gazeux A l'6tat liquide (condensation), de l'6tat

d l'6tat gazeux (6vaporation), de l'6tat liquide d l'6tat solide (solidi-

), de l'6tat solide d, l'6tat liquide (fusion), de I'6tat gazeux d I'6tat

sublimation inverse) et de l'6tat solide d l'6tat gazeux (sublimation).

4,it superflu de rappeler ici l'importance de la vapeur dans l'atmo-

sphdre pour notre vie : toutes les vies sur la terre d6pendent 6troitement du

cycle rologique.

I'atmosphere est essentiellement un gaz, son mou\i'ement est r6git

6tat gazeux dans les conditions ordinaires de I'atmosphd,re, H2O

lr la transition de phase : dans I'atmosphdre se trour,e les trois 6tats

liqui

solide

Il
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par les 6quations de la m6canique des fluides. L'6quation de colbinuit6 fait
partie de ce systdme d'ecluations. N4ais cott]nre nolrs \rnons cle .rerrrarquer.

i'air contient 6galement de la vapeur d'eau, donc la densite cle cette dernidre

doit 6tre r6gie prar une 6quation qui exprime la loi de la conservation pour

H2o dans I'air, qui aura une particularit6 due d,la transition dle pharse. comme

nous l"avons signal6

Dans le pr6sent m6moire nous exa,minons l'6qrration cle la,lensil,6 de la va-

peur. Or cette 6t;ude nous conduit d la recherche des propri6tr3s de la solltion

des 6quations de transpor.t dans la m6catrique des lluicles.

En effet, danrs l'6coulement d'un fluide, on peut trouver cl,6ventuelles sub-

stances diff6rentes des composantes principales clu fluide. Un cles exerrLples

les plus conlmunis serait la solution dans I'eau contenant du sel dissous. G6n6-

ralement, les substances dissoutes dans le fluide peuvent subir desi r6actions

chimiques, de sorte que nous devons envisager une 6quation ,Cu type

d,tt tV .(r!r): IlV,u,L)

oi ry' est la densit6 de la substance en consid6ration.

La vapeur d'eau dans l'air est un des exemples de matit)res "dissoutes,,

dans Ie fluide. En efiet, Ies mol6cules de H2o en 6tat gazeu.K se rn6langent

parfaitement; darLs I'a,ir (ensemble de mol6cules de AI2, 02, etc...), mais elles

peuvent se condenser ou se solidifier selon les conditions physiques (d6telmi-

n6es essentiellement par ia temperature).

Si nous d6signons par HsL la quantit6 (par I'unit6 de volume et par l'unit6

temps) de Hz() qui se transforme du gaz au liquide et par Hn"raquantit6

H2o qui se transforme du gaz au solide, on aura l'6quation pour la densit6

de

de
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d'eau n

0g IY '(tru) : -l-lst - IIs". (0. 1)

purature est sup6rieure d la temprrra,trrLc cle fr-rsion (normalement

a Hs" - 0, de sorte que l'6quation pr6c6dente (0.1) se r6duit d,

Qn *V .(nu) - -Hst (0.2)

chapitre 2, 3 et 4 nous nous occuperons de l,6qua1;ion (0.2). Dans

ire nous supposons que la quantit6 Ho7 d6pend seulement de z et

nous cherchons des estimations utiles. Il ne faut pas oublier que les

ions de la solution de l'6quation (0.2) ne sont pas 1,oujc.rur.s faciles,

voulons des estimations raffindes. En effet un des ohrjectifs-s'il n'est

jectif pincipal- du pr6sent m6moire est d'obtenir des estimations bien

de Ia solution de l'6quation (0.2). Pour cela nous aurons besoin

ation consid6rable d'ensemble d'in6galit6s combin6es.

memoire est structur6 de la rnariidre suivanle.

s le chapitre 1, nous pr6sentons une id6e g6n6rale sur les

b et quelques propri6t6s fondamentales de ces 6quation

la m6t e pricipale pour r6soudre ce type d'6quations.

le chapitre 2, suivant les m6thodes de [1], nous examinons l'6quation

Si la

0'c),

Dans

ce

de d,

esti

sI no

pas I'

raffin

d'une

Le

de

de Ia

dans

6quations

ainsi que

de la vapeur d'eau (0.2), en 6tablisant I'estimation de la solution

I4f . Nous rappelons la notation d'espaces de Sobolev

w!(a;R') : {u e Le(fi;R")lD'u e Le(e;R"), lal < k}

DO: lal :or*a2*as,Alotl

)ri')ri0ri3'
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Ia norme

llull*# p,*") : t ll D' ull * p;ng.
lol<ft

le chapitre 3, suivant le raisonnement du travail [6], nous 6tudions

I' nce et I'unicit6 de la solution zr de l'6quation (0.2) dans la classe de

foncti lipschitziennes et on fait aussi l'estimation dans la classe ,-(f)).
le chapitre 4, nous examinons un probldme analogue d celui duD

chapi pr6c6dent mais avec la condition d'entr6e de la vapeur A, travers la

du domaine f,) et nous 6tablissons des estimations dans .L*, qui sontfl

isation des in€galit6s obtenues dans le chapitre 3.une



pitre 1

Eq tion de transport

ce chapitre nous allons rappeler les aspects g6n6raux des 6quations

G6n6ralit6s sur des 6quations de transport

appelons equat'ion de transporf, i'6cluabiol aux d6r'iv6es partielles

forme

(t,r)Qf (t,r) +b(t,r).V,f (t,r) + c(t,r)f (t,r): d(ti,r), (1. 1)

z) est la fonction inconnue d, valeurs r6elles, b(t,r) est une fonction d,

dans R' et a(t,r), c(t,r), d(t,e) sont des fbnctions d. valeurs r6elles.

de tr

1.1

No

ayant

ot /(l

lcira
Du

mals

le cas

allons

partient d, un domaine 0 de R", tandis que nous consid6rons t > 0.

point de vue formel, nous pouvons prendre quelconque n e N\{0},

les applications aux probldmes r6els, consid6rons normalement

1 n I 3, (cas de l'6quation de la densit6 de la vapeur que nous

udier). Notre etude comporte le cas of plusieurs des fcrnctions a(t,r),

b(t, r) , c(t,r), d(t,r) d6pendent de f (t,r); dans ce cas l'6quation sera une
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6quat

dtune

non lin6aile. \4ais pour le momenb nous allons nouLs limiter au cas

ation lin6aire.

le cas oir O : R (et donc n : 1) et a(t,r) et b(t,z) sont deux

0, tandis que c(t, r) : d(t,u) : 0, l'6quation (1.1)tes diff6rentes de

a

aflf(t,r) +b}*f(t,r) :0. (1.2)

b maintenant que a 10, on pose 6 - ! pour obteni:r

1r.f (t,r) + c)"f (t, r) : 0. (1.3)

pour les equations diff6rentielles ordinaires il faut ajouter une condi-

tiale, c'est-d-dire A, I'instant f : 0 on a

f (0,r): O(e). (1.4)

SU que "f est une solution r6gulidre de notre probldrne, cela signifie

que 
"f

partie

admet des d6riv6es partielles selon z et selon f et que ses d6riv6es

continues. On va monter que ,f esb constnnte lc long de certaines

droi q,ppel6es caract6ristique.

tout Jr, on pose

O(r):r-ct. (1 .5)

est la droite de pente c qui passe par r. Soit z : tr, -. ct, les deriv6esAIors

de/s ivent

^ ,,, , A00@-ct) ddAAt +4\ 
-____t 

\uxj/\L.L) - 
-;-----;- 

-, .

OZ OI U:

, Ad 0(r - ct\ ddd&(t,r): ^ -| - -c ,oz ot ctrz

^f. ^f d6, dd4J+cor1:-c-;*c, -u'az az

8

(1.6)

\r./,

(1 8)
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On remarquer d'apr6s cette illustration, que toute forLction arbitraire

0@- ) est solution de l'6quation (1.1).

ld6rons maintenant I'equasion de transport (1.1) pour (C, z) e R1 x

DEPAM sMENT oE MATulMATIeuEs

(1.1)

R3;

dans

supposons que la fonction a(t.r) cst rror.r nulle. par cons6quanl

cas homogdne d, coefficient variable on obtient

bions

1rf (t,r) + u(t,r)v,. f (t,r7 : g. (1.e)

la d6ri botale de / dans la direction u(t, r) est 6gale d 0, et donc la solution

est dans cette direction.

L.2 M6thodes des caract6ristiques

cette partie, on donne quelques r6sultats sur les solutions des 6qua-

transport lin6aires d coefficients constants, puis variables. Plus que

les bats d'existence et d'unicit6 nous accordons d'avantag;e d'importance

dla ruction et i la forme des solutions. Ces r6sultats concernent des

pos6spourr€R3,

r6soudre les 6quation aux deriv6es partielles d'ordre un, il existe

hode syst6matique, la m6thode des caract6ristique, que nous allons

d'abord dans le cas oi c: d:0.
?, e R3, consid6rons le probldme de Cauchy homogdne d'inconnue

, r) pour l'6quation de transport, sur Ra x R3

I arf lu'Y,f :9, t ) o, r € R3

1fto.r):fo(r), z€R'r
fonction /0(r) est une donn6e initiale du probldme.
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On qppo$e que "f est une fonction de classe Cl sur Rc. x R3. D,autre

pa,rt, on considdrc A e RB et si on pose ilt) : U *tu potu f € Ra, alors

? peut

v€rifie

considdrde comme une application de classe Cl dre R dans R3 et

nelation

frft):o.
1.2.1. L'ensemble (t,1(t))lt € R est un ensemble de droites de

R+x , appel6es courbes caract6ristiques issues de y, pou:r I'opdrateur de

At*u 'V'.
f e Ct(R"+ x Rt) solution de l'6quation de transport, I'application

tr+ f{
ettp+

'y(t)) est de classe Cl sur Ra (comme composde des applications /
t,l(t)),, toutes deux de classe C1), et on a

d3
#ra,t$)): aJU,?(r)) + T,u,of Q,1g))ff61:

le=L

le long

3

- \tf (t,"'t(t)) +LuoQ,rf (t,lt)) :
&=1

: (}tt + u .V.f)(r, ?(r)) : 0

toute solution de classe Cl de l'6quation de transport reste constante

chaque courbe caract6ristique.

1.2.!. Soit fo € Cl(Rs), le problime d,e Cauchg (,1.1) ad,met une

ion f €.Ct(R* * Rt), donnde par Ia formule

I(t,*) : fo(t * tu) pour tout (t,n) e R1 x R3.

Si / est une solution de classe Cr de l'6quatio,n (l.l), elle est

le long des courbes caractdristiques, donc

(t,A+fu):/(0,y):fo(y), pourtout f )0, y€R3

10
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R6ci

de cl

qui r

U-ttu:tr,ona

f (t,r) : fo(r - to), pour tout , > 0, r € R3

uement, donc pour /0 e Cl(R3), I'aplication (t,r) *+ fo(r - tu) est

Cl sur RaxR3(comme compos6 des applications /0 e,t (t,r) + r-tu
toutes deux de classe Cl). D'autre part on a

Y,(fo(, - tr)): (Y fo)(r - tu)

3

}r(fo(" - tr)) : - I ue(O,ofo)(r - tu) :
,t:1

: -l) . (V/o)(" - tu) : -u .V,(f'(r - tu)).

ntre que la fonction f , (t,r) r-+ fo(r -fa) est bien une solution de

(1.1). n

considdre maintenant le cas de l'6quation de transport homogdne or)

varre en temps et en espace, on a alors

Ia,f tu(t,r)-Y,y:g ,>o, ze R3

I /(0, r) : fo(r),r € R3
(1.2)

fonction /0(z) est une donnOe initiale du probldm:e, ainsi que la

du champ de vitesse u(t,r): R-. x R3 -+ R3 est lui aussi donn6.

ique qu'on utilise pour montrer le th6ordme d'exir;tence et d'uni-

r l'6quation de transport A vitesse constante peut 6tre g6n6ralis6 au

la vitesse n'est pas constante. On va d6finir maintenient les courbes

iotique qui sont Ies solutions d'une l'6quation diff6rentielle ordinaire.

ce qui

l'

La

cit6 pr

cas ot

caractr

11
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D6finition L.2.2. Les courbes caract6ristiques de l'6quati,on de transport

(1.2) sont des solution x du syst€me diff6rentiel ordinaire (p::obl6me de cau-

chy)

(1.3)

En appliquant le thdordme de d6rivation des applications compos6es, pour

r appartenant d une courbe caract6ristique X(f) on a

ftrg,x(r)) :'tf (t,x(r)) *#.v*f (t,x(r)): (1.4)

: 1rf (t,x(r)) * u(t,r) .v*f (t,x(r)) : 0

Cecii veut dire que les solutions sont constantes sur chaque caract;6ris-

tiques. Pour l'6tude des 6quations avec une vitesse variable, ilt suffit d'6tgdier

l'6quation diff6rentielle ordinaire (1.3). Dans le th6ordme de Cauchy-Lipschitz

on suppose les conditions pour l'existence et I'unicit6 de la solution de l'6qua-

tion diff6rentieile ordinaire, conditions qui sont considdr6es fcrndamentales et

concernent, dans notre cas, en particulier u(t,r). Dans la suite nou^s ferons

l'hypothdse que ces conditions sont v6rifi6es, c'est-d-dire : u et Vru sont

continues sur i0,',f] x Rs et que u v6rifie la condition de croirssance

lu(t,x)l < c(lrl + 1), c ) 0, V(t,r) € [0,"] x R3. (:1.b)

si la solution du systdme (1.3) existe et unique, nous la noterons x (t, ts, e,6),,

on d6finit le flot caract6ristique par I'application suivante :

! #:u(t,x(t))
I X(to) :;so

X : [0,7] x [0, 
"] 

x R3 '-+ R3

(s,t,r) r--+ X(s, t, r)

(:1.6)

L2
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le paragraphe pr6c6dent on a vu que le flot carractdristique res-

I'EDO (1.3) en variable s, i.e :

?X(s,t,x) _^.t^ vt^ t#: "(s, 
X(s,t,r))

le lemme technique suivarrt

1.2.1. Soient ? ) 0, u etY*u sont continues sul" [0,?] x Rs et

tra propriiti d,e eroi,ssance (1.5) ulors, yt1,ts,ts e [0', ?], et r €, N,

X (ts, fi , n) : X (ts, t2, X (t2,h, r)) (1.8)

Le suivant montre que le flot caract6ristique est sorution d.e I'6qua-

tion de port d, vitesse variable

Le I,2.2. Le fl,at X aM,fie I'iquati,on d,e transport d vi,tesse aariable

t,u)*u(t,r).VrX(s,f,r) :Q, 0(s, t1T, r€R3 (1.g)

la solution g6n6rale de l'6quation de transport, on a le th6ordme

}rX(

1,2.2. Pour toute foncti,an /0 e Cl(Rs), le problEme (1.2) ad,met

solution / e C1([0,"] x Rs) sous la forme

f(t,r): /0(x(0,0,s)), vr e [0,?],r e R3 (1.10)

est Ie fl,ot camctdristique assoi,E d,l,Cquati,on de transport.

Comme la fonction t *--+ f (t, X(t,O,r)) est constante d'apr6s

(L.2.2) on a

X(r,0,r)): /(0,x(0,0,r)) = fo(r), Vt e [0,?],r e, R3 (1.11)

13

Dfrernzuexr DE MATtIffinquB

(1.7)
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En posant A ,= X(t,O, r) et d,apr6s le lemme (1.2.1), on a, r ,= X(t,O,y)
de sort,e que (1.10) est 6quivalent d, (i.11) la r6ciproque esb';erifi6 d'aror6s le

lemme (] 2,,r,).

t4



pitre 2

ation de la densite de la
eur dans l'air

ce chapitre nous allons rappeler la formulation de l'6quation de la

densi {e la vapeur obtenue d, partir d'un systdme d'6quat.ions mod6lisant

Ie mo vement de l'abrnosphdre avec la transition de phase der I'eau ainsi que

les

I'ex

l'6q

Cette

entre

ri6t6s fondamentales de cette 6quation avant jamais de d6montrer

d'une solution (voir [3][6]).

2.L Formulation de l'6quation

6tablir l'6quation de la densit6 iT : r(t,r) de vapeur (H2O gazeux)

dans I , on considdre la variation par rapport au temps I de la masse totale

de d'eau dans une r6gion g6n6rique %, qui peut 6tre exprim6e par

(2.1)

iation doit correspondre exactement d la diff6rence de Ia masse qui

I/s et de celle qui sort de 7o et d la diff6rence de la quantit6 de

dff
; I n(t,r)dr: | \rn(t,r)tlr.
ur' Jvo JVo

ld
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'ensuit que

DdPAmEMENT DE MATHIMATIQUEs

Hzo i se transforme du liquide en gaz ou du gaz en liquide. si on d6signe

: Hs1(t,z) la quantit6 totale de condensation ou d'6vaporation dans

I'uni de volume et de temps. on a

) d6signe le vecteure unitaire d.e la normale ext6rieure: it.7Vs et a(t,r)
beure vitesse de l'air, tandis que dS est 1'6l6ment de surface de 7Vo.

it6 u(t,r) .n(t)r(t,r)dSrLt sera clolc la quantit6 dc rnasse qui sort

de 76

dt. O

par l'6l6ment de surface dS et pendant le temps infinit6siimal

ot n(

est le

par

Laq

pour

dans

lr"n|,r)dr 
: - lr"un,Q,r)d'r - Iur"r(r,r) 

'n(r)nll,.t,r)ds, (2.2)

en d6duit que

}1r(t,r)dr:- [ uQ,r).n(r)n(t,r)d,S- [ nn,1r,4ar. e.B)Javo Jv,

part, grace d, la formule de Stokes, on a

fr
I o(t,r) .tt"(r)r(t,r)ds : 1 V . 1zi(1, r)u(t,r,l)dr. (2.4)

J avo Jvo

01n(t,r)d,r : - Ir"o 
. (n(t,r))u(t,r))d.n - fr,un,Qt,r)d,r 

(2.5)

rne I/e est arbitraire, donc on d6duit que

3r
;+V'(ru):-Hor(t.r)
OL

(2.6)

rendre la nature du terme -Hst, uorrs rappelons sa forme propos6e

moddle developp6 dans [6](voir aussi[3]). Dans ce moddle on propose

de iner la quantit6 totale (dans l'unit6 de volume et de temps) de fIzO

qui se ransforme du gaz au liquide.

16
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2.2 Existence et unicit6 de la solution

ntenant on va examiner l'equation de continuit6 de la vapeur d'eau

(2.6), plus pr6cisement celle de la solution 7' solrs I'hypol;hdse que u soit

L'6quation (2.6) peut 6tre r6solue, en utilisant la m6thode donn6e

lemme suivant

2.2.1. Soit p > 4. Soit a une foncti,on sati,sfai,sant d, la conditi,on

ueW]'t(Q), u:0 sur afl, et:ex[0,4 (2.1)

DdPAFf, EMENT DE MATgIMATIQUEs

(2.2)

(2.3)

donnde Hst € Wl(Q), alors t'd,quati,on (2.6)

0n
A, +V .(nu): *Hn{t,r),

aondi,tion i,niti,ale

7r(.,0) : no(.) € W;(q, inf ns(z) > 0,

une solution et une seule dans la classe

n € co([O, d;wi(e).

tna

llzr(t,.)llflu",,ny {
pt

ll " oll!* ; p1 exp ( C 
J o 

(ll, ll * ; ot + ll H a ll w ; s dt' ))' +

ft ft
Jo llHn,ll';rnr "*o( J,, 

C(llull*iLr,t + llHntllw;opt")dt')

(2.4)

(2.5)

ila tl

des

ns la d6finition des espaces de sobolev ll.ll*;r1o,, : ll.lft,<o*,wi<all*

o;. Le lemme (2.2.I) correspond au iernrne (5.2) de [6], qui 6tait un

mes pour un th6ordme concernant un systdme comprenant d'autres
,. 'tr!:

Ici nous utilisons les conditions analogues sur pi$let sur Hol

i-i
1nLt
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ration. On a

D6PAKIEMENT DE MATHIMATTQUEs

(2.6)

06 *-Y(nu): -Ha

0g*u.Vn:-nV.u-Hst

dn-; : -nY 'u - l[',,
dt

c"q fnpnque que

r chaque trajectoire r(t), on va d6montrer I'existence et I'unicit6 de

ion n, on obtient

alors

la sol

on mt

I
Jn

d'autr

(t, r(t)) : no(ro)e- fi v'u(t' ,r(t'|))d, - ft H s1e- 
IJ v'aG" ,x:(L"))dt" dtl,

JO

tiplie l'dquation (2.6) par nTp-r et on ittegr.e sur. O on a

p-rLrnd,r+ 
lnn 

-t(o.Vr)d.r: - Irn,'(V 
. u)clz - Irn-, 

rro1d.r

Part on u 
no_rortr:iurno

Ivn-ro,ndr:! [ arnrdr:!q. Inod,r:Jn p Jn trril .lo

:r d rnrq
'P 67tt" ttu{n)

frJ-
Jnno-t(u 

.Vn)dr : |,n"r-'(\ua}an)d,r :

313r
: t I re-Lt,aflir,rlr: : | | rn-I 0;rurd.r :

7: Ja 
-._, 

Jst

1B
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DEPARTEMENT oE I\{ATHIMATIQUEs

alors

ceq

: * (|,,T,,,,d, - l, l,,nou*no,)

u: o sur d() donc 3 r tP

l__( J r. -- 
u inad s) : o, alors

,[rn'-'1, 
'vn)d'r : -i |rr'(o 

.u)d,r

* 
fnn'{o 

.u)clr.; 
lrn,(y 

.d - l,,np-t 
Holrlr :

== + l,*ro 'u)dn - l,,no-'Ho,d,,
a

;# IrtrPd'r 
: + I"n'(v u)d'r - fnn'-'rtn,a,

i iimplique qp<r

# lrn'h": (1 - ,l fn.'fv "u)dr -, lrnp-tl{n1d,r

ntenarrt on applique I'in6galit6 de Hrilder, ce qui donne

illnllo",,n.< 11 - nl fnb'lv 
.u)ldr+

rn( 
ln{n 

-'7+'.' a*7? 
{ ln{ 

a il,,t")i

fill,llf,,,rr< l1 * plllnll,",<nt llV .ull7.*1o;*

+pll H all ", tnr ll " ll ?" lnr

ll

4lln111.,p1< |1 - plllnllo*rnt ||V .u||;*1n1+

19



08 MAt 194S-C

plie

4t

DEPAmEMENT DE M ATHIMATIQUEs

+pll H n1llry o1 ( 1 + lln llo", r,rt)

ll.llrit'u < 1+ llnllr,,,,ut

d

7oll" llo", ot < C lln llo", tnl ll 
V . u llz,- 1oy *

+C ll H stll L\n; ( 1 + lln llo", p)
< Cllnlf'",rnl(llV ' z,ll;-1o1 + llHallz,lny) + CllHsrllL,e)

I'in6galit6 $e Sobolev, on aurra

llp 'alll-1cr) < cllV 'ullwlpt < cllull^u,t

me ll.llr,"tol < ll.llvy,'1el on obtient

llrll?,rul g 6llzrlly,"'1o; II,p(o) -: ';rat[llullr?tay + llHdl,f pl + cllnn,l*;pt (2.7)

ntenant on ppplique V d l'6quation

}tn *V .(nu) - -Hst

VQt'n * V(Vn'u) + V(nV .u) : -V(Hr,) (2 S)

l'6quafion (2.8) par lYrlo-rVn, et en faisant I'integrale sur e

fntv"f-Yr 
.Y(o1n)d,": - In

f
- | lVrf-''Vzr .V(nV .u)dr -JO

20

lY n1'-', n . V(Vn . u)tl:rt

I^

I lVrle-'Vn.VQ7n1)dr
JA
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part

fnlv*tl-vr 
.v(l1tr)d" : 

In1vn1,-,Yl-Jgdd, :
: 

fnronr-''" ,€u*:", 
o,:

: 
lnlvnp-'a,flv,.1)

d'au

lY rle-t }lQVzrl) : 
|a,1v "y

IP 
2vr .v(os)cJr:; 

Iro1lynle)ctr 
:

;# l,tv nte dr : ;#l V, li i,1,,1,

1.,,v^

l^l\7rle-2Yn .[V(Vn.o) + V(zrV .u)ld,r+
JN

f13
+ I lvnlp-2vn .v{Hn)ar : l lv"1r-, | {ar*)"Ja' " Ja' 

.j k=l

xl?,o(O,,n .u) + 0,r(n},,u))dr+

f3
+ | ̂ lv "lo-' \,{a,rn1o*rH n1d.r :Ja k=l

fs
+ I lv"lr-r t (o,on)(o,oo,,r)uid,rt

Ja.
JtK= L

r'3
+ | 1v"1r-, ! {A^") (0,,r)a,^uid,r*,lo' :j,k:1,

r3
+ l^lv"l,-t f {a"-")t},or)lv . u)rl:t*Jn L,

2t



'r 
fnlo 

n l,-' 
f_n 

@, rn) (0, rv . u) d,r t

* 
lnrv 

n r*, f{a, -n) {0, r H n1) d,r

3
s\^
l)"on(O,o; : lVn12
K:L

DEPARTEMENT DE lvlATHrMATreuEs

.Y H6dr :

d'au part

donc

/" tv

+/" 
I

V(nV .u)ldr + [nlVnla-zyn
J

o-' D (a,) (a, ua,,n)a i d,rt
i,k:r

3

-'? f (o,ur) (0,,r) o,ouidrt
i'k=1

lo-' fi=, n(0,,n)(O,rV . u)d,r

+ lrlv *r-, f{u, rn) (o,u H n1) d,r

1,'ntv 
*f -' 

fir(0, 
utr) (0, ro*, ir') u i ctr :

r I,F*Y 'i @e##tu^.

i(,,,ono"le) 
.ud,r: -; l,ronro, 

.oo,

lVrlpdr: -P -_7 [ lvny'v .ud,r*pJn

22

rgr t
p dt "la
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lique I'in(gralit6 de sobolev

DEPARTEMENT DE lvlAThlMATreuEs

ceq

on ob

d'apr I'in6galit6

on aur

r3I

- | ̂ lv,r7-t | {a.rn) (d,,n) (o,ru) d,r*
J Q i,k=l

- [ torf-,fn@,rn)(o,ry . u)d,r*Ja,
fc=I

I lonl,-'vn .v Hn1d,r
J9

implique qrle

1d,. ln-l|
o *lltt"ll'"p(o) < 

ffttv"ll?;1",llv ' ull,,-1n;r

+ | | V ( v . u) ll u ratllv " ll'i?"tllv' | | zo rnr | | 
n 

| | 1- 1o; *
a llY n ll'1-lsl | | Vzr 

| | z" 1o; ll Vt 
I l, rnl f ll u- ro, ll 1- 

1 
o; *

i'k-1

+llV n llp*ln 1 | | Vzr ll 2,,1o1 llV H all ", rnt

llV' allz-1ot < cllullw;pt

firvnno",,n, <

c[3llu ll ry plll 
" ll'* ; 1n1 

+ ll IJ 
n Ll I uu; 

1 
r, ; I I " I I fu"lr,,r ]

ll"ll1ii(f't < (1+ ll"llfn",1n))

23
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[ | l, I l'", 1n; + ll I-t nt ll * ] u, I
'' 

r- -,/'

DEPARTEMENT DE MATHIMATIQUES

(2.e)

(2.10)

+ CllHnlllrr;qn1

En joignant fes inegafite Q.T)et(2.9), on a

frlny*,,n, <

< Cll\ll'",;rnllll,llrys + llHall.;r,,:l + CllH,tllwiu,)

hypothdse 
Que z.s e W) (O), on d6duit que

lltr(t, .)ll!*,,n1 3

llzrollft,;1n; expC 
f0 Qlrll*&pt + llHallw;rn9d.t ))+

fo' ilun,1lrrr{nt exp( 
f,,t 

c(llrll-;ot + llHallw;sdt")d,t )

!.

,A
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Es imations dans la classe Lx

ce chapit]re on va 6tudier i'6quation (2.6) dans une topologie pius
forte( des fo$ctions lipschitziennes). ce r6sultat est essentiellement d0
a li et selvadf':ay [6]. Toutefois dans [6] les arguments sont pr6sent6s

6quation d'une forme plus g6n6rale et beaucoup de remarques qui
nent pas notre 6quation. Pour cette raison dans notre travail nous

directerpent les r6sultats qui concernent notre equation.

R6sultpt principal

consid6ro4s I'equation (2.6)

avec

ne

3.1

N

2r
#+v'(nu):-11n,ot

dans domaine Q C Rt avec la condition initiale

n(0,.) : 7o dans CI (3.1)

posons quq o est un ouvert born6 de R3 muni d'une frontidrer r6eu-nous

lidre que

n.U :0

25

aa (3.2)
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L'(0,

pres

est la vecterlr normal ext6rieur unitaire.

3.1.1. $oit r la soluti,on d,u problime (2.6)-(J.I). Ators l,i,n6.gatit6

t)ll;-1o; < p/o'tlv.,{r'),r-rordr,1;Jrrollr_(nl + 
l^' ilun,(t,)ll7*p'd,t) (3 B)

pour pfe,sque tout t e [0,fl.

ian. Alvant de d6montrer le lemme (3.1.1), nous pr6sentons le
de caractdqe g6n6ra1.

considdre lE ;probldme de Cauchy pour l'6quation

a
6ir(t,r) +b(t,r).Vz(t,r) + c(t,r)z(t,r): f (t,r) (3.4)

: [0, d] x f) arrec la condition initia]e

z(.,0) : 7o s'trr 0 (3.5)

3.L2. On suppose que b e Lt(et;Rr), V .b e Lr(er), ,:, f e
,-(CI)), zs e L@(Q) et que n.b : 0 presque partout sur 0g pour
tout t e]O1t[. Alors i,l e,iste une soluti,on faibte z d,u propldme d,e

(3.4) -(3.5) telLe que I'i.neg ah.td

rl n -r,ttt - -- . )tt ,,, ,, fL(f)ll1-1n; < 
".t[ 

ttc(L')ttt*@dt' 
|lz0llL_1e; * | llI tf ll"-(sD,tL,) (3.6,rJo \__,

sott te pour prpsque tout, € [0,4. E" outre, s,i f et zs son,t non_ndqatiues

alors l'est auss'i.

ti,on. Il Qst clair qu'on peut 6tendre b, c, / sur F: x R3 de telle

b€

est

sorte ces fonctipns reslent d, suppor.t cornpact dans R x R3 eb que

ft(R; '(Rt;Rt)), \Z.b e tt(R; I,t(Rt)), c, .f € /,1(R;I,*(Rs)); il



D6%iTEMENT DE lvlaTHtMATreuEs

nt facile {',3tendre zs de telle sorte qu,elle reste d support compact
et que z0 c ,oo(R3). cette extention ne rencontre aucune diffucurt6

ue les espaqes fonctionnels auxquels elres doivent appartenir n,exigent
r6gularit6 prarticulidre et donc en dehors de e nous pouvons choisir
c: f - 0 qt zo:0.
t $r(t) une flonctions de classe C-(R) telle que gr(t) ,:0 pour ltl > 1,

8t(t) 0 pour torft f € R et [R${t)dt: 1. On pose

dans

tant

pas

b-

De

que € *\-

On

nous

des s

,tn(t)

il est

lution.

Soi

$k(t) : k${kt) (k > 1).

analyqe on considdre une fonction (1(z) de classe C*(R.3) telle
0 pour] l"l > t, €t(r) > 0 pour tout z € RB et [^€r(r)tlr: t.

{r(z) : ttsEr(nr) (k ) 1).

s ma]nbenant que les suites {do(t)}p, et {€}(r)fn, constituent
r6gularipa,ntes utilis6es habituellement. On pose que r11,(t,r) :

(r). Nous al]lcns utiliser les fonctions r6gularis6es

br:lr'T*; ck: c*Tn,fn: f xrlx;z!: zsx{a

afr que ces Fonctions sont d support compact, et x dOsigne la convo-

z& la solutipn du probldme de cauchy cla's R x R3 pour. l,6quation

0 ^,kr' --\ r r /r \ e ter.

d".(r,r) + b1,(t,r) .Vzk(t,r) + cp(t,r)zk(t,r) : f1,(t,r) (3.2)

condition inlitiale sur R3

zk(.,01 : z(

27

(3.8)
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peut Otre oltenue en int6grant le rong des caract6ristiques de sorte si zs,

non-n6gatif, alors zk l'est aussi. on va d6montrer maintenat l,in6galit6

llzk(r)jl1_1s,; <

,ft t.{p' )tt 
"*,*", *, 

1l "tll r_ 1Ra; * fo' il f oe)ll z,_ 1s,y dt,)

ot jt{t): b1"(t,111))

la conditioir initialT(0) : 16, on &

t(t) : ro * 
Irbe(s,7(s))ds

Ct(R* " F.t) est solution de l'6qua,tion rle transport
(t,l(t)) es{ de classe Cr sur Ra et v6rifie

d.

iir. (t,?(r)) : (8, * bn . V) zk (t, 7Q))

: 
[x(t, t(t)) - cp(t, 1(t))zk (t, ilt)) I > 0

l'6quati{n diff6rentielle ordinaire suivant

#f r, + c1,(t)zk (t) : [u(L)

zk1o1: tg

que la solut{o.n de cette equation est

zk1t1 == z!e-l.ck(t')d,t' * [' "-ft"t"{t)at'11t,)dt,Jo

la fonda{nental pour r6soudre ce type d'6quation est celle des ca_

rac ues pouf tout r € R3, la courbe caract6ristique pour l,op6rateur
de tr rt 0t I paV, est

{(r, (?(,)))1, > o}

sl z"

L_

la fonction
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mall

long

on ap{liquons cela d la solution zk de l'6quation de transport re
la courbe c,aract6ristique, on trouve que

(t,7(t)) : 
4/;'?,t1))u- 

fic1Q"1(t))d,r' * 
/n "- 

[ cn(t,t(t))or' fr1t,,,(t))dt,

donc a

donc

cette

faible

(t, r)l S lz! fu py1"t3 lc1"e',1 ft'| ))ldt' + 
frt "t: 

1c1"(t,,1(t, ))ld,tt 
1 f pe,, 1 e, ))ldt,

< ll"f llp*rn rel|ll"nll*<ntar' + + 
fo" "t;il"*il-r,rr,,ll"frll*(n)

f, kr{r')11,,,*1v,1d,t' 
= Ir' lt l*or1t)"1r, - t,)ttr,,ll"-1R,;d,r,

I to r(t")ll"(t' - t")ll 7* svdt" dt'

t l+or(t,) I)rrrr,, f_r wrllll*1o1d,ldt,

ll"o (

+-L
\ rl - I -lrn llc(t/)ll"-,*3,dt'
)llz,-1sr; S f -n

llf (t')llp*6sydt')

llr*(t)llr-ro, l ct

Cr: e[!:' llc(:r/)ll1-1po1dt'1lz6ll;-1n r, * ['*t
J_1

ation imph]e;ue eu'il existe une sous-suite

llrf llr-r*'l < llz6ll1,-1s,y

d6duit quQ

vers une fonction z dans la topologie de

llf (t')ll7*ss1dt,)

zko de zk, qui converge

L-(10, 7[; l,-(R3)) quand

(llz6ll;-1s,; - I;f
ou

29
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oQ, d'apr6s 
Jer; 

in6garit6s utilis6es ci-dessus en faisant tendre k vers oo.
ae zk est urfe solution faibre du probldme de cauchy donc pour tout
-(10,7[; WL(Q)) )W](10,i[;r-(cl)) et d support compact, on a

ft f h,n

l dt l_^t4,r(*-r b6.ve+ (v. b*)p - c*e) * I*plctr:,l0 ./R3 ot

:- [ z[pQ,-)ctn
JR3

(3.10)

: - [ zse(O,.)d,r
JQ

egt une solu{icrn faible du probldme de cauchy (3.4)-(3 5). Nous enten_

solution ff,ible une fonction z e L*(er) telle que (8,10) est v6rifi6e
fonctiol eo e C!'t(e).

trat'ion de 
femme. En substituant b : ,t)1 c: V,.u, .f : _FIst et

E : r dani l'in6galit6 (3.6), on obtient (3.3).

rnme est ddnrontre. n

(3.e)

l4e, pour k t-+ oo, les fonctions b1r,V.b1r, c1,,f1, etzf tendent fortement
dans norme de {r vers b et y .b, c, f et z0 respectivement, il r6sulte que

et

,

donc

dons

pour

tr

pu- ll

Le

f' l, 00I dL I lz( * * b.ye + (V. b)p _ cd + J'plrJr:JD iln- 'ot
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apitrp 4

imations de la solution avec la
dition d'entr6eco

Ions s

ce chapi{rr: nous allons 6tabrir une estimation de la solution de
l'6q iqn de la dprLsit6 de la vapeur avec ra condition d'entr6e. Nous al_

ivre le monfe sch6ma de raissonnement du chapitre pr6c6denb, mais
la co ition d'entr]6e exige une 6laboration lrjen r.a,ffir6e .rr traitement ries

de I'entr6q cle la vapeur.

4,L PositiqnL du probldme

o un sous prLsemble ouvert born6 de R3 muni d'une frontidre dfl de

classe . On consi]d,)re un champ de vitesse u : u(t,z) cl6fini pour. d ) Q,

re
fron

Ici nous nq riupposons pas que la composante normale de u sur la
de fl s'anrfule. En effet nous d6finissons la partie entrante

I'_(r) : {r e l0ln(r) . u(t,") < 0},

ot n(r d6signe le vpcteur normal orient6 vers l'ext6rieur d,la frontidre de au

e do ; la paftie entrante f- (r) de la frontidre f g6n6ralement d6pend

(4.1)

point
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de f. autre par! pour la partie sortante, on pose

IT+ : Oe\f _ : {r e \Afu@) . u(t,r) > O}

us consid6rQns l'6quation

0n

^, 
+V'(nu):-go,

oLr

domaine 4* * Q avec la condition initiale

t(0,') : vo sur 92

DEuRTEMENT DE MATHIMATIQUs

(4 )\

dans

dition au{ limites (c,est-d-dire condition d,entr6e),

n(t,r) : v, sur R+ x f_.

en ourfe que

sup 1fl.,o'3 (t, r)l : ll7,,ui(t, .)ll p

::g la,,(v .u)(t,r)l: llo,,(v .o)llr.-

p3 laL aa (t, r)l : lla,,H sill L*

(4.3)

(4.4)

(4.5)

'i, j:Ir2r3, (4.7)

,i: I,2,8, (4.S)

'i: I,2,3, (4.9)

et la

o

u€L

pour

Le

spppose qu$ rlans l'6quation (4.8) u,I1gr sont donn6es et que

O,r;l,tzf (ft,p,3)), V.a € Lq(0,1;t4l:(,0)), Hn1 e Lq(0,1;Wf,@)),

(4.6)

ue tout fl

Itat prin$ilal de notre 6tude est la proposition suivante
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P tion

DTiPAmEMENT DE MATHIMATIQUEs

auec les condi,ti,ona

alors on a

(4.10)

(4.4) 4.5). Si

4.L.1.. Soi,t n la solution de l,dquati,on (aB)
u et Hd u1,rifant les cond,i,ti,ons (a.e_@.9),

llV n ll7* <er, 
( max(A, _srrp lJ(r)),

A : llVnell2"*eIl{z'l'')+\a'' *
;]t3

+ l^ D@"oHst * r},,(V .u))2s!,r'tz'tt")+r)d't" dtt 
1,lo .r4

P (t) : ll Vzr (r, . ) | | ?- 1p_ 11;1 
e I: Qu Q' )+L)dt' +

/r.i-
+ l. ,\(0,,Hnt * t},o(V ' u))2 s[itz'tt/')+r)dt" d{ )J t r,=1

u(t) ::gp 
, jyp i,-ur, v .u(t,r)) - 0,nu1(t,:r))eg.

eeo 4e R3,l€l:1 ,-_r

R$6,crivons l'6quation (4.3) dans la forme

}ttr*rY.ulu.Vn:-Hgt.

par rapport d, r les deux parties de cette 6quation, on a

}1d,ntr * d,n(trY .u) + 0,n@ .yr) - _0,u(Ha),

Si on

ou

a,a^.

Si on

1twt

3

r : -\,nH n,-\(a,rrr).0,,n-n0*, (V.r). (4.11)
;:1

l'6quation (4.11) se transforme en

3

^ 
rr \-,^: -danITsr - l(d,ui .w) - n1*,(y .u). (a.I2)

J-L

33



08 MAr 1945-c
DI'PAmEMENT DE MATHIM

wtlt=o: 0*JTo. (4.13)

rr6es (r1, ,4,r") de l'espace original (c,est-d,_dire, ia c;onsid6ration de
iom sur les 

laract6ristiques 7 'e mociifie pas les d6riv6es par rapport
t fr2t rs).

o ppse

SUI

Ici les

fonct

I'

aux u

Enm

ces 6q

3

W(t):Dr,Q),
i=l

ant les $eux membres de (4.I4) par ura et en faisant la somme de

rsn on obtient

33
'(t): -1 ) (6,,(Y ' ' ^ n

._/. -r, a) t orrui)w;ui - LwidanHst* (4.15)
i,j=l z:l

3

-f --. o /e \_ /1ru$a,(v .u)
;-1

3

a.y(t)== -,jyp !t-a;rtv.r) - o,nu)€$J,
€€R3,1€l=1 ,,/_l

tipli

atio:

d

dt4



(c'

uit de (+.ttr) 
'que

*#*U, f w,(t)w(r) - i wt(a*,Hst * r;,,(v . a))

5 (u,,(t) * Ilwol+ ;r(a, oHst * rL,,(v ,u,))2

De (4. ) on dedui{ que' sur chaque caract6ristique ? qui part de l,int6rieure

DipAmEilExr oe M*xlverrqupd

(4.16)

deO

w(t)

On su

3

I'instant d j 0 (c,est-6-dire z(0) e e) on a

W @l ett tt-1 Q) +L)dt'| * [^' fO,, H sr * r 0*,(V, u))2 eli tz,tt, ) +L)dt, dtt .uu i=l

rnaintpnant W pu sa valeur Xl=r rrn, on aura

3

< itr,{o )'f "[i(u,tt)-ta * lt f(0*.Hd*r0*,(v.u))2eIi(2u1$,,]+t)il, dit

&

t =.

ItA,, H n +tr 0r, o(V . u))2 eIi @'h (tl)+tldt" 
47t

fr*
i:1

donc

3

f{a',
i=l

alors

3

Ita,,
i=1

fvrrl'

d'autre

w(t) <

r=l

rT3
'=El0,4n(0)l2eIi@u1v)+1)dt'+ 1"5;1a,,un,*r0,n(v.u11zrf,tz,,tt,l+\a,,49i=1 Jo #

f 
Vzr(O)f 2eli (2u,-,(tt)+r)dt'+ 

!o' t r,,r*I\L,,(V.u71z"f{,{z,,ttt)+.t)dt,d,tt
d=1
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rra donc

3

,)n < f (, {:t))2sl!t2,.,(t')+t)dt'+ ['f,ru,,Ha*tr0, (v.u))2sl:,t2a1(t,,)+L)dt, dt,E 'J" f:i'"
o 13

n r)" { )l{p,,"1r, r))2ellQ.,tt')+r)d,t' + [' y{u,,u**n0, (V.u))2sl:,t2q1(t,)+7)dt, dtri:7 J s ;_1

3 _-
nnl' 1[ 14, "{", r)l2e[!Q.,tt')+qat,* [' f,@,,ur*nL,.(V.u))2slit2an(t,)+r)dt,,di,i:l J " t=r

i lVzr(s, r)lzcI!Q-,Q')+l)dtt+ 
['f,ro,,lln1tn;,(V.,u))2sl)tu.,1t,,)*r)rtr.,,41,L"E

llVa'(s, r)ll2el!Q.-,tt'|)+t)d,t' + ft f,rL,,H4tr0,.(V.u))2eIl{2a.,(1,,)+L)dt, dtl
"s ;_j

rit donc Cu!

t rT3
.(er) S -* 1 llvzr(o)lll- p1eftQ'',{t')+1)dt' + | D@,,Hst * fi*,(y .u))2( Jo 

-i:r
eliQ'tft')4r\d't, 4,7r ,^sun_ ||Vn (s , r)ll27*g_1rDe[!e.-,{t')t-t)dt' +

ri3 -i )
| [t.a,,Hn1* n},.(v .u))2slieu't(t")+1')dt" dtt I\ts i=7 )

on

3

Fr/-\

J[-.)rL\
;-1

ainsi

3r
lv"l'

llv"ll

SU
0(s

36
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pectiives

particuiidrement int6ressante sera celle de r6soudre le
d'6quatio$s non-lin6aires des densit6s de ra vapeur, de l,air sec. de
Lude aontgnrne dans les gouttelettes et de l'eau solidifi6e contenue
morceaux d,e glace suspendus dans l,air, sytdme d,6quations avec la

condi d'entr6e, ce qui consistuerait la g6n6rarisation du rdr;ultat du travail
d' et Selvadriray [1]. Si on r6ussit d, r6soudre ce probldme, ga ouvre

vers la rd$olution du systdme d'6quations d'un moddre g6n6rar du
t de I'atnfosphdre avec la transition de phase de l,eau propos6 dans

t6l. s [6J les au{e'urs ont supos6 I'e'tr6e ruile pour les e'sit6s ct, 
'roclifi6le sy rne d'6quatipns par la substitution cre r par sa moyenne locale pour

U

systd

l'eau

dans

une

6viter

par la

de nou

l* du

r6sul

ront

difficultei. Notre tdche sera donc d'6liminer cette approximation
yenne locfl'e et de retourner aux 6quations exactes et de poser le

m€me avQc la condition d'entr6e.

N rellement cptte 6tude exige.a beaucoup de nouvelres techniques et
lles argumfntations. Toutefois pour ce probldme l'er;timation dans

n de { devra 6tre cruciale. pour cela on peut esperer que les

obtenus et les techniques d6velopp6es dans le pr6sent travail pour-
ribuer d'urle manidre non indiff6rente d" la recherche sur le systdme

rls des deniit6s de la vapeur, de l'air sec, d.e I'eau liquide et de l,eau
d'6quat

2.7ul



UNlvERsrl6 08 Mar 1945_Gue_rr.,
D6pAF|EM EN1. DB MATHr[{af r<tuE!i

solidifi6e dans l'air m6me avec la condition d'entr6e et sur ler systdrrre d,,iqua-
tions d'un moddle g16n6rai du mouvement de l,atr'osphdre zr'ec la, tra,nsition
de phase de l'eau.
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