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Résumeée

Ce travail porte sur 'analyse a postériori de I'équation de Laplace . Nous considé-
rons P’équation de Laplace avec conditions de Dirichelet, nous menons une analyse a
postériori du probléme discret par éléments finis qui conduit a la construction d’indi-
cateurs d’érreur par résidu menant a un contrdle de l'erreur par une borne superieure
et une brne inferieure.
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Introduction

On trouve les premiers travaux sur I'analyse a posteriori, les travaux de Babuska
et Rheinbolt [3]. Depuis, I'intéret pour les estimations d’erreur a posteriori s’est deve-
loppé, car ces techniques permettent 'estimation explicite de I'erreur d’approximation
en plus ils sont a origine des algorithmes d’adaptation de maillage qui permettent de
réduire le cofite des calculs.

Aussi, I'analyse a posteriori a d’autres applications telle que :
discritisation multi-étapes et couplage automatique de modeles.
Les type d’estimations d’erreur a posteriori sont :

-Les estimateurs par résidu, les estimateurs par dualité et les estimateurs hiérar-
chiques.

-Les estimateurs par résidu ont été introduits par Babuska et Rheinbolt[3] puis ont
été dévlopppé par Verfiith [12].

Les estimateurs a posteriori par dualité sont du a Johnson[9].

-Les estimateurs a posteriori hiérarchique ont été introduit par Bank et Weiser
[4], Ainsworth et Oden[2]. Le travail présenté dans le cadre de ce mémoire concerne
I’'analyse a posteriori de 'équation de Laplace aux conditions de Dirichelet.

- Dans le premier chapitre, c’est un chapitre introductif dans lequel on rappelle les
différents résultats d’analyse fonctionnelle necessaire pour les calculs ulterieurs.

- Dans le deuxiéme chapitre, on présente le probléme, sa formulation variationnelle
ainsi que la discrétisation du probléme variationnelle par éléments finis conformes.
qui est un probléme bien posé.

- Dans le troisiéme chapitre :

On consideére le probléme discret introduit en chapitre II, nous menons une analyse
a posteriori de ce probléme.

on établit des estimations d’erreur parfaitement optimales en utilisant des indica-
teurs d’erreur par résidu. Nous terminons par une conclusion.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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Chapitre 1

Existence et unicité du probleme de
I’équation de Laplace

1.1 Notions préliminaires

On rappelle quelques définitions d’espaces fonctionnels et de certains théorémes
importants ([1],[6]) qui seront utiles pour le développement ultrieur de notre travail.

Dans un espace vectoriel V, un produit scalaire a(.,.) est une forme bilinéaire sy-
métrique et définie positive, c’est-a-dire une application de V' x V dans R satisfaisant :
— Symétrie : a(x,y) = a(y, x),
~ Bilinéairité : a(.,.) est linéaire continue par rapport a la deuxiéme argument par
symétrie,
— Définie positive : a(x,x)>0eta(x,x)=0& x =0.

Définition 1.1.0.1. La forme bilinéaire a(., .) est dite V-elliptique s’il existe une constante
a > 0 telle que

VxeV, a(x,x)>alx|?> (1.1)

1.1.1 Définitions de quelques espaces fonctionnels
Définition 1.1.1.1. Soit Q un ouvert de R™. On définit
C() :=u: Q — R|u est continue
C() :=u : 2 — R|u est continue et se prolonge continiment & (0
Proposition 1.1.1.1. Sur C(2), Uapplication
e : CE@—-R

u — sup |u(x)|
xel

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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est une norme

Définition 1.1.1.2. Soit © un ouvert de R™. Une fonction u : 2 — R est dite de classe C*
sur ) si toute ses dérivées partielles jusqu’a Uordre k existent et sont continues

Les espacesL”

Soit €2 C R™ un ouvert de frontiére 02 réguliére et soit p ER avecl < p < 00

LP(q) 4 {f :Q—-R; fmesurable et telle quef If (x)|Pdx < oo} (1.2)
0

ot dx est la mesure de Lebesgue.
La norme associée a LP(Q) est :

i/p
fllz = U If(x)l"dx] (1.3)
fg)

- Sip =1, lespace L*(Q) s’écrit :
LY )= {f : = R; f mesurable et telle quef If (x)]dx < oo} (1.4)
Q

- Sip =2, lespace L%(Q) s’écrit :

1

L*() = {f : 0 — R; f mesurable et telle quef If (x)]2dx < ooJ} (1.5)
9]
est muni d’'un produit scalaire

(f’g)ﬁ:f f’gdx’ (1.6)

La norme associée est :

1/2
f 12 = U lf(X)lzdx} (L.7)

- Si p = 00, on définit l'espace L*°(2) par
x€N

L®() = { f : 0 — R; f mesurable et telle quesupess|f (x)| < oo} (1.8)

ou
supess|f (x)| =inf {c;|f(x)| < ¢ p.psurQ} (1.9)
xX€N

La norme associée a L>°(S2) est :
[|f Il = supess|f(x)| (1.10)
xeN

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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Théoreme 1.1.1.1. (Fubini) Soit f une fonction intégrale sur un rectangle

R=[a, blx[c,d] et a valeurs réelles, on a :

b d d b ’
f f flx,y)dxdy = J ( J f(x,y)dy) dx = J U f(x,y)dX) dy
R a ¢ c Ja )

Ce théoréeme permet de calculer l'intégrale double par deux intégrales simples successives.

Espace des fonctions tests D(2)

DO)={v :QCR"—=R,ve C®etsuppv C £} 1.11)

sup p(v) étant le plus petit ensemble fermé qui contient I'ensemble des points oit v non
PP plus p q I

nulle.

Proposition 1.1.1.2. Lespace D(R2) est dense dans L*(2).

Les espaces de Sobolev W'*(Q)

av
whe(Q) = {v e1?Vi=1,2,., navecE—l.- € LP(Q)} (1.12)
i
On pose
wh(Q) =H'(Q) (1.13)
ol
1 2 v 2 T
H ()=<{v:Q-R,veL (Q),—a-—)-C-GL (Q),(i=1n) (1.14)
et
Wol’z(ﬂ) = Hg(ﬂ) = {v € H(Q)tel quev = Osurd Q} {1.15)
Soit v € WYP(€), cet espace est muni de la norme
l 1,p
ou bien la norme équivalente
1
[IvIIZe oy (1.17)
v h
2x;
Lespace H*(£2) est muni du produit scalaire
du Jv
(u V)Hl(m = (u V)Lz +Z(6’x a——)Lz‘ (1.18)

Mathématiques Juin 2015
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la norme associée a H'(Q) est

i3

n av 2 2
Vil = [ VI + D |5 (1.19)
: ; 9x; |2
YmeN, ona:
k __“
H™"() = {v:QcR—>, ———— € L%(),Vk=0,m } (1.20)
Ixin - O Xik J|

5 ) . v ) %
H%(Q) = {v:Q—=R,vel(Q),— €L*(Q),

ax, dx,0x;
2 2 4 av
Hi(Q) = H*@Q)Nn{v/v= = 0 sur 90 (1.21)
4 3*y 2 .
HY Q) = {v:QCcR"-»R, —— CcL*()), Vk=0,1,23,4
0X;3...0%;)

(1.22)

1.1.2 Formule de Green

Théoréme 1.1.2.1. Soit 9 un ouvert borné de R" dont le bord dQ = T est continu,
admettant tout au plus des discontinuités de premiére espéce pour le vecteur tangent (i, e
typiquement des points anguleux). Si u et v sont deux fonctions des variables (x; ..., x,),
définies de Q0 & valeurs réelles, appartenant a C'(2)NC°(Q), ona:

f ou da ~f audn4—f dr (1.23)
—vdQ = — | u— uvy,dr. 2
- ox; e ax; -

\ s o ey Vé el &
O11 v, désigne la composante selon la i-iéme coordonnée x; du vecteur normal V', exterieur
a louvert .

Remarque 1.1.2.1. On remarque que la formule de Green (1.23) n’est rien d’'autre que
la généralisation de la formule d’intégration par partie en dimension un.

1.1.3 Variante de la formule de Green

Il est possible d’appliquer la formule de Green pour des fonctions u possédant une
régularité plus faible que celle que nous avons mentionnée ci-dessus. Si u et v € H'(£2),
on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.3.1. Soit Q un ouvert borné de R" dont le bord d = T est continu,
admettant tout au plus des discontinuités de premiére eséces pour le vecteur tangent (i, e;

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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typiquement des point anguleux). Si u et v sont deux fonctions des variables (x4,...,x,),
définies de £ a valeurs réelles, tels que

ueC}()NCci(Qetv e CHO)NC)

On a alors

Foj
J Au.vdQ =J Vu.VvdQ +f —lfvdl",(Z) (1.24)
0 Q an 0N

Ou n désigne le vecteur normal extérieur a louvert Q et g—z la projection du vecteur
gradient dans la direction de la normale n.

1.1.4 Inégalité de Cauchy Schwarz

Théoréme 1.1.4.1. [?] Soient u et v deux fonctions appartenant a L*(2), on a :

J u.y.dQ| < [j udeJ 2. [J vzdﬂ] 2. (1.25)
Q 1 Q

1.1.5 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.1.5.1. Soit Q un ouvert borné de mathbbRYN. Alors il existe une constante
C(£2) > 0 ne dépendant que du demaine 2 et telle que

Vue Hy(Q), llullizg < CEONVullrzg).

Démonstration 1. Comme le domaine est borné, on peut supposer qu'’il est compris entre
deux hyerplans. Quitte & effectuer un changement de coordonnées on va supposer que ces
hyperplans sont xy = a et xy = f. On note x € RN sous la forme x = (x’,xy), et
on considére une fonction u € D(2). Enfin on note i le prolongement de u & RY par

0. Alors ”u”iZ(n) = ||ﬁ|l§f2(RN) = ff fxlem t(x’, xy)dx'dxy. Comme U est une fonction
réguliére de xy on a U(u',xy) = u(x’,a) + f :N %l‘l;—(x’ ,8)ds avec u(x’,a) = 0. D’autre
part, | [ %Z;(x’,S)dSI <" 12d5)%(f;N(%)Z(X’,S)dS)i dott U(x’,xy)* < (xy —
a) f;”(%)z(x’,s)ds et donc fw 12(x, x)dx] < (xy — a) fR‘V(%)Z(x)dx.‘ Enfin par
intégration de a a f8 on a ||i]?, < @H%Iliy d’otl le résultat pour les fonctions de
D(2) puis par densité pour les fonctions de Hg(ﬂ).

1.1.6 Théoreme de Lax-Milgram

Théoréme 1.1.6.1. Soient V un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire sur V x V
et L une forme linéaire définie sur v vérifiant les propriétés suivantes :
- a(.,.) est continue :3C; > 0 telle que

la('a‘)l S CIHUH'HVH: V(u, V) €V xV

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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- a(.,.) est continue : 3C, > 0

a(u,v) > C,.||v||3, Vv eV,
- L(.) est continue : 3C5 > O telle que
LI < GlIvll, Vv e V.
Alors, il existe une seule solution u appartenant a V solution du probléme variationnel
a(u,v)=L(v), VveV (1.26)

Démonstration 2. Soit A: V — V lopérateur linéaire défini par (Au,v) = a(u,v) pour
tout v dans V. Lexistence de Au résulte du théoréme de Riesz (1.1.6.2) car v — a(u,v) est
linéaire continue sur V. Lopérateur A est linéaire continu car [|Au|| = sup,qy\o '—Vﬁ%ﬂ <
&%%:_l}ﬂ = M||u||. D’autre part toujours d’aprés le théoréme de Riesz (1.1.6.2), il existe
b eV tel que l(v) = (b,v), Vv € V. Le probléme revient donc & montrer qu'’il existe u € V
tel que Au = b. On va procéder de maniére itérative en partant dun u, € V quelconque
et en définissant, pour p > 0, la suite récurrente w; = u — p(Auy — b) = F(uy).
Montrons que pour p > 0 suffisamment petit, F est contractante. On a F(u) -~ F(v) =
u—v-—p(A(u—v)), donc ||F(u)—F(M)|I* = lu—v|P+p?lAu—)I*—-2p (Alu—v), u—~v) =
lu=vI2+p 2l A(u—I*-2pa(u—v,u=v) < [lu—v|P+M>p?|[(u-I*-2pallu—v|f? <
(1-2pa+p*M?)||lu—v|]®. Choisissons donc p tel que p < 2#. Alors F est contractante
et le schéma itératif est convergent, ce qui prouve le théoréme.

Théoréme 1.1.6.2. (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert, alors pour
toute forme linéaire continue x™ sur H, il existe x € H tel que

x(y)=(y,x),Vy €H

Lapplication x — x* de H dans H/ est alors une isoétrie surjective de H dans H/.

1.1.7 Base orthonormée d’un espace de Hilbert

Définition 1.1.7.1. [10] Soit {e;};c; une famille de vecteurs d'un espace de Hilbert H

1. On dit que cette famille est orthonormée si
Vi,j = I, (e!‘, e]> == 51"1'
2. On dit que cette famille est totale si
[ {e j } jel] =H

3. Une famille (e;);; de vecteurs de H totale et ortonormée s’appelle une base hilber-
tienne de H.

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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Proposition 1.1.7.1. Soit (e;);e; une famille orthonormée d’un espace de Hilbert H.

Alors
Vx €H, ) |(x, e < IxI?

jel
Proposition 1.1.7.2. Soit (e;);e; une base orthonormée d'un espace de Hilbert H. Alors
ona:
Théoréme 1.1.7.1. Soit (e;);c; une famille orthonormée de H. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
1. (e;);e est une base orthonormée de H.
2. VxeH: ||x||*= (x,e;)|* (égalité de Bessel).

A .l
AZ-J jel
Théoréme 1.1.7.2. Tout espace de Hilbert H, posséde une base orthonormeée, de plus si

H est séparable alors admet une base hilbertienne dénombrable.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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Chapitre 2

Discrétisation par éléments finis de
’équation de Laplace

2.1 Psition du probleme

2.1.1 Probléme de Dirichlet pour le Laplacien

soit Q) un domaine borné de RVY,N =20ul. et f € L%(2). On cherche a résoudre le

probléme
Trouver u tel que
{ —Au=f, dans$; @.1)

u=0, dans 9%

2.1.2 Formulation variationnelle

Supposons qu’il existe une solution u € H Q) a (2.1).
Soit v € H (), on a en multipliant la premiére équation de (2.1) par v et en inté-
grant sur €0 : f o —(Au)vdx = f o fvdx d’ot par la formule de Green, fn Vu-Vvdx —
fa qOhuvdo = Jﬂ fvdx. Comme v = 0 sur le bord on obtient ce que l'on appelle la
formulation variationnelle de (2.1) :

(FVP)  Trouveru€Hy(Q), Vve Hy(9), J
Q

Vii-Vyvdx = J fvdx. (2.2)

]

Réciproquement, si u € Hy(92) N H?(£2) est solution de FVP alors le raisonnement inverse
montre que u est solution de (P). La formulation variationnelle est donc équivalente pour
les solutions reguliéres @ la formulation classique du probléme de Dirichet. Cependant, on
voit qu’elle ne fait intervenir que des dérivées premieéres de l'inconnue. Elle permet donc
potentiellement de trouver des solutions généralisées & (P) lorsque les solutions classiques

n’existent pas.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma



Dahmoun Islam 18 Mémoire de Mastere

9.1.3 Existence et L'unicité
Le probleme (2.2) s’écrit sous la forme générale :

Trouver u€V tell que: (2.3)
a(u,v)=1y), VveV.

avec V = H () : espace de Hilbert

a:u,v—alwv)= fﬂ gradugradvdxdy forme bilinéaire symétrique sur V

L:yv—=1(v)= fﬂf vdxdy forme linéaire sur V.

Résultat

Ce probléme admet une unique solution dans V.

En effet, rappellons qu'il s‘agit de trouver u € Hy(2) tel que :

VuVvdx = J fvdx.

Q

Vve H;(m,J

Q
On applique donc le théoréme de Lax-Milgram (1.1.6.1), avec :

a(u,v)= J YuVdx
Q
et
I(v)= f fvdx,
Q

sur lespace V. = H} () muni de la norme de |jully = [IVulle.
Alors a est continue car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

la(u, v)| =< [[Vulll vyl = lullylIvily-

a est coercive car a(u,u) = |lulf}.
Et enfin [ est continue car on a:

L) < 1f ezl iz < CEONf laalIvily

d'aprés linégalité de I'inégalité de Poincaré. Le théoréme de Lax-Milgram (1.1.6.1) nous
assure donc lexistence et Uunicité de la solution du probléme.

2.2 Discrétisation par éléments finis du probleme

On aborde la discrétisatin par éléments finis du probléme variationnelle (2.3). On
commence d’abord par écrire le probléme discret et on prouve qu’il admet une solution
unique. Puis on établit des estimations a priori de Uerreur entre la solution du probléme
exact et discret.

Avant de se faire, on introduit la définition suivante :

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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Définition 2.2.0.1. (1), :famille réguliére de tiangulations de € par des triangles on
des tétaédres, au sens usuel que :
— Pour tout h, Q est U'union des éléments de Tp,.
— Pour tout h lintersiction de dewx éléments distincts de T, est soit vide, soit un
sommet, soit un cété entier soit une face entiére de ces deux éléments
~ Le quotient hy, du diamétre hy d'un élément de K de 7, par le diametre pg de son
cercle inscret ou de sa sa sphére inscrite et inferieur ou égale & une canstante o qui
ne dépend ni de K ni h
h :plus grand diamétre des éléments K de T,
le paramétre de discrétisation est ici le maximum h des diamétres des éléments de Tp.

2.2.1 Probléme discret

Soit k un entier > 0 fixé. A chaque élément K de 1y, on associe I’élément fini
(K ,p, (KD, Zg) d-simplical d’ordre k de Lagrange introduit dans [5, chap VII .Définition
3.6. ] Léspace Xy, corréspondant a ces éléments, voir [5, chap VIIL Définition 4.2.] est

X, = {v, € H(Q); VK € 7, vy € pr(k)}.
Pour travailler avec une discrétisation conforme, on considere léspace
X9 =X, NHy() (2.4)

Des fonctions de X;, d trace nulle sur 9. Le probléme discret suivant est simplememt
construit par la méthode de Galerkin qui consiste a remplacer H; par XxP
Trouver u;, dans X, tel que

Vv, €Xy,  aluy, ) = (f, Vi) (2.5)

On Eiit pour simplifier qu’une propriété est vérifiée uniformémemt si la contante quiy
apparait est bornée indépendamment de h. Avec cette convention et comme l'éspace X ,? est
inclus dans H}(2), Uuniforme continuité de la forme X, XXI? et son uniforme ellipticité sur
X? se déduisent des propriétés analogues sur H 1(Q)x Hy () et Hy(€2), respectivement. Le
fait que le probléme (2.5)est bien posé est alors une conséquence immédiate du théoréme
de Lax-Miligram (1.1.6.1).

2.2.2 Existance et unicité du probleme discret

Théoréme 2.2.2.1. Pour toute ditribution f dans H™'(Q), le probléme (2.5) admet une
solution unique. De plus, cette solution vérifie

Hupllgz oy < cllf Ham1g)- (2.6)

Démonstration 3. Voir[5].
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2.2.3 Estimation a priori

Pour estimer Lerreur entre les solutions des problémes (2.3) et (2.5), on utilise la
majoration étabie dans [5, chap 1.4.7] qui s’ecrit ici

|t = up| [y < € iﬂfo |l = Vil o (2.7)

VhEXh
En effet, comme la discrétisation repose sur une méthode de Galerkin, Uerreur entre solu-
tion exacte et discréte est simplement majorée par Uerreur d’approximation. en choisissant
vy, égal a Uimage de u par presque n’importe lequel des opérateurs introduits dans [5, chap

IX], plus précisément par Uopérateur d’interpolation lorsque la solution u est suffisamment
réguliére, de projection sur X2 ou de régularisation locale préservant les conditions aux

limites, on obtient la majoration suivante.

Théoréme 2.2.3.1. On suppose la solution u du probléme (2.3) dans H m() pour un
entier m, 1 < m < k+1. Alors, pour le probléme discret (2.5), on a la majoration d’erreur

u - upllgr oy < Chm_l”“”ﬁfﬂ(m- (2.8)
Démonstration 4. Voir [5].

Théoreme 2.2.3.2. Sous les hépothéses du théoréme(2.2.3.1) et si l'ouvert {2 est convexe,
pour le probléme discret (2.5), on a la majoration d’erreur

|l = upll 2y < ch™ullgmay- 2.9)
Démonstration 5. On a

= uyl| = sup fn(u_uh)(x)t(x)dx
= Upli2o) =

(2.10)
teL2(0) el 2

Pour toute fonction t dans L*(Q2), on récut le méme probleme qu’en dans [5, chap V]
equ.1.9.]:
Trouver w dans H, () tel que

Vv eHy(Q), a(v,w) =f t(x)v(x)dx. (2.11)
Q
D’aprés la [5, chap I, Remarque .3.4. ] Uouvert Q étant convexe, la solution w appartient

a H*(Q) et vérifie
HW||H2(n) p- CHtHH(m« (2.12)

On a tout de suite
[ (u—up)(x)t(x)dx = alu —uy, w).
“ ﬂ

En utilisant les probléme (??) et (2.5), on obtient pour tout w;, dans X,?(,Q),

j (u = ) () t(x)dx = a(u — up, w — wy) < clu = tplgyaylw — Wil
Q
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On choisit alors wy, égal a Uinterpolé t,u de w et on obtient
f (u—up)(x)t(x)dx < chlu — uy| g )Wl [g2(n)-
0

En combinant ceci avec (2.10) et (2.12) et en utilisant le théoréme (2.2.3.1), on obtient
le résultat cherché.
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Chapitre 3

Analyse a postériori de la
discrétisation

3.1 A propos de ’analyse a posteriori

Supposons que L'on ait a résoudre numériquement le probléme suivant : trouver u
dans un espace de Banach X telque f(u) = 0 dans un sous-espace de dimension finie X
de X. ou f§ est une approximation correcte de f.

Une estimation de Uerreur a periori s’écrit

||U"'U5||X S F(5, u’g): (3-1)

La quantité F(8,u, g) dépendant de paramétres de discrétisaion &, de la solution exacte
u qui Uon cherche a approcher et des données, et ici répresentée par la solution g. Une
majortion de ce genre s’obtient en général en évaluant soit f5(u), ce qui fait apparaitre une
erreur de consistance, soit fs(vs) pour une approximation vz de u dans X; : U'estimation
dans ce cas se traduit par une erreur d’approximtion lorsque f5 coinside avec f, une erreur
d’approximation plus une erreur de consistance sinon.dans les deux cas, la majoration a
periori fait intervenir une certaine proprieté de regularité de la solution qui n’est pas
connue explicitement en géniral, et son intéret principal est d’établir la convergence de la
méthode lorsque Uon utilise une suite de paramétre (5,), tendant par exemple vers 0.
Une estimation de I’ érreur a posteriori s’écrit

Hu—uéIIX < G(5,U'-5,g), (32)

la quantité G(8,uz, g) dépendant du paramétre de discrétisation 0, de la solution discréte
us et des données g. On remarque que le remplacement de u par us par rapport a U'équa-
tion (3.1) permet de calculer explicitement le membre de droite de (3.2), en général a une
constante multiplicative prés . Une technique pour majorer Uérreur consiste a évaluer la
quantité f(ug) qui est le résidu de Uéquation f (u) = 0, meme si des techniques différentes
existent pour un certain nombre de problémes.

Définition 3.1.0.1. Une estimation de Uerreur a posteriori pr une quantité G(&,us, g)
d’épendant du paramétre de discrétisation &, de la solution discréte us et des données g
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est dite optimale s’il existe deux constante c, et ¢, indépendantes de § telles que

¢,G(8,us,8)+Hy(8,8) et (3.3)

llu— usllx + H(5, g),

llu —usllx

<
¢,G(8,u5,8) <

ott les quantités H,(8, g) et Hy(8, g) ne dépendant que du paramétre de discrétisation 0

et des données

Lanalyse a

g.

postériori est tout spécialement utilisée en élément finis pour l'adaptation

automatique de maillages. Le paramétre de discétisation h désignant le maximum des
diamétre des éléments d’une triangulation T, ;lapplication des estimation a postériori
& Padaptation de maillages repose sur la notion suivante : Supposons que la quantité

G(h, u,, g) de

ol les Mg 1
que l'éstimatio

llu = uy]lx =

(3.3) s’écrive

p
2
nx) (3.4)
1e dépendent que de hy et des restrictions de uy et g a Uélément K de T, et
n (3.3) soit remplacée par

5(h,uh’g) = (Z

KeZ,

€y G(h: Up, g) 3 H1 (h3 g)
et Vkety,ng <Cllu—uhllxu + H2,K(h, g),
(3.5)

oit X(K) désigne Iéspace des réstrictions des fonctions de X d un voisinage fixé de K

et Hyx(h,g) 1
alors appelés 1
bonne représer

Remarque 3.

local de mallid

11 existe de

indicateurs d’e

3.2 Ana

3.2.1 Equ

On conside
variationnelle
(2.5) correspe

pour simpl
(2.3) que pou

\e fait intervenir que les valeurs de g sur ce méme voisinage . Les ng sont
ndicateurs d’érreur, et on peut penser que la famille (g )xegq, fournit une
wtation locale de Uerreur

1.0.1. Ces indicateurs d’erreur peuvent étres utilisées pour un raffinement
1ge.

nombreux type d’indicateurs d’érreur, Dans notre travail on s'intérésse aux
rreur dits "par résidu".

lyse a posteriori du probleme

lation du Résidu

sre tout d’abord le probléme (2.1), on rappelle qu’il admet la formulation
(2.3) et on veut construire des indicateurs d’érreur pour le probléme discret

ndant.
ifier .on supose la donnée f dans L2(£2).on déduit tout d’abord du probleme

r nimporte quelle fonction v de HY(2) et v* de X
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a(u -
En ren

a(u,,v —

d'ou, par i

a(uy, v—1

ol ng
quelques n
Notation
(d=2)o4
€, quines
quel éléme
Notation
des cotés (
contenus d

Dans (
ments e de

- oub

sur

-oub

quar

(On

ott [ty ]
et on ¢

- up, V) = a(u —up, v — W) = J f) =v)(x)dx —a(up,v—w).  (3.6)
0

pplagamt Uintégrale sur Q2 par la somme d’intégrales sur les K .on observe que

W o= ),

Kegy o

A ( —_— ;
Z‘ ‘ f Vu, n(1).(v—w)(r) drv- J Auy(x)(v — Vh)(‘x)dx)
Ker, \JaK K

(J
oK

2|
i
ntégration par partie sur chaque K

[ (graduy,)(x).(grad(v — v;))(x)dx

aa_'j (D) v=w)(r) dr —f Auy(x)(v = 'vh)(x:)dx)
ng

Ker, \ JEK

Vh) = E:

Kery

(-— [ (Aup)(x)(v = vp)(x)dx + f (G )TV = Vh)(T)dT) B.7)
JK dk

désigne le vecteur normal unitaire extérieur a K .On alors amené a introduire

otations supplémentaires

2.1 A une triangulation 7,.On désigne l'ensemble des éléments de €, des cotés

L face (d = 3) des éléments de 7, . On désigne par €, U'ensemble des éléments de

ont pas contenus dans 9.dans ce qui suit ,h, désigne le diamétre de n’'importe
nt e de €,

2.2 pour une triangulation T, et tout élément K de T, ,on note e, U'ensemble

d = 2) ou face (d = 3) de K et €, I'ensemble des éléments de ey qui ne sont pas
ans d 9.

3.7) lintégrale sur dk peut s’écrire comme une somme d’intégrale sur les élé-
€ -On que ces éléments se répartissent en deux parties :

ien e est contenu dans 9K et lintégrale sur e est nulle car v et vh s‘annulent

i,

ien e est contenu dans la frontiére de deux éléments K et K’ et, au total.la

wtité a intégrer sur e dans le second membre de (3.7) s’écrit

k) (T)V = ) (%) + (B ) (v — vi)(7) = [Gugin ) (7)) (v — v )(7), (3.8)

désigne le saut 8,1y, + d, oy (on rappelle que nK’ est égal a --ny).
1 [dnuw,] est calculer sur chaque coté (frontiére) d’'un élément K, puisque

chaque dewx éléments adjacents K, K’ ont un coté commun, La dérivée [dn .u,] est cal-
q 5 nk “h

culés deux

foix sur chaque coté commun c'est-a-dire sur la frontiére de tout élément K de
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la triangulation sauf les cdté qui se trouvent sur la frontiére globale.

Equation du résidu

En combinant les équations précédentes ,on obtient
N . 1|
alu—w,v)= 3 | | (f +8u))0 —w)xddx = = 3 | B (v = v)d
KETCJh JK 2 CEEO e

3.9
e équation .on peut majorer 'érreur en fonction de normes appropriées de
[On,xuy]. Une difficulté est que, la fonction f pouvant étre compliquée, la
Auy, n'est pas forcément simple a calculer.

o

ier a cet inconvenient ,on fixe un entier | > 0, on introduit Uéspace

A partir de cett
f+Auy, etde
norme de f + .

Pour reméd

2y = {th € L*(Q); VK € Ty, tyx EPZ(K)}

une approximation f,, de la donnée f dans Z,.

(3.10)

et on introduit

Définition d’indicateurs d’erreur
On définit alors la famille d'indicateurs d’érreur de la fagon suivantes :pour tout K
dans 1,

1 L
e = bl i+ Atz + 5 DRl [ty (31D
eced
nque indicateur 1y ne dépend que du résidu de l'équation, au sens suivant :
rime les trois indices h dans le second membres de (3.11). alors ce second

il

On note que ch:
si l'on supp
membres est nu

Reésultat 1

.1.1. On suppose la donnée f du probléme (2.3) dans L%(Q2). Alors, pour
cret (2.5), on a la majoration d’erreur

Théoréme 3.2
le probléme dis

i
llu =t ey < (Z(n,i +h2|f ~fhn§2(,0)) : (3.12)
Kery,
Démonstration 6. De la propriété d’ellipticité de la forme a(.,.), on déduit
a(u—u,v)
lu—uy|[F @ < ¢ sup ( & (3.13)
VEH}(Q) HVH_Hl(m

Puis, pour tout
avec une inégal

v dans Hg (92) et tout v, dans X,?, on utilise Uéquation (3.9), combinée
ité triangulaire et une inégalité de Cauchy-Schwarz. ce qui donne

a(u—uy, W) < Z (AL = full ey + e + Augllzge )Y = valll 2
KeTh
1
+5 2, Motz v = wlaco)
eeeK
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Puis on ch
3.24]eto

a(u -

ol les A\
Cauchy-Sc
nombre fir

En combin

La maj
ver la scon
en prenan

Vv € Hy(

lemme 3.
opérateur

Pyig1(K)

Démonstr
(1.0) et (O

on peut co

En dimens
Cet opérat

normes suf

I p o irl ol 7 50 . . ;
oisis v, égal a l'image de v par Uopérateur | [, introduit en [5, chap IX,equa

n déduit du [5, chap IX Théoréme 3.11] et du [5, chap IX corollaire 3.12] que

il
w,v) €c Y he(llf = fillizgoy + i+ Attyll120) V] linga+

KeT1y,

| L
5 2 hEl uctadl izl IVl

0
ecel

sont introduits dans [5, chap IX Notation .3.5 3.11], par une inégalité de
hartz et en rappellant qu'un méme élément de T, n’est contenu que dans un

1i (borné indépandamment de h) de A\, on obtient alors

L
) 3
ant cette estimation avec (3.13), on obtient la majoration cherchée
oration (3.12) est exactement du type de la premiére ligne de (3.6).pour prou-

PRCETATES A

Kery

||V||H1(n)

alu—uy,v)<c (

d inégalité dans (3.6), on s’appuie sur U’équation, dite du "résidu", qui s’obtient
- v, égal a 0 dans (3.9) :

), alu—t,v) = Y (

KeTy

—%Z

0
e€ey

f (f = f)()v(x)dx+ f (fr+Lu)(x)v(x)dx (3.14)
K K

J [Ougur](z)v(7)d7)

2.1.1. Pour tout élément K de T, et pour tout élément e de €y, il existe un
R, de Uespace P, +d-1(€) des polynomes de Py, 4_;(e) sannulant sur de dans
tel que, pour tout élément ¢ de P) 5 UED,

il
IRy @ lgxy + g 1Rk e @112y < che * 1102 (3.15)

ation 7. En dimension d = 2, soit K Uélément de référence, de sommets (0.0),
.1). sans restriction, on suppose que é est le coté d’éxtrémités (0.0) et (1.0)et
nstruire un opérateur Ry , par exemple par la formule

on d = 3, la définition est exactement similaire.
sur vérifie les points (i) et (ii) du lemme et, en outre, d’aprés U'équivalence des
' un espace de démension finie,

|-RI"<,é<f7|H1(1°<) + ”Rf(,é95||L2(1‘<) < C”@HLZ(éy (3.16)
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Si Fy désigne 1
teur Ry , défini

vérifie égaleme

application affine de jacobien positif qui envois K sur K et e sur e U'opéra-
par

Rgop = (Rgap)oFe'; avec ¢ =goFy,

nt les points (i)et (ii) du lemme. En outre.on déduit Uestimation (3.15) de

(3.16) et des inégalités [5, chap VILlemme 2.10]

IRK,E{’DIHl

et

en notant que
dante de h.

Résultat 2

Théoréeme 3.4
élément K de 1

Démonstratic

1. On chois

On note
que le de

|67

On obset
maxk —

En notan

|Vl

i1 4 .
0 < ch2 IRe.¢ o Frlmgy,  |IRee@llizmy < chil|Rg. 4 © Fellizy,

@2 < he 2 2
h, est < hg et que le rapport hy, est majoré par une constante indépen-

a1
2

2.1.2. On suppose la donnée f du probléme (2.3) dans L3(£2). Pour tout
v, Uindicateur d’erreur ny défini en (3.11) vérifie la majoration suivante

Nk < c(lu—tplmony + hellf = fullizgo) (3.17)
n 8. On prouve la majoration en deux étapes
it tout d’abord la fonction v dans (3.14) égale a
| (fp+ Ay, dansK;
£ { 0, dans Q\k. (3.18)

que la fonction vy est support contenu dans K et s’annule sur 9K (de sorte
rnier terme de (3.14) s‘annule). Il découle alors de (3.14) que

D R = f (grad (u—w))(x).(gradv)(x)dx

- f (f = fr)(x)ve(x)dx
K
<|lu- uhIHl(K)!VK!Hl(K) Filf = fh”Lz(K)”VKHLZ(K)'

ve que, sur K, la fonction vg est un polynéme de degré < m, avec m égal d
2,1 +d+1, de sorte qu’on a l'inégalité inverse [5, chap VII, proposition.4.1 ]

|VK|H1(K) < Ch;HVKHLZ(K)-
it que la fontion 1)y prend ses valeurs entre Qet 1 sur K, on en déduit

i < i lIFy + Augllpgs  [Willz < cllUh + Aupdlley 319
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Finalement, par passage au triangle de référance, on démontre également l'inégalité

suiy

En ¢

Mu

2. Pou
la fi

oL
Yo
(K

Par

On

ce g
[
On

que
ali

ante (oi1 la constanteé ne dépend que de maxk —2,1)
i
|1/, + Augllr2y < SNy + Aup)¥gllizm (3.20)
‘ombinant tout ceci, on obtient
1fy + Dyl 2y < clhitlu = tplgey + I = fallzy): (3.21)

ltiplide par hy, cette inégalité donne la majoration du premier terme de 7.

r tout élément e de ey, soit K/ U'autre élément de 7, contenant e. On choisit ici

onction v dans (3.14) égale a
Ri ([0x]¥.), dansK;
V, = RK':e([anKuh}‘/)e)’ dans K/, (3.22)
0, dans Q\(KUK").

es opérateur Ry , et Ry , sont introduits dans le lemme (2.7). par définition de
la fonction [8,zuy ]2, s’annule sur de, de sorte que la fonction v, s‘annule sur
T UK"). En utilisant cette fonction dans (3.14), on voit que

1
ol i1y = 3 (- f graiin—m) gyl
K

keK K’

+ J (f = f)le)ve(x)dx

+J (fy, + Aug)(x)v,(x)dx).

K

linégalité de Canchy-Schwars, ceci implique

1 uctd 2 1Pagy < S (= iyl (RIY, e

keK k/
Hf = full 2o Vel l2ay
+1 i + Augll 2o Vel l2g0)-

utilise alors (3.15) ainsi que l'inégalité inverse suivante, analogue a (3.20),

”[anxuh]HLz(e) < C“[anl(uh]"pglll,z(e),

ui entraine

-y =1
9nkuh] Hl,z(e) =c 2_‘ he *(Ju— uh|H1(k) +hg|lf — fh”L2(K) + hellfu + Auh”ﬁ(k))*
keK ks

1
conclut en multipliant par hZ, en utilisant (3.21). Finalement, on peut noter
, lorsque e parcourt €, les éléments k précédents sont soit égaux a K soit égaux
slément K’ qui partage e avec K, d’ott le résultat d’aprés la définition de wy.
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Si U'on somme

fournit une es

sur K le carré de Uintégrale (3.17), on vérifie que la quantité
1
(> n2):
Kery,

-imation a posteriori optimale au sens de la Définition (3.1.0.1). En outre

les ng satisfont Uestimation (3.6)

On conside

re maintenant le probléme (2.1) pour des données f dans L*(Q) et g dans

H3:@D continue sur 29, et le probléme discret (2.5) associé. Les démonstrations dans ce

cas différent t
en effet veérifie
suite, on trava
Uénoncé qui st
1.5].

Théoréeme 3.
L*(Q) et la do
chap X, equa 1

[l = w1

Démonstratic
HY() égal &

“és peu de celles dans le cas de condition aux limites homogénes, On peut
r que les équations (3.9) et (3.14) sont encore valables dans ce cas .Par
ille encore avec la famille d’indicateurs 1, K € 7y, définis en (3.11). Dans
iit, on utilise 'opérateur ifl’“ introduit [5, chap X, Section 1 et Corillaire

2.1.3. On suppose la donnée f du probléme [5, chap X, equa 1.12] dans
nnée g dans Hé(a Q) continue sur 3. Alors, pour le probléme discret [5,
.13], on a la majoration d’erreur

v S OO M2+ R = full oy DE +¢'llg — 278 lIH>(39).

Kery,

(3.23)

n 9. D’aprés [5, chap I, Théoréme .2.19] . il existe une fonction w de
g — i7" sur 9N et vérufiant

1wl < cllg =578 l3 o0 (3.24)

Par conséquent, la fonction u — u, — w appartient & Hy(€2) et on déduit de la propriété

d’éllipticité de

on utilise ['équ
réme (3.2.1.1]

ce qui combine

[lu—u

On en déduit |

combinée une

La majora
tration du Thé
(8.17) et (3.2
au sens de la I

la forme a(.,.) que

a(u—u, —w,v)

[lu—up —w||gig <c sup (3.25)

veHé(Q) ”V”Hl(ﬂ)

wation (3.9) et les mémes arguments que dans la démonstration du Théo-
pour majorer a(u — uy, v). On a également
la(w, V)| < Wl Va0
f avec (3.23) meéne a lestimation
1 .9
= Wity < 6O (2 + 2N = fulllagey))? + llg = 2781113
KETh

e résultat cherché grdce a U'inégalité triangulaire
|| — ‘uh“}ﬂ(ﬂ) <lu—u,— WHHI(Q) + HWHHl(n),

encore avec (3.23).
on de chaque indicateur ny s’effectue exactement comme dans la démons-
oréme (3.2.1.2), on obtient donc la méme estimation (3.17).En comparant
3), on voit que on a prouvé la aussi une estimation a posteriori optimale
Yéfinition (3.1.0.1)
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Remarque 3.2.1.1. On veut bien siir que, dans les deux estimation (3.17) et (3.24),
les quantités h||f — full 2 soient négligeables par rapport aux indicateurs nyg. tout en
restant faciles a calculer, Pour cela, on fait habituellement U'un des choix suivants pour le
degré 1 de Uapproximation fj, :

l =k — loul = maxk — 2,0. (3.26)

On peut pour évaluer les quantités fy, + Auy et [3,¢] intervenant dans chaque ng
résoudre un probléme local, par exemple de type Neumann. Pour tout K dans ty; on
introduit un espace de dimension finie X (K) de polynémes sur K s‘annulant aux sommets

de K et on résout le probléme
Trouver uy dans X(K) tel que
1 i .
Vv eX(K) f graduy.gradvdx = J g fh+Auh)(x)v(x)dx—5; Z J [Gucup)(7)v(T)d7.
v K K an

0
eced

(3.27)
Ce probléme admet une solution unique uy et, si l'on suppose que Vespace X (K) contient
les polyngmes du type

'{/«'KP’P € Pmaxk—z,l et RK,e("J)eq)’ q Epk-—l(e)s eE 62;
on peut prouver l'estimation
cng < luglmay < <Mk (3.28)

(Vestimation |uglmy < ¢'ng se démontre en prenant v dans (3.27) égal a uyg, tandis
que Lestimation cng < |uglg ) s'obtient en prenant v dans (3.27) successivement égal
aux fonctions vy et v, introduites en (3.18) et (3.22), respectivement). On déduit alors
de (3.28) que les estimations (3.17), et (3.24) restent vraies si l'on remplace nyg par
[t |1y Les quantités |ug | gy K € Th forment donc une famille d’indicateurs d’erreur
tout aussi optimale que les 1. On obtient un résultat similaire en résolvant des problémes
de Dirichlet locaux, associés & tous les éléments K de 7. toutefois le support de chaque
probléme est wy.
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Conclusion

1l sensuit des résultat 1 et résultat 2 que Uerreur est equivalente a la quantité (§:K61h n,z() !
Alors les estimations que nous avons établit sont parfaitement optimales.

La deérniére estimation est locale. Alors on peut penser que g fournit une bonne
réprésentation de Uerreur locale, ainsi un outil efficace pour adaptation de maillage.
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