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Rdsumd

Ce pqrte su4l'analyse a postdriori de fdquation de Laplace . Nous consid6-
rons I de Laplaee avec conditions de Dirichelet, nous menons une analyse a
postiriori U prlobldmq rliscret par dliments finis qui conduit d la construction d'indi-
cateurs d' par rdpi{u menant i un contr6le de I'erreur par une borne superieure

infdrieure.
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Introclucti0n

On trouve les premirrrs travaux sur I'analyse a posteriori, les fi'avaux de llabuika
et Rheinbolt [3]. Depuis', I'intdret pour les estimations d'errerrr a posteriori s'est deve-

lopp6, car ces techniques permettent I'estimation explicite de I'errerrr d'approximation
en plus ils sont ir I'origine des algorithmes d'adaptation de maLillage qui permerttent de
rdduire le corite des caiculs.
Aussi, I'analyse a posteriori a d'autres applications telle que :

discritisation rnuiti-dtapes et couplage automatique de moddles.

Les type d'estimations d'erreur a posteriori sont :

-Les estirnateurs par r6sidu, les estimateurs par dualitd et les estimateurs hi6rar-
chiques.

-Les estimateu:rs par:rdsidu ont dtd introduits par BabuJka et Rheinboltf3] puis ont
6t6 ddvlopppd par Verfrith 11,21.

Les estimateurs a po$teriori par dualitd sont du d John.sonig].
-Les estimateurs a posteriori hi6rarchique ont 6t6 introcluit piar Bank et Weiser

[4], Ainsworth et Oden[2]. Le travail prdsentd dans ie cadre rle ce :m6moire concerne

I'analyse a posteriori de 1'6quation de Laplace aux conditions de Dirichel.et.
- Dans le premier chapire, c'est un chapitre introductif dans lequel on rappelle les

diffdrents rdsultam d'aneLlyse fonctionnelle necessaire pour les calcuils ultterieurs.
- Dans le derrxidme chapitre, on pr6sente le probldme, s:l fomnulation'variationnelle
ainsi que la discrtitisation du probldme variationnelle par 6l6menm finis conformes.
qui est un pr,oblEme bierr pos6.
- Dans le troisidme chapiiue :

On consicldre k: probl.dme discret introduit en chapitre [[, nous menon$ une analyse

a posteriori cte ce probldme.

on 6tablit des estimations d'erreur parfaitement optimLales en utilisa.nt des indica-
teurs d'erreur par rdsidu. Nous terminons par une conclusion.

Mathdmatirqures Juin 2015 Universitd de Guelma



Dalunoun Islarn I IVIdmoire de Mlast,dre

Univr,:rsitd de Guellma Juin 2015 Mlath6rnaitiques



Chapitre 1

Exist€:tlc:€ ert unicitd du probldrner de
1'6quartion rCe Laplace

1.1- Notions pr6liminaires

On rapperlle quel<1ues ddfinitions d'espaces fonctionnels ert de certains thdordmes
importants (l[1],[(t]) qui seront utiles pour le ddveloppement ultrieur de notre travail.

Dans un espace vectr:riel V, un produit scalaire a(.,.) est une frrrme bilindaire sy-

mdtrique et cldfinire positive, c'est-d-dire une application d,e V xV dians lFl. satisfaisant :

- SYmdtrie : a(x, Y) = a(Y, x),
- Bilin6airitd : a( ,.) est lindaire continue par rapport ri la deuxidme airgum.ent par

sym6triie,

- Ddfinie positive : a(x,x) > 0 et c(x,x)-0<=+x =lJ.

D6finition 1.1.0.1.. Lafo,rmebilin6,airea(.,.) estditeV-ellipttiqr,Les'ilexisteuneconstante
rr>0telleqr"re

Vx e V, c(r,x) > ,rllxll'.

1.l.L Ddrfrnitions de quelques espaces fonctionrnels

D6finition 1,,1.1.1.. Soit n un ouvert de Rn. On ddfinit

C(O) :: u : O - R l u esr continue

C(fr) :== u : f,li + Rf u esr continue et se prolonge' conrtinfinrentd: ,fr

Proposition 1.1.1.1. Sur C(o) l'application

(1.1)

ll.ll" : C(n) -' n
u "+ sup lu(x)l

x€n

Mathdmatiqures Juin 2015 Uni.versitd de Guelma
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est une norrne

Ddfinition L.
surO sitoute

Les eqncesLP

Soir O c Rn

rP(o)

- Sip-oo,

L

Mdmoire de Mastdre

1,2. Soit (l wt1 ouvert de IRn. unefonction u : O --+ IR esf dite de classe Ck

M\ivdu perttellcs jusqu'dl'ordre k escistent et sont continua

ouveft de frpr,tiire A{7 r6guliire et soit p e lR avec I < p < oo

(r'l
{f 

: n -R; f maurable ettelle n 
Jnl/(x)lpdx. 

*} (1.2)

oil dx atla fle Lebesgue.

Lanorme d IP(fi) est:

- SiP =I,l\

tt/tt,, : lI r(x)Pax]

41(o) s'Ecrit:

(fl:lf : o-'lR; f maurableettellequel l/(x)ldx<mILJnJ

(1.3)

(1.4)

(1.s)

(r.6)

t1,.7)

(1.10)

l2(a) s'td.crit:

L,(

ut muni produit stwlaire

qsso0i6,e d Ir(O) est:

ll/lh,- - supessl,f (x)l
x€f,I

, - {t 
: o *r R; f maurable ettettB qrr 

l.lf 
(x)l'zdx . *}

(f , s)2, = 
lnf 

.ra*,

ll/11,,= 
[If(r)l'zax]

I'esp4ce I*(O)pcr
()

) : 1/ : f,l -+ R;f mesurable et telle quesupesslf (x)l < m IIxeo]

superlf (x)l = inf {c; l/(*)l S c p.p surttl
x€n

(1.8)

(1.e)
ou

La

Univeniti de Juin 20L5 Mathdmatiques
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1.1.1.1. (Fubini) Soit f une fonction intdgrale sur un rectang;le

c,Qf et dta,lBurs r6.ellu, on a :

aubienla 6quiveh2nte

r(xifldxd, - I"u (1"' ,o,r)'r) o* = 
l"o (,["o, ,>0.)or.

de FoboIeV wl'P(O)

W|,P(O) : 
{, = LP,Yi = L,2,..,nor"rfte fntn)}

wt''(n) : Hl(n)

- ( ^ 0v 
-lHl(n) == 

tu ' 
o + lR, v e lz(n), i. t'(fi), (f = tn)i

wjrqnrl: rtl(n) - {v e Hl1nltel ett€v =Osur?o}
tP(nD, cet eyqce r-st. muni ile la norme

ilvilw,,prnr = llvlllz . t ll#11,"

Dahmoun Islam

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.1s)

(1.16)

(L.17)

(1.18)

Ce peffiet de cqlculer l'intd,grale double par deux intd,gralu simpla successives.

&spoce futrttiotts qe.qts D(A)

D(O),= {v : OclRn-lR, v€ C*etsuppv c O} (1.11)

zupp(v)
nulle.

lB plus petit ensemble ferm6, qui mntient I'ensemble da points oi v non

1.1.1.2. teqpace D(o) est dense darc tz(dt).

Qnpose

oit

et

Soit v e

(,,"',r,.Ell#lL)'

n) e+rr munl clu produit scalaire

(p, v)6r1n; : (u,v),, *E #r,#rr,

Ikspace

Juin 201.5 Universitd de Guelma
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la. norme qssoclde d H1(n) esr:

llvlls'1n; = (,'"',i,.t lffil,',,)'
(1.1e)

VmeN.ona:

J{*(o) =

H2(n)

Ho'z(n)

H4(n)

{,, 
o'

{"'n
H'(n)

{,,n

7kv ^ --lc lR "-r, #-"e L21n7,Yk:om ,i ft.zol

* IR,v € t2(n), y.t2(o), ]6?--\jxi oxio.rj )
(0vl

n 
{v/v 

= fr=o sur Un} (1.21)

c lR" -- lR, = 
u^'= 

c t2(n), vk = o, n, r, r,, o)
d XiJ , . .O Xi,t trr,.r,

I,#,,*: -,[ " fron 
* 

I,,uvv,;dr

1"t.2 Fonnule de Green

ThdorBme 1.1.2,,1. Soir e Lrn ouvert born6 de IRn dont Ie bord. i)e: f esf continu,
admettant tout aLL phn des di:;continuit6,s de premidre espice poutr le vecteur tangent (i,e
typiquement da poina angulenn). Si u et v sont deuxfonctions cla variabla (rr ." .,xn),
difinies de tl d. valeurs r6elles, appartenant d Cl(n) n C0(n), or,L a !

(1.23)

Oil yi designe Ia cctmposante selonla i-idme coordonn1,e xi duvecteur normalT, exterieur
d I'ouvert {1.

Remarque 1.1.2.1. On remairque que la formule de Green (1.23) n'est rien d',autre tlue

la gdndralisation de la Jbrmule d'inti,gration par partie en dimensiont. un.

1.1..3 Variante de la firrmule de Green

.[1 ut possible d'appliquer la formule de Green pour da fonctktns u possd,.dant une

rdgularit{, pfus faible que celle: que nous avons mentionn1.e ci-dessus,, Si u et v e Ul(n)
on peut 4noncer le thdorime suivqnt :

Thdorbme 1.1.3.1. Soit O LLn ouvert born6 de IRn dont Ie bord etfi - f at continu,

ad.mettant tout au plus da discontinuit{.s de premidre uica pour le vecteur tan5;ent (i, e ;

Universitd de Guelma Juin 2015 lMath6matiques
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'typiquement des point anguleux). Si u et v sont detn fonctions (les vanriable,:; (xr, . . . , xn),

ddfinies de CI d valeurs reielles, tels que

u e c2(n) n cl(fr)erv € cl(o) n co(ii)

On a alors

(r.24)

Oi n daigne Ie v'ecteur normal extdrieur d I'ouvert n et !,la projecnc,n du vecteur

gradient d.arus Ia diirectiort de Ia normale n.

1.1.4 Indlgalit6 de Cauchy Schwarz

Th6ordme L.1.4.1. pl Soient u et v deux fonctions appantena:nt d L2(n), on a :

(1.2s)

1.1.5 Indigalit6 de Poincard

Th6ordme 1.1.5.:1. Soit O un ouvert bornd de mathbbRN. Alors il existe trne c(tnstante
(:l(n) > O ne ddperdsnt que du demsine dl et telle que

vrr e Hol(o), llulll,1o1 < C(o)llVullrzlg).

D6monsuatjion L . Comrne le domaine ut born6, on peut suippo,ser qu'il est colnpris entre

tleux hyerplans. Qttitte d" ffictuer un changement de coorda,nnlu onva su[,tposer que ces

hyperplarc sont x,M : d et xN : 13. On note x e IR.N sot.r kt fornte I == (x'', x*), et

<tn considire une J'onctio,n u € D(n). Enfin on note i le p'rolcvngement de: u d RN par

0. Alors llulli:rnl === llflli,,cn" , : J: f *,.-i1*' , x*)d x'd x',r. Comme i l-l;t: une Jbnction

rd.guliire de x* on a i(u' ,x') : [(x', 
") 

+ lJ" #;(x',s)at.s avec i(y',c.] =: 6' D'autre

part, I E' #iG',s)ds[ :s (1"" r'asli (l: (#)'(x',s)ds)i, tl'oi fiilx',,rc,v)2 s' (x" -
")lJ"(#;)2(x',s.)ds 

et 'donc I-ff$',xp)dxl 5 (xrv - o)J;-(#)2(.r:)clx, Erdin par

intdgration d'e a d, p on a llfll?, s Ytlihll!,, d'oir le resutLtat pour le's; J'anctions de

D(n) puis pa;r deru;it6. pour les fonctions de Hl@).

:1.1.6 Thr$orbme de llax-Milgram

Thdor€me 1,,1.6.n. SoientV unupacedeHilberc, a(.,.) unefcrrmebilindairesuirV xV
et L une form:e linii,aire de.finie sur v vdrifiant les prapridt4,s l;uiv,nnfes :'

- d(., .) est co'ntinu"e :3C, > O telle que

la(.,.)l s Gllull.llvll, V(u,v) <=v xv

J 
o*.",n : 

J 
o,.o v.{t * 

1,,*:,dr,(2)

lr I rr ji rr ri
I l,.".anls | | u'dnl-. | | u'anl
lJn I LJn J LJn J

Mathdmatiques Juin 2015 Universitd <le Guelma
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- a(., .) est continue : =lCr'> 
(l

a(u,v) > Cr.llvll', Yv eV,

- I(.) est continwe : lC\ > O itelle que

lr(v)l 5 callvll,vv <= v.

Alors, iI existe uran seule soluti,on u apportenant d" V salution du pro'l\li,me variattionnel

a(u,v) = l(v), Vv e V (1.26)

14

D6monstration Il. SorirA: V --+ V I'opdrateur lind,aire ddfinipar \/"ht,v| '- a(u,v) pour
tout j, dansV.IJaistencedeAurd,sulteduth6.ordmedeRiesz (1.1.6.21) carv 4 a(u,v'.)at
Ibd,aire continue sur V. IJop*,rateur A est lineaire continu car ll.hil = supv€y\3 frfi:.l S

I4q#lUU : Mllull. D'awt:re part toujours d'aprds le th1,ordme de Riesz (1..1.5.1\), il. extiste
llvll

b 1V telque I(v) - (b,vl, Vy e V. Leprobldmerevientdoncd.ntontrerqu:.'iler;i:;teuaiV
tetL que Att : b. An va ,orocdd,zr de maniire itdrative en partant d'un uo € V quelcon:t1ue

et t:n d{,finisscnt; pour p > 0, la suite rdcurrert€ u1s1 - u1, P(Ah -- b) == F(urp).

Moint:rons que pcrur p > 0 su-ffisamment petit, F est contractanta t)n c Jr(u) -- F(v]t =
u--v.-p(A(u-v)), don<:llF(u'.|-r(v)ll'- llu-vll2* p2llA(u-v)ll2-',2p(A(u-u.),,u-v) -
llu*vll2+p'llA(u-v)ll:z-2pu(u-v,u-vlS llu-vll2+M2p2llQt-v)ll2-ltpa.llu--vlltt 3
(1*2pa* p2M2'.)llu-vll2. Choisusons donc p tel que p < 2#. Alors F e$t can:lractante

et le schdma it&<ttif est convergent, ce qui prouve le th6,ordme.

Tlnlordme 1.1.6.2. $leprisentation de Riesz) Soit H un espa.:e de Hilbert, alors pour

tuute forme lind,e.i;re corltinue r* sur H, il existe x € H tel que

x.(y)- (y,x),Vy eH

Ila:ppl.ication x -> x" de H darc Hr est alors une isodtrie sur7ectit''e det H dans Ht'

1,,L,'7 Base ortho'norill6e d'un espace de Hilbert

Drllinition 1.7.7.'1,. fi01 Soit: fe] ia une famille de vecteurs d'un es;pace cle llililtert II
li. On dit que c:ettefamille est orthonormd.e si

Vi,j e I, (ei,eil:6i,1

2^ An dit que cette fumille est totale si

l{'}p,f -u
il. une famille (e)y,t de v<:cteurs de H totale et ortonormde s'app'alls une base hilber-

tienne de LI.

Universitd de Gutelma Juin 2015 Mia*rdmatiques



Mdmoire

Abrs

sont

1.

2.

Dahmoun Islam

!.F.7.1. $oir (e;);a une famille orthonormde il'un espace de Hilbert H.

vx eH, Il(*,e;)l's llxll'
ieI

1.1.7.2. $oir (e;)er unebase orthonormde d'un ospace de Hilbert H. Abrs

1.1.U,1, Sait (e)p une famille orthonormde de H. Les propriites suivanta

(e j) esturrcbw or"thonormee de H.

Vx rI : f lrll2 * 8i.,1(x,e;)12 (6'salitd, deBasel).

1.1.V.2. Tbt;r, apae, de HiLberc H, posside une base orfhonormde, dc plw si
alo rs admet une b as e hilb ertienne ddnomb r able.

Juin 2015 Universitd de Guelma
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Chapitre 2

Discrdtisatilon par 616men1ls fimis de

1'6quation de LaPlace

2.L Psjitiorn du Probldme

Z.L.L Problbme die Dirichlet pour le taplacien

soit o wt doft,tsine bondde R.N, N - 2ou3 . et f e r'(n) on c,her<:h:'et d' r^;oudre Le

problime
Trouver u tel que

f -Lu = 7, dans SI;

I u - 0, dans ?dl.
(2.t1

2-1.2 Ftrrmulation'variationnelle

Supposons qu'il acis,te une solution u e Hz(Q) A (2'1)'

Soir v L flltnl, on a en multiptiant la premidre i'quorion de {2'1) p(t v et: en intd-

;;;;';r ';l; [ 
.-(Lu)vctx :-[nSvdx i'oi por taformute de Gr'een,J',rvu'vvd'x -

f ^^A,uvdo- ="ji.f vd.r. Comme v : 0 sur le bord on obt,ient ce' qLLe l'on ctppelle la

Toimulation:. varidtionnelle de (2.1) :

1FVP) T?'ouveru€ H;(o), VY € H;(n), .f'vd"x. (2.2)

f "" ' v'uat .= I
Rdciproquernent, si u e Af (n) n72(n) est solution de FV? a1>rs Ie rabannement inverse

^oio, 
qg u es,t solution\tu (p). Lafarmulationvariationt.nelle ut di,onc eiquivalente pour

Ies soluion:s regut"Liires ti Lct formulaiion classique tlu probl,i,me de Dirichet.. Cependant, on

voit qu,elle n, yoft intervetiir que des ddrivda premidres cle l'tnconntue. Iiil-le permet donc

porririryrnlent cle trouver des solutioru gdndralisdes d' (P) Lor:'';que le:s sahtians classiques

n'adstent.Pas.
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2.1t.3 Existence et I'iunicit6

Le prob?dme (2'2) s'6crit s'ous la forme g6ru6rate :

{'.frouver ueV tellque: (2.3)

t o(u' v) = l(v)' Vv e V'

overcV - Hl(n) : esPace de Ftilbert

(r : u,v - a(u,r1-'lr,.g'odu'gradvd"xd'y formebilin1'aire syndtrique sur v

l: v * l(v) = Inf ,dxdy formeLin6'airesur v'

R6sultat

Ce probldme rtdmet une u;'nique solution dans V '

En. effit, reppaltoru qu'il s'agit de trouver u € Hol(n) tel que :

r (-
vv e u](nr,.Jnouou dx - )rf 

vdx'

Otn applique doncle th*'or\me de Lwc-Milgram ('l"L'6'7)' ovec :

c(u,v) - f ot'oo*
Jn

etr
l(v) = 

Jnf 
uo*,

srrl'espacev =H;(o) mwidelonorme de llullv - llVulll:'
Alors a est connru]e'car p'r l,ind.galit6. de cauchy-schwarz on obtient :

la(.u,v)l -< llvullllvvll - llullullvllu'

a est coercive ca:"r a(u,u): llullfl'
Et enfinl ut continue cur on s':

ll(v)l s 111llr,1nlllvll1'1s; s c(n)ll/ llr'tnillvllv

di,aprds tindgatit| de I'ind,ga.lit(, de Poincar6.. Le theorcme de Lttx-Milgram (1"'1'6'1) nous

oriu, " donc I, existen(:e et I'unicit6, de Ia solution du problime.

2r,2 Discrdtisation par €l6ments finis clu prohlbme

on aborde la discr1tisatin par 6l6rnents finis du problime vuriationnellle (2.3)' on

commence dhbord, par 6c^i.re Ii probtdme discret et on proul,'e qtlil admet une sol'ution

"rniquu 
Puis or;r etiUUt du estimatiora a priori de I'erreur entre ls solurion du probldme

e:x^ct et discret.

twant de se faitq on introdiuit la d4finition suivante :
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D€finition i1,.2.o.".1. {r1)7 :famitle r''guli\re de tiangulations de dl par d'es triangles on

des tdtaidres, au sens tlri.rcl que :

- Pour t<tuth,Sl r'stl'union da 'ltdments 
de T 

7'

- pour touth.L'intersic:tion de deux iltdmenis distincn; de t1, e.;f soif vide' soit un

somfiu't,sotfunctit6,entiersoitunefaceentiared:,?detn6l't'mertts
- Le quotieft h;,',^-,,-iu diamdtre h* d'un Edment de K de ty par Le dio'nrctre p'* de son

cercle: inscret IJ dr, ,r, sa sphire ins*ite et inferieur ou d'g:ale d iune catnstan'te o qui

ne ddipendni de K ni h

h :plw grand diamitre cles ilLdmena K de r1,

t, poro*at e de discrltisntion est icile maximum h des diamdt'res da; dldm'ents de t1'

2.2."!. Frobli:me cliscret

soit k wt entier > o fi"'6. A chaque 6l6ment K de t yu on ossi'ocie l"6l6metzt fini
(K,ou (K),,I,*) d-s;imp lical d'ordre i d,.-Log'onge introduit: d1t'11-[l .*"!' u" 

.lt"6finition
3.6.1 llespctc:e Xn,:orrd.spondant d ces lldments, voir [5, chttp \t'IIl' Detfinitiion 4'2''J est

X1 = {v1 e gl(n); VK e r, vux€Pr(k)}.

Pour travailler avec une disqd1safion eonforme' on consid'drel'6;pace

xf,: xnn H;(o) (2.4)

19

Du fonctiryns de .Xp ir trdce nulle sur 0d1. Le probldme clis$et suh.lanlt est sitrtplememt

construit par la r:n6ihodie dl.e Galerkin qui consiste d rempl<tcer Hf, pur Xl :

Tfouver uy datns Xfl tel que

Vv1 e Xf , a(un,vy) = \f ,vhl. (2.s)

On dit pour simplifier qu'une propri4td est vdritfi.d.e uniJbrnuimem:-t si Ia contctnte qui y
apparait est bornde'iid,i-pe,nda,mment de h. Avec cette conv'ention et c:onrT1.e I'upuce Xl. est

iiitusdans Hj (nr) , L'uniiforme continui#, delaforme XilX:l et son u:'nifornte ellil>ticit6' sur

Xl se dddu.iseir a!.es proltriritd,s analoguessur_Hj(n) xH](o) eilHi(o), r'etpectivement' Le

yiit que le problimi (2.5)est bien pos6, ut alori une consATuerwe im,mdiliate du thd,orime

de Lox-Mil.ilgrcn (1. 1.6. L).

2.2.2 E:xistance et unicitd du probldme disrcret

Th6orbme 2.2.2t.7. Pour toute ditribution f daru H-t(n) Ie probLdme tlZ.S) ai.dmetune

solution unique. De plus, (:ette solution vdrifie

llullls'1n; < cllf lls-'1s1;.
(2.6)

D6monstrration 3. Voir ft;1.
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2.2.3 Estimation a Priori
pour estimer l'erreur enfi"e Ia solutioru du problimes (2.3) et (2.5), on utiltse Ia

majoraaon *tabie datw [5, chop I'4.7] qui s'ecrit ici

llu-u1llr'1n; 5 c 
;5|,llr-vlllp'1n;

(2.7)

En effet, comffLe la disc:rdtisation repose sur une mdthode de Galerkin, l'erreur entre solu-

tion-escscte et dkcrdte est simplement major6.e par l'erceur d'approximation. en choisissant

v1, 6,gal it l,image de u par pri;que n'imporce hequel des opdrateurs introduits darw [5, chap

frl,"ptus prdc*6^rnt po, toplrateur d'interpolationlorsque la so'ludon u est suf,fisomflrcnt

,AgiUi*r" de projectiin sur Jiil ou de rl,gularisation locale prdservant Iu condi"itians aux

limitu, on obtien.tla majorotlon suivonte.

Thdorime 2.2.g.t, ()n suploose la solution u du problime (2.3) dans H'(fi|) pour un

entierm,lsm 5 k+1. Alors,pourleproblimediscret (2.5), onalamajorati<tnd'erreur

llu - ullls'1n1< ch^-L1lullp.1n;. (2.8)

D6monstration 4. Vctir [5].

Thdorbme 2.2.3.2. Sous les hdpothixes duthd,ori,me(2.2.3.1) etsil'ouveft fl esf converce'

pour le problime discret (2.5), on ala maloration d'erreur

llu - upll1,1n1 S ch*llulls'rn). (2.e)

D6monstration 5. On c

l"fu - uaXx)t(r)dr
llu-u1111,1e1= suP

r€12(n)

Pour toute fonction t dans tz(n), on r6.cut le

equ.1.9.l :

Trouver w da.ns H;i(n) te,l que

llrlh,,rnr

m\me probleme qu'en daru !'5,

(2.10)

chap V,

r
vv €H;(a), a(v,w) - | t(x)v(x)dx.

Jn

| ,:" - unXx)r(x) dx : a(u- un,w).
Jn

(2.1L)

D'aprd5 la [5, chap I, Remar,qtte .3.4.] l'otnert dI dtqnt conveJce,, lo solution w appartient

d H2(n) etvdrifie
llwllr,rnt < clltllrrrnt. Q'12)

On a tout de suitB

En utilisant la problirne (??) et (2.5), on abtient pour taut w6 dansxf (n),

I

I tu - unXx)t(x) d'x = a(u- uh,w - w) < clu - u1,ls'1sylw - w1lpr1n;.

Jn
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alor! wlr dgpl F I'interpoli r1,u de w et on obtient

f
| (u - uo)(x)r(x)dx < chlu - u1l6'1nlllwlls,qnl.

Jn

aveq (?,,LO) et (2.12) et en utilisantle theordme (2.2.3.1), on obtient
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Chapitre 3

Analyse a post6riori de la
discrditisation

3.L A propos cle I'analyse a posterio:ri

Supposons que: l'on uit d r4,soudre numdriquement le probldme :;uivcnt : trotlver u
dans un espace de Banach X telque /(u) = 0 dons un sous-espoce de dimension.ftnie X6

de X. ou f5 est une apprcximation correcte de f .

Une estimration:. de l'erreur a periori s'd,crit

I lu - uo ll, 5 F(5, u, g), (3.1)

La quantit4, 17(6,u, g) dependant de paramitres de distdti:;aion 6, de Ia solution exacte

u qui l'on ch,erche a app,rocher et da donnda, et ici rdpra;entde par la so'l.ution g. Une

majorcion de ce genre s'oLttient en g6.ndral en dvaluant soit f 6(u), ce quifait apparattre une

erreur de cnnsistarrce, soit f uU) pour une appraximatisn v, de u dans Xr, : I'utimation
dans ce ccs se ffaduitpar une erreur d'approximtionlorsque f 5 cotnsid'e cvec f , une erreur

d'approxirnat:ion plus une erreur de consistance sin<>n.dans les tletn aas, k:. majoration a

periori fait intervenir urrc certaine propriet{, de regularit4. de Ia solution qui n'ut pas

connue escplic:itemetnt en gdniral et son intdret principal est d'4tablir l& cot1.v€rgence de la
m6thode lorsque l\tn utilibe une suite de paramitre (6n)n te;ndant par acentple vers A.

lJne atim:.ation de l' drreur a posteriori s'dcrit

llu-uallX 5 G(5,uu,g), (3.2)

LaquantitdG(d,u6;, g)ddipendantduparamitredediscrdtiscttion S,delasolutiondiscrite
u5 et da don;ndes g. On remarque que le remplacement de u;. par u6 par rapport d.l'dqua'
t ion (3. L) permet de calqtler explicitement le membre de droite cle (3.21), en gdndrul d une

constante rnu:"ltiplicative pr6,s . Une technique pour majorer l'6rreur consist:e d dvaluer Ia
quantitd f (u6) qui at le rd,sidu de l'6quation f (u) : O, meme si da te<:hniquu diff{.renta
existent pour un ce:ttain nombre de problimes.

Ddfinition 3.1.0.:t. (Ine utimstion de l'erreur a posterioni pr une quanti.ti G(6, ur, g)
d'dpendant du paramd,te de distdtisation 6, de la solutian discrdte u5 et des donndes g
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est dite optimale s'i| estiste deux constante q et c, inddpendante; de 6 telles quz

llu - ,,rll*
cr?i16,uo, g)

crG76,uo, g) * H1(5, g)

llu-uollx*Hz(d,9),
5 (3.3)

(3.4)

oil.les quantitSs IlIt(6, g) et tt2(5, g) ne ddpendant que du paratmitre de distcitisation 6

et des donn6,wig.

postdriori est ,tout spicialement utilisd.e en 6l6ment fiinis pour l'trdaptation

e moillages. L,e poramdtre de discd.tisation h dd,,signant Ie masiimum du

Ldvnents d'une tianguletion r1r;l'applicanon des estimation a postdriori

de maillog.a repose sur la notion suivante: Srrpposons que l,a quantitd,

G(h,un,g) de ) s'4icrive

IJanalyse

outomatique
diamdte du
dl"

(2.3) que

(_ 1i
G7h,un,g): {Ir? I

\I(€gh J

oillw r1y ,ddpen.dent que de hr et des restrictions de u7 ett g d l'ildment K de 91, et

(3.3) soit remplacde parque I'6sn

,i\(h,u.o, g) l.-H1(h, g)
et Vlc e t1, qx 3 C'rll,u- uhllrtr.t *' lllZ,K(h, g),

(3.5)

or) X(K)
et H2,11(h, g)
alors appeld,s

igne l"d.space des rdstrictions des fonctions de X d. wn voisinag'e fix6 tle K

ifait interuenir que la valeurs de g sur ce m|me voisinage . La qy sont

d'6rreur, et on peut penser que la fanrille (\*)*.s, J'ournit une

bonne reprd tdtion \ocale de l'erreur

Remarque .0.1. C-es indicateurs d'erreur peuvent effes unlisdes pour un rffinement

bcal de malli
11 esciste iombreux type illndicateurs d'drreuri Dars notret travail on s'int6,rd,sse aux

indicateurs d" di,ts "par r6,sidu".

3.2 a posteriori du ProblBme

3.2.1 Eq du R6sidu

On tout d'abordle problime {2.1), on rappelle qull admet: la formulation
(2.3) et onveut constuire da indicateurs d'{rrettr paur Ie probLl,me discret

(2.s) nt.
pour ifier . onsuposr? la donn{.e f dons t 2 (o). on d6.duit tout d' q.bord du probtrime

: n'importe quette fonctionv deHl{n) et vh de xfl
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a(uy,v

d'ou, par

a(u;,v*

des citd,s
contenus

Dans
ments e

-ou
sur

-ou
qua

par pertie sur chaque K

-l *@oaun)(x 
). (srcd(v - vn))(x)alx

t'f f 
.r,(.r)(u-v,)(x)dx'\l Jr* 

orn?(c).(v - vnXr) o, - 
JrAul(.r)(v 

- v)(x)dx 
,

'(( 0u^ f \
{1J,.#(rXv - vi,Xr) o, - 

J.rrul(r)(v 
- vlXx)dxJ

( u1)(r)(v -- vi,,Xr) * (dny,up)(rXv - vhxs) : l1nrdhf(rlt(v - rrr,Xr), (3.8)

oi l2n*q,
et on

d&igne le saut 1n*qr* 1ny,r\, (on rappelle que nK' est 6gttl d. -nil.
l7n^*uy] est catculer sur chaque cotd (frontii:re) d'un 6l6ment K, puisque

chaque hldmenu ttdiacents K, K' ont un c1td commua, La ddrivde l0 nn*u1rl ut cal-

k sur chaque c\td. cpmmun c'est-d.-dire sur laf'rontiire de tou:,t dld,ment K de

Dtahmoun Islam

t l'inrigrale sur O par Ia somme d'intd.gra.la sur Iw K .on obsewe que

X
Ke,r6

X
Ker6

X
Ket6

fr, ( ,f 
rnuux")(v - v1)(x)dr * 

[uo{u,r),,"r)(v 
- v1)(tla") c.zl

ou nK le vecteur normal unitaire etctdrieur d K .On alors amend d. introduire
quelques suppl4mentaires
Notation .7 Aune triangulation r1.On ddstgne l'ensemble des 6l6ments de e1, tles c1t6s
(d -2) fctce (d = 3) des dl4ments de 11, . On dd,signe par efil'ensemble tles €ldmen* de

eyQul ne pas conten:.us dans 0dl.dara ce qui. suit ,h" ddsigne Ie dicmdd"e de n'importe
quel edeeg
Notation poui"r une itriangulation 16 et tout 4ldment K de 'Fy eotl. note eK l'ensemble

== 2) oufs.ce (d = 3) de K et efll'ensemble du eiLdments de, ey qui ne sont pos

an.
.'7) l'int6.gru.Ie sur 0k peut s'6rrire comme une :;omnle d'ina|.grale sur Ia 616.-

ep .On que ces 4ld.ments se rdpartissent en deux partia :

e est corlt.tenu dans 0n et I'ina{,grale sur e est nulle car v et vh s'annulent

e e$t contenu daru Ia frontiire de deux 4lhnents K et K' et, ett total.la
d ittt6,grer sur e dans le second" membre de (i1.7) s'6,crit

cul6s

Juin 2015 Universitd de Guelma



Dahmoun M6moire cle Mastire

la tia sauf les cdtd qui se touvent sur lafrontidre globale:..

Equation du
En combi ,t les iquations pr6,c6dentes ,on obtient

a(u - un,v)

Apartir de tiquation .on. peut majorer l'6rreur enfonction de norma appr<>pri6es de

f *Luyetde
norme de f *

?nnyulf. IIne: diffkult{, est que,Iafonction f pouvant Atre conlpliqude.,la
n'est pas Jorcdment simple d. calculer

Pour d" cet inconvenient ,on fixe un entier I > 0, on introduitl'4,spoce

21, - {tn€ r2(n); YK e ,r',rilr € p,(n} (3.10)

une approximation fp dela donnde f dans Zp

D4finition il d'erreur
On ddfinit

dans 16
Ia famille dlndicsteurs d'drreur de la fagan suivantu :pour tout K

rtx ,= hx:llJ,n* Aunl11,16; * 'UZ^tlll0^runlllr,r*).
eeef;

(3.11)

(3.12)

Onnote que ;ue indicateur qK ne ddpend que du rdsidu de l'6,t7uation, e,u serLs suivant :
si l'on Ia trois indices h dans Ie second. membres dle (3;.11). alors ce second

membrw est

Rdsultot 1

Th6ordme 3
le problime

"1.,t. On suppose la donn6,e f du problime (2.3) dcru I2(n) . Alors, pour

Pttis, pour v dans H;(n) et tout v7, dans Xl, on utilbe l'6,,quat:ion (:3.9), <nmbin6,e

avec une triangulairtz et une indgalitd, de Cauchy-Schwatrz. c.e qui donn.e.

(2.i;), on flla maloration d'erreur

{- 1i
llu-. rollrl(n) < . { I h?+hzKllf - fnll!,6) | .

\ret1, l
6. De la pro,pri6t6, d'ellipticit4, de lo forme o(.,.) , on. ddduit

llu - ulll''(n) < c sqp "11'; it'"). (3.r3)
veHj(n) ll Y llHl(n)

) 
'< I 

((ll/ -- fnll*wt+ llfi + Au1111,16;)llv - 4llls,161
K€,ry

.l I lll4rur,llll,1,1llv -- v1ll1pl)
- eeug*

a(u- u1,,
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Puis on
3.241et

a(ut.

oi Iu l\
Cauchy-
nombre

Vv e Hl

opdrateur
Pt*a-t(K)

onpeut

EN dT

Cet

Dahmoun Islam

vp 6,gatr d l'image de v par I'opdrateur llf, tntrc,duit e:n [5, chap B"equa
tl6duir: du [5, chap D{Th6,orime 3.11] et du [5,, chap X corollaire 3.12] que

et. en rappellant qu'un mdme 6l6ment de ,r7 n'est contenu que dans un

u7,,v) <:r X f,*(lf - fnllL,st+ lm + Auallr,crl)llvlls,pql*
Ve.r-

1 t--- !

, Lh,? ll Ii)"*un] llrzce.rllvllarcaut
eeei

sont introduits ilans [5, chap IX Notation.S.St 3..11], par une indgalitd. de

La
la

En

ver
en

cette esli"m"ation avec (3.13), on obtient la m,ajoration cherchde
(3.12) est acactement du type de la premiire ligne de (3.6).powr prou-

ii"ndgali'it6, darLs (3.6), ons'appuie surl'6quation, dite du"r'tisidui.", quisobtient
v,a d,gal d 0 &tns (3.9) :

thornd inddpandamment de h) de A.1., on obtient alors

( \l
aQt-rr1,v) ( r { I hrr+h2Kllf - folll,6) | llull,r,rnr

\I(€"h 
--')

1.-- f
-2Lllo"runJk)v(t)dt)

ee4.uK 't e

lemme '.L.'l'.. l>our tout dl4ment K de 'Fp et pour tout dld.ment e de eiy, il aciste un

,, de ll"'espactz ff*o-rk) da polynlmes de P1r*aa(e) s'an,nulant sur 0e dars
tetl" que, pour t:out 6l6ment g de Pf;*o-rk),

lR,s,, q la,1r<l * h[1llRr,, Vllz,&) . ,fr"il lp I lr,r.l.

tion 7. En d,imension d = 2, soit k l'6l6ment de: rdfdrence, de sommeff (0.0),
(1.0) et ( t). scns re,itr,iction, onsuppose que A estle cite'd'dxtrdmil.tds (l).0) et (1.0)et

struire un o'pdrateur Ry* par exemple pur la fanmule

(3.1s)

(3.16)

1-i-ii
(Rn,ugXf,y) -tp(*)#-

d. :3, la d.{finition est exactement similaire.
vdriJie les points (f ) ec (f i) dulemme et, en outre, d'oprds l'd'quivalence du

un esp.Tce de 'ddmensionfinie,

lRp,69lp'1p; + llR;r,a0l [,,(r) < cllgllr,ral.

normes su
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Si F* ddsigne afipine de jacobien positif qui envok fil sur K et e sur e l'opdra-

teur R*," d4fii.n

Rx'V == (Rn,eg) 
" F*\i avec q - g o )lx,

t les points (i)et (ii) du lemme. En outre.on ddd:uitI'atimation (3.15') de

(3.16) et des t6,s [5, chop Wl,lemme 2.10]

d- _t

, < ch|-'lR* ,"g o Fylst1x1, 11R6,,9111,1r<, < cfr|llno ,"g o Fsll1.,1r<1,

4limentK dct 6,l'inilicateur d'erreur 16 d|fini en (3.11) vdrifielamajaration suivante

vdrifie

et

en notant quLe

dante de h.

Risultat 2

Th6orbme

On
maxk -

1.2. On suplrase la donnde f du problime (2.i\) dans Lzln). .Pour tout

\ x < c(lu - us|6"@r<) + h*llf - fnll p6 *)
8. Orr prouve Ia majoration en dettx 6tapw

tout d'abord la fonction v dars (3.14) 6'gale d.

-. -t(fh+Aui*K, 
dansK;

n* - I O, dcns o\k.

Onnot:e lafonction vK est support contenu dans K et s'annttle sur 0ll( (de sorce

que le ier terme de (3.L4) s'annule). Il ddcoule alors de (i].14) que

ll ^llr,ct <h;-T llpllr,r"l,

est <t hx et que le rapport hspr" est maior6, par urrc co&stante inddpen-

(3.17)

(3.18)

+ Aun )r1i 1 11,1"1 = 
J .*"o(u - 

un)Xx).(gradv*Xx)dx

f
I U - il(x)v*(x)dx

=ift -u,, I s, 161 | vr 
I Hl 1r; * ll f - f nll p t*;1 | | vr I r r,,q*y.

que, sur K,la fonctioft rs €,$t un polyn\me de degr6' < fi:, tvec m 6,gal ti

I M-11, de .sorte qu' on a l' in1,galiti inv ers e [5, chap WI, pr op o t;ition. 4. 1 .1

lvslp'1r; < ch*1 | lvsl lr,1r1.

que la fontia,n th x prend sa valeurs entre Oet 'l' sur K, on" en di'dduit

r16y 5 r:h[lllra * Aul,ll1,g11, llvllllzlry s cllffh * Aul)lls,1x) (3'19)

Universit6 de Math,6matiques
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t, pqr ptrssage au triangJe de rdfdrance, on ddmontre 6galementl'ind,galitd,

(oilla co',nstanrce, ne ddpend que de maxk ''2,1)

I lfi + Au1| |1,q1i; s e| |(fr, + lun.)t/,i | | r,crt

binamt tou.r ceci" on obtient

llfi, + Aunllr,(r) 5 c(h*llu- ulls'1rl+- llf - fllly',1y1.1. (3.21)

i6,e par h*, cette indgalitd. donne Ia majoration dut- premie:r tel'me de q*.

taut 6ll.6me.nt e de ea*, soit Kt l'auffe *ldment de 'Cy cortenant e,, On choisit ict

u:tion v dans (3.L4) 6,gale d.

(3.20)

I ^*,"(lu*lrh), 
dans K;

vr:\ RK,,ego,,11uylt1,")t dansK'; (3,22)

I o, dcns 0\(K uK/),

ou

4,,,
aQ

2s opdrdteur R)-*," et Rs,,, sorrt introduits dqns le il.emrne (2.7^.). p'a,r ddfinition de

la fonction LA'^*un)$ " 
s'annule sur 0 e, de sorte que Ia fonction 'v, s'anrnttle sur

LIK'). En util{isant cette fonction dans (3.14), oin voit que

r- r
lll0,ytt1)1,!ll!,pr = | C- | wail(" - u1).s'adv"d x

,(€K.K/ J K

r
+ | (/ -i,Xx)v.(x)drJx 

r
+ | ffh +Aur.)(x')u"(x)rlx).

Jx

Ah
qul

dl

l'ind,ga.ltt6 de C anchy - Schw arz, ceci implique

!^
llll,*ttflg! ll'r, 1"1 

< I f t, - u1 |s, (K) 
| 
v, ls, ir,;

keK,kt

+ I lf - fnll * rrtllv "ll 
*r*t
+llfn + Aq,I l,r,11.; l Iv, I l1'111).

alors (31.15) ainsi quel'in6,galit6, inverse sttivante, anatlogue d (3.20),

1

llll,ruill 11,1,1 S cllll,*ufll;! ll *u),
i. entrqtne

upflll,slS ,, I n"i(lu- u6ls,1r.; +hrllf - .fi,lly,e<1+ hitllJr + Ar,r1lis,11;).

keK'kl

:
t en mulnpliant par h!, en utilisant (3.21). Finalem:"ent, on peut noter

Lorsque e pqrcourt e[, les 6l6,ments k prd.a4dents sont soif tigaus: d K soit d'gaux

6ment K' qui partage e svec K, d'oi le rtsultat d'aprds la &ifinition de w*.
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SiL'on. somnre K le: carrd deL'int6,grale (3.17), onvdrifie que Ia quant'itri

M6moi:re cle Mastdre

tf nil*
K€r7

ntation a posteriori optimale au sens de Ia Ddfinitfo,n (3.1..t3.1'.1. En outre
I"estimation 1i3.6)

meintenantle probldme (2.1) pour des donndes f darc,L"(O) et g darll

sur 0t7, etLe probldme discret (2,5) associ6,. Les deimoruv'utioru darls ce

. 7 3 l, on a la majoration d' erreur

'1s1 
s rtf (n? +tf*ilf - fnlll,r*r))* + c'lls - ifngllui?n). (3'23)

Ket*

9. Drapr6,s [5, chap I, Th4ordme .2.1.9] . il existe une ifonction w de

-- ifn sur ?dt etvfirufiont

llwl la'rnr S clls - ifngll"*rrnt.

la fonction rr - uy, - w appartient d H;(n) et on dd.duit cle la propri4td,

forme a(.,.',1que

cas diff4rent peu de cellw dans le cos de condition aux lintita homogdnes, On peut

en effet tTue les 6quo;"tions (3.9) et (3.14) sont encore valablr-s alans ,:e cas .Par

suite, on tra
I'€;noncd, qui
1..51.

enccne avec la famille d'indicateurs q p,K e r 6 d dfinis rlrL (3. 1 1. ). Dans

it, on utilise i!.'opdrateur ifn introduit [5, chap X" Slection L et: Corillaire

Tt16orbme

Lz(n) etta
It.3. On sup)Dosell. donn&, f du problime [5, chap X" equa ,l'12] tlans

ni.6,e g dans H;Qil continue sur 0{7. Alors, pourleprobldme tlis*et [5,

fourniit une
lr-s: rlx

Ott

HiPnt

chapX, equtt

lliu - ur,ll

Dt!
H''(n) 6,gal d

Par
d'eillipticit€ cle

On en ddduit

t3.24)

. (3.2s)llu-un-wllsrqs2l<c
a(u - u1r- t/t'rv)

SUP -----
veulln) llvllsrlnl

on utilise I'r (i3.9) et Iu m\mu arguments que dans lat ddtnorlr;tratiott du Tk6.o-

rime (3.2.L,7 pour majorer a(u-un,v). On a d,galement

la(w, v)l < lwls'1s;lvln,(nt.

avec (i1.23) mdne d l'atimation

-- w I l6'1sr; 5 r( I (n| + nIUf - fnlll,r*r))i + | ls - tf ng 
I | 

"+., 
nr.

Lc t.

r' bsultttt cher,:h6, gr dce d. l' ind galitd, tr iangutair e

llu - ullls'1nt 5 llu - u7,- wll6'1n1 + llwlls'1s11,

ce quicombii,

combin6,e une qvec (3.23).
La mai de c:haque indicateur r:1* s'ffictue scactement comme da;.ns tl"a dd,mons'

trtttion du (3.2."1".t1), on obtient donc Ia m€me estimarlon (3.17 ). En camp 4r ant
(3.17) et (s.
au:. sens de lct

),, on voit que l'on a prouv{,ld aussi une estima'tion a posteriori' optimale

Universitd dle
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3.2.1..1. On veut bien sfir que, dans les deus: utimatittn (3.17) et (3.24)'

Ia
restant
degrd, I

h*ll.f -;llrzlr) soient n|.gligeables por rapport aux indicateurs 'tlv. tout en

s d c:alculet; Piur celq onfait habiruellement l'un des chctix :;uivants pour le

l'approximati'on fy:

I -k- loul : maxk - 2,A" (3.26)

pour |valuer la quantit4,s fn* Au1 et \A*K'.I inl:ervenant dlans chaque qy

probldme liacal, par exemple de type Neumann. Pour tout K dans rh; on

espace de dimensionfinie X(K) de polynimes sur K s'annulant aux sommets

On
rd,soudre

introdu.it

VveX(

onpeul:

G1

que I\

deKet r6,soutle pro,blime
u* dans X(iK) tel que

adrnet une solurton unique uK et, sil'on suppose que lTx,oaae X(K) contient

du type

{,*p,p tTPmaxk-z,t et Rr,"(th"q), qePpl@\e e e[!

ver li.'uttmtttton

crlx 3luxls'1xy 1c'qx (3.28)

fu*fsrir) :3 c,q* se ddmontre en prenlnt v dsns (3.27) 6,5;atl d. uK, tondts

r;-;T;'S lu*|",t*t s'obtient en prensnt v dtrns (3.27^,1 t;ucc.essivement 6'gal

Les quantitds lu6ls,1ry K e r7u forment donc une famille d'l"ndiLalteurs d'erreur

o,ptimale quela i-. O" obtient un rdsultat similaire en rdsolvant du probldma

cux io;ns v* et vu iinioiluiiu en (3.1S) et (3.22), respectivemcrnt). Ltn ddduit alors

c1u, it estimatiotts (3.77), et (3.24) restent vraies si l"on rernplace rlx Parde (3.

lu*1"'
tout
de Locaux, associ& d tous les 6l6ments K de r7. toutefois le support cle chaque

esit wK.

Juin 2015 tln,iversiitd de Guelma



.Mdmoire de MasttdreDahmoun

tlniversit6 Juin 2015 I\dadhdmatiques



fls
Aliors les

La

Conclusion

da rdsultat 7 etraultat 2 quel'erreur est equivalente dln quantitC (I*.', ,?)' '

ions qup nous avotts fitablit sont parfaitement optimalns'

,,tiiatlon at lom.le. Alors on wut penser que r1K fournit une bonne

de l,erneur locale, ainsiun outil effrmce pour adaptanon dn maillage.
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