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Résumeé

Dans ce mémoire nous traiterons deux mécanismes permettant de détermin
d’un centre dans le probléme centre-foyer. Nous verrons d’abord la méthode

Celle-ci demande | ‘existence de courbes algébriques invariantes avec lesque

construire un facteur intégrant ou une intégrale premiére ce qui implique l'ex
centre. Puis, la deuxieme méthode étudiers la réversibilité analytique, elle

tout systéme analytiquement reversible admet un centre :

1er existence

de Darboux,

lles on peut
istence d’un

affirme que




0.1 Introduction

L’étude d’un systeme d’équations différentielles non-linéaires commence généralement par
la recherche des points singuliers et ay voisinage de chaque point singulier, nous étudions
normalement le linéarisé dy systéme d’équations différentielles, Ainsi, en regardant les

valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme

X = (P(.‘Z‘, ?J),Q(-’L‘, y))

€N un point singulier (z,, Y0), ot P et ( sont des fonctions polynomiales ou simplement
analytiques sur [/ e R?, nous pouvons conclure sur la nature d'up point singulier pour le
systéme linéaire associé, Cette information nous donne généralement beaucoup d’indices
sur la nature d’un point singulier. Cependant, Ia présence d’un centre pour le linéarisé
d’un systéme & un point singulier n’implique pas nécessairement lg, présence d’un centre
pour le systéme non-linéaire a ce méme point,.
Dans ce mémoire, nous traiterons le probléme centre-foyer. Fn fait, ce probléme étudie
le type d’un point singulier monodromique non dégénéré dans un systéme d/équations

différentielles non-linéaires
T = P(z,y),

y= Q(Z’, y)7
o P, Q sont des fonctions polynomiales {ou encore analytiques). Un point| singulier
est non-dégénéré et monodromique si le systéme linéaire associé a un centre & ce point
singulier. La question principale du probléme centre foyer est :
« Sous quelles conditions pouvons-nous conclure qu’un point singulier mo-
nodromique non dégénéré est un centre ou un foyer pour ce systéme non-
linéaire 7»
Notre mémoire comporte trois chapitres.
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions générales. Nous commencgons

par définir le systéme différentiel linéaire, les points critiques et le systéme linéairisé d’un




systéme non linéaire ay voisinage d'un point d’équilibre, En suite nous int

roduisons la

classification des oints d’équilibres uis on fait une introduction au robléme centre-
p y P

foyer et le théoreme de Hartman-Grobman qui comporte la structure qualitative des

trajectoires entre les deux systémes non linéaire et linéarisé.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie deux mécanismes de résolution du prok

léme centre-

foyer, on commence par la méthode de Darboux, en suite la réversibilité analytique.

Enfin, dans le dernier chapitre, on fait une application de la méthode de darboux sur le

systéme de Lotka-Volterra et quelques exemples sur la réversibilité analytiqi

e,




Chapitre 1
Notions préliminaires

Définition 1.1 (systéme différentiel linéaire) :

On appelle systéme différentiel linéaire un systéme de la forme :

n
iy = E Qiple;t=1---1
k=1

ou les coefficients a;;, sont des fonctions données de ¢, reélles ou complexes

(1.1)

par extension, On appelle systéme différentiel linéaire non homogéne ou avec second

membre, un systéme de la forme :

i
H— Zaiwk—i—bigi =1-n
k=1
on les b; sont des fonctions données de ¢, on dit alors que (1.1) est un systén
linéaire homogéne, ou sans second membre.
Si Pon considére les ; comme des composantes d’un vecteur z.les systémes
s’écrivent :

X=AXet X=AX+B

ot A est un opérateur linéaire, ayant pour matrice a; et B un vecteur, ]

matrice A dépend de t.

(1.2)

ne différentiel

(1.1) et (1.2)

[n général la,



Définition 1.2(points critiques) :

Soit le systéme non linéaire :
z=f(z),z eER", f(z) e R"
On appelle point critique ou point d’équilibre du systeme (1.3), le point To €

f (.73‘0) == 0.
Définition 1.3 : (point critique hyperbolique) :

(1.3)

R™ tel que :

Si la jacobienne D [ (%0) n’a aucune valeur Propre avec une partie réelle nulle, alore le

point critique est dit hyperbolique.

Un point critique hyperbolique est soit asymptotiquement stable soit instab]
Définition 1.4 : (systeme linéarisé) :

On appelle systéme linéarisé de ( 1.3) au voisinage du point To, le systéme
T =Df (o) z

ou Df (zq) est la jacobienne de f au point zg :

df;i
L {g) = (* To )
( oz, (zo) -
Définition 1.5 :
Soit le systéme non linéajre :
2= 1)
z(0) = z,

(1.4)

otz = z(t) € R et (a, B) Iintervale maximal d’existence de la solution, L’ensemble des

applications :

o :R" - R

définies par :

Dy(z0) = (1, Zo)

6




ol &(t, ) est la solution telle que &(0, z9) = 74 est appelé le flot du systanje différentiel

(1.4)

Définition 1.6 : Un systéme différentiel est dit autonome si f ne dépend pas de t ou

sous la forme
dx i
=t (z)
Définition 1.7 .

Soit le systeme planaire autonome

T = P(z,y),
y = Q(l‘, y)’

ou F,Q sont des polynémes en Z et y. Les solutions (z(t), y(t)) du systémed

(1.5)

(1.5) sont

représentées dans le plan (z,y) par des courbes appelés orbites. Les points dritiques de

ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ge systéme

ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (z, y) s’appelle portrait

et le plan (z,y) est appelé plan de phase.

1.1 Classification des points d’équilibre

Cas des systémes linéaires

Soit donné le systéme différentiel linéaire 3 coéfficients constantes dans R? :

T =Gy + aoy

Y= anx + ayny

qui s’écrit sous la forme

de phase,




avec

[
[

a a N
4 11 Qg X (x ’
a2 ag Y/

telle que ;

det A #£ (.
Le point (0, 0) est le point critique.
Pour étudier le type du point critique (0, 0), il faut établir I'équation caracta

ap; — A
Pi(A) = 11 @12 -0

Q21 agy — A\

et chercher les racines A1, Ag. Les cas suivants peuvent se présenter :
1-Les valeurs propres de A sont reélles :

Si A1 # g, dans ce cas la matrice A diagonalisable,

Nous distingnons deux sous cas :

a) A1, Ao de méme signe :

A1>0,A>0: (0,0) est un noeud impropre instable.

\\ \\; } )f} //
\ s
N | //j //

\ /

\\1\\ .“,/ y {j// )

/}/ X X
7/ \\

/ /f/ \‘\ \\".

Figure.1.1 noeud propre instable.

ristique :




A1<0, X <0 (0,0) est un noeud impropre asymptotiquement stable,

b)A1, Az de sighe opposés : on dit que (0, 0) est un point selle (col) qui est touj

11 13
r'/ ,’f / !‘l\ \
A2 RS
.... /7’,..4”’/, ; \\\“\\,\\\MM
l {o.(o ) I
\\_““\\ g T
Ny | A
4 \ {/

Figure.1.2 point selle (col)

SiA = A deux cas sont possibles :
a)A est diagonalisable :
alors A est en fait diagonale, on dit que (0,0) est un noeud propre.

A=Ay <0, (0, 0) est un noeud bropre asymptotiquement stable.

ours instah




A1 =2y >0, (0, 0) est un noeud propre instable

Figure.1.3 noeud propre instable

b) A est non diagonalisable :
(0,0) est appelé noeud exceptionnel :

asymptotiquement stable sj A=A <0

10




et instable si A1=2>0.

N\
N
[ N—

Figure.1.4 noeud exceptionnel instable

2- Les valeurs propres de A sont complexes :
AL =p+iq, ly =p-—iq
)Sip>0, g£0== (0,0) est un foyer instable.

11




2)Sip<0,g+#0==s (0,0) est un foyer asymptotiquement stable,

Figure. 1.5. Foyer Stable

12




3)8ip=0,g# 0= (0,0) est un centre qui est toujours stable.

_._.._““
P "f‘f‘-‘ ‘\F:‘ %
i : # Gl —-F:. hA"k
f‘g ¢ '“‘x\ ““
[N
f \ l
1 1 ! ;
\\“ ,;‘}{, gl
Y /
.8 " -‘y/‘» y
L TR, (o

Figure. 1.6. Centre

Cas des systémes non linéaires

(Considérons maintenant le systéme non-linéaire :
2= f(z)

I = (:cl,..m,arn]:, f= (fl,...,fn)
Définition 1.8 :

(1.6)

Un point critique zo de (1.6) est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice

A = Df (mo) ont des parties réelles négatives; 1l est appelé source si toutes les valeurs

propres de la matrice A = D f (o) ont des parties réelles positives ; Il est| appelé selle s’il

est hyperbolique et si A = Df (o) a au moins une valeur propre avec yne partie réelle

positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

13




Exemple 1.1 : Soit le systéme

ilsz—mg-l

3.5'2 = 256‘2

Les points critiques sont (1,0),(~1,0).

2.’1}1 *'2(1)2
Df (;’I"Ia 33'2) =
0 2
Le systéme linéarisé en (1,0) est :
20
Df(1,0) =

g 2

Les valeurs propres de la matrice D f(1,0) sont : Aj5 =2 >0, alors (1,0) est june source.

-2 0
0 2

Df(-1,0) =

Les valeurs propres de Ia matrice Df (—1,0) sont : A, = 2 > 0, A1 = =2 < 0, alors

(=1,0) est un point selle.

1.2 Introduction au probléme centre-foyer

Dans cette section, nous introduisons le probléme centre-foyer. Nous discutons egalement

le théoréme de Hartman-Grobman.

Soit I'équation différentielle non-linéaire définie sur un ouvert {7 du plan tel que|

T = P(z,y),
¥=Q(z,y),

14
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o P, @ sont des fonctions polynomiales. Sojt To un point critique monodromique non
dégénéreé ; c’est-a-dire que le systéme linéajre associé a soit un centre ou un foyer faible 3
ce point singulier dans e cas non-dégénéré (les valeurs propres sont différentes de 0). Le
probléme centre-foyer pose Ia question suivante : Sous quelles conditions pouvons-
hous conclure que ce point singulier monodromique est up centre pour ce
Systéme non-linéajre ?
Tout d’abord, choisissons le point singulier, sans perte de généralité, a Porigine. Soit
fz,y) = (P(z,y), @(zr,y)). Le systéme linéarisé associé & Porigine a pour matrice la

matrice A, donnée par D f(0), on

Df(z,y) = (1.8)

SR
g8 e

Le théoréme de Hartman-Grobman nous dira que, dans un voisinage assez petit de Pori-
gine, le systéme aura la méme structure qualitative des trajectoires que le systeme linéa-

risé tant que les valeurs propres de A ne seront pas imaginaires pures,

1.2.1 Le théoréme de Hartman—Grobman

Ce théoréme permet de comprendre Porganisation des trajectoires au voisinage d'un point
singulier. En fait, nous regarderons la partie linéaire du systeme. De facon int nitive, ce
théoréme montre, qu’au voisinage d*un point singulier hyperbolique Zo, le systéme non-
linéaire

&= f(z) (1.9)

a la méme structure qualitative des trajectoires que le systéme linéaire

X =AX (1.10)

avec A = Df (Xo). En termes mathématiques, cela signifie que le systéme non |linéaire

(1.9) est topologiquernent équivalent ay systeme linéaire(1.10) au voisinage de 1'origine.

15




La notion d’équivalence topologique est donné dans les définitions suivantes :
Définition 1.9 :

deux systémes non linéaires

et

définis sur deux cuverts v et v respectivement, sont dits topologiquement équis

(1.11)

(1.12)

valents s’il

existe un homéornorphisme h : u — v tel que h transforme les orbites (les trajectoires)

de (1.11) en celles de ( 1.12) et préserve leurs orientation ¢est, a dire si une traj
(1.11) et orienté de x; vers 3 dans u alors H(z;) est orienté vers [ (x1).

Théoréme 1.1 :{Hartman—Grobrnan) 5

ectoire de

Soit E un ouvert de R™ contenant To, f € C! (E), ®, le flot assosié & 4 — f(x)

si Tg est un point critique hyperbolique de (1), alors il existe un voisinage de ce point Z

dans lequel le systéme

&= f(z)

est topologiquement équivalant & son linéarisé

i‘=A.’L', tq A=Df(.’L‘())

d’une autre explication, cela signifie que :

Un point selle, foyer et noeud pour le linéarisé resteront un selle, foyer et noend pour le

non linéaire.
Pour le centre on ne peut rien dire, il peut étre centre pour le non linéaire com

devenir foyer et c’est le probléme de centre-fover !
Y ik

16
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Exemple 1.2 :

Soit le systéme non linéaire :

on a (0,0) est un point critique.

le systéme linéarisé s’écrit

Df(z,y)

Df(0,0)

T=y—zx

y=—z-3

Les valeurs propres de D f(0,0) sont A, =

(1.13)

—322 1
—1  —gy?
0 1

-1 0

(1.14)

i, Ay = —i alors (0,0) est un| point non

hyperbolique, il est centre stable pour le systéme (1.14) pour le systéme (1.13) on ne

peut rien dire.

17




Chapitre 2

Mécanismes de résolution du

pProbléme centre foyer

2.1 La méthode de darboux

Un systéme polynémial est un systéme diffirentiel de la forme

& =% = P(z,y)
ZJ:% =Q(xay)

ot P, sont des polynémes en ..
Définition 2.1 :

Une courbe algébrique est I'ensemble des points (z,y) € C?tels que F(z,y)
est un polynoéme de Cfz, y].
En travaillant avec le systéme (2.1), nous donnons la définition d’une courbe
invariante sous le flot d’un champ de vecteurs.

Remarquons que (2.1) est aussi défini pour z,y € C.

18

(2.1)

=0,ou F

algébrique




2.1.1 Les courbes algébriques invariantes

Définition 2.2 .
Soit F € Clz, 3] une fonction non identiquement nulle. La courbe algébrique F(x,y) = 0

est une courbe algébrique invariante dy systéme (2.1) si pour un polynéme K ¢ ¢ [z, y]

on a :
) F _8F _
= F == P“ —_— j:” 3
Fe=X o T @ By K(z,y)F(z,y)

Le polynéme k est appelé le cofacteur de la courbe algébrique invariante F(a,9) =0. On
note que si le systéme polynémial a un degré m le cofacteur k a un degré m |~ 1 ay plus.
Proposition 2.1 :
Pour le systeme réel (2.1), F(z, ¥) = 0 est une courbe algébrique invariante avec le

cofacteur K si et seulement si F est une courbe algébrique invariante avec e cofacteur

K .

Lemme 2.1 ;
Soient F, G ¢ Clz.yl, on Suppose que F' et G sont premiers dans Panneaux Clz,y], alors
pour un systéme polynémial (21) F- G =0 est une courbe algébrique invariante avec le
cofacteur Kpg si et seulement si F' = ( et (7 = 0 sont des courbes algébriques invariantes
avee le Cof&&@UJr Kp=0et Kg=0 respectivement et K Fe = Kp+ Kg.
Nous introduisons 1a méthode de Darboux. Nous nous intéressons au role des dourbes al-
gébriques invariantes dans la construction d’intégrales premieres et de facteurs Intégrants
de type de Darboux, qui sont, par définition, des fonctions qui s’expriment domme un
produit de puissances de polynémes £} tel que Fi(z,y) = 0 est une courbe algébrique

invariante,

2.1.2 Intégrale premiére

Définition 2.3 :
Une intégrale premiére d’'un systéme est une fonction non constante qui est constante sur

toutes les trajectoires de ce systéme.

19




rence pour la nourriture (terme —cy).
3.1.1 Application au systéme de Lotka-Volterra
Soit le systéme de Lotka-volterra (3.1), il s’écrit

& = —z(by — a)
y=y(~c+dz)

(3.2)

Il est possiple de trouver des droites invariantes pour le systéme. On devine que les droites

=0, y = 0 sont des droites invariantes de ce systéme. Nous pouvons écrir

Fi(z,y)=y

FQ(:E) y) = -

[¢°)

Nous pouvons vérifier que ces droites sont effectivement invariante, en écrivant

Fi=g= Y(—c+dz) = ALK,

Fy=—i=—z(a—by) = KK,
Nous obtenons les cofacteurs
Ky = (——C + d.’l?)

Ky = (a - by).

Nous sommes maintenant rendus a I'étape de trouver un facteur intégrant c
exemple il n’est pas facile de trouver une intégrale premiére. Pour trouver
intégrant on applique la proposition (2.4).
On a

M= ﬁﬁ;""
=1

33
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et
m
D ki + din(P, Q) =0
i=1
Alors
Cl!lkl + (1‘2]{,‘2 ~+ dZ'U(R Q) =

o (—c + dz) + aa(a — by) + % < %g =0
ai(~c+dz) + az(a —by) + (—c + dz) + (a — by) = 0

Comme (—c¢+ dz) # 0 et (a — by) # 0, alors
a1 +1=0
ay+1=0

V] = g = —1.

d’on

Done, le facteur intégrant est donnée par

m
, - 1
M=]]Fe = peopes = (—z) Ty l= -

i=1 zy

On peut alors calculer I'intégrale premiere [ telle que

H@y) = [ Me)Peyy+ 1)
= -/m—z(a — by)dy + h(z)
= —/a—ybydy+h(x)

= /—§+bdy+h(x)
= by—alny+ n(z).

34




On cherche la fonction h(z) par la relation

OH
0x

= W) =dz-clnz

= H(z,y) =dz — clnz +by —alny.

D’apres la méthode de Darbaux H est une intégrale premisre dy systéme (3.1). Nous

pouvons conclure que Porigine est un centre.

35
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Figure 3.1 ; Trajectoires de lotka-volterra avec a = b — c=d=1

3.2 Exemples sur Ia réversibilité

Exemple 3.1 :

Soit le systéme

T=y+a?_y2

Y=—z—2zy

Le linéarisé du systéme (3.3) & Porigine est

(3.3)

Nous avons deux valeurs propres imaginaires pures, ¢ et —4. Nous sommes en présence

d’un centre & Porigine pour le systéme (3.3). Alors nous posons la question fondamentale

36




du probléme centre-foyer : sommes-nous en présence d’un centre ou d’un foyer faible a

Iorigine pour ce systéme non-linéaire ?

On vérifie la possibilité d’avoir une réversibilité analytique. Si nous arrivons

a montrer

que le systéme (3.3) est temporellement réversible par rapport & un des axes, alors nous

aurons un centre & l'origine,
Montrons que (3.3) est temporellement réversible par rapport & l’axe des y.

Pour ce faire, nous n’avons qu’a remplacer  par —z dans 4 et ¥ en (2.6).

’
| P(-2,y) =3 lo=—2= Yy + 2% — y? = P(z,y)
Q=2,y) = § 1pm_,= —(~z - 2zy) = —Q(z,y)

Nous voyons alors que le systéme est temporellement réversible par rapport a
donc que Porigine est un centre,
Exemple 3.2 :
Soit le systéme
E=zy+y 4y

=232z

l'axe y et

(3.4)

Nous avons deux valeurs propres imaginaires pures, ¢ et —i. Nous sommes alars en pre-

sence d’un centre § Porigine pour le systéme (3.4). Alors si nous montrons que le systéme

(3.4) est temporellement réversible par rapport & un des axes, nous aurons ur
Porigine.

Pour ce faire, nous n’avons qu’a remplacer y par —y dans % ef g en (2.7).

Plz,—y) =z ly=—y=—zy — % — g = —P(z,y)
Qe —y) =g, =a¥y? 5= Q(z,y)

Nous voyons que le systéme est temporellement réversible par rapport & Paxe

que l'origine est un centre.
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Conclution

Dans ce mémoire, nous avons étudié le probléme centre-foyer qui étudie le type d’un

point singulier monodromique dans un systéme d’équations différentielles non-linéaire

z = P(z,y)
Y= Q(CL‘, y)

ou P, () sont des fonctions polynomiales.

Nous avons traité deux méthodes, la méthode de Darboux qui nous donne un moyen

de trouver une intégrale premiére d’un champ de vecteurs polynomial en utilisant les

courbes algébriques invariantes et leurs cofacteurs respectifs ce qui implique
d’un centre. En suite, la méthode de réversibilité analytique qui permet de c
la présence d’un centre au point singulier monodromique dans un systéme adr

réversibilité analytique.

38

Iexistence
onclure sur

nettant une




Bibliographie

[1] SOPHIE LAURIN , Le Probléme centre-foyer et application, Sophie Laur in, 2011.

[2] VALERY G. ROMANOVSKI DOUGLAS S. SHAFER, The Center and Cyclicity
Problems : A Computational Algebra Approach.

[3] S.BADI, Cours de licence 3¢ année, cours de P,G,Introduction aux systeme dyna-
mique.
[4] S.BADI, Cours de 17 année Master, Introduction aux systéme dynamique et EDO.

[5] DANIEL ZWILLIN GER, Handbook of Differential Equations 3rd edition, Academic
Press, 1997.

[6] Cours EDO1 Master.

39




