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O.1 frrtroduction

L'6tude d'un sysbdme d'6quations diff6rentielres non-rin6aires commence 
96.,

:::::T..::- :*risinguriers 
er au voisinage de chaque poinr sinsurier,

normalemerrt Ie [in6aris6 du systdme d,6quations diff6rentieires. Ainsi, enr

'aleurs 
propres de la nratrice jambienne du systdme

*: lnp,yj,e(*,y))

en un point;singurier (rs,go), ori p et e sont des fonctions polynomiares ouanalytiques siur [/ € lRz, nous pouvons conclure sur Ia nature d,un point sisystdme lin6elire arssoci6. cette information nous donne g6n.rarement

::_ti:i:"re 
d'unL poinr singutier. Cependant, la pr6sence c[,un centr<." pour;il";";

pour le systdrne non_lin6aire d ce m6me point.
Dans ce m.rnoire, nous traiterons Ie probranre ceatre-foyer. JUrr
Ie ty'e d'un point singurier monodromique non d6g6n6r6 dans
diff6rentielles non-lin6aires 

t
) i: p(*,y),

I o : e(,,a),
o* P' Q sont des fonctions polynomiare {ou e,,core ana}yhique). u* poir
erst non-d6g6n(rr6 et nronodrcrmique si re systdme lin6aire associ* a un cenil,r*singulier. La question principale du probldme centre foyer est :

"^::::.T*t,o 
*,::t:ions pouvons-uous eoncture qu,un point siing;unodromique rnon d6g6n6r6 est un centre ou un foyer pour ce

lin6aire ?>>

Notre m6moire cornporte trois chapitres.
Dans Ie premie. chapitre, nous rappelons quelques notions g.niirales. Nous
per'r d*finir le systdmerdiff6rentier lin6aire, les points critiques et re systdmer r

fait, ce

un syst6:me

alement par

6tudions

iinplement

pour Ie

d'indices

lin6a,ris6

tun centre

6tudie

6rquations

singulier

ce point

les

is6 d'un
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t:f-:T non lin,€aire au voisinage d'un point d,€quitibre, En suire now
+mpsmoation des points d'6quilibres, puis on fait une int.oduction au pvuvvrv,lr itru !*tF * le th6ordrne de Ha,rtman-Grobman qui comporte ra structure
mapectoires entne les derrx systdmes non lindaire et lin6aris6.

3r1" 
* deuxidrne c.hapitre, on 6tudie deux m€canismes de r€sorution du,____"-v.. sq f

}"fr, 
o: commenoe par ra m6thode de Darboux, en suite ra rerrcrsibilit6

E"{t' dtans le de'rnier ctrapitre, on fait une application de la m€thode tle
surfcme de Lotrftr-vorterra et quelques er<empres sur la r6vensibilit6



Shnpit;re 1

LT 2 o tl. . o

r\r of, rons pretrmlnarres

D$ffnfition L.l (rystdme diff6rentiel lin€aire] :

Orf appelle systrlme diff6rentiel lin6aire un systdme de la forme :

rL. s-\:Di: ,Latn:xniL 
: L' ' 'TL

k:7

f,. s-\h: La*rx*bi;i:1."n
k:L

Or)lles &; sont des fonctions donn6es de f, on dit alors que (1.1) est un

$npaire homog€:ne, ou sans second membre.

$i f'on mnsidOre les ri comme des composantes d'un vecteur r.les systdmes

s'dbrirrent :

X:AX et*: AX+B

lindaire, ayant pour matrie &x et B un vecteur,

(1.1) et (



D4fin:ition L.2fpoints critiques) :

Soiit le systdme rnon lin6aire :

r: f (*),r €R',,f (r) e R,.

on appe'e point critique ou point d'6quilibre du systdme (1.3) , re point 16
,f (16) == g.

Ddffnition 1.8 : (point critique hyperbolique) :

si la jar:obienne D/ ("o) ,r'u aucune valeur propre avec une partie r6e[e
poiut critique est dit hyperbolique.

un poinit critique hyperborique est soit asymptotiquement stable soit instD€ftnition .1.4 : (systdme lin6aris6) :

on appedle systdnre lin.arise de {1.8) au voisinage du point ,16, Ie qrstdme

: Df (rr),

ou Of (c6) est Ia jacobienne de / au point 16 :

Df(ro)' (7fi' '\: 
\ae \*o)) 

*=*
D6ftnition L,,E :

Soit le systdme non. lin6aire :

I u:t(*)
I z(0) : rs

of r : r(rl) e R'et {o, fi) I'inte*are macimar d,existence de Ia sorution.
appllcations :

d6finies par :

O1 : R" --+ lR^

iDr(zo) : 1p(f, ca)

(1.3)

iR'tel qug:

alore fe

(1.4)

des



)

to ro) est ler solution telle que O(e ro) : rs est appel6 Ie ffot du

1.6 : Un systdme difi6rentiel est dit auronome si / ne

do

71 
: f@)

la forme

Soit] Ie epystdrne p,tanaire autonome

C.P 4"u nyst&nes lin6aires
Soit Ie svstdrne diff'rentiel lin€aire ri co€fficients oonstantes dans Rz :

| 't:arfi*anU
| ,* {bzr&+eny

qui el eous la fo.rrne

X:AX,

oi
(r.

l

il

I r: P(*'u)'

I o: e@,il,

:l I,O 
-:* des polyndmes en ,, et y. Le sotutions {r(r), y(r)} du sysrdm

::O'T::'* 
dans le plan (c, u) par des courbee appet6s orbires. Les points

ce Fyfenrc sont des sorutions constantes et Ia figure compldte des orbites de

"insi bu* oes points critiques repr6sent6s dans Ie plan (r, gr) s,appelle portrai
et [e 

flanr 
(x,y) es1; appel6 plan de phase.

t'[ ] fflaEsirieation des points d'Gquifibre

(1.5)



avec

o:(;":;),* :a)
telle qure :

det A 10.
Le point (0,0) esb le point critique.
Pour 6t'dier Ie t1'pe du point critique (0,0), 

' 
faut .tabrir ltquation

I

llPa()):Iott-'l atz 
l:oI az, orr-AI

et cherclter les racines :i1 , )2. Les cas suirrants peuvent se pr*senter :1-Les wfieurs propres de ,4 sont re6lles :
Si .\1 I ),2, dans ce ca,s la matrice ,4 diagonalisable.
Norns disl;ingnons cleux sous cas :
a) ,\r,lz ,Ce rn€me signe :

,\1 ,' 0,lz > 0 : (0,0) est un noeud impropre instable.

Figure.1.1 noeud propre instable.



'11 ( 0, iz '< 0 : (0, r0) est u' 
'oeud inrpropre as,,mptotiqu*:rent stabre.h))1' )? de rsig:ne o14ros6s : on dit que (0,0) est un point sere (cor) qui est toui

r'" '"'-"'f{
Figure.1.2 point selle (col)

,Si .11 .: .tr2 : dr:ur cas sont possibles :

a,t/ est cliagonalirsatrle :

alols ,,1 est en fait cliag;on,ale, on dit que (0,0) est un noeud pr:o,pre.
i\l .- )ie < 0, (0,0) est un noeud propre asymptotiquenrent sta,ble.

instaQle



.41 ,: ), > 0, (0,0) r;sb un noeud propre i'stable

Figure.l.3 noeud propre instable

b) ,4 est nonr diqSonahisable :
(0,0) est apperl6 noeud o<ceptionnel :

iasymlrtotiquement stable si )1 : )z < 0

10



et instable si .\, : .Az ) 0.

Figure. 1.4 noeud, exceptionnel instahle

?- Les valeuirs proprers de.4 sont camplexes :
)'t =- ,p * iq, ),2.: I, -- iq
l)Si p, > 0, q f 0 =+ (0, 0) est un foyer instable.

i1



2)si p < 0' q I 0 ===+ (0,0) est un foyer asymptotiquement stabre.

Figure. 1.5. Fo;.rer Stable

12



3)SiP:0,qf()

Cas des sYst

Consid6rons

fi : (ru... ,xin

D6ftnition 1.

Un point critii

A: Dl @o)

propres de la

est hyperbolirl

positive et au.

(0,0) est un centre qui est toujours stable'

Figure. 1.6. Centre

non lin6aires

le systdme non-Iin6aire :

*: f (n)

(fr,"',f.)

rs de (1.6) est appel6 puits si toutes les valeurs

des parties r6elles n6gatives; Il est atrrpel6 source si

ie,e A: Df {ro} ont des parties r€elles pmitives; [l

et si A : Df (ro) . au moins une valeur propre avec

une valeur propre avec une partie ir6elle n6gative'

13

(1,6)

de la matrice

les valeurs

appel6 selle rs'il

partie r&:lle



UcR2:

(1.7)

Ie syst0me

-1

-2", \
I2/

0\
I2/

,2:2>0,alors(1,0)

0\
I2l

:.\1 :2>0,)1 :

I r': t?- *3

I i': z*'

s sont (1,0), (-1,0).

Df (nurr): ( z',

\0
i err (1,0) est :

Df (r,ol: ( ,
\0

de la matrice Df (1,0) sont : .\1

Df (*1,01: ( -'
\0

de la matricr Df (-1,0) sont
propres

fntrod ction au probldme centre_foyer

section, introduisons le probldme centre_foyer. Nous discutons

ielle non-lin6aire d6finie sur un ouvert U du plan tel q

| * : p(r,y),

I ,; : e@,a),

14

points critiq

Los

(-1,

Irz

Dans

) est un poirrt

de

Sbirt l' ton

le



,^-i:^1*l:: ::'foncrions 
poly,rromiares. Soir zo un poinr; cajrjqusLrrLlque .rnoll()

1.-j:-..::."::-u 1o" 
que le systdme lin6aire associ6 a soit un cenrre ou un

::,::t.5ulier 
dans Ie cas non_d6g6n6r6 ( les valeurs propres sont cliprobldme entre-:lo]rer pme Ia question suivante ; sous qu,elles conditnous concrure q{e ce point singurier monodromiqure estsystdme norn-lindhire ?

Tout d'abonr, choigissons Ie point si'gurier, sarx perte de g6n6rarit6, a, r[,cr!(*,y) - (rr(*,g),e(r,g)).L" systdme lin6aris6 associ6 d, l,origine a pourmatrice A, donnde par D/(0), ori

faP
Of (r,t: 

( #
Le th6ordme de Hart[nan_Grobmarr nous dira que, dans un . . .

sine, te svstdme aura ra m6me .trr"t*" o;;;;: ,::I'.*^'""t* 
e6sez p€

nica +-_+ ^_-, r ., 

r ro rrrcrfle srructure qualitative des trajectoires que le sys-----"" Yuris6 tant que l,es vaileprs propres de.4 ne seront ",o",*^^,-"-.: seront pas imaginanes pures.

L.2.1 Le rhh6orEme de llartman_Grobman
ce th6ordme permet dle mmprendre l'organisation des trajectoi:res au voisinage

::T:i 
En f;ritr n'{s regarderons la parbie lin6aire du svsbd:me. De fason ir, _-,--_. s!, raluth.ordme montre, qu'f,u voisinage d,un point singurier hyperborique rs, Ielin6aire

i: f (r)
a la m€me structure qrpalitative des trajectoires que le systdme lin6aire

K:AX

avec L : Df(Xil. En termes math6matiques, cela signifie eue, le systdme non(1'9) est topologiquern$nt 6quiralent au systdme lin€aire(r.r0) au voisinage de I

#)

15

non

faible d

de 0). Le

pouvons_

POllf rOe

igine. Sc,it

matrice .la

(1.8)

t de l'cri,-

lin6a-

ve, ce

non-

(1.s)

(1.10)



I

pa notion a'er,ri.{r*nce topologique est donn6 da,ns res d6finitions suirnante
D6fnition 1.e:

derf srstcmes nf tineai."* ,

:f(*)
sr

,.. f, 
i: s(x)

d6fi1ris sur de,x c,u|'errts u et a respectivement, sont dits toporogiquement 6qr
*"1. 'n hom60r h : u -- u ter que h transforme le orbite (res r

4e (f ttl en ellesr cfe (t'rz) et pr6serve leurs orientation c,est d dire si une tr

f_t1) 
et orient. delcr vers c2 dans z alors H(*r)est orient. vers f/(r1).

Th6[rCnre t.f :rflfiarturan-Grobman) :

:*- r 
un ouvert uin- contenant no, f €cr (E'), .u1 le flot assosi. d, i : f (

sl o6 est un point clitiuue hyperbolique de (1), arors il eciste un voisinage de
dans lequel Ie srstele

est tlotosrq**"ulequi\ialant d son lin€aris€

i : Ar, tq A: Df (ro)

d'r5ne autre expli**t|", cela signifie que :

ua oJt* selle, fo,'e'r 
!t noeud pour le lin6aris6 resteront un selle, fo;rer et noer

no{l Uf6aire.

P"i" tt centre on ne 
feut 

rien dire, il peut €tre centre pour Ie non lin€aire com:
U*"]r foyer et c'est le probldme de centr+foyer !

16

I

I

(1. r1)

(1.12)

valents s'il

jectoirm)

point a6



Flxiemple "l..2! :

lloiil le systrlm.e non lin6aire :

on ,zr (0,0) erst unL poi:nt critique.

ler s;rsf$1ns lin6,arirs6 r;'6crit

": (-', ;)-'

{ ;::.
L<xi ';raleurs propres rte D/(0,0) sont ir : r, iz : _f alelrs {0,0,) <;st ru:r

Jrllrerbolique' i.[ erst centre st;abre pour Ie systdme (1.14) pouLr le sl,st0rne (
peut rien dire.

It':u-"
I o: -r-Bas

DfG,a): l-t* t 
I

l- -t --s" )

Df(0,0): (: ;)

17

(1.13)

(1 . 1,1)

proint nc,n

,13) on rLe



I

I

?.

Un

ori

une

est

E4t

_t

hapit

ecanl mes de r6solution du
e centre foyer

hode de darboux

est un systdme diffirentiel de la forrne

l*:#:P@,a)
I ,: #:e@,v)

est l'ensemble des points (r,y) e C2,tels que ,F,(r,y)

systdme (2.1), nous donnons la d6finition d,une courbe
dtun champ de vecteurs.

uons que (ll. ) est aussi defini pour c, y € C.

polyndme d,e vI.
avec

sous le

18

(2.1)

= 0, ot.F

ilg6brique



2"1.1, l_,es rcourbes algdbriques inrariantesr
D6ffn:itiorr 2.2 :

soit F € c'lr,g] une fonction non iclentiquement nulle. La crrurbe arSg*briest une courrbe eulgdbrique invariante du syst€me (2.I) si p()ur un polwiaona:

F : xF : PK * oX : K(r,y)w(c,y).

Le polyndme & est apper6le cofacteur de la courbe arg.briq,e invari, rq wuruu a,rteDrrqrJe mvariante.F,(
note que si Jie sysrdrne poryn.miar a un crqg,r6 nt re cofa.<:teur ib a trn *es,a w
Proposritio:n 2.1 :

Pour le systdme r6el (2'i), F(r,y): 0 est une courbe arg6brique inva:ricofacteur K si et seulement si Fest ur
T . 

.uru*r'rlr, sr r esf, une courbe alg6brique inriariante avec

Lemme 2.1 :

soierrt F, G e' c{r,uJ, on suppose que F et G sont premiers erans l,annr:aux (pour un syst.rme ponyn.mial (2.1) F.G : 0 est une courbe arrg6brique invaricofacteur Kps sieb seulement si F: 0 et G: 0 sont des courbes alg6brique,s
avec le ccfactrsur A:F : A et Kc: 0 respectivement et Kps __ Kp * Kc.
Nous intr'oduisons]a m6thode de Darborx. Nous nous int6resrJcrns au r6le desg6briques in'ariant,:s dans la construction d,int6grares premidres et de fa,cteursde ty'e de Deurboux, qui sont, par d6finition, des fonctions <;rti s,exprimenl;produit dr: puissanr:es de polynOmes 4 tel que fi(r,{) : 1est une courberinvariante,

2.1.2 Int€rgralle premidre

D6finition 2.tf :

une int6grale premitre d'un syst€me est *ne fo*ction non consta*te q*i estloutes les trajectoires de ce syst6me.

19

F(r, y) : g

I{ e Cfr,yl

,Y):0. On

a un degr6 ra I au plus.

avec le

cofacteur

r,yj, alors

avec le

variantes

al-

nt6grants



renc€ pour la nourriture (terme _cV).

8'L't Applir:ation au systdme de Lotka-vorr;erra

Soit le systdme de Lotka-volterra (3.1), iI s€crit

| 't 
: -r(by - a)

I l: v(-c+d,r)

Il est possiple de trouver des droites in'ariantes pour le systr)mer. on deviner

u: 0, g:0 sont tles droites in'*ariantes de oe systdme. Ncrus pouvons

F1(r,y) : g

Fz(t,Y): -s:

Nous pouvons v6rilier que ces droites sont effectivement invariante. en 6cri

Fr: tt : y(-c+ dr) : FtKt

Fz: *h : -r(a - by) : FzKz

Nous obtenons les <nfacteurs

K1:(-c+dx)

K2: (a - bv).

Nous sommes maintenant rendus a l'6tape de trouver un facteur int6granl;
exemple il n'est pa* facile de trouver 

'ne int6grarle premidre. pour t
int6grant on applique la propoeition (2.4).

Ona

*:fr.rf,
i:1

33

(3.2)

les droites

dans cet

un facteur



et

I

---.l

I

Alors

arkt *

trr(*c+ dr) +

a1(-c* dr) + a2(a

Cprnme (-c+ dx) #0et (o-by)*

d'orl

Donc, le facteur int6grant est donn6e

M:frFf;' :
d:1

On peut alors calculef l,intdgrale

H(*,y) 

: I
:-'1

I

i
i=l

h*diu(P,e):o

* diu(P,Q) :0

a - by).# nH ==,

by) + (-c+ d,r)+ (o - bu) : o

(ot + l)(-c+ )+(or+I)(a-fu)-o

alors

at*1:0
4z*1:0

=(}2:-1.

Ft' : (-4-t u-t
I

niv

f/ telle que

(r,y)P(r,ildy + h(n)

frA-by)dy+h(a)

ff*+h.(x)
a

;+ bd,u + h(x)

alnu * h(s).
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On cherche la fonetion h(u) par la relation

AH
dr: _MQ

= ir1rt: -MQ
1: 
*u\-c + dx)

-c= -+dr

:+ h(n) = d,s - clnn

=+ H(*,y) - d,c - clnu *by _ a.lny.

D'aprds la m.thode de Darbaux ff est une int6grale premidre du systdmer
pouvons conclure qu,e l,origine est un centre.

AH
N
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3.2 Exernples sur Ia

Er<emple 8.1 :

Soit Ie systCme

Figure 3.1 : Tbajectoires de

{;

U*t2-nz
-x * 2xy

I€ Xinearise du systdrse (g.g) e I'origine

NouF avons detx valeurs propres imrg,

Io:,
I n:-"

d'un centre d lbrigine pour Ie systdme (i.

volterra avec a : b : c : d : I

ilit6

pusr i, et -i. Nous sommes en

). Alors nous posons la question
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du probldme centr*fo;rer : so*rnes-nous err pr*sence d,un c.elrtre ou d,unl'origine pour ce sJrstdme non_lin6aire ?

on v6rifie la possirb'it6 d'avoir une r6versibilit6 analytiqu'. si nous arlque le systdme (B.J) est temporerlement r€versible par rapFrort d un des
aurons un centre d, I'origine.

Montrons que (J.J) est temporelrement r6r,ersibre par rapport d l,axe des 1y.Pour ce faire, nous n'ayons qu'd remptracer,r par -r da*s j: et gi en (2.6).

P(-*,a) : i ts:-..: y + 12 * y2 : p(r,y)
Q{-*, il : y r2:_2;: *(_r _ 2ry) : __et(*, y)

Nous voyons alors que le systdme est temporerement r6versible par rapport
donc que I'origine est un centre.

Exemple 3.2 :

Soit le systdme

! *: na +a3 +a

I O: *sa2_*
Nous avons deux valeurs propres imaginaires pures, i et -i.l$ous sommes
sence d'un centre d,l'cnigine pour re systdme (8.4). Alors si no*s montrons que

.",t,;;;;;;;
I'origine.

Pour ce faire, nous n'avons qud remplacer y par _gr dans i e1; yen (2.2).

(

l 
t'(*,-a) : i ry:-o: -nu - ys - y : -Ir(r,y)

[ ,X", -y) : U 6:_r: rra2 - r: e(r,a)
Nbus voyons que Ie systdme est tenrporeilenrent r6versibre par rapport d l,annr
que I'origine est un centre.
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Dans ce m6moire, nous avons

point singulier monodromique dans

or} P, Q sont des fonctions

Notrs avons trait6 deux m6thodes.

de trouver une intdgrale premidre d
courbes alg6briquee inrariantes et le
d'un aentre. En suite, la mdthode de

la pr€sence d'un ceqtre au point

r6versibilit6 analytique.I

l

Conclution

le probldme centre-foyrr qui 6tudie

systdrne d,6quations dj,f6rentielles

i: P(x,y)

0: Q@,u)

mdthode de Darboux qui nous

champ de vecteurs polynomial en

cofacteurs respectifs a: qui impliq

bilit€ analytique qui perrnet de

monodromique dans un systdme

type d'un

un moJren

ilisant les

I'existence
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