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Rr6sur:rr(i

Le trava,il de ce rrL6moire consiste d la recherche des cycles limites des svs-

r;dmes ,qnadriirl;ique,s lrerturb6s, en utilisant la m6thode de .la mol"ennisation.

r3n rit'urdie tigale:men1; des cycles limites d'un systdrre quadratique perlu.:rb6

lf,ar ,C€xi pol'y.n,5uresi de degr6 n .



fnt;roductiron

lJn probldmr: irnportant da,ns 1'6tude des 6quations diff6rentielles es,rb la
d€te'nination des cyclels limites. une rn6thode classique pour produire des
cvcl:s limites es't de pe.turber un systdme qui possdde un r:entre.

Nous uLtilisons la rn6thode de ra moyennisation du premier .rdre. cette r'6_
thode donne une relation entre les solutions des systdmes cliil'6rentiels p6rio-
diqu'es non autonomes et res sorutions des systdmes diffd*mtiels moyenn6s,
qui sront autonornes- L'id6e de la rndthode de ra moyennis*,tion comme une
tech'ique pour 6tudier re nombre maximum des solutions p6riodiques d.uL

systdme perturbd est apparue au dix-huitidme sidcle. Elle a 6t€ formulee trdsi
clairerm'ent par Lagrange en 17gg. Ainsi, en 1g20 Van der pol a d6velopp6
I'utilisabion de cette m6thode pour res dquations provenant de la th6orie d.es

circuits 6lectroniques. Err 192g Fatou a donn6 la premidre preuve de validit6
asymptotique de cette m6dfu66". En 1g30 Krylov, Bogliub ol.rt Mitrop olsl<y
de l'6cole (Kiev) ,ie mattr6matiques ont suivi ce type de reche*he. Nous ar,p_

pliquonsi cette thdorie aux systdmes quadratiques.

ce m€moire est organ.is6 en 3 chapitres qui se pr€sentent comme suit :

Le c.hapitre 1 est .onsacr'€r aux notions g6n6rales sur les systdrnes dynamiqur:s
et les syst€mes qu.adratiques et rappel sur r6sidu.

Le chapitre 2 est r€serve d, la theorie de la m6thocle cle Ia moyennisation et
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donLn6e deu-x exemples avec les dessins.

Le chrlpitre 3 est consacr6 d, le rech.erche d.es nombres der cycles limites clu

sysl;dmes perturb6es

[ *: -y(1 + n)+ep(r,y)
I s:r(r+r)+ee@,s)

od iD et Q sont des pol5rn6mes de degr6 n, en utilisant la nL6thode de moye'-
nisation de pre:mier ordre. ce travail est valid€ par une partie application
imporl;antes.

L'appen.dice est consacr6 aux calculs de quelques int6grales et r6solutionLs

des systdme linilaires d,: la forme Ar, : b oi A € IrLn,n(lR.), tracer le cy.cles

limibes en utilisa,nt le logiciel Maple 16.



Clhapitre lL

INotions Pr6liminaires

1.:L lntroduct;ion

Dans ,ce chapitre on donne quelques notions g6n6rales et pr6liminaires polr
des systdmes dynamiquLes et les systdmes quadratiques.

L.tl systdmes dynamiques

D€lin:ition 1.2.1 : un, systd.me d,Enamique Lt surlR.", esf u,ne applicati,on p,:

lR x lR'" -+ iR' telle que

It) p(.,r) : IR -+ lR." continue

1.) 1"r(t,.; ' 
tf -+ Rn t:ontinue

:t) ,u(0, r) - r
ltl) p(t* s,c) : p(t,p,(s,r))yt,s € lR.,Vr € jR'.

1.3 Flot d'une 6quation diff6rentielle

D6fiinition 1.3.1 : Soi,t le systdme nan lin*aire auton\,rne

n:: f (r) (1.1)

6
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oit' r € lR' et /(") e IR" on appeile fi,ot d,u systime diffdrentier ('1.t,),

l'en,semble des appl,icati,ons $1: lR,. --f W d,€finies par $s(rs):6(t,xt)) oi),

d(t,ro) est la soluti,on d,e (1.1) teile que g(0,n0) : 0

L.'L point d'6quilibre

D6linition L-4-L : or, appelle poi,nt d,'€qui.li.bre d,u systi,rne (1.r), tout Ttoi,tzt
16 C IRn tel que; /(16) : g.

1.5 Solution p6riodique

D6finjition 1.5.1 ; on, appelle sorution pdriodique toute ,solution s : g(r)
de l'4'q'uation (1.1) telle qu' il eriste un nombre T ulrifiant 6ft +n : oft).
une soluti,on piri,odique de (1.1) correspond, & une orbi,te (courbe) fermEb
danti I'espace d,es phases.

1.6 Lin6arisation

D6finition L.6.1 ; on appelle systime li,niaris€ de (1.1) au uoisinage d,u,

pointl, d'€,quil'ibre xs, le s,,ystime

i: Df (rs)r,

oit Dtf (rs) est Ia jacobi,enne de f au poi,nt *s :

(1.2"1

Dr(rs): (#o,,),.0r., (1"3)
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L.7 Point d'€'quilibre hyperbolique

D6finiti,on t-7.L : si, ta jacobi,enne Df (ro) n'a auc,une aaleur propre a,a,ec

une p,aritie reelle nulle, alors Ie point d'dqui,li,bre est d,it hy,pe:rboli,que.

1.13 portrait de phase

D6lfinition 1.8.1- : Oyt, consid,ire le systlrne planaire

!*:pt*,y)
t i: at,"ri (1.4)

un porbrai,t de phase etit l'ensembres des trajectoires d,*ns l,espace d,e ph,as,e.

En .patt'i,culi,er, pour les systimes autonornes d,,€, quati,ons diff€r.entielles grd,i,_

na'irzs de deur'uariables. Les solutions {r{t),ytt)) du sy;st\me( 1./r) repr6-

senl"ent d,tzns Ie plan {r,y) des courbes appe.l1es orbites. Les poi,nts critiques
d,e c'e systEme sont des soluti,ons constantes et la fi,gure coimplEte d,es orb6t6s

d,e ce systime ainsi que ces points cri,tigues reprdsentent le portrait d,e phase

st, lB: pl,&r,t (roy) est le plan de phase.

1.9t Olassification des points critiques

Soit le systdme dift€rentriel lindaire planaire

i,: Ar (l.b)

ouA=(o"a'rz\
\ azr or, ) ""'une 

ntatrice constante, r : (r1,t2)
le polyrrdnre caractdristi,que est

P()) : l' - (or, + azz) ) I anazz - atz&zt



les valetrrrc propres )1 et )2 de la matrice A sont les racines clu polyn6rne
caractefistique. On se propose de classifier les trajectoires e.n fonction des

valeurs propres )1 et )2 de (1.5). Le comportement d.e ces trajectoires au
voisinaqe du point critique ddtermine le type de point d, 6quilibre repr6sent6
par ce $'int. Il s'agit dl'une crassification topoiogique rocale.

on dist{ngue les diff€rents cas seron res valeurs propres )1 et A2 de la matrice
A

1. )t_$lr, reel d" signe diff6rent

la sirtrgularit6 est un. selle qui est toujours instable.

2. ,\r et .[:z reel de m6me signe

si ,\1 K )2 ( 0, la singularit6 est un noeud stable.

$$$$$$ss
$ &gHB*sB
&S}ST\JBSSS
$Uqr\1.qt)qst3s
$vV$eir+qa=r-ra
Bt1qCq*q+q'q>+,

+'G,.tuGs6686*'SE46R
hs'tuqqFsq
6ft'&KEaS{
B\r$4 4 { R44'\sqK \'Kr$'sq\&t4Kr\\\ s {i

A
4
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*{aa!#4d.aaa&ee
aaaaaaaaaaaa
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sr\!$$bS$$bblssus$$*s5s\\\ss$s\1c5\Jssss$
ClgSt5\iS\ S'$g\rsl\psr\rs $s.ra\xtltl\l\lt ! ss5#\}s}cCa\AB\l b
+-+q+sAH'cv'\c\3 \j

4gaea€e€-u&,4€QG€e8€€€e€e€8A€€€eee
4 g €€€€ee
4 €eeee€e€ €eee4?eeg €€teee{?4{e4-geee€F.ee+

( .\2, la singularit6 est un noeud instable.

: ), la singu,larit6 est un noeud stable

si^>0 il est instable.

3. .\r et Iexe r6elle non nuile.

La

r6el n6gative ou positive respectivement.

est un foyer stable of instable selon le signe de la partie

qqGId-6G'ec

^1 
Ff,q&&6€€

B €866q66
t {sr$eq66e
ttS\Rqq&t tsKsRs$E$$Rr(ss(4tqq\qq\E$

aa
at
If
fr
at
b

ttSFFAaat t FFFAAat fi F FApAa
T F EFAAFAt I AFSAAa
F I FA&AAA

n$|ll id'r{c
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4. .trr et

gq*qaatc*=$c+e+c+
1$\il
5\ro
\1\r{q1\re

folx

$!
t1

S3
\5

qlstqleirSlFlq3
c+€+q+cssslsltS\1

aa.*
F &.FAe

\
!$*> €e€e6E\
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1.10 Cycle limite

1.10.1 : Un cgcle limite est une solution p€riod,ique isol€e, c,est

'iI eri,ste un uoisinage d,e ce cycle od on ne peut pas trouuer une

ferm€e.

1.10.1 L'arnrplitude du cycle limite

d, dire

autre

D6ftn

Ii,mite.

1.11

DGfinit

r.t2 Rappel

Soit M

1.10.2 : ('!'est la aaleur ma,rimale d,e Ia uariable r d,u cycle

1.10.1 Pour un cycle li,mi,te, la somrne d,es indices des paints

I'i,nt€rieur de ce cgcle kmite est igale L.

Systdme quadratique

1.11.[ : Un systEme quadrati,que est d,e la fonne

I l: : o,s i a1r * azg -f a3rg * a4r2 + asyz

I g: bs*hx +bzA lfury*barz +bsU2
(1.6)

des R6sidus

domaine siurplement connexe et soit ?o un chemin ferrn6 de M.

que g est holomorphe dans M sauf aux points singuliers isolds

alors on a

7n

I s@d(:2rif ne' bG),rx)
rfo k:l

t2



-t

MAI 1945-G!TELMA
DEPAmEMETT DE MATHEMATIaSES

Un connexe

Un conrLexe D est un ensemble ouvert de points dans lequel doux
points uelconques peuvent toujours 6tre relids par une corrrbe entidrement

Un simplement connexe

D ans domaine simplement conne,xe deux terles courbes ayant res mdrnes

peuvent toujours €tre d6form€s continument de fagons qme partant
d'une on atteigne I'autre sans jamais quitter le domaine D.

S6rie Launent

or)

Et ryo

I k): r", k _ ,o)i
j=o

ai : :, t , i(?-ae
' 2ni Jr, (( - "ot

a-1 : *trnd,eotto J7o

Ie cercle | " - ro l= ", 0 < r < R, parcouru dans le sens positif.

le th6ordme de Residus d l,int6gralu jta:rh(z) d,z On note que

fn
1,, . 

h (z) dz : 2ri,f ncsinlz;, ap;
J lzl:'L k:r

L.LZ.L Si ze est un po,int critique de f (z), iI est un p6le si

lirn/(z) :ee rytand zlzs

13
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Si zs est un ptle d'ord,re nt p&r'rapport d Ia fonctiorz f t"tlors

.fiids[/( '- 1 "
"),zl: o,-tx "lT,l(' 

- "o)'"./ 
(z;1('--Ll

Dans n"otre c&s' n1,: L,, (un p6le simpte).

Al,dsff (z), zol : lim l(z - zs) f (z)]
z -)zI

1/laa



Ch pitre 2

Th rie de moyennisation

2.r Introduction

des oystdrnes diff€rentiei une technique usuelle pour obtenir un

est rompre le continnum d'orbite p6riodiques en mp6rant toute

reste des solutions ferm6es, qui sont isol6es.

des mdthodes de perturbation des systdmes diff6rentiels, la

de moyennisation (averaging u6thod) parmis I'une des consid6r6

m6thodes de perturbations le plus utiliser.

L',idde de r6duire la recherche des solutions p6riodiques ri celles des points

bien sur sous des conditions les queiles en les r€sume dans le

suivarrt.

SI

systdme

tiel

fais qu'

Un I'im

diff6rentiel avec cycles limites est de consid6rer un systdme diffdrsr-

nomiat de type {:,:'^l:'y,|, ori p er e sont d.es polynomes dI y : v\r,y)
coelfici r6els de degr6 n poss6dant une singularit6 de type centre

("u va le faire dans chapitre 3)

I'objec

15
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2.2 M6thode de moyennisation du premier ordre

On considdre kr systdme diffdrentiel d valeur initiale

suiirant

* : tF'(t,z(*)) + r2R1t,r(t),e), r(0) : 
"r,

(2.r)

Averc :r e D C R', D un domaiue born6, et t ) 0. On supposons que .F (t, r)
et j?(l:, z, e) sont ?-p6riodique en f.

Le sys*dme moyenn6 associde d, un systd.me (2.1) est ddfinie par

a(t) : uf'(y(t)), y(o) : ra, (2.2)

ou

(2.3)

Thiiordme 2.2.t on cons'iddrons Ie systdme (e.1) et supposons que les

font:t'ions uecto,ielles F, R, D,F, DIF et D"R sont conti,mds et born1es par

une constante A{ (i,nd,€iaendant de e ) dans [0,*) x f) atte:c -so { 6 ( €6.

De plus, nous supposons que F et R sont T- p€riod,ique en, t, auec T
indeipend,ent de e.

(a) sz p e D est un poi,rzt si.ngulier d,u systime en nxoyennei (E.E) telle que

det(D,fo(p)) + a, {2-4)

alors pour lul > 0 sufiis'amment peti,t, i,I eriste une solut'i,on T-piriodi,que

r,(t)r dx1 systEme (z.l) telle que r"(t) --+ p quand, e -+ 0.

(D) sr poi'nt s'inguli,er g : p du systdme moyennd (2.2) est hgperboligue

alors pour lal > 0 suffisamment peti,t, Ia solution p6.riod'iq,,,e eorrespond.arfie

T
^1rf"fu): ) | F(s,y)ds.

JJ
o

16
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r"(,t) ----+ p &t syst\m'e (p.1) est un'ique, hyperboli.que et d.e m€me tytrte d,e

stabi,litd que p :

Exennple 2.2.I On (ionsi,di're Ie systdme

[ 'i :e,
t, --n+e(7-r2)y. (2'5)

En coordonndes polaires (r,0) or),:r: r cosl, g : rsin 0, &1)ec

I rr :ri*AA
lr'0 :za-i:y

Ce systime deai,ent

t rT :rlyl+ul-n+e(1 _*\al
| ,tr| : rf_r + e (1 _ 

"\ aJ _ a[y]
donc

t i.: er(L _ 12 cosz 0)sin2 A,

I d : _1 * e cos d(l _ rz cas2 g) sing,
ou rl'une manidre 1qui,aalente

Y - ^^/1 .-2 2

cie 
=' -er(r - ''' cosz d) sin2 g + o(ez)-

De (2..1) on obtient

T
1f1

fu(r) ,: -; I r (1 - ,2 ros? 0)sin2 0 d,0 : s, ?, _ 4) .

0

77
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La

le

e rac,ine positi,l,e d,e fo(r) est r :2. Comme fSj) (2) : r, d,,aprEs

Eme 2.2.r il suit que te svstltne (E.s) pour vt)t'Jmr:arnment peut,

corrlrrre (#\ (2): t ) 0, ce cycre km,ite est i.nstabre.\dr 'l "

DEPAmEMENT DE MATHEMATTous

(2.6)

: rcos0,

g'n cycle li'mitr: qui' tend uers de Yorbite piri,od,i,que d,e myon z d,u

q non perturb€ (2.5) auec s:0.

//"//,t,*n
f / / / ./ r"t

f f | / lt

2.2.2 On Consid,ire le systEme

En le systime,(2.6) en coordonn1es pola,ires (r,0') ori r
u ::r 0, auen

i.-t\
I{

{;

I rf :ri+'AU
l t'0 :rA-iA

sEtr

!

\ \

\
I

\

\
\

\
'l

'I
1I

It

i\

\
litt

"ft*

:t, I r,4 t ! Ir./.1 "r' "/ f
-*r"/./ /./
s/* -d-./ ./ /
€re la an y'

18
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: r la -, (*' - zrz + i")] + s[-tr]: r [-z] - y ly - t ("u - 2rs+ i")]

: -*e (r5 c,rso d - 2r3 cos4 g + {cosz 0)
: -1 -F e (ra sin 0 coss 0 - 2r"2 sin I cos3 d + | cos 0 sin 9)

i' par 0, on trouue

-t (ru cos6 I - 2r3 cosa 0 + l[cosz 6t)

{ + € ;"d-il{

:, (rr"oru g - 2rscosad + ]r"o.rd) + r?(et).
\2)

Iri
\ ,'0

d,r

d0

fo (r)

/o(")

: t* -{r'" ("u "o'u 
o - 2r3 cosa o * f,**")

5'r5-7213+4r
16

-fo(,t) : o =+
5r5-I2r3+4r

16



-fr, t- -= \n,r - -1/2, Ies

0 donc le cycle I'im,i.te est stable" c'est un cercle de

dfo (
d"\
ray0n

2)::2> A donc le cycle li,mi,te est i,nstable. ,c'est un cercle de

\ \ \ \o,'
\\\\q.v'":l

\ \\**"-*
\ \r \'r\-

'\\\\*,
'\ \ \ \"r\q

8 MAr 194FGUELM^
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Calculons les As, A2, Aa et 82

A_ao

: PL,o -

3

E
/r.=-1
*)1

(-1)'*+

(-1;'n'-'

3

A2 =: I
It:.1
&>t

=: Qort

i.+i:k
j paLre

j>2

- hp - {r,r * Pt,z * Qzl - ZQop

,,r( L\ (-t;i+r+1r=' * t\ 2 '' 
';U$t*

*,,(F) (-1)"o

3

A, =; tt- -* /-/
k=3
ft>l

=: Qo'g

op*r,,,(+) 
(-r)nn'*# +

j paxre j
j>4

t/-,t
!+i=*.
,,rTLpo,Lre

j>3

-"($)

3

Bz == t I Pqi
k:2 i*'i=k
k2t i fai,rv

e\

")

i t Qe,i

(*,
+

))

-t

&=? !+i:n. I ":+ \ /
xzt i impaire \ ,=6 ::

1111113
5ltz,o 

* 
,Po,z 

-t 
,h,t - ,Ps,a - ,Pt,z : lQz,t* ,Qo,t
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D €ternzinant les u aleur s

v4

13:

d2:

F::

Contme

(z) + (3) =+

(3) +-(4,) +

(1) + (2) + (3) + (+) =+

d,e As, 42, Aa et 82

At:L

-Br: -1-2
-A2-2A4:# * Or: -#
-Ao * ur: -#=* Ao : i#
Ar+ A2* On: *,

DE MATu6MATjeuBs

A+: fto,:s t 40,: : 1

:2.28L25 (1)
(2)
(3)
(4r)

(5)

On a Ie sgstd,me suiuant

( ft,o- 9o,r - Pz,o * Ft,z * qt.r t ps,a - Fr,z - ez,r

) qol - Po,z - {i,r f Frp * Q2,r : -2.1875
) Pr,o * Po,t * qr,r - Pa,o - Pt,z - Qz1 :2
( Pt,o - Pzp *ps,o: 3l

(t) +-(lt) +
Pr,o - Qol - Zprp + 2ps,o : 0.2812€;

4o,r * Pz,o -Pi,o : -0.1875

Po,z I Qt,r - Pr,z - Qz,t I nr,o : ff

(6)

(7)

'Zpt,o - Pz,o * Po,z * g1,1 - pt,2 - 8zl * ps,o .= 2.18 (8)
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On peut fucrire Ie systime de (8) ilquations sous Ia fornt'e

Pt,z

Pz,&

Po,z

Ps,o

Pt,o

Qt,l

Qz.t

{a,r

Risoluant par MaPle L6

-4.807546L4s
-a3214347713
0.0944911153

-0.2060063497
-0.0875811312
-0.04383970603
0.02647468948
0.06139394466

-1 -1 1 1 1 1 -1 -1
I 0 -1 0 0-1 1 1

-.1 1. 1-1 01-1 0

0 -1 0 1 0 0 0 0

t) -20 210 0 -1
0 I 0 -1 0 0 0 1

--1 01011-1 0

--1 -1 1 1 2 1 -1 0

Pt,2

Fz,o

P0,z

Ps,o

Pt,o

Qt,r

Qz,r

{o,r

2.28125

-2.r875
2
3
5t

0.28125

-0.1875
bI
5t

2.L875

Les d,eu,r polgn\mes d,e systimes perlurbies sachant Que' Qs.3: 1 sont

P (r,a) = -0.0875811312 x x - 0.32143477LJ x 12 't 0.0944911153 >< 3r2

-4.8075461 49 x ryz - 0.2060063497 x 13

Q (*,gl : 0.06139394466 x U + 0.02647468948 * ,'u - 0'043839706tx3 
"x 

rv *

Le sysliEme diff1rentiel Perturbd

( u - --a(1 + s) + e(-0.0875811312 x n - 0.32L11347713 x 12 + 0.09449111

I " 
-4.sa7546L49xrvz-0'2060063497x'3)

[ ,: r(t + r)+e(0.06139394466 x a+0.02647468948 x rzv - 0.04:]83970603
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Les trois cAcles limi'tes ile I'eremple 3.3.2

\l

\*\*--,-\ ^\-\*\"\ ^\

-\]
v
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