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Résumé

Le travail de ce mémoire consiste a la recherche des cycles limites des sys-
témes quadratiques perturbés, en utilisant la méthode de la moyennisation.
On étudie également des cycles limites d'un systéme quadratique perturbé

par des polyndmes de degré n .



Introduction

Un probléme important dans I'étude des équations différentielles est la

détermination des cycles limites. Une méthode classique pour produire des
cycles limites est de perturber un systéme qui posséde un centre.
Nous utilisons la méthode de la moyennisation du premier ordre. Cette mé-
thode donne une relation entre les solutions des systémes différentiels pério-
diques non autonomes et les solutions des systémes differentiels moyennés,
qui sont autonomes. L’idée de la méthode de la moyennisation comme une
technique pour étudier le nombre maximum des solutions périodiques du
systéme perturbé est apparue au dix-huitiéme siécle. Elle a été formulée tres
clairement par Lagrange en 1788. Ainsi, en 1920 Van der Pol a développé
I'utilisation de cette méthode pour les équations provenant de la théorie des
circuits électroniques. En 1928 Fatou a donné la premiére preuve de validité
asymptotique de cette méthode. En 1930 Krylov, Bogliub ov et Mitrop olsky
de I'école (Kiev) de mathématiques ont suivi ce type de recherche. Nous ap-
pliquons cette théorie aux systémes quadratiques.

Ce mémoire est organisé en 3 chapitres qui se présentent comme suit :
Le chapitre 1 est consacré aux notions générales sur les systemes dynamiques
et les systémes quadratiques et rappel sur résidu.

Le chapitre 2 est réservé a la théorie de la méthode de la moyennisation et
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donnée deux exemples avec les dessins.

Le chapitre 3 est consacré a le recherche des nombres des cycles limites du

systémes perturbées
{ T=-y(l+z)+eP ()
y=2(1+2z)+2Q(z,y)

ot P et @ sont des polynémes de degré n, en utilisant la méthode de moyen-
nisation de premier ordre, ce travail est validé par une partie application
importantes.

L’appendice est consacré aux calculs de quelques intégrales et résolutions
des systéme linéaires de la forme Az = b ot A € M, (R), tracer le cycles

limites en utilisant le logiciel Maple 16.

ot



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne quelques notions générales et préliminaires pour

des systémes dynamiques et les systémes quadratiques.

1.2  systémes dynamiques

Définition 1.2.1 : Un systéme dynamique w sur R™ est une application u :
R x R™ —» R™ telle que

1) p(,z) : R — R™ continue

2) u(t,.) : lé\ — R™ continue

3) p(0,z) ==z

4) u(t+ s,z) = p(t, u(s,z))vt, s € R, Vz € R™.

1.3 Flot d’une équation différentielle

Deéfinition 1.3.1 : Soit le systéme non linéaire autonéme

&= f(z) (1.1)

6
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otz € R" et f(x) € R™ . On appelle flot du systéme différentiel (1.1),
Uensemble des applications ¢, : R* — R® définies par ¢,(zy) = P(t, xzg) ou
P(t, xo) est la solution de (1.1) telle que ¢(0, xo) = 0

1.4 point d’équilibre

Définition 1.4.1 : On appelle point d’équilibre du systéme (1.1), tout point
zy € R™ tel que : f(zo) = 0.

1.5 Solution périodique

Définition 1.5.1 : On appelle solution périodique toute solution © = o(t)
de Uéquation (1.1) telle qu’ il existe un nombre T vérifiant o(t +T') = ¢(t).
Une solution périodique de (1.1) correspond d une orbite (courbe) fermée

dans Uespace des phases.

1.6 Linéarisation

Définition 1.6.1 : On appelle systéme linéarisé de (1.1) au voisinage du

point d’équilibre x, le systéme
& = Df(z0)z, (1.2)

ou Df(xq) est la jacobienne de f au point Zg :

Dmm:(%%w)_,. (13)

d
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1.7 Point d’équilibre hyperbolique

Définition 1.7.1 : Si la jacobienne Df (zo) n’a aucune valeur propre avec

une partie réelle nulle, alors le point d’équilibre est dit hyperbolique.

1.8 portrait de phase

Définition 1.8.1 : On considére le systeme planaire

&= P(z,y) el
{ ¥=0Q (z,y) (14

Un portrait de phase est I’ensembles des trajectoires dans l'espace de phase.
En particulier, pour les systémes autonomes d’¢ quations différentielles ordi-
naires de deuz variables. Les solutions (z (t),y (t)) du systéme( 1.4) repré-
sentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques
de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase

et le plan (zoy) est le plan de phase.

1.9 Classification des points critique:
Soit le systéme différentiel linéaire planaire
&= A (1.5)

est une matrice constante, z = (z,z,)
A21 Q22

le polynéme caractéristique est

p(A) = 2 — (@11 + aze) A + a11a00 — Q12091
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les valeurs propres \; et \; de la matrice A sont les racines du polynome
caractéristique. On se propose de classifier les trajectoires en fonction des
valeurs propres \; et A\, de (1.5). Le comportement de ces trajectoires au
voisinage du point critique détermine le type de point d’ équilibre représenté
par ce point. Il s’agit d’une classification topologique locale.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres A; et Ay de la matrice
A

1. Ay et )y réel de signe différent

la singularité est un selle qui est toujours instable.
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réelle négative ou positive respectivement.

3. A et \; complexe conjuguées avec la partie réelle non nulle.
La singularité est un foyer stable ot ins

si A = Ag = ), la singularité est un noeud stable

si A > 0 sinon il est instable.
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1.10 Cycle limite

Définition 1.10.1 : Un cycle limite est une solution périodique isolée, c’est
a dire qu’il existe un voisinage de ce cycle ou on ne peut pas trouver une

autre orbite fermée.

1.10.1 L’amplitude du cycle limite

Définition 1.10.2 : C’est la valeur mazimale de lo variable = du cycle

limite.

Remarque 1.10.1 Pour un cycle limite, la somme des indices des points

critiques 'intérieur de ce cycle limite est égale 1.

1.11 Systéme quadratique
Définition 1.11.1 : Un systéme quadratique est de la forme

{ T = ag + a1z + a2y + a3xy + aux’ + azy? (1.6)

y = by + b1z + by + bgzy + byx? + bsy?

1.12 Rappel
Théoréme des Reésidus

Soit M un domaine simplement connexe et soit 7y un chemin fermé de M.
Supposons que g est holomorphe dans M sauf aux points singuliers isolés

Z1,+ , 2, alors on a

[ 9@ dc=2my Res(g (), )

70 k=1

12
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Un domaine connexe

Un domaine connexe D est un ensemble ouvert de points dans lequel deux
points quelconques peuvent toujours étre reliés par une courbe entiérement

contenue dans D.

Un domaine simplement connexe

D ans un domaine simplement connexe deux telles courbes ayant les mémes
extrémités peuvent toujours étre déformés continument de facons que partant

d’une courbe, on atteigne 'autre sans Jamais quitter le domaine D.

Série de Laurent

7=0
ou
1 f ()
YT om /’m (¢ —2)"™ *
ar = — [ rQ

Et vy est le cercle | z — z, |= 17,0 < r < R, parcouru dans le sens positif.

Appliquons le théoréme de Résidus 3 Pintégrale fIZI:1 h(z)dz On note que

(2)dz =270 Y " Res(h(z), )

[z]=1 k=1

Remarque 1.12.1 Si 2, est un point critique de f(z), il est un péle si

lim f(z) = 00 quand z — z
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St 29 est un péle d’ordre m par rapport a la fonction f alors
Rés[f(2), 2] = ——— lim [(z — 20)" f (2)] ™"
(m == 1)' Z—=zg ’
Dans notre cas m =1, (un péle simple).

Rés[f(z), 20) = lim [(z — 2) f(2)]

z—r2g

14



Chapitre 2

Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

perturbation des systémes différentiel une technique usuelle pour obtenir un

systéme différentiel avec cycles limites est de considérer un systéme différen-
z = P(z,y)
y= Q(-’IJ 'Y )

coefficients réels de degré n possédant une singularité de type centre

tiel polynémial de type { ,ou P et () sont des polynomes 4
(ce quand va le faire dans chapitre 3)

l'objectif est rompre le continnum d’orbites périodiques en espérant toute
fais qu’ il reste des solutions fermées, qui sont isolées.

Un I'importante des méthodes de perturbation des systemes différentiels, la
méthode de moyennisation (averaging méthod) parmis I'une des considéré
actuallament méthodes de perturbations le plus utiliser.

L’idée est de réduire la recherche des solutions périodiques a celles des points
singuliers bien sur sous des conditions les quelles en les résume dans le

théoréme suivant.

15
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2.2 Meéthode de moyennisation du premier ordre

On considére le systéme différentiel a valeur initiale
suivant

& =ceF(t,z(t)) + 2R(t,z(t),e), x(0) = =, (2.1)
Avec x € D C R*, D un domaine borné, et ¢t > 0. On supposons que F' (t,@)
et R(t,z,¢) sont T-périodique en ¢.

Le systéme moyenné associée 4 un systéme (2.1) est définie par

y(t) = ef'(y(2)), y(0) = o, (2.2)

ou 1 -
foly) == [ F(s,y)ds. (2.3)

r/

Théoréme 2.2.1 On considérons le systeme (2.1) et supposons que les
fonctions vectorielles F, R, D, F, D2F et DR sont continués et bornées por
une constante M (indépendant de € ) dans [0,00) X D avec —gq < £ < &5,
De plus, nous supposons que F et R sont T- périodique en t, avec T
indépendent de ¢.

a) sip € D est un point singulier du systéme en moyenné (2.2) telle que
p ‘

det(D. f°(p)) # 0, (2.4)

alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
xe(t) du systeme (2.1) telle que z.(t) — p quand & —s 0.
(b) si point singulier y = p du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique

alors pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante

16
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Te(t) — p du systéme (2.1) est unique, hyperbolique et de méme type de

stabilité que p .

Exemple 2.2.1 On Consideére le systeme

& = ,
. 2.5
{ § ==s+al—ay S
En coordonnées polaires (r,8) ot z = r cos®, y =rsinf, avec

T =i+ yy
20 =zy— iy

Ce systéme devient

{ i =xfyl+y[-z+e(l—a2)y]
0 =z[-z+e(l- z*) y] — y[y]

donc

7= er(l—r?cos?f)sin?4,
6= —1+ccosf(l —r*cos?8)sinb,

ou d’une maniére équivalente

% = —ET(]_ = 7’2 COS2 0) Sin2 0 + 0(62)'

De (2.4) on obtient

¢y
)= —%bv/‘r(l—rzcoszﬁ‘)sinQH df = ér (r*—4).
0

1%
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dfl:l A

La seule racine positive de fO(r) est r = 2. Comme | -=- (2) =1, d'apres

le théo

admet

dr
reme 2.2.1 il suit que le systéme (2.5 ) pour || # 0 suffisamment petit,

un cycle limite qui tend vers de lorbite périodique de rayon 2 du

systémne non perturbé (2.5) avec e = 0.

”
De plus, comme (—Cg;—) (2) =1> 0, ce cycle limite est instable.
e s
o T TN
> B x\‘ ‘\g
A W NNy
P TS TR e e, g N N % \\; ,\
AP o NN
P NN \i A
J 77 S NN \
I 77 77T~~~ N\ \\ }
I L1 127 hd )y "
’l_'i't""\"“o/x"lfi‘l;!f b
NAANNN~—-r s L i
h\ \. N . B £ & »’X{‘t;f /
NN N SN e e 2 s S >
NN N S e o
0 .-/ /" ‘_/
- -~ ".-‘J &

Exem

ple 2.2.2 On Considére le systeme

(2.6)

(% =y—e(2® - 2%+ 1z)
v~

want le systéme(2.6) en coordonnées polaires (r,0) ou T = rcosb,

né, avec

T =z + yy
0 =zy— iy

18
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Ce systeme devient

on obtient

(
¥

]| =z [y—c (2% — 22% + )] +y[-2]
17'2(9 :x[—x]—y[y—s($5—2x3+%1‘)]

= —¢ (r5 cosb 9 — 2r3 cost 6 + %fcos2 6)
= —1+¢(r*sinf cos’® — 2r?sinf cos® 6 + 3 cos fsin 9)

En divisant 7 par 6, on trouve

dr
do

Alors on a

donc

—& (r° cos® § — 2r° cos* 6 + Llcos? 0)
—1+e (’7‘4 sin 6 cos® & — 272 sin @ cos® 0 + % cos 0 sin 6)

-Z—;: = g (r5 cos® @ — 2r® cos* 6 + %fcos2 9) +0(?).

I 1
fir) = — / <r5 cos® § — 213 cos*  + fcos? 9)
2n Jy 2

5r% — 1273 + 4r
0 _
rr) = =

51293 44
) = 0=>57 16T S Ll

19
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qui a|les points singuliers r = 0,r =

LT =2 = —V2, les

]
!
P

I
& ST

deuz racine positive est 1 = /2 r
P £

pour r = \/g

g (| 2 2 o
= 51 =5 < 0 donc le cycle limite est stable, c’est un cercle de
‘‘‘‘‘ T P -

2
rayon \/;,
pour | = /2

d 0
dL (\@) = 2 > 0 donc le cycle limite est instable, c’est un cercle de
s

- rayon n/2.

4

N

F

of
,-;{
!
]
!
!
A
\\
,\\
\\.

i

A o S e ey,
N NN

A

W,

AN
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Calculons les Ag, Az, Ay €t By

Ao

Ay

Ay

3 i

AN 2 i1+

> |2 w(l)erie ¥ ow

k=—1| i+j=k 2 i+j=k

k211 paire j impaire
720 iz-1

P1o— o1 — P20+ Po2+ 11+ Psp— P2 — 21+ o3

J o
7 1=
E : pz‘,j(zzz) (~1) () 4
| i-f'j:‘k 2
j paire
j=2

go,1 — Po2 — Qi1+ P12+ G21 — 2qo3

3
k=
k2

———_

it+j=k

j impaire

izl

i+ ..
> ( 1)1,+1+——- + Z q1,’_7< 3 > ( ])‘L+ o

3 ‘ 1
Z {2
24 Pij (Lﬁl_
k=3 | itj=k 2 i+j=k
k2115 paire j impaire
j>4 >3
90,3
i
3 ; k+s—2
- 2 % (_1) +8
MR DN =
k=2 it+j=k g=izt
k21 ; paire s>0

|

NG

; i+j=k g =0

L impaire 3_23
1 4 1 + 1 1 1
— ) - — — — —
21 2,0 2170,2 2111,1 2103,0 2101 2

24283
2425 4
2

2 "7 1+2s—7 \» e
+25--3 &

o 2 i+l (_1)k+s—
. 2 S S
Z Gi.j Z ( s ) ol +2s—j «(\ !
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Déterminant les valeurs de Ay, Ay, A4 et By

5:1 = A4:]_

- 5

& = —By=—

. 35 67

Cg == _A2—2A4=E:>142:_E
25 105

= —Ag+By— —=2 = Ay = 22

s 0t B2=—g = A=

3
Cg = A0+A2+A4=3—2'

Comme

Ay =qos = qos=1

On a le systéme suivant

P10 — Qo1 — P20 t Po2+ Q11+ D30 — P12 — 21 = 2.28125 (1)
do1 —Poz2— @11+ P2+ goy = —2.1875 (2)
P20+ Po2+ g1 —P3o—Pr2 — G2, = 2 (3)
DPio — P20+ P30 = 3% (4)
1)+ (3) =
P10 — o1 — 2p20 + 2p3p = 0.28125 (5)
@)+ 3)=>
do,1 + P20 — p3p = —0.1875 (6)
(3) '1"' (4) =
67
Po2+qi1—Pi2— Q1 +Ppio= 39 (7)
M+@2)+B)+4) >
2p1,0 — P20+ Po2 + Q1,1 — P12 — @21 + Pap = 2.1875 (8)
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On peut écrire le systéme de (8) équations sous la forme

1 -1 1 11 1 =1 =11 [pg2] [ 2.28125 |
1 0 -1 0 0 -1 1 1 D2o 2. 1875
-1 1 1 -10 1 -1 0 Po2 2
()—1010000)(;;3,0_%
0n -2 0 2 1 0 0 -1 P10 0.28125
o0 1L 0 -10 0 0 1 Qi1 —~0.1875
-1 0 1 011 -1 0 Q2.1 &
-1 -1 1 1 2 1 =1 0] |dol] | 21875 |
Résolvant par Maple 16

(o] [ —4.807546149

P20 —0.3214347713

Po,2 0.0944911153

pso | _ | —0.2060063497

po | | —0.0875811312

qi,1 —0.04383970603

g1 0.02647468948

| g1 | | 0.06139394466 |

Les deuz polyndomes de systémes perturbées sachant que qo3 = 1 sont

P(z,y) = -0.0875811312 x z — 0.3214347713 x 22 +0.0944911153 x 3
—4.807546149 x zy* — 0.2060063497 x z°
Q(z,y) = 0.06139394466 x y + 0.02647468948 x z”y — 0.04383970603 x y + y?

Le systéme différentiel perturbé

&= —y(1+z)+e(—0.0875811312 X = — 0.3214347713 x z* + 0.0944911153 x 3/*
—4.807546149 x zy* — 0.2060063497 x z°)
y=x(1+z)+¢e(0.06139394466 x y + 0.02647468948 x z*y — 0.04383970603 X zy + )
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Les trois cycles limites de lexemple 3.3.2

D LY
JLLLFE \%L%%/// SN

SRRONAAN
) A
P NG /, :
Ny /. %%
AR N A A

Y ,,
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