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tiques c

0

A

un caft

On

opdrent
On

les semi-martingales continues X.
ceci d, une fonction convexe en prouva,nt la formule

Meyer-tr ainsi Que celle de Tanaka .

On aussi l'example de Yor d'une fonction / tq /(X) n'est pas
senu-

N sorrmes int6ress6s aux EDS d coefficients Holder . On
forte .

ce m6miore on introduit une notion importanb-en calcul
Ie temps local ( &) c'est ie temps pass6 par le brownian err

t.
la formule d' ItCI, nolrs voyons comment les fonctions de classe

pax une 6tude du processus de Bessel en dimension l" .

ln



1.1

pitre I-

Qu lque d6finitions :

A");?:, C f ,Ao ) An+t et fl,r_ar,4,, : -4 alors lim,,-,*p(4") : p(A.

une
(I"-1) : Soit f une tribu sur O. Une mesure P sur (O, J:) es
ion P : F ----+ [R.+] telle que :

x)

ii"l (i )Er c .F disjoints (i.e, An n A^ : $,Y'n * m) =4 p (U|rA") =
\aool:n:I

.De
En : Ae BeF etAfr B:6 a p(AUB):e{A)+e@'.

i) si )*i C f ,An C An+t etU;?=rAn: I alors lim,,-**p(A") : p(A',

za) si

P(l
P
d,'b,

La mesure de lebesgue :

(1-2) : Soient CI : IR. et f : P(R) . On appelle mesure dt
sur lR la mesure d6finie par :

-b-4,V0 1a1b.
d6finie a priori que sur les intervalles, mais elkl est extensilole

ensemble bor6lien B e 9(R) .
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CHAPITNE L QUEI,,QUE

Un temps d'arr6t est; donc un temps al6atoire, tel que sur chaque
u:T(w)<t!,

l'application t r-+ 3n(a) d6pend seulement de ce qui s'est avarrt le
t.

(L-1) : 1 : Si 7 est un temps d'arr6t alqrs ? est Fr
2 : Si S et 7 sont drx temps d'arr€t alors ,SA? est un temps d

?At est un temps d'arr6t.
3 : Si S et 7 sont deis temps d'arr€t tels que S ST on a fs C
4 : Soit ( Xr)r > o lln processus mesurable et ? un temps d' fini.La

al6atoire Xs' dt!6nie par :

Xr(w) : Xrt )(w) est fr -mesurable.
5 : Si un processus (Xr)r > 6 est continu et adapt6, alors X7 Fr-

Martinga.les :

(1-11) : fln procesfl$ ( Mr)r> 6 est une martingale rapport
la filtration ({) s'il satisfait les propri6tes suiva,rntes :

i) ( Mr)r> o est (.f,) adapt6 .

fr)( Mr)*2 6 est int6ppable pour tout i ( c-d-d : E(l ffil) < * )
iii) E( M, I F") -* Mt"

On parlera de sous-martingale si (E( 2M"iVs( )etde
martingale si (E( N'h | 3") I M" ;Y s

(1-2) : 1) Si ( Mr)r>q est une martingale alors :

E( Mr) : E( Mo); \/t > 0 .

2) Si ( Mr), <7 est une martingale alors le processus est
in6 par sa valeur terminale car

Mt: E( Mr I Fr)

.7 In6galit6 de Doob :

Soit (Id) une martingale(par rapport d une filtration V)
carr6 int6grable et terlle que Mo * 0 p.s .

Mlf,)
<r).



1.& MAHTINGALES LOCALES

A
r)
b)

(s(j
(s(t

M"l>))sEp vr>0,)>0.
M" l") < 4E( M,l"), V, > 0.

I_.9

existe
r (1-12) : Le processus ( Mr)r16 est
suite de temps d'arr6t

dite marbingale locaJe s,il

continue
xt:
OrI:

1.10

1.10.L

al6atoire d
i) Bo

ii) {&;

(7")
telle
(Mr^

iii) &
i") (&

et lim,, '*(?") : +oo

1) soit une ma,rtingale.

L.g imartingales continues :

(1-1$) : Un processus X : (Xt )12eest une semi_martingale
s'6crit sous la forme

't*At
est une martingare rocare et -4 est un processus d, variation firrie .

i)vr<
Ou
ii) (&)'

Mouraement Brownien Standard (M.B
Premi6re caractGrisation du (M.B,S)
L (1-14) : Un mouvement brownien standard est
temps continu {8.1;t € lRa} tel que :

- o p.s;
e lR+l est d accroissements ind6pendants et stationnaires,
it une loi norrnale l/ (0, t) , V, > 0.

est d, trajictoires continues .

(1-L) : Dans la d6finition pr6c6dente, on peut remplacer la

{ t, Bt - B" et B" sont inddpendants

,o3t un p.rocessus gaussien, continu et centr€ ,€ R+, cou(F.1,8,) : E[B$"]: s A t.iii) v r,



CHAPITRE 1. QUELQUE DEF.

.14.2 Deusi€me caractdrisation du (M.B.S) ,
Un mouvement brownien standart (Br)ten* est un processus dtinues et gaussien avec moJrenne
m{t) :0 et cova.rian ce k(t,s) : lAs : min(f, s)

lTrffJ : Le mouvement brownien sraudard (Bt)

tn (L-3) : Le mouvement brovrnien standard (Br)r.n*par raport d, sa filtration natureile (ff)o"o*.

10.3 Tboisidme caract6risation du (NI,B.S)(
de L6vy) :

soit (xr) un processus d, trajectoires continues,adapt6 d, unei) et tel que :

{ .:)--(&1.,."'ne martingale par rapporr d, (n)I ii)(X? - t) est une martiigale par rapport e, (n)
Alors : (J(r) est rur mouvement brownien standard .

O.4 G6n6ralisation :

ftion (1-15) t Leprocessirs Z dilfrni pN Zt*r o * Bs est unBrownien issu de a.(a est un r6el ) 
_:-

)n dit que x est un MB de drift ,u et de coefficient de diftrsion odes r6els ) si:

Xt:x*1rt*oBx
: B est un mouvement Brownien .

v.a Xl est une v.a gaussienne d,esp.rance r * p"tet de variance



1.10.5

Soit
notera

lim,,
On
(B)'

ment ( B

:[.11

MGRAL D,TTO

\Iariation quadratique :

quadratique du mouvement brownien stadard :
r, t € lR+) un mouvement brownien standard ( par convenancefois @ : A(f)).pour f > 0,on d6finit

@)Y):*rur#t* arffy,
Pour t)0,

,(B)[D:t p.s.
it la'aration qua'dratique d.u mouvement brownien sta,,darrr

T;)':*' 
donnee cette limite (par convention , on pose 6gale

Soit { ;t€Ra)

Soit ? > 0 fix6(

f
I H" dB,,t e [0, oo]J"

0

1,,11.1

Soit ff
toutt)0

Alors :

'int6grale stocastique (ori I'int6gral d,i
un mouvement brownien standard par rapport d" {,ft;t e
temps d'a,rr6t),notre but est de construire l,int6grale

(et th6ordme)- Int6gral D,it6 :

t
processus .fr-adapt6,continu et v6rifiant IU? O, . *.t-

0



CHAPITHE 1. QIJELQUE D

t
Hp-gr1n (B*n - B1r-r1tln) n * og Iu" au" pour liout

J-
0

Ot la convergence a lieu en probabilit6 ,

Pour tout f ) 0 ,ce processus v6rifie l,6galit6 ( isom6tried,It;6) :

,s0,

/i \' ,

u I I H" d,B"l : [ng31 a",\6 /{
Cette dernidre quantit6 poulant €tre infinie .

t
f

Dans le cas ori , 
J 

,tr:l ds ( *oo pour tout , > 0

]-1.2 Flormules d'it6 :

inues) ; On
suppose de plus que :

T9J1.1) .* foft (8r,, € R+) un mouvemenr brownien st
1 I? t € lR+) et f e C2(Ri $.e.f ,f , et f ,, sont des

/1 \tl l(f '(8"))2dsl (&,,vr;:0.
\6/

: pour tout t > 0.

r(8,)*/(&) : f re"l dB"+* j ,,,ru,, o,
o0



€. c1,2(

,f (t, Bt)*

"L.L2

1.1

e1; f

Alors:

f(

I !f;Z) : Sojent (P) un mouvement brovrnien standard et fx lR)(e.e f ,#,#,ff sont continues),telle que;

E ( i Hr,,r"))'r") . oo,,vr ) o
\/ \0" /

pourtout:t)0

t7

(0, Bo) : I X(", B") o,* i ff a,n; aa"*! j W(", B")
ogo

cessus d'it6 (orl tr semi-martingale
'') 3

(1-16) I Urr processus. d'it0 est un processus (X1) pouvant se
t conrne (& = Mt t A) ,oi

p)"rt une matingale continue de carr6 int6grabte(p,r.d urre fiItra
)est ,ne procesflrs continu d variation born6e,adapi6 d (-e) et tdl

p' rTo (oTJ " SEMr_MAqTTNGALE CON?INUE"

rmule d'it6 g6n6ralis6e :

(t3l-: Soit (Mr) u"e martingale continue d.e carr6 int.grable
i,) telle que :

rE( l(f ,(M")), a(u)") < oo,vf > 0J"
0

p.s

{

3

)r,

€

( ffi))
ue46:I

c2

-r)
t1
flf_ f (Md : I f,(M") d,M, * ; I f,, (M") d,(M)" p.sJ ZJ'00



Rernarque (f-Z) :
par le terme d(IWI"

ineale M ,

CHAPITEE 1. QWLQUE

Que seul le terme ds de ta formule (2 )dpour tenir compte de la va,riation o,,ra
remplac6
ue de la

€ c2(R)
(1- ) : Soit X une semi- martiagale continue et f

X:M+A

fE( 
J U'6)), d,(x),)< m,v r > 0
0

t,

f (x) _ f (xd: I f,(r") dX,** 
I ,, (x") d(M)"* j rw;Jooo

10



ps local et Formule de

formule d'It6, nous avons vu comment res fonctions de ciasse c2les semimartingales continues .
ge maintenant ceci A, des fonctions convexes der cs fait,uise la notion importante du temps iocal.

qui suit, / est une fonction convexe . Le r6surtat suivant n'usgdndralisation de la formule d,It6.

de Tanaka :

bhdses de la formule d,It6 nous contraigne de l6mp,l.cyer pour desclasse C2. Dans ce chapitre 
"ou, 

.r*i*s de relaxer cette

g6nGralisation de Ia formule d,,ft6 :
par une extension de la formule d'It6.

2-1) : Soit g une fonction de classe Cl. On suptr)ose que g eiitn dehors d'un ensemble de points finis zt,...t zn et cleplus quer

Avec
cpdrent

On
0n int
Dans

rndne d,

2:,.I

2,,L.L

Les
fo:nctions

2,L.2

On

Th16o16me
de classe

11



cHAprTw 2. TEMps LOCAL ET FAHIIWE DE n

lg"(")f S O pour 
" I ?:,i : I,..., n.Soft (B,) un mouvementdim l.Alors la formule dTto r"ri" *f"Uf* ,

t
g(8,)= s@o)+ i ;tas dB"+! j ;,ru"l o"

00
OrIl'on a prolong6 :

g" (ro) : g" (rn*) : 
lrgs" {*).

a3 fUlgfme (2-1) : Soit p,l une suite de fonctions C- d

13,3t?:.1/ll.*-u3.n"", irikt > o * I ;Jqdr:i rt
i At^:":"f -r** 

r6gularisarrtu.Cj"'fo upp*tt*'u*ri p*foi,
/./rrors 9n : pnx g est une fonction C* telle que g, __r; *riftout compact de IR.

( x : fonction de convolution ) .

?"^,ot* 9"1fu g-est de classe Ct on a g,:_(p,,) *9 : pn* (g,)e gn a g uniformdment sur tout compact d.e lR.
Enfin on peut appliquer la formule a,i* a g, ,

, W u(Br) : g(Bt). D'autre pa,rt I'in6gaUt6 ma:<imale de

se[o,t]

t,
g,(Bt) = e*(Bo)+ | ww"l dB"*r, i ;^tr"l * e_"n 't

De part la continuit6 de s -r g, on a sur [0, f] :

mll sn(B") - s(8") ll*: 0 et ri,m Il g*(8,) * e,(8") ll.": 0

Ef*o
L"tP'a

ti s,ta,l dB"* j lrurdn")J

f,i 
*,*", dB"- j;,u, o'"rf

T2



FORMULE DE TAN,LKA

l'" I: nu 
I f tn;ta"l - g'(8")), a"f -, 0 quand, n-_+ ooL6J

deduit qu'il existe une sous suite n; __+ oo telle que :
t-

,f , "f 
.sup ( / e,,(8,) dB" _ 

J d tns d,B")2 _+ (lse[o'tl J 
t)

I'isom6trie d'It6 on a :

sffrement quand fr --* oo.

par ce qui pr6cdde :

Pour
implique

raiter Ie dernier terme Ki : * fi gi(qds on remimque que (2_ 1)

K7 : s^h(Bt) - s^h(Bo) - I n;-(8") dB"
0

Jglry- : e(Bt) - g(Bo) - [ s' (8") aB"
J
0

Or en rs de 21, ...) zn on a: g'^(r) -+ g(r).Sans perte de g6n6ralit6 on21{z2
Iu- ilzt - €, zt * e[.On a donc :

i
.l 

(s"(B) - g (8"))rnv" (8") ds : o
0

(4) - g" (4"))1r. (8") ds < 2MA(se [0,,J : & e r")

la mesure de Lebesgue Or :

JSff" e [0, r] : B" e r,) : 0

peut

it6 cherch6e.

13
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CHAPITHE 2. TEMPS LACAL ET FOHMWE DIE

.L.3 Formule de Tanaka :

Supposons 6 pr6sent que l'on veuille appliquer la, formuie d'It0
B"l.

g(8,) :

Cl. EnLa difficult6 ici c'est que r -* lrl n'est m6me phls de
c'est une fonction convexe, donc Lipchitzienne et sa d gauche

existes et erst une fonction cr{d-Lig . On pose donc :

sx(r):-" 1l-*,+1(r) + ir|.rr2) 11;;i1(r)+" 1l*,-,

Clairement p3 est de classe Cl

s'r,(r) : - 1l-*,*l (r) + k " 1l +,*l (r) 
.+- 11 -:,**g(,r)

Et en dehors des points -t/k ef L/k la d6riv6e seconde :

glo(*):k 1l*,*[(")

Est bien continue et born6e (par k). Par le r6sultat pr6c6dent

gx(8,):or(Bo; + [ ir@-) dB"*! t ;;(8,) dsd "d

Observer que : ll g*(*) - l"l ll."< # * 0 lorsque k *' co .

l'Isom6trie d'Itd on a :

f^: I k"E(B:L1-rlk,1ilc](Its))
J
0

t Llk

,, f f *' , n2,
K- J J ;ffiexp(--2s)o _L/k

2 i d,s ,/t
EJ G;:iM

0

, 
l, i 

k B "11-r 1 n,t 1-r (a ) dB") j



2.1. FOHMT]LE} DE TANA.KA :

a utilis6 que: rz""p(_*) S # pour tout n € [_-I/k,l/fr].On err

Ori
ddduit q

Lt: \n
k+

Ori 
^zuite de nr

&rinE' 
W 

r 8"11<1x,r7x1tal aa)J : o;

t
f

IXJ s;@")
0

t

)* l nl,(n") dB"
0

7f"
i J n^(8") d,s : or,(8,1- silBo) * [ ;ga"1 au"

o{

en & existe darx -t2 on pose :

fk- h / -t r r.r\
J 2tt-'ru,r14(8")ds: Iglr f s e [0, t]: Bs. l--1,11) ,o K46z \ - _J k,kJ),

la me'sure de Lebesgue sur rR . Donc quitte d prendre une so'sloos fll, -'-+ oo on a presque sorement :

f
d,B": I sign (8") dB"

J
o

f: I sign (,B,) dB, p.".
J
0

f
- J si,sn (8") dB".

0

dans .t2

Lt: lBtl - lBol

A\

On vient

15



FOEMULE LIE lI:

ori11e (2-2) : (Formule de Tanaka). Soirr .8, unen dimension 1 alors presque strement on a :

,h, I: llrol * | sign (8") dB;" a 7,r.
J
0

_1' Ls: 
,5oorr^(r e f0, tl: Bs € l-e,el) et ) est la mesu.re

.2 Temps Local :

2.L Deuxidme gdndralisation de
Nous allons g6n6ra.liser le r6sultat pr6c€dent.

(ze) : Soient "f ' R -+ IR une fonction
ile continue.

/(X) est une semimartingale et :

Ori : /' est la d6riv6e ii gauche de /, c,est_d,_dire :

f'(r): #gW et K1:Kr(f,x)
esr un processus continu croissant adaptd .

ue (2-1) :

formule est lin6aire en f En effet si fi et
e de processus croissants associds :

: Kt(fi,X) et K? : Kt(fz, X) alors Kr(ft

f (x) - /(xr) : I f'tx") ax" + K,.l
0

16

* f2,X):6|

KA:

Brow-

Lebesgue sur

la formule d'Il
On commence pal:

convexe et

/2 sont detx



Preuve
existe

de

Soit
demment

Donc

De par
a que f,(

De pl

Et donc

On pose

ltl th6o.r6me (2-B) : Comme / est convex e,f, Iitd6riv6e d,tout point et pour tout : fi € K (un compact) :

f'(r) < c(K) : rna4€K f'(r\
;6gie s'inspire des preuves ci dessus. On sait que X, : Mt * /lltune martingale locale et At un processus a, variation .finie telb

1o:o

oin en utilisant un temps.d,a*6t (localisation) on peut sans pertrlit6 supposer que : mar (X1l,te), tUll ( C < ooune suite rdgularisante, o_n pol€ k:,@'": f x pn(r) conune pr.6c6_fn est de classe C* (de plus elle _ril*ri convexe)arlt6ona:

t

f,(x) - f*(x,) : [ ilx,) d,x" +] i ilw) d,(x)"
ua,0"o

oaapourtout s€R;
1

fnk): 11o, I'J@*il* f(*-h-a) . .

J h !P"@)du

f,(r) : I t' O - il - pJil dy : f, * pn(n)

)X t'"@: f'(r)
If : l{ f."(X")d,M" - er rr: fi f' (X") d,M"maximale de Dootr dans tr2 et l,Isomiirie d,IiO on en d&

domin6e on en d6duit :

1

Par I'i
cluit :

T7

2.2.I'EIltpS LOtltll,



2.2. TEMPS LOC'AL :

De ce qui pr6c6de le membre de droite converge presque s0rement)c0lorsque &

vers
gauche'

donc sa limite uniforme K6 l,est aussi.

2.2.2 tion et premidres propri6t6s :
(2-L) | Soient X rle.s^elimartingale et / une fonction conv€xeiessus Kt : I{t(f , X)

llt'r{i':iJI"(X.)d(x),
o

t
I{nk - f,r(xr|- f*n(xo1- | t"r(x") dx_

0

alors Ie
d6fini

d/.
Le

localen a
Li=L
0n

Corollaire
martingale

Le r6pul
utile danp le

Lemme (2-
ou r .--+ (r -

r limite uniforme en /. Il en est donc de m6me pou:: le membre deailleurs Kik est continu, adapt6 et

le th6or6me pr6c6dent est appel6 processus crr:issaat assor:i6

sus croissant associ6 d la fonction r -- !r_ al esl; appel6 ternpsest not6 :

X), quand a: 0 on 6crit simplement Lt
bi ais6ment d,la g6n6ralisation suivante de la form*le de Ta.na.ka.

2-1) : ( Flormule de Meyer_Tanaka,) : Soit ,K une semi_rntinue. Alors pour tout a e .R :

t

lX, - al: lxo - 0l + [ "onn(x" - a) dx" + LiJ
0

qui suit donne une autre d6finition du temlx local
ior6me d suiwe.

Le processus croissant associ6 ri,la fonction n .-- (r _ a)-Fest (112) L?

qur sera

19
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CHAPITHE 2. TEMPS LOCAL ET FQEA/I{JLE DE

rve de Lernme (2-l) : 
_ 
Les fonctions r * (r _ a)+ et r _.,

,H::};s *':".t,1oo. , 
K| ,et { reur processus croissaars arrespectifs. on a : lr_* al: 

!* 
_"j.; (":."i:ti" ,?r:ff,

"ifrll}.: 
g{r) : n - a : ('r - a7'+- (; - o)- txt une fonction (

n-e)-

+K?
vexe)

est d

srw):

2-2)

t
g(x,)*s(&) - xt- xo : I L d,x"

{
Donc : le processru 

"yT"rl associ6 d g est 0. D,ori le resultatLe r6sultat qui suit pr6cise Ie sens du ,{emps local,, pour Lf
6or6me (%a) : soit x une semimartingare continue.Le processus Lt : L(X), 

"u "roiil*iorrqu* & : a; plus

presque tout c..r la mesure sur R+ Id,Li@) a ponr support {s > 0 :'X"(w) : s1.

ljl^",_3^T***e (Z-4) -: Comme le procassus croissarrt
lectotre continue la mesure d,L"(u) est une mesure dift:se .

i?"::WX l.:.1* .,0 :q i a;:_;"*p, d,arr6ts rers que :

lj' .,1(y)] c {(:, ,7 ,k"p1. ;i 
u q4rc'rs uers que :

Alors: X ( d sur tS:T) g;"ipiiqiant deux fois le (Th6or(
e Lemme pr6c6dents a f (*) = (; _ r)-r; temps 

^g et ? otr a :

T
0 : (xr - a)+- (xs - a)+ : f ,*,*r(x") + |O+ 

_ rZl
,5

'oX: Lfr - L3:0 c'est ,a dire L*: LZ
rur tout q € Q+ on d6finit les tenips a,irr6t So p* ,

(
S"(r):J s siXo@)<a

t m s'inon.

To@) : inf {r > ,Sq(u) : Xt > a}.

20
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2.3. FOHMWE DE MEYER.ITA

donc : [so,4[c {x < o} et de plus :

Int ({s > 0 : X"(ar) < a}) : 
o.B*JSn(, ),To@)[

nt (B) repr$sente I'int6rieur de l,ensemble B.

fr.Ou 
"t dqsus implique q" al""(rl o .t *gu p* Int({s :> 0 :

i.i^j: ",".(r) 1 o) est t,image inverse de l,ouverr J 
_ oo, a[ paratron continue donc est lui m€me ouvert

ginciae avec son int6rieur. aon ifl4 ne charge pas {s > 0 :

:n analogue on montre que d,L" a ne charge pas {s > 0 : X" > a}.rupport est contenu dans l,ensemble
: X"(u): q|

de Meyer-ftd :

2.3.1 semifnartingales continues :

sluviarrt est optimal : Cinclar, Jacod, protter et Sharpe
eue si B1 est un mouvement Brownien: f (B) est une semi martingal" ;;i doit 6tre la diff6rence:tions convoxes...

2-5) t (Formule de Meyer-It6) Soit X une semimartingale
:* j,,t1$"ence de deux fon#* fo**", , f' tad6riv6e ;i

x"(r) <

Donc pon

{">(

2.3

et p- f"

21;0,+*1

0.

t

t6) - /(xr) : I r,(x") dx".+ [ Li 1t"(da)' J- "'2J
0

L^ (X), est le temps local pass6 en a par X jusqu,au temps t.

(%2) z (a) Pour f(r.).: I*l on a f,(r) =, sisrl (") :1 et donc p(da) : Z[s(da) ort' ds *i tu mesure de Dirac en

27
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2.3, FOHMT]LE L'N} MEYAR-ITO

0+

D6fi
A" (X),

0+

Le
d6linit

conrbinue.
gauche de et p,: y" au sens

butions (c'est une mesure sign6e). Alors :

.f (x')*f (

est la d6riv6e d, gauche de / et A : A(f ,X) est un proc(ls$usssant, continu ri droite.De plus on a :

A.At : f(x) _ f(x,_) _ f, (xf) LXt

(.%2) ' Soit a € lR, on d6finit le processus ,3roissant At :

lX, * al- lxo - al : j ronr(x"- - a)dx" + Af

2.3.2 Cas gdn6ral :

T
lfors :

des di

:-(36) : Soit / une fonction convexe et X(X) est une semimartingale et 0n a :

+

f

f(x,) - f(xd : I f,(xr_) dxt* At
.I

rs local pass6 par X en a jusqu,au temps ri not6 L,l : Lo(X), est

: A? - ^)l lx, - al - lx,- - a! - si,sn (x"_ _ a)x"l
0<sSf

(2-Z) : Pour presque tout c,; Ie support de la rneswe 
'Loti,w)

dans i'ensemble {s : X" * (r) : a}"

(2-s) : ( Fbrmule de Meyer-rt6) soit X'ne semimantingalet*^,{. 
_t"Sff6rence 

de deux fonctions 
"oooo", /, la d6riv6e ci,

.f): J f w") dx,+ r t rrx)_f (x"_)_f,(x" )Ax
0 0<s(t 1.; f p(da)

L (X), est le temps local pass6 en a pax X jusqu,au temps f.

23
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2. TEMPS LOGAL ET FAHMWE DE

.S Pqopri€t& du temlx local :

f:* 
*t**ntr**.re de la fornrule d,It&,Meyer est tre resultat

(Dl?) t (Formule du
continue de temtrx

porndes.

temlrs dtoccupations)
lncal Lt . St g est tx

X une
born6e

Too

I tr nal ao: [ 0x") d(x).JJ
-oo o

ve d.e gonollaire 
,!*r) : 

-€upposons g mntinue et pr.& la fonction telle que 7" :'g- -l"fonctiot f *t
on qeut lui appliquer la fonaule d,It6 et [a fomrule dequi dorrne lfidentit€ chereh&.

Si : g est cqntinue 
l**ign quelconque.On pose g _ g+*g_ et on6sultat par la lin6arit6 et 

"e 
qui ori.Jj"

3*r l:* { bor6li6nne bornee ion ,rtiti* le fait que les foncti
: 
.",Tli*""+ une classe monotone pour les fonctions

(4S) r Pour le IVIBS B cette formule donne :

oo

f _- iI Li sfu) da: I e(B.l ds.J Jo "' -/ ---'

insicn voit q\rc Lr : L? (B) peut dtre interpr6t6 cornme le ternlx
1". t Bro*,;nien jusqu'au tenrlx t .plus pr6cis6rnent
f txt la denFitd de la loi d.u temp.s d,occupation au tem;x f :

,
frut\A): / 1r(r") d,s: I ltd,u

J J L-'
o;



Soit 9
Ona

version de

En
impilique

.,iusqu'

Comme
at --+ La 1Y1

Le r6sul
fund;ions

partielle

llhdor6me
tplle que {

dmarting
le cas tri

r (2-$) : Soit X une semimartingale cddld,g de te:nps local (L,*)o,fonction bor6lidnne born6e. Alors pour tout f ) 0'esque s0rement :

(2-9) : soit x une martingale locare continue. Ir existe innef telleque (a,t) --+ Li est."olri"tr*.ri continue.

f#L"""T;fi:lt" n'est plus wai pour res sousmarringatesrni

posons Xt : l8rl ori 86 est un MBS. La remarque ci dessust Li $) le temps local pass6 
"" " or."itemps f est

Lt6):{-^ o si a<o, ILi@)+t;"1A) si,a>0.

Li,q) : P,l - fi sisn (8") dB" # 0 .On r:n d6duit sreest discontinu en 0."
qtti yt qgntre que pour un / n'6tant pas diffEre.nce de deuxxe aJors /(X) n'est pas une semimartingale,(U'e,e"fpr"q_.
th6or6rne(Z-b) .

2-10) : (de yor) : Soit X

2.3. FORMT]LE DTI MEWR-ITO :

une martingale locale continuLe
: Y1 : lXl" n'est pas une

!", nr., ao: jsG"-) d[x,x]:

: 0 et soit 0 €J0,1/2[. Aiors
le sauf dans

25
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i3.

hapitre g

DS e coefficients H6,ld6rie:n
rocessus de Bessel :

Le temps
Tfl ff:"::X*';: f:ffi, 

*"*ores : Ilquations

I Premi6re application r

Equations DiffBrentielles Stochrastiques :
itions-Exemples :

Le but des .quation diff6rentieiles stochastiques est d,.tudier l,r syst6me physique perturb6 par rn bruit al6atoire .
d'une 6quation diff6rentielle ordinaire de .[a forme :

d yr: b(yt) dt
|n rajoute , pou exprimer ce bruit et d6finir son intensit6 

'a temde la forme od,B1 ori B est un mouvement trrownien et ;
obtient une .quation diff6rentie'e stochastique de la forme :

d yr: b(y) dt * o dBt

ution

qu]
une



tOn

a d,l

On
delpendre

chixtiqure

de ia,

Cela
On

r6els .

entiers posi
,d6finies sur

dans
b=(bo)t"u

Ust la
-Un

- Un p:ro
Rd t,el que :

3.1. PREAIIERE }IT>PLICATI,O]Y :

; ":"" 
dquation en permettant d, o de d€pe:ndre de l,6tar,t de

d a, : b(y) dt * o(s) dB1

encore g6n6raliser cette .quation en permettarrt A b et o, delsi du ternps f pow avoir enfin une 6luation dift6rentielie str>

d y, - b(t,yr) dt + o(t,at) d,B,

uit d ia d6finition suirza,nte .
par (ra)a*-(lR) l'ensembre des matrices d, x nr, d coefficients

(3-L) : (Une solution-d'rrne EDS ) Soient d et m deuxfs et soient o et b des fonctionr *o,ri^ur"s locaJement borneeriR+ x Rd et d va.leurs respectivement
M)a"*(R) et lRd.On note: o-:- looilrSilrr, r< jsm et<d,'

{Jne ion de l'6quation :

E(o,b) : d,X1 : o(t, Xt) dBt + b(t,X) dt

de:

conditions
re de probabill$6 filtr6 (e ,f ,(fr)rra,p) satifaisarrt lesituelles

- u" ('4
1R* , B: (I

- mouvement brovmien d.fini sur cet espace et d vareurs dar:s1r"",B*).
("Q)-adapte continu X : (Xt, ....,Xo) d, d valeurs dans

t'"Xt: Xo + I oG,X") d,B, + f uG,X") d,s

0r,

d1

27



CHAPITRE 3. EDS,A COEFFICIENTS HOLD,EEIEN ET P

- Existence faible si pour tout z € Rd il existe une solution. de

;f;i;tence 
et unicit6 raible *i d; pt;; toutes tes solutions J,, U,

- Unicit6 trajectorielle si l,espace de probabilitd filtrd (e , f , {nIe mouvement brownien B etant fix6s ,deux solutions X el; ,

Xa: Xo p.s sont indistinguables .

on dit de plus qu'une sorution x de E,(o,b) tst une solutionest adapt6 par rapport d, ra filtration canonique de B .

ue : (3-1) L'unicit6 faible est appel6e aussi unicit6 
",n 

loi

U

La solution d'une .quation diff6rentielles stochestiques , si e'*eit pas forc6ment unique et si elle I'est dans un sens ,elle ne I'est pas forc6ment .lans I'autr" .

Quelques.exemples pour iilustrer ceci sont donn&; ci-dessous aussirrdme qui assure sous certaines conditions sur b et o, r,exisi;e*ce
1ue solution forte :

:it6 faible mais pas trajectorielle : Soit
standard .

t

wt: I sgn (8") dB"
J
0

Bt: I sgn (8") dW"
I

0

ta4U

,DE

E(o,h)

(o',b) .

,6) ont

l2o, P)
'teue"

forte si

qu'um
d'une

E un mouvernent



3.1. PHEMIEHE ,IPPLICATION 
:

t
f
I tg, (8.) dW" :

J
0

f
J tn" (8") ssn (8") d,B"
0

t

: [0""J
0

:Bt
martingale issue de 0 telle que
de Levy (thdordme de Ler,y )

( _Y.,w )r : f ainsi , pa:r la
, W est aussi un mouvernent

W est

brournien

On alors que :

B est ution de I,EDS

tCnai
dxt: sng (X7) dW, , Xo: g

€tre rur
llar

efiet , B

llussi 
,

c;ano'nique

qui est
appartient

tlne i
l,.EDfi :

et le tem

t6 faible ' Par ra caract.risation de L6vy , toute sorution d'itnent brownien.
re 

' on n'a pas d'unicit. trajectorielre pour cette .quation , rln-B sont toutes ies de'x oesotutions ioo".poodant au m6ment bros/nien .

n'est pas sorution forte : par ra formule de Tanalcl , la filtrationr W coincide avec la fiItration 
"u"o"iq"" de l.Bf

;t"ffi:-Jjlsd?jff 
que ce[e de B.En effet,i'f,,coem",,t {& < o1

de solutions fortes et pas d'Unicit6 faible: Consicl6ron.s

d,X1 : 3 x|/z dt + J *:i,, our, Xo : 0
d'arrdt :

To: icf {s } a,4" : 0} ,

29
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cHAprrRE s. EDs A conpmunws HOLDERTEN ET

9l) B est un mouvement brownien standa"rd .cette dquation a une infinit6 a" ,or*i* fortes de ra forme :

x@t-f o si-Isi 
si

0(ro
ro(l (oo

En appliquant la formule d'It6 pour .f (r) : rt , ana potu t,out

t
(4"))'/"dr+s[6Y,1'''dB^:{ o siJ\o l. J Ji. B"ds + J I:_ B?dBr

l(ro
sinon

) ro:

t1

f(B): Bf :Bl_+tIa3dB"*sf a"a,J-,1
Te7

L,r^i: B IB:dB"+s lB"dsJJ
TQ

En effet ,comme le mouvement brovmien est corLtinuIt pas atteint , on aura quand m6me Br*: A

--l- \r ,^ f
Xtq)r/d ds + 3 I X@)z/t OU" :J'

0 {,, 
o

X.^)

sl

E,{
a"ssons d pr6sent au th.ordme d,existence et d,unicit6 de Ia,b) .

d6signe pax l.l la norme euclidienne dans lRd .

30



3.1. PHEMIEHE APPLICATION :

t
f ..

' .l 
*:"'

0

t
fds*3 | 4@z/t 69

J 
s wsE

0 {,,0
x!")

f(zo
sinon

sl

d pr6sent
Er(o,b)

On par I.l

constance
I

Alors : il

Exemples :

Dans

Exemple (

les

De plus
unicit6 trlajectorielle pour E(o,b).

--::l::lf1_de 
probabilitc nitre 

'(e 
, F , (F,),,0, p) et tout(4), to-m

solution
rrement brogwnien , il existe pour chaqu. ,'affF,it*" i#r*irte pour E,(o,b) .

(&1) : (Etisfience et unicit6) : On suppose qu,il existe unepo:i*:.u tQlle que pour tout , i 2 g.r,, 6 po.
on de Lipschitz

I b(t,r) - b(V,il I + ! o(t,r) - o(t,u) l< k I, _ y 
I

ap thdordme d,existence et d,unicit6 de la solution de

la norme euciidienne dans lRd .

d'existencp et drunicit6 :

lin6aire

lb(t,u) l< e(1+ l,l), I o(t,r) l< & (1+ lr l)

section.on donne deux exemples de r6sorution d,EDs

) : Soit I'IRDS suivante :

dxt: -Xt dt + e-t dB, , Xo: t
ns du th60rQme d'existence et d'unicit. sont sont v6rifi6es, onunique solu$ion de cette EDS.

cherche alors

3i



CHAPITRE 3. EDS A CaEFFICIENTS uoznflmnx ET P

Et donc, la solution s,6crit :

Xr:r+et B,

.DE

"jopl" (A-2) : Equation d,Ornstein Uhlenbeck
On cherclr,e d, r6soudre I'EDS suiva,nte ;

dxt: p,X1 d,t * o d,B, , Xo : r
Ori : p et o sont deux r6els .

Le thdordn're d'edstence et d,unicitd assure qu,iJ existe

On multiplie les deux c6tes de cette 6quation par s_/,r

e-Pt d,Xt: FXt e-pt dt + o e-pt d1t

e-pt d,Xt _ F Xt e*pt dt : o e*& d,B,

D'un autre c6t6 , la formule d,int6gration par pa,rties donne

d,(X1e*ut) : s-Nt dX, _ F Xs e-ut gX

remplaqant dans l'€quation pr6c6dente, on trouve :

d(Xre-ut1:oe-t"t d,Bt

'ori , la solution :

-t" dB"

une

ono

unig solu-

fXr:r+o ePt I e
J
0
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3.1. PHEMTEHE A\PLr1A?ION ;

t
f

Xt:fi*oeqt le
.l
0

d(Xp-t"t1 =oe-pt4Bt

-p8 dB,

3.r.2

Dans
plique I'
nidre

, avoir d
localement

. tion d6finie
que torrte
vertion

Ce qui
le point de
d'unicit6 d

Cela est
BM,comme
le cas d
qui est
temps local

Proposi
so^rte que Xgr
LU(xr - x2,

la formule de Tanaka :

cas de coemcients H6ld6riens de support enrention 1 ;
secrron 

' nous d6ccrivant une situation of 
'unicit6 

faibre im-forte , p{otrongeant ainsi r" "h;;-;,;;ication de cette der-

YX;*:' ::*'":::l Y r" d;;i;" ar et p ar conc6quentde dime{rsionner 1 . Nou* 6'fr;'il*#J:U,"rlTtJ::;
:H.Tln:j j-i1:::*_"1 pui,o;":or,,rions d cette 6qua_: le m.me espace et par rapport au m6me;; i.XJ::T":ilrl;tion X est une senalma.rtingale continue

re A droite d;;;""rp,locaux on note Lx(x) la
paraitre purprenant dans les r6surtats que nou$ sommes sur
'i;j:j_*""T#^""^1T:::: "":i1." 

dans res cas or l n,y a pas
3."^f:,::Ttlns,diff6rentieues ordidi".ir;'.: 

L'1n5 u(r u n'v a pas

;;,: ::1":r"f""-1",^:.t*ation de ta v#ation quadratique der le verra d]ans les pr"rrr", . on peut ,#i|;:HHTL:TJ:
, la borne sup6rieure des deux 

""ir*i.", est une solution cenent pas de m6me pour les EDS cause de l,apparition d,unfait, nouq avons ce qui suit .

(e-f) : Si X,? et X3 sont,deux solutions de e(a,b) de telle= X& p.s ators , Xi v Xl 
"ri'""., ""r"*ron si et seulemenrest identiqupment nulle.

(xi-xlY : xtL+ i ,o, > xl) d(.112-yri -1J \n; 2 ^;) * \" -/r )sf j
o

xlvxl = y1

33
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cr;Aprrafr s. EDsi cogrFrcrg.Nrs not nnwarv ET p

ce qui 6tahlit aotre proposition .
Le rdsultat zuivarrt mt la cl6 de cette section .

oposition (&2) : li g" a l,unicitd en loi pour): o pour tout couple (Xr,Xrf;;'nr_ 
"; 

_ Xo,jectorielle pow e(a, o1-

DE

(x'-x').

e(a, b) et si (Xi -p.s,alors on a I

X1

sont

dans

I n",^r: roo
0+

f: 
J ,ro<rr" < 4p(X")-td(X,x)" < oo a,E,

uve : Pal la proposition prdc6dente,si & et x2 sont deux solz est Egalepent une solution.

lT^X-t.* f:, {r. . 
ne peuvent pas avoir la m6me loi,sauf si

1es 9e Aui achdve la d6monstration'.
['e lemme s['vant est cmcial pour v.rifier l,6tat ci-dessus sur le
HJ: 

suite p sera toujouo po* L" iorr"tion boret de J 0 , * [

(3-L) : Si X est une semimartingale continue de tel que ,e>0etttoutt)0:

alnrs : Lo(X) =

Fixorts f > 0 ,par la formule des temps d,occupation
t

A,: I p@)-r Lf (x) d,aJ
0

r.l o"u[u pas quand o tend vers 0 ,on obtiendraitbilit6 pqsitive , ce qui est *" 
"orrtrJ]"tior, .

L?
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S.Z. NNUXMMg APPLICATION

(S-1) : Soient b4,i :1,2 deux fonctions de borel;si :

I o(s,r) _ o(s,y) lzS p ( r * a t)aque s.,u,g et si X',1 :-1,2 sont des solutions d, E(a,b6) parm€me BM, alors: La(Xr _ X2\:t*

- Xil-t@(", X"t) _ d(s, X.l))211x; > x71 d,s { t.

maintenant 6noncer :

de I,'EDS
(&2) r Dans chacun des cas suivants on d'unicit6 trajectorielle

i) | o(r)

pour
rapport

ijL)l o(s,
y'/ compact
H

iii)l a(s,
et; b est

3.2

s.2.lt

D6finition (
Bessel de
I'equation

:"@) f'{fjl , a l), lol>r>0etberosont born6s;

l;:!:';llii":fk :: ))i:.! yry"i.'tl continu , pour chaq*e
_., _, \r _ r t.t euvutLri5lj.'lrtJ:i, contlnurpourchaque

chaque f, il existe un constant Kr , tel que pouJ tout r, gr cn

I o(s,r) _ o(s,y) Iz< Krl r _ y h

!,- "(",il I'<l f(") - f(y) lor): / est croissanl;e et born6e,

i6me application :

processus de Bessel :

) : Soit rn ) 0 un r6el. On appelle carr6e de processus de,ian m un processus d valeurs'j;R;'qui est sorution de

Nous avons

--1 'r t
xd-xi+ 

l(o(s,x,')- o(s,x!)) dB"+ [ ur4,x"r)*b1(s, x!11 asol,
:



GHAPTTR4 3. EDS A CaEFFICIENTS noLnEaBN ET P

Depxi6me application :

Le pnocessus de Bessel :
tion (3-3) : Soit r

*: 
;ril#.; ;T T;"1:* f '1.9ff 'J"ll" ;nt i:n;

diff6rentieilp stochastique

dx1 - z/T aa, + m d,t....(J.t)

1ys. ($-z) : 1) Remarquons que cettelipschitpien ai*",rtJ aurr* uquation n'entre pas

?^llyr::, p3l"u que ta fonction o(r) :2ur,'est pas lipqchitzienne sur JRa (on pxrrait aussi observer que cetteast definie peurernent sur R.. I ii;';*tt d,un point mineur c

i.]tly:l p?t 2q_1t,verifie.r.a posteriori que la sotution
1,":.T:trtale. 

posirive reste positirr)

l,.tl,::"T."p dimensio";";;"*;"u'#ats plus fins que ceux du c
ilffi:"' 

qui permettent : pour un 
"rit;;" d,unicit6 et trajectordllelique

(3.1).

DE

1,:l:"r::l 
dps carr6s d.e processus de Bessel vient en partie de t,

;t:lh9rt Tj,,i.. 
consequencu ,i*piu de la formule d,Ir,6.

f,: (u','r..,Bd) 
"rt uo *=*.'**;T#;:"'"Jf:',"*1j:,1; ,

I Br lr: (Brr), + ...(Bf),

H:tr': lt"11o:::lsde Besset de dimension entidre m: d, .a pfrtir de maintenant que m )_ 0 ";;; + n > 0. pour

4 : in{{f } 0 : Xx =e}. posons pour tout T e ll,Ts[,

M,:[(Xr)r-t si m>2" I log ,(Xr) si, tn:2
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3.2. DEUXrtME APPLICATTON ;

son point
Si on tendre '4 vem oo dans res formules prec6dentes, on obtient que :

P(4 < m) I si tn = 2 et pg" < m) : (e/xlt^tz]*L si, m > 2
En

brovrnien

Et si m,:2,

En
(lorsque

II
pour

Remarque 3-s) :

Le
en

correspond

ala
tique satis-

Pg, < Te) : log '4 - log z. log,4_log e

lcu[er, en f{isant tendre s vers 0, on obtient que p(fo < oo) : 0est un entiqr, cela cr
n en rtirno_di^- r .-rT:*poTq.a h propri6t6 que le *ou"*irrt
;effi*ioa d ) 2 ne visite p.,: ;;'* 

'H;"#:T-1-T*

des remarques prdcdentes que Ie processus Mt estbien d6fini

et est une martingale locale.
que cette martingale locale n,est pas une waie nnartingale.

t>tout
0nr

ts de Bessql de dimension rn est (bien 6videmment) obtenuyr: ffi et lorsque m: dest un entie strictement positif il
du mouve4eurt brournien en dimension d. L,equation stochas_l pa.r Y est cependant moins facile a *Ju. que (B.l).
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