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« Seul le Mathématicien est un Homme Heureux. »
(Dedekind)

5e) Esume : Ce mémoire traite des questions de résolubilité locale d’opérateurs

- différentiels lindaires. Il contient les démonstrations des théorémes de

?s) Malgrange-Ehrenpreis et de Cauchy-Kovalevski. Les solutions élémentaires
W des opérateurs les plus classiques (3 /3 x,, Cauchy-Riemann, Laplacien, Cha-

]haun Schrédinger, Ondes) y sont explicitées, et on y trouve notamment trois exemples

d’opér;

deux ¢
néaires

métriq

ateurs sans solutions (Hans lewy, Mizohata et Grushin). On y trouve également
onditions suffisantes & la (non) résolubilté locale d’opérateurs différentiels li-
4 3 coefficients €%, et une description de problémes liés aux plongements iso-
ues de structures de Cauchy-Riemann tangentielles et a I'unique continuation.

oTs cLE : Opérateurs différentiels — Ceefficients constants ~ Ceefficients ana-
lythues Coafficients € — Résolubilité locale - Distribution ~ Transformée

) de Fourier — Séries de Fourier — Solution élémentaire — Produit de convolu-
% tion - Cauchy-Kovalevski — Séries majorantes — fortement pseudoconvexe —
ewy — Mizohata - Grushin — Holomorphie — Formule de Cauchy — Hartogs.
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appels, Notations et Conventions

Généralités

notations sont celles des équations aux dérivées partielles. Lorsque d est un
entier strictement positif, x = (x;,x,,...,x;) est un vecteur de R?, et a =

a,) est un d-multi-indice (i.e un d-uple de nombres entiers > 0), on pose :
lal=a;+a,+...+ a, 1)

x|l = (x2 +x2+ ...+ x)/? 2)

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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al =a;la,!...a4! 3
¥ =T Xy 4
d : g ‘
0 ==— (potit j= 1,2, .54} 5)
dx;
8 =0, 850585 6)
P =BT 8" 7
1
Dj=—i-8j (pour j=1,2,...,d, eti*=—1) (8)
1
D= —_6’ (9]
i
a1 a .
DF =D DR e D (10)
de telle sorte que, pour une fonction f suffisamment différentiable, la formule de
1[‘aylo‘r s’écrit :
h* _
flx+h)= Y 8*f(x)— +O(lAlI"). (11
a!
|a|<N
1.2 | Fonctions test et distributions
Soit ©lun ouvert non vide de R", K une partie compacte de Q, k un entier naturel, et
rappelons que :

» 6,(R") est l'espace des fonctions réelles ou complexes, continues sur R" et ten-
dant vers zéro a l'infini (i.e quand |x| — 00).

o €X(£) est lespace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continfiment diffé-
rentiables sur £2. C’est un espace de Fréchet! pour la topologie définie par la famille
de serni-normes (Ng i )x ot K décrit les compacts de Q et,

Vf € 65(Q), Nix(f)=sup|d®f(x)l. (12)
xeK
|a|<k

o ﬁif:(ﬂ) est l'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continfiment dif-
féren'lpables sur €, bornées ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a l'ordre k. C’est un
espace de Banach pour la norme :

1f | = sup|2%F (). 13)

xefl

laj<k
1. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe (i.e dont la topologie est définie par une
famille| de semi-normes (p,, ) e; qui sépare les points, c-a-d. telle que si p.(x) =0 pour tout a €1, alors
x = 0)| métrisable (i.e de topologie définie par une famille dénombrable de semi-normes) et complet.
Mathtf?mrlatiques Juin 2015 Université de Guelma.
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‘eié‘(ﬂ) est 'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois contintiment diffé-

rentiables sur €, & supports? dans K. C’est un espace de Banach pour la norme N .

4> () (parfois noté &(9)) est l'espace des fonctions indéfiniment différen-

tiables|sur Q (¥°(Q) = ﬂ;"zocgk(ﬂ)). Cest un espace de Fréchet pour la topologie

définie| par la famille de semi-normes (N ;) tex .
Ken

w,°(£2) (ézalement noté 2 (2)) est I'espace des fonctions réelles ou complexes,

indéfiniment différentiables sur €, & support compact. Par définition, une application

sur 6,7(£2) est continue si, et seulement si, sa restriction & 6g°(£2) est continue pour

tout compact K &€ 2.

N

£7°(€2) (ou 2'(£2)) est le dual topologique de 6°(£2) ; C'est 'espace des distri-

butions sur Q. Sur €~*°(Q), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible,

qui est la topologie de la convergence simple sur %,°(€2), et la topologie forte, qui est

celle
(:6000 (

de la convergence uniforme sur les parties bornées de 6°(2) ((une partie B de
€1 est bornée s'il existe un compact K € 2 tel que B ¢ 6°(£2) et, pour tout entier

k > 0,|Ng x(B) == sup,ez Ni () < 00). La topologie faible (resp. forte) est définie par

la famille de semi-normes (py ) telle que :

VT € ¢7°(Q), pr(T)=sup(T, )| (14)

weF

ot F parcourt I'ensemble des parties finies (resp. des parties bornées) de 6;°(f2). La

topolagie forte est, comme son nom lindique, (vraiment) plus fine que la topologie

faible | Une famille qui converge faiblement ne converge pas toujours fortement. Ce-

pendant on a le résultat (qui a l'air miraculeux) :

| Si(T,), est une suite de distributions qui con-
verge simplement vers une limite T, alors T est (15)
une distribution, et T, tend fortement vers T.

% (]a,b[,2'(R%)) (noté également 6 (a, b; @’(Rd))) est 'espace des distribu-

tions sur R¢x]a, b[, continues en la variable de ]a, b[ : A toute U continue de ]a, b[

dans 2'(RY), on associe injectivement la distribution u € 9’ (R¢x]a, b[) en posant :

b
(u, @) :=f (U(), ¢(.,t))dt ou @€ (R x]a, b[). (16)

2.

lie support d’une fonction f (noté Supp f) estle plus petit ensemble fermé dans le complémen-

taire diquel f est nulle.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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Pour taut t, €]a, b[, la « trace sectionnelle » de u sur R? x {t,} est définie par u(.,t =
to) = U(to).

o &(9) est le dual topologique de €*(£2); C’est I'espace des distributions a sup-

ports cpmpacts sur £2.

sance

Ch

#(IR") est Pespace des fonctions indéfiniment différentiables sur R™ & décrois-

tapide ainsi que leurs dérivées de tout ordre. f € & (IR™) si, et seulement si :

f € €°(R") et, YN €N,VB €N, (1 +|x|)'9f estbornée surR",  (17)

ce qui gquivaut a

f e ¢ (R et, Va €N", VB €N", x*3Ff est bornée sur R". (18)

La topologie naturelle de &(R"), et qui en fait un espace de fréchet, est celle définie

par I'une des familles équivalentes de semi-normes :

py(f) = sup(1+|xV[3P £ (x)I, 19

IBI=N
xeR?

Py p(f) = sup [x*8P f (x)), (20)

laj<N
xeR™

Pan(f) = sup|x*3° £ (x)I, 21)

1Bl<N
xeR™

prx(F)= sup [x*@°f(x)l. (22)

|al<N,|Bl<k
xeR™

Enfin,|de (15) on déduit que

et de

®
tribut
duale

®
T >
tiplic:

F(R™) € €,(R™) (23)
(16) et de la formule de Leibniz, il découle que :

La dérivation et la multiplication par un mondme sont

des applications continues de &(R") dans & (R™). 249

&'(R™) est le dual topologique de &(R") : C'est I'espace (de Schwartz) des dis-
ions tempérées. Il est muni, soit de la topologie duale faible, soit de la topologie

forte.
0,,(R™) est 'espace vectoriel des fonctions a € €%(R") telles que lapplication
«T soit continue de &#/(R™) dans &'(R"). 6,,(R") est appelé I'espace des mul-

iteurs de &7/(R™). Si a € 6,,(R"), alors pour tout § € N, DPa est une fonction

3 croissance lente, c’est-2-dire une fonction qui ne croit pas plus vite quun polynéme

lorsque |x| — co.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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1.3

Produit de convolution et produit tensoriel

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur R”, leur produit de convolution est la

fonction sur R”, notée f * g, et définie par :

(f

*g)(x) = J f(y)glx—yl)dy ( = J flx—y)gy)dy =(g*f )(X)), (25)
R" R

et leur|produit externe (ou produit tensoriel) est la fonction f ® g sur R" x R", définie

par:

(f ® g)(x,y)=f(x)g(y). (26)

Sih, g|et 1 sont des fonctions continues (ou mesurables) bornées sur R", on a d’apres

le théagréme de Fubini :

(f xg,h) = J h(x + y)f (x)g(y)dxdy, (27)
RYXR™

(flog,e®y)= H (f ® 9)(x, ¥)@ @ ¥)(x, y)dxdy = {f,¢)(g,¥). (28)
JRTxXR™

La dernitre formule caractérise le produit externe et permet de le définir pour deux
distributions : On démontre en effet que si T et S sont deux distributions sur R", il
existe lune unique distribution sur R" x R" notée T ® S et appelée produit externe (ou
produit tensoriel) de T et S, telle que : Y,y € 65°(R"),

(T®S,p®yP)=(T,9){S ). 29)

On définit alors le produit de convolution de deux distributions a support compact S

et T,

comme étant la distribution & support compact notée T xS, telle que :

Yy € 2R, (T*S,9)=(T®S, plx+y)). (30)

Les principales propriétés de la convolution sont :

Uu*xv=v*u 31D

SV =VEd =Y (32)

0% uxv)= (2% *v=ux*(3) (33)
Supp(u*v) C Suppu + SuppVv (34)

etsiu€ €, vE ™, et uou v estasupport compact, alors :

uxv e €™ et (uxv)(x)=(u,7,V) (35)

Sachant que 7,V(t) = v(x —t).

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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1.4

On

e .
ou .

27n-périodiques

u(x) = Z a(m)ei™,

mezt

Gl = (Zﬂ)_"J u(x)e™* dx,
-

si u est une fonction, et

i(m)=(2n)™ <u,e™ >,

si u estf une distribution. Il en découle alors les propriétés suivantes :

1.5

La

est définie par la formule :

2: [a(m)|* = (2n)™ f lu(x)|?dx (Parseval-Plancherel)
m ™

D%u(x) = Z m®i(m)e™* (Dérivation)

mez"

(u. € cgoo(qrn)) = (Vk e 7", sup(1+ |m|ka(m)| < oo)

mez"

(ue () = (Viez", @tm) <c(l+m)))

Transformée de Fourier

Séries de Fourier de fonctions et de distributions

définit les Séries de Fourier des fonctions et des distributions sur R"/27Z" par :

(36)

(37)

(38)

(39

(40)

(41)

(42)

transformée de Fourier f (notée aussi & f) d’une fonction f intégrable sur R"

. 1 .
f&)= 5 J e f (x)dx. (43)
(2m)2 Jge
On démontre aisément que
Z est linéaire, (44)
que
Vf € LY(R™), f € 6,(R") (lemme de Riemann-Lebesgue), (45)
et que|quelles que soient f et g dans &(R"),
J F(&)g(&)de =J f(x)g(x)dx (théoréme du transfert), (46)
Rﬂ RTI
Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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[ f[é_,')?(g Jd& = f f(x)g(x)dx (th. de Plancherel-Parseval). 47
JR® R

On démontre également que

et que

Par dé

Z est continue de L' — L%, 48)

Z induit un isomorphisme de & — & (49

qui se prolonge en un isomorphisme de &’ — &’ (50)
et en une isométrie de L? — L2, (51

finition, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée u € & ‘(R™) est

la distribution tempérée U telle que

Lisom

Enfin,

deérive

ol

VoeS®RY), (@)= () (52)
orphisme inverse &' est la cotransformée de Fourier notée aussi  :
== ;| .
[Z7 1) =[Ff1E) = = J e f(x)dx. (53)
(2m)z Jgn

la transformation de Fourier jouit des propriétés (dites d’échange) suivantes :

Vf,g € L\RY), Z(f*g)=Q2n)i(Ff)ZFg), (54)
Vf e #(R"),Vg eL'(R"), Z(fg)= @rn):[(FF)*(F ], (55)
Vf e #(RY),Vg €LX(RY, Z7(fg)=m) :[(F7f)*(F 78], (56)
Vue S(RY), F(D%)=E*Zu, (57)
e S([®"), FPDu)=PE)Fu et FI(P(-D)u=P(E)F ~lu, (58)
F(5)=(2n): et F(1)=(2n):6. (59)

ntroduction

ans ce mémoire, on étudie la question de la résolubilité locale d’équations aux

es partielles (EDP) :

Pu=f (60)
P=P(x,D)= Y a,(x)D° ©61)
|la|<m

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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est un opérateur différentiel linéaire a ccefficients € % gur un ouvert non vide 2 de R".
)‘ﬂ Une formulation de ladite question est la suivante :

Etant donné x, quelconque dans S, existe-t-il un vmsmage ouvertV

| de x, dans Q tel que, pour toute distribution fe? (V) on puisse

| trouver une distribution u € 9'(V) qui vérifie Pu= f surV ?
/ Si c'est le cas, on dit que Popérateur (61) ou que 'équation (60) est localement ré-

soluble

sur . C’est précisément le cas si P est a ccefficients constants, ou a ceefficients

analytiques ainsi que le second membre g de (60), ou carrément si P est un champ dT
vecteuts réels agissant sur les fonctions réelles en tant que dérivée directionnelle.

O

|

Si P est un opérateur différentiel lindaire non nul a ceefficients
constants, le théoréme de Malgrange—Ehrenprejs garantit l'existence
d’une solution élémentaire® pour P, donc assure I'existence d’une so-
lution pour I'équation Pu = f car il suffit alors de prendreu=Exf.

On connait depuis fort longtemps les solutions élémentaires des opérateurs les plus

classiques :

Opérateur P Une solution élémentaire E
an 1(x1,...,x,l_1_) ® Y(xn)
]L(a i-'a)(CuChRi ) 1
— F == tic a -Riemann —_—
0z | 2\dx Jy d n(x +1iy)
=02 +...+ 07 (Laplacien) el
A = I aplacien e | 1 2 Iy
= B @-mis™
Y (t) |x|?
d. — A (La chaleu —_—
e~ A (La chaleu) (4mt)2 exp( 4t )
s Y(t) x| =
D, + A (Schrédinger) - @Xp ( e e [
(4rmt)2 4t 4
L @(E: T l}/) ;
92 — A (Ondes) SH T f P —(r =iy P 2o4T

Pour ¢ € E°(R"™'),y constante >0

3. Une solution élémentaire pour P est une distribution E telle que PE = 8.

Mathématiques

Juin 2015

Université de Guelma.
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Si P(x,D) est 4 ceefficients analytiques, le théoréme de Cauchy-Kovalevsky

i fc urnit une solution analytique pour Iéquation Pu = f, a condition que le

sacond membre f le soit également.

@ Mal

lheureusement, cette solution n’existe que sur un intervalle "de temps" relative-

ment court, dépendant souvent de la donnée initiale, et I'analyticité de cette derniere

est peu| probable dans "la vraie vie".

WA Pour les opérateurs & ceefficients *, le cas le plus simple est celui ott P(x,3) =

v
4_1] 1

aj(x)J; est un champ de vecteurs réels agissant sur les fonctions réelles en tant

que dérivée directionnelle. La résolution de ledp, P(x,d)u = f se fait sur les courbes
intégrales de P(x, 8), et se rameéne & celle d’équations différentielles linéaires du pre-

mier o1

‘dre. Localement, on peut se passer des courbes intégrales de P(x,d) et trouver

un sys#éme de coordonnées locales (yy,...,Y,) dans lequel P prend la forme particu-

lierem

ent simple P(x,0) = Ag‘zy— ot1 A # 0 (Théoréme de redressement de Frobenius).

Les solutions de P(x, 8)u = 0 sont alors les fonctions arbitraires de Py ]

A si

partict

En

@

Dans |

@

P est vraiment a ccefficients complexes et agit sur les fonctions complexes, et en

lier si le second membre f n’est pas analytique, il en va tout autrement :
1957, Hans Lewy [4] présenta son fameux exemple sur R3:
§i: 1,2 .
L= —( z——) +i(x; - lxz) . (62)
) a Xq .

alors I'équation Lu = f ne posséde aucune solution dIStnbumon dans au-
cun ouvert V, et cela pour « presque* » toute fonction f de classe 6.

e méme temps, il formula les deux questions :

Soit ‘ ‘
P= Za (x)—-—- ; 63)

i=1 G

un opérateur différentiel linéaire a cmﬁﬁaents complexes et €% dans un

voisinage de I'origine de R, tels que Z -, la;| #0.

QUESTION 1. L'équation Pw =0 a- t—elle toujours une solution non triviale ?

(}»UESTION 2 On suppose que P est "fortement p»seudo«cenvexe cest-a-

dire que P, P et leur commutateur [P, P] (= PP — PP) sont linéairement

111dependams sur C. Dans ce cas, I'équation Pw = 0 admet-elle localement

deux solutions de gradients linéairement indépendants sur C ?

u sens de Baire.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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Evidemment, lopérateur L de H. Lewy est fortement pseudo-convexe, les fonctions

—) . Py . . o s s . 7
w, = z| et w, = Z° + 2ix; oll 2 = X; +ix, sont de gradients linéairement indépen-

dants,

et on a : Lw, = Lw, = 0. Mais dans [7], L. Nirenberg a construit a partir

de l’oprﬁrateur de H. Lewy, un opérateur dont les seules solutions sont les constantes :

Ol suppose que :

oul

o

, 3 8 v

M z=x;+ix,= ref @ L est l'opérateur de H. Lewy,

2

4 (.8 =9 a4 1fa ,.¢
| —— o e £ e e T = e
IE 26 d\zaz s 2(3;:1 i "axz)

¢ et % sont des fonctions €% dans un voisinage de l'origine de R, quelque
peu compliquées & décrire mais, disons gu’elles sont plates (i.e s’annulent
idéfiniment) sur I'axe des x, et analytiques en 0, pour tout r > 0 et tout x;,

Dans ce cas :

Les

(sorte
compl
notée:
TC?1
désigr
TC

® N,N et [N, N] sont linéairement indépendants sur C.
® Siw e ¢! et Nw = 0 dans 1 vois. connexe du 0 de R3, alors w = cste.

questions 1 et 2 sont intimement liées a un autre résultat de H. Lewy [5]
de théoreme d’extension de Hartogs) concernant les fonctions de deux variables
exes, et que nous décrivons maintenant : Dans 'espace C? ot les variables sont
| (2,,2,), soit 2 un domaine dont le bord J est de classe ®*, soit TIN et
es fibrés tangents respectifs des variétés réelles sous-jacentes 300 etaC?et
jons par C ®z TN et C By TC? les complexifiés respectifs (sur R) de TR et

Le complexifié de TC? a la décomposition C ®g T C? =Ty, ® Ty, en vecteurs

holomporphes et antiholomorphes, T, est engendré par {0/02,,0/3%,} et Ty, par
-{a/azs{‘)

1,3/0%;}. Si V = (C ® TIN) N Ty, est le systeme de Catchy-Riemann induit

sur 1, alors V NV = {0} (section nulle) car C® TN =C® TN et To; N A

Ty N
1 sur

T, = {0} (section nulle), et cela montre que les fibres de V sont de dimension
C car celles de C ®g TN sont de dimension 3. Localement, on peut supposer

que = {(2,,%,) | 0(%,2;) < 0} et que 902 = {(21,25) | o(21,2,) = 0}, ou g est
une fonction suffisamment réguliére, de sorte que C ®y TIQ = C ®y [Ve]t. Soit

maint Fnant

_ _
P = (00/0%) 5=~ (00/9%) 5= (65)
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un élément de Ty, ; comme (P/Vp) = Pp = 0, on conclut que P € V, et que tout

teur de V (que lon convient d’appeler opérateur de Cauchy-Riemann induit

est égal & P, modulo un facteur de classe €. Ainsi, la restriction & d£2
(valeur| au bord) de toute fonction w holomorphe dans Q (i.e de classe €* sur
et satisfaisant aux équations de Cauchy-Riemann : dw/dz, = dw/dz, = 0 dans Q)
vérifie '« équation de Cauchy-Riemann induite » :
Pw=0.

Lopérateur P est, en termes de coordonnées locales, de la forme (63), et le fait de
supposer que 2 est fortement pseudo-convexe, c'est-a-dire que la forme de Lewy (Hes-

R 2 24 N Py ..
sienne de p) ), 97¢_2. 2. est définie positive sur dQ pour tous les vecteurs com-
i’vj 3

L,j=1 3%,0%;

plexes (4, A,) tels que 212‘:1 %Aj = 0 implique que :
Y
P, F et [BP] sont linéairement indépendants. (66)

Réciproquement, si un élément P de V vérifie (66), tout autre élément de V la véri-
fie (on|dit alors que cet élément, ou que V, est fortement pseudo-convexe), et cela
impligie que I'un des deux domaines bordés par df (2 ou C2%\ ) est a son tour
fortement pseudo-convexe, mais ne dit pas lequel des deux. Dans le cas particulier ot
0 est la boule unité de C2, et dans un choix convenable de coordonnées, I'opéateur
(65) n’est rien d'autre que Popérateur L de Hans lewy (62), et dans tout autre choix de
coordonnées, il lui est egal modulo un facteur réel ¥€* qui ne s’annule jamais. Dans

[5], Hans Lewy démontra que :

Si w est une fonction €' sur 99, dans un voisinage d’'un point
== (2°,2"), et telle que Pw = 0 ot P est I'opérateur (65), il existe un
ju 1380 q P

voisinage ouvert U de (2%,2) dans C? tel que w puisse se prolonger
en une fonction holomorphe sur U N Q. ~

Par la méme occasion,

1l s’interrogea sur la question de savoir si toute équation Pw = 0,
‘@ ol1 P est I'opérateur (63) soumis aux conditions (66), provient loca-
lement d’'un domaine fortement pseudo-convexe ) dans C?, en tant
que restriction des équations de Cauchy-Riemann a 912,

et démontra que :
Une condition nécessaire et suffisante a cela est que I'équation ho-

mogéne Pw = 0 admette localement deux solutions z, et z, de gra-
dients linéairement indépendants sur C,

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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De méme, L. Nirenberg conjectura dans [7] que :

Si w est une solution €® dans un domaine G de R? de I'équation
@i’p Pw = 0, ot P est I'opérateur (63) satifaisant aux conditions (66),

et si w est nulle dans un sous-ensemble ouvert G’ de G, alors w est

identiquement nulle sur G. '

Beaucoup de résultats sont connus sur l'unique continuation et 'unicité du probléme
de Cauchy mais aucun d’entre eux ne résout la question. La technique standard des
estimations de Carleman doit nécessairement échouer puisque de telles estimations
conduisent & la résolubilité locale de 'équation Pu = f € €>. Une autre approche

naturelle de cette conjecture est celle via les fonctions analytiques sur C? :

La conjecture précédente est vraie dans le cas ot 'équation Pw = 0 admet
deux solutions @, et g, de gradients linéairement indépendants,

puisque, si tel est le cas, et si: @ = (1, 2), T est 'hypersurface fortement pseudo-
convexe de C? égale a ¢(G), P est lopérateur défini dans un voisinage de T" par
Pf(2) = [P(f o )] (¢~ '(2)), alors B est fortement pseudo-convexe, P(wo ™) =0
sur T, et (¢f [5]) wo ™" se prolonge du coté fortement peudo-convexe de I en une
fonction holomorphe. Comme w o ¢~ = 0 sur I = ¢(G"), elle sera nulle sur tout
Pouvert auquel elle a été étendue, et cela démontre ainsi que w = 0 sur G.

3 Opérateurs linéaires a ccefficients constants

Selon Malgrange et Ehrenpreis, tout opérateur différentiel linéaire non nul a coeffi-
cients constants est localement résoluble sur R". Dans ce chapitre nous donnons deux
démonstrations de ce résultat : Une globale (due a2 Hérmander), et une seconde pure-

ment locale (due & Taylor et Dadok).

3.1 Le cas global

3.1.1 Solution élémentaire

Définition 3.1.1. Soit P(D) un opérateur différentiel linéaire a ccefficients constants sur
R™. On dit que E € 9'(R™) est solution élémentaire de P(D) ssi : P(D)E = 0.

Théoreme 3.1.1. (Malgrange-Ehrenpreis) Tout opérateur différentiel linéaire non
nul & ceefficients constants admet une solution élémentaire dans &'(R").

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma.
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Démonstration.

Ce théoréme général a été démontré par Ehrenpreiss et Malgrange. La démonstra-
tion que nous donnons ici est due & L. Hormander [3]. Lidée principale est de définir
E en tant que transformée de Fourier inverse de ;(1—55, Cest-a-dire par une formule du
type :

F! ,
o= | T v, &

Si, quel que soit & € R", P(&) # 0, clest bel et bien la formule (67) qui définit E.

En effet, la fonction 5(15 est € A croissance lente, ainsi que toutes ses dérivees :

1

G € 0y(R")

Donc, E (ainsi définie) est une distribution tempérée sur R". De plus, Yy € 6 (R"),

(P(DE, @) = (E.P(-D)p)
[ FPEDE)
= J T B

= J FH (X&) dE
R

= (L, '(¢))
= (Z(8),F ' (¢))
= (0,9),

ce qui veut dire que
P(D)E=24,

et que E est solution élémentaire de P(D).
Dans le cas général, on utilise le lemme suivant :

lemme 3.1.1. Si P(D) # 0, il existe une suite (6 )xen avec O € R™ et |0,] < 1, une
partition® de lunité (py)kex avec Px € G (RM), et une constante ¢ >0 telles que |P(& +
z6,)| = ¢ pour & € supppy, 2 €Cet lz| = 1.

I’idée est d’intégrer dans le champs complexe pour éviter les zéros de P({), { € C",

ce qui nous donne la formule :

5. Soit 0 un ouvert de R" et (V;); un de ses recouvrements par des ouverts. Une partition de 'unité
sur 2 subordonnée & (V;); est une famille de fonctions (¢;); dans € ®(Q) telles que : supp¢; €V}, la
famille (supp ¢;); est localement finie (cCest-a-dire : Pour tout compact K de €, I'ensemble des indices
j tels que supp ¢; NK # 0 est fini), Yp;=1,etp; >0
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(E,@) = (E,Z(F¢))
= (E,77')

k=1
[ eENF X8
= f GRS
k=1 JR"
Si maintenant f est la fonction sur C définie par :
(F719)(E + 6i2)
f&)= -
P(€ + GkZ)
alors (F10)(E)
2
fO)=—F7F—
P(&)
et on peut facilement voir que f est Holomorphe. D’apres la formule de Cauchy,
1
flz) =7 f) dz, |20 < 1.
20T )= 2~ %0
Donc :
1
fO)=— f'(i)'dz
2im k=1 2
c’est-a-dire : .
(F79)E) _ 1 f (F9)E+62) s
P(&) 207 [, P(E+6,2) Z

Par conséquent :

. 1 9—1@0)(5 +Zek) dz® I
s ;J 55z JH o) R

Dans la formule (68), on a ¢ € 6s°(R"). Donc, d’apreés le théoréme de Paley-Wiener i
Z~Y() se prolonge en une fonction holomorphe dans C" que I'on note encore F ),

6. Théoréme de Paley-Wiener : Soit f une distribution tempérée, Ff sa transformée de Fourier
Alors f est une distribution (resp. fonction test) & support dans la boule de rayon R si et seulement si :
(i) #f se prolonge en une fonction holomorphe de ¢ = & +in, dans C" tout entier.

(i) Tl existe N tel que | & £(2)] < C¢(1 + |Z])V R, resp.
(ii-bis) Pour tout N on a | Z f(2)| < C®(1 + |Z[) N eRin!
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et cela donne un sens a3 " (p)(& +26,) et permet de bien définir (68). En utilisant

'inégalité du lemme 3.1.1., et 'inégalité immédiate,

sup |Z (@) + 20| < CNina ()1 +[ENT, EERT, 9 ECY

|z]=1
keN

on peut facilment voir que E est une distribution. Ainsi, pour tout ¢ € 6;°(R"),

, F1[P(-D 6) d
(PDIE,¢) = . pk(é)(m f Gl ), il <) e
|z|=1

P(& +26,) z
| -1 6
_ Z pk(a)( 1 [ FG)E+326) dz) »

207 )1 Z

s Z‘ pr(E)F M (p)(E) dE
k

= Z P Z 1 (9))
k
= <‘>_‘p 1(<P)>

L
k

= (L,F '(p)
= (F(8), 7 '(p))
= (3,¢p)

Ce qui démontre que, P(D)E = §, et que E est solution élémentaire de P(D). []

3.1.2 Solution du probléme

Limportance d’une solution élémentaire E pour un opérateur différentiel linéaire
3 coefficients constants P(D) réside dans le fait que, si L : & — &’ est I'opérateur de
convolution défini par :
Vue &(R"), Lu=E *u,

ona:
LoP(D)=P(D)oL=1Id,
car .
[LoP(D)Ju=L[P(D)u] = E*[P(D)u] = [P(D)E] ¥u= G *u=1,
et

[P(D)oL]u=P(D)(Lu)=P(D)E*u)=[P(D)E] *u=06*u=u.
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En composant avec une homothétie de centre lorigine et de rapport %, et en pro-
longeant en une fonction 2m-périodique la composée de g par ladite homothétie, on
peut supposer que g est 2m-périodique, c'est-a-dire que g et v sont dans 9'(T"), ot

T = R" /217" est le Tore plat de dimension n.

Théoréme 3.2.1. Pour presque tout ¢ € R* tel que, Yi—1,..., ry
0<a; =T, lopérateur P(D + a) est un isomorphisme de ¢>(T")
sur €(T™), et de 9'(T™) sur 2'(T"). i

Démonstartion
Soit gle ¢ (T"). Donc g s'écrit sous la forme :
gx)= Y, gk)e™ (73)
kez"

et il existe un entier positif g tel que :

Vg €N, sup(1+ |kDg(k)| < oo. 74)

kez™

En choisissant f telle que :

f) = [p(k+ )] ER)eE™, (75)
kez™
On obtient :
P(D+a)f =8,

et il feste donc & démontrer que f, ainsi définie, est bel et bien dans € (T™). D’aprés
la proposition 7.2 de [8], pour presque tout & & R"telque, Vj=1,...,n, 0<a; <1,

il existe des constantes C et N’ telles que :

vk ezt [p(k+ o) < C+ [k,
et cela implique que :

YN €N,k € 2", (1+ k) p(k+ ) g < €1+ KDY (1 + LRMHO

Mais| :
A+ kPN <@ +1kD™,

car .

(14 [k 1+ |k|* 1V 2 A
RS G S L L 2L
(14 |k (1+|k[)? 1+ |k +2|k|-
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et on arrive donc a :

VNeN, YkeZ", (1+[k)Ip(k+ o) 2k < C(1 + k)| (K)).

Comme g € ¥*(T") on obtient :
VN,N’ €N, YkeZ", :uzp(l + kN 3(K)| < 00
s
cela implique que :
VN eN, YkezZ", zfélze(l + kDN |p(k + )| Z (k)| < o0

C’est-a-dire que :
f € &=(T),

et cela prouve la surjectivité de P(D+a) en tant qu'opérateur de € (T") dans €®(T").

D’autre part, si 'on suppose que :
P(D+a)f =0

on obtient :

Z P(k + a)f (k)e** =0

kez"
et ceci équivaut a :
VkeZ", F(k)P(k+a)=0

Comme :
Plk+a)#0

pour presque tout @ € R" tel que 0 < @; <1 pour j = 1,...,n, on conclut que :

o~

Vkez", f(k)=0

c'est-a-dire que :
F=0
et cela démontre l'injectivité de P(D + a) : €°(T") — € (T").

En fin de compte, P(D + a) est un isomorphisme de €*(T") sur €*(T"), et par
un raisonnement analogue on peut facilement voir que P(D + a) est également un

isomorphisme de 2'(T") sur 2'(T™).

O
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sée) de |x|. En dehors de I'origine on a

n—1
&)+ 2= Da/(lxpy = o,
N | x| ,
AEZx)
Dongc, pour x # 0, E est de la forme
alx|+b sin=1
E(x) = aln|x|+b Sin=2
S AP
. Si
@=n) 277 MTE

ol a, b sont des constantes a déterminer, et on peut chercher E sous la for

clx| sin=1
E(x)=14cln|x|] sin=2
clx|*™ sin>3

Proposition 4.1.1. la distribution sur R" définie par la fonction localement
(m sin=1,
In|x|
E(x)={ % sin=2,
c _ 1 22
s sin>3 (avecz-:-(z-—n) F(g))'

est solution élémentaire du Laplacien.

Démonstration.
eCasoun=1:Vye€E(R),

(AE,p) = (E, ")
%= fE(x)go”(x)dx

“x—llp”

-

= J xp”(x) dx
0

- J ¢’(x) dx
0

= ¢(0)
= (5,9),

(x)dx

me :

intégrable :
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4.2.3 Solution élémentaire

Soit E, la distribution tempérée dont la transformée de Fourier partielle en x est -

FE,(t,6) = (2m)2HL(x. 5)%'5-'.

Pour toute fonction test ¢ dans €°(R™), on a :

52 - | _ 02 5
<(5;5+I€l )9xE+,<P>—<a 2B tIEPFLE, ¢ >

nelg
(e (5 (e )% 5

:(2n)“§<i(5t®153h,1;,§' + H{(t, E)costlfl

2py(e, 5 S >
_)+m H(e, £) T

P2 sinclg]
HEPHE O™ ,¢>

911’11’[5,

&
+ElH(t, 5)55%35[» w:)

=(zn)-%< 5,01, - [ePH(t, £)

=(5, ® (21)"%1,, ).

Donc )
i 8

et a l'aide de la tran:;formatlon de Fourier inverse on obtient :

62
(ﬁ - Ax)E+ =0,®6,,

82
(ﬁ —Ax)E+ - 5,

et cela montre que E, est une solution élémenaire de Popérateur des ondes, portée

C'est-a-dire

par le demi-espace t > 0.

4.3 Equation de La Chaleur et Equation de Schrédinger

09

Les opérateurs de la chaleur et de Schrédinger sont respectivement

A er F=nl.
T il i 7

C=
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Proposition 4.3.1. Lq transformée de Fourier inverse de Iq fonction

‘R
fiR" - R ] . Fik Rl |x[2-
£~ exp(—olelr) a fonction P i ( x )
Démonstration,
Ona:
2= —gy f " selef g,
(277 Jgn
Donc :
g(ix) = ! 7| emxEelEPgy
27)2 Jzn
Comme : 5
| x| x P
—x& — 2 e £
E-oleP =~ |t va,
on obtient :
) 1 a2 __,¢+‘/a§,2 5
glix)= —e 4w e |xve dé&.
27T 2 Rg
et en posant :
X
=—4
=3 75 V&
on arrive 3 : 1
d€ = —dn
w?2

et par suite :

Ce qui implique que :

glx)= (25))3 exp (ﬂ)

4.3.1 Equation de la chaleur
le probléme bien posé associé est le probléme initial :
T f=ar
at’
f=flx) pour t=0

ol f, est tempérée.
Si f en est une solution tempérée, et si f est la transformée de Fourier partielle en

x de f, alors :
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4.3.2  Equation de Schrédinger

Pour Copérateur de Schrédinger sur R g = ?Z — A, on cherche une solution

au probléme initial :

SF=0
{f = fo(x) pour t=0"
sachant que f;, est tempérée.
Ce probléme initial se réécrit :

i

== =~ilePf
f

I

S™)

pour t =0

Sa solution est telle que :
f: e—itlazﬁ)’
donc
fl6,x) = @r)E[F7e )], £ (x)
= [(4mit) e 5], £,00)
= [(4nt) e 51w £ (x)

* Solution élémentaire : On pose E(t, &) = (2m)"2H(t, £)e~itlEP et, pour tout ¢ €
G (R™),ona:

((e+16P)emi)=( S E IS
=(2m)": < % [He 075 ] g2 (e, e, so‘>

Lk <e_“'5‘2 [6. ® 1]~ ilePH(e, )eer
HIEPH(E, £)e" )

=(6, ® [(2m)721,], ).

Donc
'\3t+ll£I JE=5,0ln41,),

de sorte que :

et que I’équation de la chaleur admet pour solution élémentaire E = & x‘ 'E.
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Définition 5.1.1. SoitS une hypersurface de R" définie par (76) avec g suffisamment
réguliére (au moins, de classse €™) et satisfaisant 4 ( 77), soit p,, la fonction définie
par (79), et soit x un point de S.

- On dit que x est caractéristique pour I'équation ( 80) sip,(x,d.g)=0;

- On dit que S est caractéristique pour I'équation (80) si tous ses points x le sont.

5.2 Le Théoréme

Théoréme 5.2.1. (i Cauchy-Kowalewsky) Soit S une hypersurface de R" définie
par (76) dans un voisinage U de I'un de ses points a, avec g satisfaisant ¢ la
condition (77), et supposons que les fonctions g, p, (la] < m), f, u(j =

[ﬂ 0,...,m— 1), qui figurent dans (76),(78),(80),(81), sont analytiques sur U.
Si a n'est pas caractéristique pour (80) , alors il existe un voisinage U’ de a
contenu dans U dans lequel Uéquation (80), accompagnée des conditions (81),
admet une seule solution analytique u (i.e il existe une seule fonction analytique
u qui verifie léquation (80) dans U’ et les équations (81) sur snu).

Ce théoréme (dont on peut trouver une démonstration dans [6]) est 'un des pre-
riers résultats sur 'existence de solutions, mais pour beaucoup de questions, en par-
ticulier pour des questions d’approximation utiles pour la physique, il n’est pas tres
utilisable. II ne dit pas quel est le 'rayon de convergence" de la série solution ; de la
démonstration, on peut extraire une majoration, mais elle est en général mauvaise, en
particulier ce "rayon de convergence" peut étre trés petit méme si ceux des données
ne le sont pas. Surtout ce théoréme ne dit pas que le probléme de Cauchy est bien
Posé€, i.e que la solution a une limite en un sens raisonable (par exemple au sens des
fonctions différentiables) si les données en ont, ni méme qu'il a une solution si les
données ne sont pas des fonctions analytiques. Si on essaie de résoudre le probléme
de Cauchy pour une donnée de Cauchy (u;) diférentiable mais non analytique, la pre-
miére idée qui serait d’approcher les u; par des fonctions analytiques et de passer a la
limite ne marche pas, parce qu’on ne sait pas si la limite des solutions existe (il fau-
drait justement pour cela que le probléme de Cauchy soit bien posé). Le fait que le pro-
bléeme de Cauchy soit bien posé est une autre question, souvent beaucoup plus difficile.

Le théoréme de Cauchy-Kovalevsky a été publié par Cauchy en 1842 dans les
Comptes rendus de I'Académie des sciences. Le travail de Sofia Kovalevskaia est paru
en 1874 ; apparemment elle ne connaissait pas celui de Cauchy (et son jury non plus
puisqu’il s’agissait d’une thése!). La démonstration de I'unicité est simple et instruc-
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tive. Celle de I'existence consiste essentiellement 4 démontrer 1 convergence de la
série ainsi calculée. Elle T€pose sur une technique de majoration établie par Cauchy &
cette occasion (méthode des séries majorantes). Le théoréme de Cauchy-Kovalevskaia
n’exclut pas l'existence de solutions non analytiques au probléme de Cauchy. Cette la-
cune a été comblée, en 1901 par le théoréme de Holmgren qui affirme Punicité des
solutions " classiques " (c’est-3-dire m fois différentiables). Tres élégante, la démonstra-
tion de Holmgren est remarquable pour I'époque par la facon dont elle met en jeu des
idées de l’analyse moderne : dualité et densité. Le résultat de Holmgren a été étendu
par Hérmander aux solutions distributions. I] est nécessaire dans ce nouveau cadre de
reformuler le probléme, puisque la restriction d’'une distribution & Phyperplan x, = x?,
qui intervient dans les données de Cauchy, n’a 3 priori pas de sens.

5.3 Démonstration du Théoreme

En trois étapes :
¢ On démontre tout d’abord que le probléme (80)-(81) se raméne & un probléme de
Cauchy oli @ = 0, o1 la fonction & qui définit S est la énieme projection canonique de
R" sur R (donc ¥ = *e, ol e, est le éniéme vecteur de la base canonique de R", et
Dy =D,, =43,), ol le coefficient de J," dans (78) est égal 4 1, et ol les conditions
limites uy, u,, ..., U,_, sont nulles.
* On démontre ensuite qu'il existe une unique série formelle” (non nécessairement
convergente) qui vérifie formellement le nouveau probléme de Cauchy.
® On démontre enfin (par la technique des séries majorantes) que l'unique solution
formelle est en fait une série convergente.

5.3.1 Réduction du probléme

D’aprés 'hypothése (77), il existe au moins une dérivée partielle ;g qui ne sannule
pas en a. Donc, sans restreindre la généralité, on peut toujours supposer que

g8 #0 (82)
dans un voisinage de a. Ceci étant, on peut aisément vérifier que l'application

w:RZvaﬁfeR; 83

7. Série formelle signifie : série entidre non nécessairement convergente. On peut effectuer sur les
séries formelles les mémes opérations, produit, dérivation, composition (en prenant garde a lorigine)
que sur les fonctions - le résultat est une autre série formelle.
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ou

gille, cee xn—lzxn—l, zrlzg(x)’ (84)

est un difféomorphisme analytique qui transforme

Sen S= {%, =0}, (85)
9 en 5,+(38)3, (j=1,....n—1), (86)
d, en (3,8)7,, (87)

Péquation aux dérivées partielles (80) en I’équation aux dérivées partielles :

Pn(xd:8)3T+ Y B3 =7, (88)

lal<m
ap<m-1

et les conditions limites (81) en les conditions :

=1U

m~—1» (89)

- 3 = - Fm—1s
= Up, 5nu,~ ~—-ll1, ceay an uEnﬁ

ot i, f, les D.. (pour |a| < m), les é;E (pour j =1,...,n), et les u; (pouri=0,...,m—
1) s'obtiennent a partir de u, [ Pa> 9,8 et u; par la transformation (83):

~

? f:fogo_l, ﬁa=pa°¢—1, %:(ajg)ow_l’ et Ei:‘ui O(p-l’ (90)

i=uop™

et ot 'on a noté

—~

o . ..
= et 3=(3,3,...,3) 91)

ij

SR

Lanalyticité de g sur U implique sa continuité dessus, donc implique la continuité
sur U de Papplication x — p, (x, d, &), et il S'en suit alors que si a nest pas caractéris-
tique pour (80), cest-a-dire si

Pn(a,d,g) #0, (92)

il existe un voisinage de a tel quaucun de ses point sur S ne le soit, et on peut donc
mettre I'équation (80) sous la forme
[Gru(®)+ Y pLDNFUE) = (%), (93)

laj<m,
dp<m—1

ol p, = Pu/Pms f' = f/p,, et X est donné par (83). Il découle également de I’ana-
lyticité de g que les fonctions ¥ — p,(X) (la| < mya, < m - 1) et X — f/(X) qui
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figurent dans les nouvelles coordonnées X = (X, ..., X,) sont elles aussi des fonctions
analytiques, et il suffit donc de démontrer le théoréme pour I'équation

d,"u+ Z: D,0% = f, dansun voisinage U de lorigine, 94)
lal<m,a,<m—1

avec les conditions

m—

o — 1 — r
u,snu = Uo, a"u,snu =l ., an UISQU =Upp, (95)

et dans le cas ot
S = {x, =0}. (96)

On suppose maintenant que S = {x, = 0}, que les fonctions po(lal<m, a, <m~-
1) et f sont analytiques dans U, que les fonctions Uo, Uy, ... , Uy 4 sont analytiques
sur UN S, et on pose

m—1 xj
V) =u(x) = D Puy(x), ©7)
=0 J*
Comme _
x]
anm [ﬁuj(x/)] =01 J=O: 1:-")m—_ 1; (98)
on obtient
- m—1 Xj
m.,’ : , — . n \ ‘
[3,v](x) + 2. L P[0V = £ (x) - Z Z Pl2" [ <)), (99
aj<m Jj= al<m
ap<in—1 ap<m-—1
D'autre part, de (95) et (97) il résulte immédiatement que
ov|s=0, j=0,1,...,m—-1, (100)

et comme le second membre de (99) est une fonction analytique, le probléme se réduit
au probléme (94) - (95) dans le cas oil les fonctions u; sont identiquement nulles.

Nous considérons donc 'équation (94) accompagnée des conditions (95) otu; =0,
pour j =0,1,...,m— 1, que 'on peut écrire sous la forme

m=1
[9m] () =) 1 by(x, 88 u(x) + £ (x). (101)
j=0
avec
dlujs;=0, j=0,1,...,m—1, (102)
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ol

bi(x,0) == p,(x)a". (103)

[aj<m
an=j

(La fonction b;j(x,&"), j < m— 1, ainsi définie est analytique en x et polynomiale de
degré inférieur ou égalam—jené = (Eaesss Ept) )

5.3.2 Solution formelle

A présent, on cherche une série formelle
il x) = Z c,x¥ (104)
vENT
qui soit solution du probléme (101)-(102). En particulier, u doit vérifier -
BJul, = j! Z ¢, x”, jeN, (105)
veNn
n=j

et en vertu de (102), pour tout j=0,1,....om—1,1e premier membre de cette égalité
est nul. Il en découle alors que

¢, =0 pour v, <m-—1. (106)
et que
ilx)= Z c,x". (107)
veN?

Yp2m
Pour déterminer les coefficients ¢, (lorsque v, > m), nous substituons formellement
D veve X" & u(x) dans équation (101) et procédons de la maniére suivante :
Vp2m

1) On commence par chercher les ¢, pour les v € N" tels que V,=m:

4973 [CV.X'V]

Xp=0 =0 pour Vn - m, J Tm= 1: (108)
on calcule les valeurs des deux membres de (101) sur {x, = 0}, et on obtient

Grulx,0)=m! } Te,x"' = £(x',0). (109)

venT,
Vp=m

Comme x" — f(x’,0) est une fonction analytique dans R"™', un développement en

série de Taylor & Forigine de 'espace R*~! X;=0,...,x,_; =0), conduit &
y g P 1 n—-1

f(x',0)= Z d,.x" . (110)

v/ eNn-1
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Donc on peut déterminer ¢, pour les v tels que v, = m, c’est-a-dire
- 7 7 . :
¢, =d,, pour v, SV u Vg SV, Y, =m. (111)

ii) On suppose que les ceefficients ¢, avec v, < k—1 (k > m) sont connus. En dérivant
les deux membres de (101), (k— m) fois par rapport a x,, et en calculant leurs valeurs
sur {x, = 0}, on constate que

5;1k—m[§bj(x,a')a,{( > cvx")J =) (112)
j=0 veN"y, >k X,=0

donc la dérivée d’ordre (k—m) du second membre de (101) par rapport 4 x,, calculée
sur {x, = 0}, est déterminée par la fonction analytique connue

» (113)

Xp=0

m—1 -
gl [ D by(x, anei( S c,,xV)J +3F™f (x)
Jj=0 veN"y, <k-1 X, =0
qui peut étre développée en série de Taylor a l'origine de Iespace R"! et l'on peut
identifier les coefficients de son développement a klc,, pour les multi-indices v tels
que v, = k, car la dérivée d’ordre (k —m) du premier membre de (101), calculée sur
{x, =0}, est

d*u(x) v
et ==K D o (114)
n veN", v, =k

iii) en procédant par récurrence sur k (avec v = (v/,k),v' € N*™1), on obtient tous
les ceefficients c, de la série (1 07). Une fois que ces ceefficients ¢, sont déterminés, on
démontre la convergence de la série (107).

5.3.3 Séries majorantes

Pour démontrer la convergence de la série (107), on utilise les séries majorantes,
définies de la maniére suivante : Une fonction F(x) est dite série majorante de la
fonction f(x) si les ceefficients C,(F) de sa série de Taylor & l'origine, ZveNn C,(F)x",
sont supérieurs ou égaux aux valeurs absolues des ceefficients C,(f) de la série de
Taylor & Torigine, 3, _..C,(f)x", de la fonction f(x), Cest-a-dire que :

C(F)21C,(f)l, Vv eN™. (115)
On définit également les séries majorantes pour les b i(x,d") : une fonction

Bi(x,&) = Z P (x)e™ (116)

lal<m,a,=j
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(ot & =(&,,...,&,_,)) est dite série majorante & l'origine, de la fonction

bi(x, &)= D pylx)E® (117)
lalsm’al'l:j
si, pour tout a € N" tel que la| < meta, <m-—1, la fonction P,(x) est une série
majorante pour p,(x).
Les séries majorantes F(x) et B;(x, &’) étant introduites, on considere I'équation :

m—1
Grw(x)= ) B;(x,8)3w(x) + F(x). (118)
j=0
lemme 5.3.1. Soit w(x) est une solution analytique de Uéquation (118), et supposons
que :

Tous les caefficients des séries de Taylor a lorigine (de R"!) de |
wi|, o Bw(x)|, g -, w0, (119)
sont non-négatifs.

Dans ce cas, w(x) est une série majorante pour 'éventuelle solution analytique du pro-
bléme (101)-(102).

Démonstration.
Pour tout v € N", posons
1
C.(u)= ;'-avu(x)lxzo, (120)
1 v U
Cv(w) = ;a W(x),x=0' (121)
Ona
wx)= ) C,(whx", (122)
veN"

dans un voisinage de lorigine, et I'éventuelle solution analytique u(x) du probléme
(101)-(102) est telle que

u(x) = Z C,(wxy* ... x"m, (123)
veEN"
dans un voisinage de zéro. On a donc ¢, = C,(u), et comme nous l'avons vu dans
(106),
¢, =C,(w)=0 pour v,=0,1,...,m—1. (124)
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et
1 m—1
W | Ak—m i é
~a™gkon] gBj(x, a73i]. (134)
Jj=
Il s’en suit alors que :
CV(F) = ,C-T/'(F),, Yv,u 2 ,ﬁv,uL (135)

et en vertu de I'hypothése de récurrence (128), il résulte de (131), (132) et (135)
que :
Cw)=C,(u), (136)

ce qui démontre que w(x) est une série majorante de la fonction u(x), et achéve ainsi
la démonstration du lemme.

5.3.4 Suite et fin de la démonstration du théoréme

Il ne reste donc plus qu'a démontrer I'existence des séries majorantes B;(x,&") pour
bi(x,&), j =0, L...,m—1, et F(x) pour f(x), et que 'équation (118) avec ces
Bi(x,&’) et ce F(x) admet, dans un voisinage de l'origine, une solution analytique
w(x) telle que les coefficients de la série de Taylor (2 l'origine de R™) de

a

(z=)wlx)|, _, (137)
Xy n

d

soient tous non-négatifs. Rappelons que, par hypothese, le f(x) et les Pa(x) (la] <
m, a, =< m-1) qui figurent dans (101)-(102) sont analytiqyes dans un voisinage
de T'origine. Donc, dans un voisinage de l'oigine, on peut les développer en séries de
Taylor. Par conséquent, il existe des constantes r > 0 et M > 0 telles que

2l sy, e <, e <ma<m-1, (38
veENT veEN"

ou
- 1 1
Cv(f) == ;!'avf(x),xzob Cv (pa) == ﬁavpcz(x),x_—_o: (13‘9)

et la relation (138) implique que
GO <M, 16 <M, W¥ven (140)

ou

M
C,(p,)| < o Yvent (141)

O EES o
r
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On considere maintenant la fonction
M

F(.X') = 1— X1t +x,+px, ‘142)
r
définie sur
{xGR" lx1+...+xn_1+gxnl<r}, (143)

oll o est une constante 4 déterminer de maniére convenable, telle que p > 1. Comme

M [s.¢]
—=M) yk our |y| <1,
Ty M2
ona:
o (o + o+ x g + o, )
Flx) = M 1
(x) ; = (144)
vIE Xt x e x X x (o)
- M ,‘E X 1 le—l (Q l) ) (145)
e r
En dérivant les deux membres de (142), on obtient :
, v|! p¥ryl v|IM p":
8 F(x)|, = md & _ Mg (146)
vl phl rivl
Par conséquent, et compte tenu de I'inégalité p > 1, on a
1 v|{IMp"n M
C(F)=—=3"F(x)| _, = il 2 e (147)
vl x=0 'V!T'M rl'V‘
Donc, en vertu de (141) on a

Cest-a-dire que la fonction F(x) définie par (142) est une série majorante de f(x)et
de p,(x) (Ja| < m, @, < m—1). Par conséquent, si 'on pose P,(x) = F(x) et quon
la substitue & P,(x) dans (116), la fonction By(x,&y,...,&, ;) ainsi définie sera une
série majorante de bj(x,&,,...,&,1). Considérons donc I'équation (118) avec F (x)
donnée par (142) et avec B;(x,£&’) donnée par (116) et P,(x) = F(x). A laide de
(142), 'équation (118) peut s'écrire sous la forme :

() = Q(AIW(x)+R(IW(x) +M

1 — Xt tex, !
r

(149)

ot Q(&) est un polyndéme en € de degré m et dont le coefficent de &M est nul, tandis
que R(&) est un polyndme en & de degré inférieur ou égalam-1.
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En posant
_ X+ +x,,+ox,

r

(150)

on obtient :

L ds 0 1d . i d ds & pd (151
e S —ee Y T S Dy g B —_——= i
e dx;3s rds?P ax, <9)c ds rds

Par suite 'équation (149) se réduit 3 I'équation en w(s) :

B8 s | 1 q(@)d”‘~ 1d od
r) ds™ = —s[ rm Wt R(rds ST Ly )w(s)-} M], (152)

e

ol
9(e)=Q(1,...,1,p), (153)

est un polynéme en p de degré inférieur ou égala m — 1. Comme

(_&?)m 3 i Q(Q) _ ( ) =g q1 Q)Q*'", (154)

en multipliant(152) par
(155)

( ) —s—q(e)e"”’
on obtient :
- ram 1 [ (1 d 1d

- e d
—i(s) = [ — rds T T ) ” M|, @se
dsm ") (Q) I=s—qe)oe™ L \rds’ " rds )W(S)+ J] _—

et vu que le degré du polynéme q() est inférieur ou €gal a m — 1, on peut choisir o)
tel que
a(e)o™ < (157)

En résolvant I'équation différentielle ordinaire (156) avec les conditions initiales

dSJ ()L =0 = } j=0,1,...,m_]L, (1 '8)

on obtient la solution unique w(s) qui est analytique sur I'ensemble {s/ls] <1-
q(e)o™™} . la solution w(x) de léquation (149) s ‘obtient, en posant

(X1t X, 4 ox
w(x) = w( . i S ") (159)
r
dans un voisinage de l'origine
{x e R”,le +..tx, 4+ x| < r(1 —q(e)o™)}. (160)
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Comme nous I'avons mentionné, l'existence et Punicité de la solution analytique w(x)
dans un voisinage de lorigine, en verty du lemme 5.3.1, implique Pexistence de la
solution analytique u(x) du probléme (101)-(102) dans un voisinage de l'origine ;
d’autre part, la démonstration de Pexistence et de I'unicité de 1a solution analytique
u(x) du probleme (101)-(102) dans un voisinage de l'origine est suffisante pour affir-
mer l'existence et I'unicité de 1a solution analytique du probléme (79)-(80) dans un
voisinage U’ de x° . Le théoréme est ainsj démontré. []

6 Opérateurs 3 ceefficients ¢

Dans ce paragraphe, on donne trois exemples d’'opérateurs différentiels 3 ceeffi-
cients complexes variables et de classe €, qui sont non résolubles méme localement.
On donne en outre deux conditions suffisantes, I'une 3 la non résolubilité et Iautre
a son contraire, et on renvoie 3 [11,[3], [4], [6] et [7] pour les démonstrations.
Il'y a ainsi, une différence qualitative considérable entre les équations & ceefficients
complexes variables et celles 3 ceefficients constants, ou celles qui proviennent de la
physique, qui sont résolubles au moins localement. Ce phénomene de non résolubilité
locale est pourtant en un certain sens « générique » pour les équations & ceefficients
complexes variables, méme s'il a fallu attendre les années 1950 pour s’en convaincre.

6.1 Opérateur de Hans Lewy

Théoréme 6.1.1. (cf [4]) Si L est lopérateur de Hans Lewy :

Alors il existe une fonction F : R3 — C de classe € tellle que Uéquation

Lu = F n’admette aucune solution distribution dans aucun ouvert de IR,
6.2 Opérateur de Mizohata

L'opérateur de Mizohata sur R? est

a a
= —ix— 161
M - lxay (161)

Il est apparenté & celui de Hans Lewy en ce sens que I'un se raméne en gros & lautre
apres une « transformation canonique » et, tout comme ce dernier, a des origines dans

les problémes de la géométrie complexe, et ne se comporte pas comme devrait se
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comporter intuitivement un opérateur associé 3 un phénoméne physique : 11 n’y a pas
de conditions limites bien posées et n'est pas localement résoluble. L'équation My = 0

admet évidemment la solution .

By e (162)
et plus généralement les distributions de la forme
2 2
[0 xXT . X7
f(\y+13+10)—El_l’rgf(y+z?-l-le) (163)

ou f(z) est une fonction holomorphe dans le demi-plan de Poincarré Yy=Imgz >0, 3
croissance modérée pour y—0.

Théoreme 6.2.1. Léquation M f = g a une solution au voisinage d’un
point (x,,0) si et seulement i, pour toute distribution g & support compact
égale a g dans un voisinage de (x,,0), Hg est analytique au voisinage de
Xo, sachant que H est lopérateur de Hermite défini par : ,

—_— sy 2
Hf(n)= f fxin)e Pagy
ol f«ast la transformée de Fourier partielle en y

6.3 Opérateur de Grushin

Lopérateur de Grushin sur R? est

G= g
= zxay.

Théoréme 6.3.1. (¢f (1bsip. n-13 » est une suite de disques
Jfermés non emboités dans le demi-plan x > 0 de centres (x,,0) avec x, > 0
et x, —= 0, et si f(x,y) est une fonction €™ & support compact, paire en
x, nulle sur x > 0 en dehors de D, et telle que : ’

fJ f(x,y)dxdy =0pourn=1,2,...
D, :

alors léquation Gu = f n’admer aucune solution €* dans aucun voisinage
de l'origine.
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6.4 Conditions suffisantes 3 la (non) résolubilité

Soit £2 un ouvert non vide de R", et soit sur Popérateur différentiel d’ordre ma
ceefficients € :

P(x,D)= Z a,(x)D*,

la|<m
de symbole total

p(x, &)= Z ao(x)E,

la<m
et de symbole principal

Pu(%, )= a,(x)e".

la|=m
On désigne par P(x,D) lopérateur d’ordre m dont les ceefficients sont les conjugués
de ceux de P(x, D) :

P(x,D)= > g,(x)D",

laj<m
son symbole total est :

Plx, &)= a,(x)e,

lajl<m

et son symbole principal est :

Pu(x,8)= > G (x)E"

laj=m

Proposition 6.4.1. e commutateur
€. D)= [P(x,D),P(x, D)] = P(x, D)P(x, D) ~ B(x, D)P(x, D)
est un opérateur différentiel d’'ordre 2m — 1 et son symbole principal est

1 =
C2m—-1(x, 5) = lT{Pm;Pm}(x: 6)

ott {-,-} est le crochet de Poisson 8.

Démonstration.
La formule de Leibniz, D*(fg)= ZY S #_’YNDY fD*7g, implique que :

8. Le crochet de Poisson {.,.} est défini sur les fonctions qui dépendent des variables (x, &) par
o, &)=S" [2f 2g _ oF ag
z{f»g_}(X,€,)--'Z~=1 [a*glfag E.jé?j](x,i).
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P(x,D)P(x,0) = a,cope[ 3 ap(x)D" |

lal<m [B]<m

D0 2 300D [ay(x)D*]

lal<m |§|<m

Il

Z Z Ea(x)[z ,(aL[D ap](x)D* ”’3]

lal<m|B|<m r<a ¥

Z ZZ D7 a;ﬁ](x)[( a =t @,(x)D* YJD:S

|Bl<m lal<m7=a ¥

= ¥, Z—[Dfaﬁl(x)[[ 8F](x, D)] Df

|BI=m [yl<m

il

et de facon similaire
P(x,D)P(x,D) = “; HZ %[Draﬁ 16e) [[8/ p1(x, D)] DP.
<m|[y|<m
Dong, le commutateur C(x,D) est tel que
JEIED I ——[ [D8s)(0)(2; p1(x, D) - [D"ay1(x)(8/5](x, )| D,
IBl<m [y/<m T

son symbole total est :

cxp) = 3132 1A %P10 &) - [D'a]()[0/B](x, ) | ¥
lﬁl<mlﬂ<rr
> = [ X racoe ] o,
lrl<m |Bl<m

-[ X raicos | 197p10x, 0|

[Bl<m

= 3 5o £PIC 8= 0 10x X721, )

!rl<mY

— 1 "
= Z = [ [DPI(x,€)[3, p1(x, &) - [D"p](x, & )[3P](x, &) ]

O#lylsm 1 ° )

et cela montre que C(x, D) est d’ordre inférieur ou égal & 2m — 1, et que son symbole
principal C,,,_,(x, £) est donné par :
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Cons(058) = 3 [ [D7B ], ) pn) (x, €)= [D7p, I, O&Pal(x, &)

lrl=1

1 n"
= = Z [ [0 prl(x, & )8, pl(x, &) - [0 P](x, &)[8,.pml(x, 5)]
=i ;

i
= ;‘{pm:ﬁm}(x: 5) O

Théoréme 6.4. 1. On suppose que, quelle que soit f dans 9(0), Uéquation
Plx.Diu=7r

admet une solution u e 9’ (). Dans ce cas, on a nécessairement :

Com1(x, &) = 0 pour tout (x,&) tel que x € 0, EeR", etp,(x,E)=0. (164)

Corollaire 6.4.1. On suppose que les ceefficients d'ordre m de lopérateur P(x,D)

sont €%, et que la propriété (164) n'est vérifiée pour aucun ouvert « ¢ (). Dans ce
cas, il existe une fonction® f € F(Q) telle que Uéquation P(x,D)u = f ne posséde
aucune solution u € 9’ (@) et cela pour tout ouvert non vide w € ().

Théoreme 6.4.2. On suppose que les ceefficients de P(x, D) sont €* sur Q et que,
pour tout ouvert non vide e inclus dans $}, il existe une fonction f € () telle
que léquation P(x,D)u = f ne posséde aucune solution u e 2'(Q). Dans ce cas, il
existe des Jonctions g € #(Q) telles que Uéquation P(x, D)u = g ne posséde aucune
solution dans aucun ouvert non vide o c 0. ‘

Définition 6.4.1. Un opérateur différentiel P(x,D) sur un ouvert Q de R" est dit « of
constant strength » sur Q si, pour tout x et Y fixés dans ), les opérateurs & ceefficients
constants P(x, D) et P(y, D) sont fortement équivalents en ce sens que :

P(r,E) _

iC,, eR/VE eR", <cC,,.
s SR/VE Ply, &) 7

9. () est la fermeture de 65°(2) dans #(R™)
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Théoréme 6.4.3. Soit P(x,D) un opérateur ¢ ceefficients continus et « of constant
strength » dans un voisinage d’un point Xo de R". Si Q est un voisinage ouvert
suffisamment petit de Xo, On peut trouver un opérateur linéaire E - Li0) - L)
tel que :

P(x,D)Ef = f, pour tout f € L3(q),

EP(x,D)u = u, pour tout u e 2(12).

Théoréme 6.4.4. Soir P(x,D) un opérateur & ceefficients €% et « of constant
strength » dans un voisinage d’un point X de R™. Si ) est un voisinage ouvert suffi-
samment petit de Xo, ON peut trouver un opérateur linéaire E : &' (R™) — &(R") tel
que: ; :

P(x,D)Ef = f dans Q, pour tout f € &'(R™),

EP(x,D)u=udans 9, pour tout u € &'(1).

Remarque 6.4.1. Pour les démonstrations du corollaire 6.4, 1, et des théorémes 6.4.1,
6.4.2, 6.4.3 et 6.4.4, on référe a Hormander [3].
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