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t\tle re de' Mastdre en Mathlmatiques.
t!"Jni rsite 0B mai 1945, Guelma.

.,luin 15.

< Seul le Math6maticien

6suu6 : Ce m6moire traite des questions de rdsol

diffdrentiels lindaires. 11 contient les ddmonstr

l!:uq i

dl'opd

rdleux

Malgrange-Hrrenpreis et de Cauchy-Kovalevski. solutio:ns dl6merrtaires

des opdrateurs les plus classiques (0 l0 xn, Riemann, Lapiacier; Ckl-

r, Ondes) y sont explicit6es, et on y trouve 'r trois exernples

leurs sans solutions (Hans [ewy, Mizohata et . On y trouve dgalement

ditions suffisantes iL la (non) rdsolubilti locale d' diff6rentiels li-

ir cmfficients V*, et une description de probldmes li€s aux plongements iso-

de strrrclrrres de Cauchy-Riemann tangentielles i I'unique continttation.

ors clf :l Oprirateurs differentiels - Cafficients ts - tCafficients; anil-

lydques - Co:fficients <68 - R€solubilitd locale - - Transfbrmtie

de Fc,urier - Sdries de Fourier - Solution 61 - Produit de conLvolu-

tion - Cauchy-Kovalevski - Sdries majorantes - pseudoconvexe -
- Mi:zohata - Grushin - Holomorphie - Formule

'Iabl des rnatidnes

un Homme Heureux, >

(Dedelcind)

ilitd loczrle d'opdrateurs
des thdorimes de

1

1.

1.

1.

1.

Rappels, Notations et Conventions. .

Gdndralitds
Fonctions test et distributions
Produirt de conLvolution et produit tensoriei
S6ries ,:le Fourier de fonctions et de distributions -p€riodiques

nt saisi i l'aide du logiciel de traitement de texte 1i{! au EEK2{,.

2
2
3
6
7
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Transformde de Fourier
Introduction I
Opirateurs lintlaires i cefficients constanrs . . 13
Le cas gSlobal 13
:t.1.1 Solutiorr dldmentaire 13
:J.1.2 Solution du probldme 16
L,e cas l,ocal . 1T
Solutions dildmentaires des op€rateurs les plus clasr;iques . . ZL
fquation d.e Laplace ZL
4.1.1 Solution 6ldmentaire . . 2L
Equation des Orndes 24
4.2.'1. ,Cordes Vibrantes (Ondes en dimention L * 1 ) . .

4.2.2 ProblAme de Cauchy
4.2.3 ;Solution dldmentaire
Hquation de La Chaleur et fquation de Schrodinget: .

4.3.1 .Equation de la chaleur
4.3.2 fquation de Schrodinger.
Opdratr:urs lintlaires dL cefficients analytiques et ttrdordme de Cauchy-
Kovalevski
Position. du probldme .

Le Thdordme .

Ddmoruitration du Thdor€me
5.3.1 lReducticn du probldme . . .

5.3.2 i3olution formelle
5.3.3 iSdries majorantes
5.3-4 lSuite et fin de la ddmonstration du thdordme
Op€rateurs i ctnfficients g*
Opdrateur de Hlans Lewy
0p6rate,ur de lVlizohata. . .

Opdrate,ur de Grushin
Conditions suffisantes d la (non) rdsolubilitd

ppels, Notations et Conventions

G6n6ralit6s

Les sont ceiles des 6quations aux ddrivdes partielles. Lorsque d est ult
entier strictement positif, x = {x1, xz,...,xr) est un vecteur de IRd, et G ==

. ",o.a) est un d-multi-indice (i.e un d-uple de nombres entiers > 0), on pose :

lal : ar * ar* ...* aa

llxll - (*?+ *3+ ...+ x3)u2

(1)

(2t
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de Mas,tdre Samiha CHOUINI

rappe

a

dant

a

rentia.

,de

:L.2

!ioit

al : atlarl . .. a6t

x" : xl'xt' .. .*Xo

A,: ! (pour j :1,2,... ,d)' oxj

0 ={4,Ar,...,0a)

a" -of'a:'...af^
(Pour i :1,2,. - - ,d, et i2 -' -1)

n -!at
D" - Dl'Di' ...Di^

porr une fonction f suffisamment diffdrentiable, la

f (x +h) = I a"f @T+ o(llhll').
lal<N

(3

g

(

(6;

1
Di::0i

'l

(

(e

(e

(10

(1:r

formulesoffe que,

'dcrit :

Fonct,ions'llest et distributions

un ouveft non vide de IRn, K Une partie compacte dr: O, k Un entier nafltnel,

que:

(lR") est l'espace des fonctions r6elles ou comple1es, continur3s sur IR'n ert

rs zdro it I'infini (i.e quand lxl + oo).

(O) est I'espace des fonctions rdelles ou complexer;, k-fois contintlment

sur f). C'est un espace de Frdchetl pour la topo'logie ddfinLie par la fiami

i-normes (N*.r)r. oir K d6crit les compacts de f,) et,

v f e vk(n), N**(/) : 
1tp la" f k)1. (1

ldl:k

f(n) "rt 
I'espace des fonctions r6elles ou complexes, k-fois r:ontinttme:nt

sur O, borndes ainsi que toutes leurs ddriveesljusqu'i lbrdre k. C''est

de Bana,ch pour la norrne :

llf ll,a; =',:P la"f U)l' (1

lal3ft

,r urpu"" de Frdchet est un espace localement sonvere (ie dorrt la topologie est ddfinie par u

d* s'emi-nurme$ {p.,)..r qui separe les points, c-ir-d. telle que sli po(r) = 0 p'our tout a r= r, ak

m6trisable (ie de topologie d{finie par une famitle ddnombna,ble de semi-rnormes) etx=0)r

Juin 2015 Universit6 de



de Mas'tdre Samiha CHOLIINI

(A) est I'espacer des fonctions rdelles ou complexes, k-fois confintlment rliffe-

fl3ntia sur O, i r;upports2 dans K. C'est un espace de Banach pour [a norme Ai*,p.

o

o

tiiables

a

;tund6fi

a

buti

(o) (prarfois notd E(o)) est I'espace

r n (trr*(:n) ,= aLo?o(O)). C',est un

des fonctions inddfiniment diffi6ren-

espace de Fr6chet pour la topologie

dldfini par la famillle de semi-normes (Ns,1) t.*.

I(n) (dlgalement not6. g(n)) est I'espace des fonqtlons r6eller; ou complexes,

rsur (O) est continue si, et seulement si, sa restriction e %fl(n) est continue pollr

tout Kcfi.

t dilfdrentizrbles sur O, d support compact. Par rldfinition, une application

-*(n) (ou O'(ft)) est.le dual topologique de ?o*(fit); c'est l'espace des distri-

sur O. liur ?-''(O), on dispose de plusieurs topplogies : la topologie faible,

ia convergence,uniforme sur les parties borndes de: ?o*(O) ( une partie B de

est bornde s'il existe un compact K e O tel que B C 8f (tt) et, pour tout rentier

qui la topologier de l.a convergence simple sur ?o*(O), et la topolo;gie forte, qui est

celle
,atr(

,r>0, ,1(B) == supee,N*,r(g) < oo). La topologie faible tiresp. forte) est ddfinie par

l.a le de semi-lnormes (P")r telle que :

VT e ?--(o), pr(T) - sup l(a tP)l
t^EF

rcit F I'ensem|le des parties finies (resp. des parti.es bornder;) de ?fl(t}). La

forte est, cotnme son nom I'indique, (waiment) plus fine que la top'clogie

faible Une fannille qui converge faiblement ne converge pas toujours fortement. Ce-

t on a le rdsultert (qui a fair miraculeux) :

(1,4)

(1s)
tl

ll

ll

Si tlq)" est une suite de distributions qui con-

velSe simpiement vers une limite T' alors T est

une distribution, et Tn tend fortement'rrers T.

a

tions

dans

(la, b[, 
"'(Rd)) 

(notO 6galement '6 (a,b;g'(Ro))) est fespace des dir;tribu-

r IRdx]a, |r[, c'ntinues en la variable de ]c, b[ : A toute U continue de ]4, b[

(R.d), on assocjie injectivement la distribution u e 9I'(Rd x]c, ib[) en posant ;:

2.

taire

(16)

;"pp* rfune fonction i (notg Suppf) est le plus petit enrsemble fermd dans le compldmen-

r'
(u, q) '= | (u(r), p(.,t)Jd"t oir q e 9l(-Rd xla, b[.]'

J"

ruel f est nulle.

Juin 2015 Univr:rsitd de Gruelma.
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de MastEre Samiha CHOUINI

to e]c, b[, la ," trace sectionnelle ,, de u sur ]Rd x {t0} est ddlinie pir u(., t :=

(O) est le dual topologique de <ds(O); c'est I'espace des distrributions ir sup-

(lRn) est l'espace des fonctions inddfiniment diffdrentiables sur IRn d ddrcrois-

pide ainsi que leurs d6riv6es de tout ordre. / e /(lR') si, et sr:ulement si :

f e €'o(iRn) et, VN € N,VP € Nn,(r + lxl)NdFl est bornde r;ur IR'n' {J7)

f e, 9*(1R'o) et, Vc € Nn, VP € Nn, x"f F/ est tnrnde sur IRn. (lti)

naturelle rle ./(Rn), et qui en fait un espace rle frdchet, est celle ddfinie

des farnilles d,quivalentes de semi-normes :

puff) - sup(1+ lxl)NlaPt(x)|,
lpl<N
x€lRn

p".aff) : suP @"aF f $)1,
lslSN
x€Rn

P*N(il: suP lx"ap 7@)1,

'is
Prv.r(f ): sup lx"aB f U)|

t"t<{,t41<k

(15) on cldduit que

(1e)

(20)

(2r)

(22)

(23)

{24)

./(R") c so(R")

16) et de la formule de Leibniz, il ddcoule que :

ll u aeti tution et la multiplication par un mon6me sont

ll ar,t applications continues de.5z(iR"") dans 9(lR')'

'(lR.n) es;t le dual topologique de ./(lR") : C'est l'espace (de Schwartz) des dis-

temp,{#s5. Il est muni, soit de la topologie dualel faible, soit de la topologie

(R') est lnespetce vectoriel des fonctions cr € g*(R') telles que l'application

T soit continue de ./'(R") dans ./'(lR'). 4a(R') est appeid l'espace des mul-

de ./r(lR'). Si a € ,iM(lR.n), alors pour tout P (= No, DFa est une fonction

lente, Cest-ir-dire une fonction qui ne croit pas plus vite qu'un pollmdrne

lxl * cn.

Universitd de Guelma.
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de Maritdre Samiha CHOUINI

Produrit de convolution et produit tensoriel

et g sont deux lonctions int€grables sur IRn, leur produit de convolution 'est la

sur JRn, not€e J' * g, et ddfinie Par :

it efierne (ou produit tensoriel) est ia fonction f 8g sur Kn x IRn, d'{finie

(,fesxx,Y)-/(x)sfu). (26)

llii h, et d sont dels fonctions continues (ou mesurables) borndes sur lR'n', on a d'aprds

sxx) = 
J "f 

f:,lg(x - /)dv (= l"r,'- v)sfu)dv = (g *'f X*)), (25)

de Fubini:

{J' * s, h) = | h(x * y)/ (x)g(v )ctxdY,
J Rn *Rn

fr
E,e 8+) : | | Cf I sxx,vX <p a4r x,v)dxdv - \f ,tpl{e:"|'l' (28)

J,Jm.n xR'

,ilistrit

,existe

produ

iere formule caLractdrise le produit externe et pennet de le ddfirrir pour deux

tions : rJn ddnLontre en effet que si T et s sont dr:ux distributirrns sur K, il

ne unique distribution sur lRn x R.n not6e T I S et appelde produ:it exteme (ou

t tensorir:l) de 7' et S, telie que : Vg,'rp e ?o*(R"),

(T as, I s 4) - (r, p)(s,{). (2e)

On alors }e produit de convolution de deux distributions d support compact S

et ?, dtant ia clistribution ir support compact not6e T x S, telle que :

VV, e g*(Rn), (T * S, Vj : F I S, 9(;r + y))' (30)

ipales propriditds de la convolution sont :

(31)

(32)

(33)

(34)

i3s)

t/*v:v*u

5*v=vx5=v
0"(u*v) - (6"u)*v = ttx (d"v')

Supp(u * v) c SuPP u * SuPPv

e '8-*, v <i V$, et u ou v est i support compact, alors :

utrv €'6* et (uxvXx) - \u,r,i)

t que e,i(t): v(x - t).

Juin 2015 Univers.it6 de Guelma.



S6ries de Fourier de fonctions et de
2n-p6riediques

it les Seiries de Fourier des fonctions et des distri

u(x) - \fr{*)r'**,
meV,n

i(m) - (2n)-^ | u1*1"'^' d*,
Jr"

une fonction, et

fr(m) - (2n)-" l rr,ei** ),

une dismibution:. Il en ddcoule alors les propridtds

)l tat-lt' - (2n)-^J,lu{')l'o* (Parsev

Ir"u(r): I m"fr(m)ei^* (D6riva
meV,n

(u:e= a*(r"l) o (Vt.2", sup(\+lml

ll,"eut'1't1) : (vtez"' E(m)l s c(

Transfrrrm6e de Fourier

del?ourier/ (not6e awsip.f) d'une

par la formule :

fc)_r+ | "-*ty1*10*.(zn1; .,;o'

tre ai.sdrnent que

I estlindaire,

Vf € 1,1(lR.'), f € $o(R') (lemme de

quelles qpe soient f et I dans ./(lRn),

J ",itrtrr 
€)d€ =J 

" 

rt"tetx)dx (

de Mastdre Samiha CHOLIINI

istriburtions

fions sur R" f 2nZ" par :

(36)

(37)

{38)

vantes :

Plancherel)

)

a(m)l . oo)

+ l't)')

(3e)

(401

(41)

(42)

1.5

La

est d

/ intdgrable sur llR'

-Lebesgue),

du transfr:rt), (40)

(43)

(44)

(4s1
que

ret C

Juin 2015 Universitd de Guelma.



J,Frc;lgr 
€)td€ -{ 

"rt*lrcx)dx 
(th. de Ptancherel-Parseval). (47)

de Mar;ti:re Samiha CHOUINI

6ga1[ement que

9 estcontinue de LL 
- 

L*,

:T indrjttun isomorPhisme de I -' I
q'ui se prolonge en un isomorphisme de 9" ' 9'

et en une isom6trie de L2 -t L2 ''

la U.ansfbrmde de Fourier d'une distribution tempdrde u e .y'(Ro) est

tr:rn1#r6r: fr telle que

Vg e .7(lRo), (0, p) - (u,0i.

(s4)

Pu: f

P=P(x,D)- I ao(x)D"
lalSm

(48)

(4e)

(s0)

(sr)

(50)

(6r1

(s2)

rphisme inverse, 9-1 estla coffansformde de FoUrier notde aussi I :

ls-,fl(x)=l7fl(€)=+lro'.rt:xo*. (s:])
(2n)z 1o"

llnfin, transfrrrmation de Fourier jouit des propridt{s (dites d'6change) suivantes :

V f , g etr'(R'), g(f * g) - (2ilt(9 J')(9 8),

2

-l
ddri

vf e ;z(]R"),v8 €.11(Rn), g(f il - (2rc)-!'t@ilx(9- 8)), (ss)

f e.7(R"),vg € r'(Rn),,q-t(f d : (2n)-Il@-'f)x(g- r g)), (56)

Vu e ./(lRn), 9(D"u) - {d?u, (s7)

u € .Z(R.") , g'(P(D)u) - P(€)9u et T-r(P(-D))u = P(€'.19-1u, (58)

9(6): {2n)-t et 9{1) - {zn)i 6. {se)

rodurction

ce mrSrnoire, on {tudie la question de la rdsolubilitd locale d'dquations aux

partieilhs (EDP) :

Juin 2015 Universit6 de Guelma.



de Mastdrr:

€:st un difftirentiel lindaire i cefficients €*
j? un" fcrrmulation <le ladite question est la suivante

ia.nal

Samiha CH0UINI

sur uflr ouvert non vide O <l: IR'n'.

,lf si 
"'

le cas, on <lit rtrue fopdrateur (61) ou que i'6quatign (60) est localeme:nt 16'

sur O. C'est prdcis6ment le cas si P est )r cafficients constants, ou ) caffilcienttl

ues ainsi que }e second membre g de (60), ou carrdment si P est un champ dt

jv'ecteu :r6e1s agissant sur les fonctions rdelles en tant que ddrivde dir'ectionnelle''

.Etant atound x,, quelcanque dansf,l, ext'sfe-f-il tnvoisinage otNertv
de xn dans {t tel qu,e, pottt toute distibution f '= Et'tV), on puisse

t ouiu, unc: distribution u e g'(V) qui vddfie Pu == f sut V ?

SiPesrunopirateurdiffirentie]lin{aircnonnu]icaefficients
constant1, le thlordme de Malgrange-Ehrenpreiis garantit I'txistence

d,une sohttion 6l6mentafue3 poutP, donc assurt: li'existence d'une so-

Iution rxnr |'dquation Pu - f car iI suffrt alots dt: pfendfe ut" = E * f .

0n nait depuis lbrt longtemps les solutions 6l6mentaires des opdlrateurs ler; plus

solutio:n dftlrnentaire pour P est une distribution E telle qrle PE = 5'

Une soh:rtion 6l6mentaire E

1(rr,..,*u-r) I Y(x')

1

n(x I iy',|I&+ t,;i) (cauctrv-tuemann)U

az

lr'L I

*: El '+.,,. +,?n2 (LaPlacien)

;:#,"*p(-TFlA, '- A, {La. chaleur)

#r,,'=*n(-li: -*i)'Dr -.1- A t(sdhrodinger)

< E,Vt== 
.f

Pour g e16;:(

,^f FY\br
vl, -t>l
mn-l\li\' )t

,r

f^-

I co

i^r)fr
nstan

d|'dr

te>0
i):,- (Ondes)

tiques Juin 2015 Universit6 de G'uelrna.



de Mastbrr: 10 Samiha CHO[JINI

ffin

P'(r,D) est i cefficr'ents analytiques, le thfiorime de Cau$.ty-Kovalet;n;ky

tlnit une soi'ution anatytique pow 1'6quation Pu == f , d candition que le

L=t&*,*)*i(x, *ix)L,

me;nb,re: f Ie soit 5galement.

(l vru c,ette solution n'existe qge sgr un inrtervalle "de temps" rellettive-

nlent , ddpr:nd.aint souvent de la donn6e initiale, et I'anralyticite! d,e cette dernidre

est pr:obable da.ns "la vraie vie".

tiz lles opdratelrrs e ccfficients '6*,Le cas le plus sirnple est <nltri of P(x,d) ==

)ii-. o (;:)6; est unL chaLmp de vecteurs r6eis agissant sur les fonctirru; r6elles en tallt

'iv€e directionnelle. La rdsolution de fedp, P(x,G)u-,f se I'ait sur les cgurbesque d

iintdg de P(x, Z)'), et se ramdne d celle d'6quations difl€rentielles lindaires d'u prr:-

. LoceLlena,ent, on peut se passer des courbes inti:grales de P('x, 6 ) et trouver

un sys

lidren

[,es so

rA si
partic

me de cooralonndes locales (yr,. .. , yn) dans lequel P prenrl la forme particu-

simplr: pti:u,6'): L* oi )" * 0 (Th6ordme de rerlressement de Frobsrius).

t1:ons de p(x, A)u: O iont alors les fonctions arbitraires de (yr, . . . , /n-r).

est waimetnt i cefficients complexes et agit sur les fonctions r:omplexes, et €:n

si le :second membre / n'est pas analytiqUe, il €:n. va togt iltltrement :

1?57, Ha.ns Levff [4] pr6senta son fameux exemple sur IRs :

tnnter o

lDans

itlors I'tiqu;ztion Lu - f n" possdde aucune solutio,n distribution dans iz;rJ'

,tun ourirtlt/ , t:t cela pour o presquea ,> toute fon:tion f de cllasse 6* '

meme temps, iLformula les deux questions :

Slldf p:fortn*

(t;,1)

r(tt3)

u..n opir,ntett.r diffdrentiel lindaite i cefficients cnrnplext:s e:t V& dan's un

vntisinage d'e I'o;rigine de iR3, rels gue Zt:tl") * 0.

(}UESTION L. L,'6quation Pw : O a-t-elie toujours une solution; non triviale ?

(jI,UESTION 2. On suppose que P est "fortemenlpseudCI-c:anvexe", c'est-d-

rlire que: P,F et leur commutateur [Bp] (- PP - PP) sont lindaitenent

indejendalts silr C. Dans ce cas, 1'6quation Pw == A adntet-ejle localenent

deux soiiuthns de gradients lindaAement inddpenclemts sttT* i'

sens de llaire.

Juin 20L5 Unive:rsit6 de Chrelnra.
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, 1'op6rateur I de H. Lewy est fortement pseudo-convexe' les fon'ctions

et wz:V2 1- 2ix3 oir z : xt*ix, sont de gradierrts lin6airement indirpen-

on a : Lu/., =, Lwz :0. Mais dans l7], L. Nirr:rrberg a c.onstruit ir partir

teur dr: H,, Levry, un op6rateUr dont les seUles solUtions sont les constantes :

N - I *rr**rrh*, (64)

(6s)

:z: xt I i.r2: ypio , Q L est |'opdrateut de Hl' LewY

IE]

h : il'r'ii; - rft) avec 
' *: t(** t#)

<p et rh so.nf dr:s fonctions'€* dans un voisinage de l'origine de iR'3, quelque

peu iompl.iqu6es it ddcrite mais, disons qu'elles :;ont p}ates' (i.e s'an-nulent
'iddfinisnenr) 

sur I'axe des x3, €f analytiques en A, .pour toul: r > 0 ef touf x'r,

questions 'Jl et 2 sont intimement li6es i un autre rdsultat rle H. Lelvy [li]
('sorte th6ordme r1'e>i:tension de Harrogs) concernant les fbnctions de deux var:iabl:s

comp ,etque:nous;ddcrivonsmaintenant:Dansl'esp'aceC2orilesvariable:sso:nt
(x7,22), soit f, run domaine dont le bord dfl est de classe %'*, SoLtT'i)dl et

:rc2 I fibrds tang{tnts resPectifs des varidtds rdelles sous-jacentes }r dfl et i C2, et

par o 8R TAQ et C 86 TC2 les complexifids ftssipectifs (sur IR.) de ?',?o et

N, F er U\f ,N] sont lindairefient independa4ts surC"' :

Sj w e Vl et I{w= 0 dans 1 vfrk.connexe da 0 rCr: R3, akxs w = c'.te,

nt a '^-'' i)
P: (0alaq) ar,- (aelad"a,r,

,TC2.

holon

ta la
sur ?
'Io,r ff

1 sur

complt:xifiti de TC2 a la ddcomposition c 8R T{cz = Trp o To,r en vecteurs

e1: arrtihcrlomorphes, Tr.o est engendr6 pat liE l0zt,0l0zrl et ?o,t par

, a lazzl. si v == (c 8m T an) fl To,r est le systdm€: de catichy-Riemann indttit

, alors V nll - {0} (sectionnulle) carG[Th,= C8n?Z]ft et ?0,1 n't-

r,o = {Oji (section nulle), et cela montre que les fibres de V sont de dimLensir:n

car cell.es de C 8e T3O sont de dimension 3. Lo'c'alement, on peut sut)poser

==,= {(zy,*2) | p(,.zr,zr) < 0} et que ?o - {(2r,22".) f g{21,:zr) - 0}, oit p est

n srffisamrnent rdgulidre, de sorte que CER fa(.t - CBp [Vp]r' Soit
rQU€ I

une f
mainl

Juin 2015 Universitd de Ciuelnn.
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un 616 ent de 1o,r; cotnme (P/Vg) - Pg:0, on concl'ut que P'e V, et Clue tout

83nera r de V (que I'on convient d'appeler opdrateur rCr: Cauchy'Itiemann :induit

sur 0 rilst 6gal i ,P, :modUlo Un facteUr de classe '6*. .r\insi, la resffiction iL 3()

aLu bord.) de torute fonction w holomorphe dans fil (i.e de cl.asse ?i sur il

t2

€xt atx 6quations de Cauchy-Riemann :0wl6li - 0w,l'?:6 - 0 'darrs f,l)

radrifie u dquation de Cauchy-Riemann induite " :

Pw :0.

L' P est, €r t€,frrr€s de coordonndes locales, de [a. forme (613), et h fait de

$lU que O est ftrrtement pseUdo-convexe, c'est-i-dire que la lblrne de Ler'vy (.Hes-

(rraleu

s;ltenne

l[] est

l[65) n

g) I;i;:, #ie^,\ est ddfinie positive sur 0o pour tous lers vecteursi cort-

plexes ),r,LrltrJs que Z1-ftlt- o implique que :

)\ 7i et [f, F] sont lindairement inddpen'dants.

uement, si 1rn 616ment P de V vdrifie (66), tout iautre dldrnent de V lia v6ri-

liie ( d,jif: alors qger cet dldment, ou que V, est fortement pseudo-'cqnvexe), et cela

iimplig que I'tn des rleux domaines bordds par /tt (O ou C2 \ ()) est a son totr

pseudlo-cgnv(:xe, mais ne dit pas lequel des deu:x' Dans le cas particullier oit

(66D

boule tLnit6 de C2, et dans un choix convenable de coordon.ndes, i'opdateur

t rien d'autre que I'opdrateur I de Hans ler,vy (62), r:t dans tout autre chLoix dle

:nLties, il iui est r:gal modulo un facteur r6ei '6* quli ne s'annuLle jameds. Dans

tFl

L JJ, Lewy ddmLonlla que :

5j w esf une fonction Vl sut 6dl, dans un voisinal{e d'un paint

(,zl,z!ll), et te'1le que Pw = 0 oti P est I'opdratutr (65), r,l rxrste un

i:niiriri1" ouvert IJ de (zl,zl] dans Cz te| que w pufsse se prrolonger

en une fonction holomorphe sur U t-t f,l.

II s'inter.rogea sur la guestfon de savait si foure €quittion Pw : O,

ori P est I'op,(vs1ru, (63) soumri aux collditions (66), prcvient loc:a-

Iement d'un damaine fortement pseudo-convarer O dans n)2, en tant

que res*ieti,cn des {quations de Cauehy-'Riemann e Afi,

Une, condit.ion n€cessaire et suffrsante d cela eir que ll*suatian ho'
mqgdn€ Pw = O admette localement deux'soi1ttiotts z'r et:22 de gra'-

dients lfutda:irement inddpendants sw C,

Juin 2015 Universitd de Guelma.
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De m6rne,, L. Nir,enberg conjectura dans [7] que :

€i)
Si w esr une solurion V& dans un domaine G tIe*t d:: I.''€lu1t:171t

p14 =: o ori P est l,opdrateur (63) saafaisant ,aux condirrons (66),

*r g ," 
- 

"si 
nutl" dani unsous-ensem bke ouvert Gt de 11, aJors w esf

identiguem ent nulle sur G' .

llieauc<lup de r6siultats s,ont connus sur funique continuation et I'urricit6 du probldme

rJ,e ClauLchry mais aucun d'entre eux ne r6sout la question. La tectr'rnirqrre standa:rrl des

r:stirnations de Carlemurn doit ndcessairement 6chouer puirsque <le t-elles estimations

rronclu.isent ir ia resolutrilit6 locale de 1'6quationPu: f e8*. une autre approchLe

naturellel rle cett-e conjecture est celle via ies fonctions ana\rtiques srur C2 :

G L,a coniiecrure prdcddente estwaie aay lczs 
oti I'eiqu,1!o::i:L: O adnt'et

E 
t:Ieux sa;utitre Vt et g, de gadients lindairement tlndepen,Tants,

puisque, si tel est ler cas, et si : I : {9t,92), r' est I'hlpersurface f'cttement psr:ud'o-

convexe rle C2 dgale ir v(G), F est l'opdrateur d6fini d.ans un voil;inage de I p;ar

i;f b) - l:-P(f . V,)] {V-t(z)), alors F est fortement pseudo-convexr3, F(w o p--1) - 0

sur f, et (cf, l5]) w o r;r-1 se prolonge du c6td fortement peudo-conLvexe de I en une

foncti'rrn. lrolomorprLe' comme w o g-1 : 0 sur f' : g(G')' elle s'era nulle sur tout

ll'ouvert a.uquel elle a 6t6 6tendue, et cela ddmontre ainsi qrre W == 0 srur G'

3 t)p6rat,eurs lin6aires d cefficients constants

serlon Malgr.ang,e et Ehrenpreis, tout opdrateur diffdrentiel linda.ire:non nul;i celfi-

cie'ts, c*nstants est localement r6soluble sur Rn. Dans ce clhapitre notls donnofls deux

ddrnonslfratioru; de,ce t'6sultat : Une globale (due ir Hormander), et une seconde pulfe-

ment locale (drre ir Ta14or et Dadok)'

3.:l L-e cets g;lobal

3.1..1, Solution 6l6mentaire

D€firritlon 3.1,1. f;ort P(D) un op€rateur diffdrentiellin{,crire d ceffir:ients constonts:;ur

1R,,. Crn t:.Iit queE € ?'(lR') est solunon il&nentaire de P(D) ssi : P(D)li - 5'

Tl:r6,crrlrne 3.1.1. (Malgrange-Ehrenpreis) Tbut opirate'ur difiErert.t:-iel-lindait'e non

rur:.|it:. coefficrenfs constcnts admeL une solution 6ldmenta:-ire dons;!"i.R")'

Merthdmatiques Juin 2015 Univ,ersitd de (iuehna.



IVtdmoire de MastEre Sa:miha CHOUINI

Dr6monstration.

Ce thdordme gdn€ra}a 6t6 ddmontr6 par Ehrenpreiss et lVlalgrange' La d6monstra

ti.on que nous donnons :ici est due ir L. Hormander [3]. ilitld:e principale est de dti

E en tant que tr,ansform6e de Fourier inverse d" #, c'estil-dire par une formule d

qFpe :

14

(67

Si, quel que soit { e= IRn, P(€) + 0, c'est bel et bien la fiormule (67) qui ddfinit Ii

Fln effet, ia foncdon #; .* 6* d,croissance lente, ainsi que toutes ses ddriv6es :

1

o({)'f'(iR")

I)onc, E (ainsi d,dfinie) est une distribution temp€rde sur llR''. De plus, Vp e ?fl(lR')'

lE',,v)= l" ry d€, ve ?oo'(Rn).

(P(D)E, rp) = P(-D)v)
s-tlP(-p)qltil)

P({)

s-t(v)G) d€

s-'@)l
G),9-'(v)l
v),

{8,

I.
t
(r.,

(s
(5,

dE

ce qui veut dire que

P(D)E - 5,

et que E est solution d.ldmentaire de P(D)'

Dans le cas gdndralL, on utilise le lemme suivant :

lemme 3.1.1. Si P(D) + 0, it existe une suite (ar)u.N 0'vec go e lRn et l?kl < 7,

partitions de llmitd,(pn)r=* av€c plre ?o*(Rn) et une cons'tante c > 0 tella que lP(4

z0)lZcpour {e suPPPl, zeCetlzl:1'

Lid6e est d'intdgre:r dans le champs complexe pour dviter les zdros de P(O' il e

ce qui nous donne la formule :

t S"i o * 
"t""tt 

d" R' .t (V,I * de ses recouwements par 9:::::T::Yt nif111-dti
sur f,l suhordonntie d (V,), u* 

"""'iurrtitle 
de fonctions (V;)y aans g'o{CI} telles que : sr19n !; c V:'

famille (suppq;), ot t#t*"nt filie (Cest-i-dire : Four iout .o*pt"ct K de f,lr, fenserrble desi indit

j tels que t"pp'q, nK *0 est fini)' Z'pi:1, et 9; > 0'
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'-1

5

))

-1r^\
YI

1\
YI

1,^\
YI

)(s

g-

g-

g-

,.(6.

-7, nY

t\

,g-

g-

.g-

,r(6

g-
'tv)

,F, J

E,J

PrJ

Pt<

\Ii,Vl _ \E,g{.

= (E,g-
,FI= \/-P*

k
sl ,

- /\Pr
K

= ire,
l--1

oof:yl/-/ |
k:t JRn

ex6)d(6)
P(

Si maintenant f est la fi:nction sur C ddfinie par :

F, \ (g-'tp)(€*01,2)
Itz)-@-ekz;

alors

/(o): @:-e-)G)
P({)

et on peut facilement voir que / est Holomorphe. D'aprds la formule de Cauchy,

L f r(n\
f(z)-L| *dz,lzol<11,.tfrJ61=rz-zo

Donc:

f(o): *lr,=,[9 a,

cfest-ir-dire : (q-'dG)= t | @'v)G+?t)"y
r,({) 2in ),",_, P(€ + akz) z

Par consdquent:

(E,vt- t I p-rsl ( ! | s-'-t:Drl t'es * 9:') ae, e e, .dfl(R")" (6a)

ffiJn' 
k'='\2in Jp1=r P({*zo1) z -l

Dans la formule (68), c,n a g e g'*(Rn).Donc, d'aprds le thdordme de Paley-Wiener6,

lT-t(dse prolgnge en une fonction holomorphe dans Cn que lon noter encore ,T--t(V),

6. Thdordme de Paley-ilriener: Soit/ une distnibution tempdree;9f sa u'aruformee de lburier'

l\lors f est une disriburion (resp. fonction test) ir support dans la boule de rayon R si et seulernent si :

(:,.i) gt 1 se pmlonger en une lbnction holomorphe de ( : € * i4, dans cn tout entier.

(.ii) Il existe N tel qpe lgf G)l < e'u(1 + l6lf dtu, ryry.
(ii-bis) Pour tout N' on a lgf (Ol < G'"(1 + l{l)-NgRl"l

IVlathdmatiques Juin 2015 Universitd de Guelma.
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et cela doune ur: s€ns h %-t(rp)(E * z0) et permet de bienr difinir (68). En util:isant

l'iin6galit6 du lemme 3.1.1., et I'indgalitd immddiate,

supl.4,*l(vX{+ z0*)l< cN*,n*r(p)(r+l{l)-"-', { e IRn,p €cf
?K

on peut facilmenLt voir que E est une disuibution. Ainsi, pour tout g e ?o*(Rn),

-, f ,.( 1f g-tYnQD)el({*zo) da\
(P(D)E,tp)- Ll pr(€)t;l - '' ''': : ^-x-ldt;

r Jmn r-",i Jr"t=, P({+zt9p) z )

-, f ,-,(7 | 9-'(,pX{+zor),\,,
)- | PxG)| ,,'- | * '" dz I d€
t( JR" a -"'t Jl"l=, z )

= ):l p*(€)e-L(v)G)d€
-tlft JRn

fltoo, s-t(tp))

= (llo-,e-,@))
k

= (7,$_r(v)|

\g'(6),9-L(v)|

= (6,,9)

Ce qui ddmonffe que, P(D)E:5, et que E est solution 6ldmentaire de P(D). I

3i.1.2 Solution du probldme

L?importancer d'une rsoiution 6l6mentaire E pour un opdrateur diffdrentiel lin.daire

) cefficients constants P(D) rdside dans le fait que, si L : ,8' - E' est I'op6rateur de

convolution ddfini par :

VueE'(Ro), Lu- E*u,

LoP(D)-P(D) oL=Id,

[I oPriD)]u =, I[P(D)u] = E* lP(D)ul - [P(D)E] *u - 5 * u =

tP(D) ol,l4 == P(DXIu) :P(DXE*u) - [P(D)E] *u = 5 *u :

Ivlathdmatiques Juin 2015 Universit6



avec une homothdtie de centre forigine 4t de rapPoft *,
en une fonction 2n-p6riodique la composde de I Par ladite ho

que g esr 2lT-p'6riodique, Cest-ir-dire que S et v sont dans

l2nZ" est le Tore plat de dimension n'

'i:

i

e ?*('1f"). Donc g s'6crit sous la forme :

g(x) - I g(t)''n.
kez'"

iste un entier Positif q tel que :

Vq e N, sup(1+ lkl)qlg(k)l < oo,
kev'n

isissant f telle que :

/(x) - I toto + a)l-1$(k)eik',
k€z'n

nt:
P(D+a)f=8,

donc ir dimontrer que f , ainsi ddfinie, est bel et bien dans €*
inon7.2de [8], pour presque tout a e R'n tel qqe' Y i =L'' "'f,'

des constantes C et N' telles que :

Ykez",lp(k + d)l-l s c(1+ ll(l')t',

implique que :

N e N, vkezo,(1 + lkl)Nlp(k+ G)l-l13(t)l s c(1 + lkl)"(r + lklz

(1+lklz)N'<(1+lkl)^"

: 
":'

de MastEre
CHOUINI

(73)

(74)

(7s;

). D'aprds

0Sc.r<L,

lg(k)1.

En

peut
rJnn 

-x-

Ont

et il
lap
il er
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et on arrive donc i :

vN e= Nr, Vk ev,", (1+ lkl)Nlp(k + a)l-113(/c)l s; c(r * l/c1;ru+u,

Comrne g e ?*{lfo) on obtient:

viv,N'e N, vk eZ", sup(1+ lkl)1v+J,I"lg(k)l < m

cela impliqure QU€ i

VN e N, Vk eZ", sug(1 + lftl)Nlp(tc + d)l-llg(k)l < ocr

c'est-ii-d.ire que :

f e v*(T"),

et cela prouve la surjectivit6 de P(D*d) en tant qu'opdrateur de gm(Tn) d

D'autre parr, si I'on suppose que :

ns ?*(T'n).

P(D+a)f =0

on obtient :

f oCn + df(t<)etk* == o

et ceci dquivinut i. :

Comme:

P(lc+ q.)#0

pourpresqu€:tout cr elRn tel que 0 < ai < l pour j=\,...,tr, onconcl.rut

Yk ez", f(t) - o

c'est-d-dire que :

f:0
et cela ddmontire f injectivit6 de P(D * a) : V*(T") --' ?'o(Tl").

EnLfin de compte, P(D + a) est un isomorphisme de ?"'{lln) sur \6 ), et par

kezn

Ykez", ?(t}prt * c): s

un raiisonnement analogue on peut facilement voir que P(JD * a) est

isomorphisme <Ie g'(T") sur 9'{T").
un

n
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sde) de lxl. En dehors de l'origine on a

o"6xl) + 
(n,, 

,t)o,grl) - o.

Dong pour.r *o, Eest de Ia forme 
aE(x)

I

lol*l+b sin=,l

E(x)={clnlxl+b sin=2
la1
lAa 1r1"-z+a 

sin>3

of a, b sont des constantes i ddtermine! et on peut chercher E sous la fo

Irl*l sin=1
I

E(x)- lclnlxl sin=2

[.]*l'-" sin>3

Proposittion 4.7.1. Ia distribution sur lRn ddfnie par Iafonctiln localement

/ lxl

| ,i,,,, 
si n = 1'

E(x)= 1; sin=2,

t* sin)s(uu.. l=rr.^#)
est solutton 6l6mmtaire ilu Laplacien.

Ddmonstration.

rCasofn=L:Vge?o*(R),

(aE, p)

lxl

= (E,g"l

=,[",*r*"(x)dx

- f?'"t*'o*
= lo 

xv"u) ax

= -,[- e'(x) d"x

_ 9(0)

= (6,91,

Mathimhtrgued Juin 2015 Universitd Guelma.



Mdmoirre de Minstdre

4.2.3 Solution 6l6mentaire

soit,T+ la di.stribution tempdrde dont ra transformde de Fourier par.trie

CHOUINI

enxest:

tl€l

pour toute ronction,.,,l. o?)' l*1" ": ̂',u'n 

%'

((# -t EI') s.'*, r) = (#o.a* + I€t's*r*, r)
=(2n)- i (#(",,, t,# 

) + trt,"rr, er

-(2n)-I (*(r,* t.# *H(t,{)cosrl{l

+.1€l2u(t,gf iT
lr

=(2n)-i(u,* 1s - l{lrH(r,fl$ff

:(5, E (2n)-iLE,g).

'+l€l2u(t,g)::=.
t,t5

Donc

(L *trtr'\ ,

\ aP * rcr 
)9*E+ = 5, E (2rr)-i1r,

ert d I'aid,e ile la transformation de Fourier inverse on obtient :

[a, \
Iae - o. )t* = 5, I5*,

c'est-i-dire :

(a' \
[*-a'*)E*-6'

et cela montre que E'* est une soiution 6ldmenaire de i,op6rateur des
piar le derni-espace r > 0.

,4

F,r)

l{l

FI\
=,*)

4'3 Eqrration de rla chareur et Equation rie
Les opdrateurs de ra chareur et de schrridinger sont respe(:tivement :

,r:{r-o er t:1*-".
Math6matiques Juin 2015 Universit6 de
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Proposition 4.gJ- La transformde de Fourier inverse de ra

,f :IRn -+ R g : ftn --+

'5 exP(-.rl6l') utlafonction x --

Ddmonslration.

Ona:

]R

#"*(#)

Samiha CHOLIINI

Fourier partielle en

Donc:

Comme:

on obdent :

et en posant :

on arrive i :

et par suiter :

s(x) = #, fo,ei.€-aer 
6q.

s(ix) = #,f " 

r-.e-",r Epd€.

--x{- ,,t€r2=Y-lm*Jo4

s(ir) = #,"r"[" r-l*. 
aql'a

x
't=m+rG€

a€ = 4art
{rO2

(2.ui)tr

tr

ce qui imptrique nu*1tt*' 

= #"r [-r'-tntz 
4' =

g(x)_#"*(#)
4.3.1 Equation de la chaleur

Ie probli:me bien posd associd est le probldme initial :

Ia
lnr: ^ft.
[f =,fo(x) pour r = o

oii /, est tempdrde.

si / en est une solution tempdr.e, et si i est ra transformde
x de /, alorei :
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4.3.2 Equation de Schrcidinger

Pour lJopdrateur de schrodinger sur r*n+l, s : i*r-,A, on crrerche une sorution
au probldme inirjal :

Itr -o
[/ =/o(x) pour r = o'

sachant que,fo eist temp,6rde.

Ce probldme initial se r66crit:

{^;

l# = -it€Pf

[f:n pour r_ o

Sa solution est telle que :

donc

D,onc

f = e-i'l€l'fi,

f (t,x) : (2il-tLg-t{e-itt€r')l *,rro(x)

: L4nrt)-te-f , *-,fo(x)

= l(anil-te-H-r"fl **/o(.r)

u Solutiqn 6l6mentaire : On pose F(t,{) _ (Zd-t7(r,q;s-r'l{t, et, po,ur tout p
'ry(Rn+1), on a :

((* + I€P) s.', r) : (**., + ilet's.E, v)
-la

-Qfl-E \#Lru,{)e-itrerz] + il{ 12 ln(r, {)e-i,rr;r'1 , * )
-l

-(2n)-i g-ittrP [4, e 1{]- il{12fi"(t,q1s-*ur'

+rl 112 u (t,{) e -'r' rrr' r)
-{5, 8 l(zn1-hr1,*y.

(*.i l{l')F = d, I t(zn1-o, 1r1,
dre softe cpe : (!r \

\iai-^)E-5
et que ltquation d.= la chaleur admet pour solution 6ldmenta ire E : g;tfl.
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lDdfi,nition ;5.r1.r.. .forrsr une hypersurfacede IR.n ddfinie pztr {26) avec g suffrsammentrdgulitlre {aw moins, de classse v*) et satisfaisant e on,, soit trtm la fonct;on dt!finiepar ('7,9r)., et stctit x un pctint de S.
- a\z dit' que 'r est caractdristique pour ,dquation (g0) si p^(.1:, d*g.) === Q ,.- Olt dit qute ;g est caractlristique pour ],1quation (80) sti tous ses poimts x Ie s,ont.

EII

ce thdord:mLe (dont on peut trouver une d6monstration ctans [6]) esf 1,'u' 4es pre-
rnrLers rd*;ultatts r;ur i'existence de solutions, mais pour beaucoup de questions, en r)aFticulie'r prour des questions d'approximation utiies pour la physique, il n,lest pas trrisutilisalll:' Il rre dit pras quel est le "rayon de convergence,,cile la sdrie so1;rtion; de la
ddmonsti:atio:n,' rcn pr3ut extraire une majoration, mais elle est en g6n6ral mauvaise, en
pimricudier ce ":ray)n de crcnvergence" peut dtre trds petit m6;,,e si ceux dles donnr5es
ne le sont par;' iSurtout ce thdordme ne dit pas que le pro'bld,me de carrclhy est bien
p'rrsd' f'e 'que la solution a une limite en un sens raisonable (par exempl: ,au sens cles
fonLctioru; clifftlrerntiables) si les donndes en ont, ni m6me qu,il a une s'lution si 1es
donndes ne sortt pias des fbnctions analytiques. si on essaie de rdsoudre le problirne
dc: cau'cht'F pout'une ,ionnde de cauchy (u;) difdrentiable mais non analytir:1ue, ia pre-
mii:re irldle qui s;erait d'approcher les u, par des fonctions analltiques et dle passer i ia
lirnite ne rnarchte pas, parce qu'on ne sait pas si la limite der; solutions €:xjirste (il fau-
drait jur;tr:menr pour cela que le problime de Cauchy soit bien p,osd). Le fait que le pro_
bl')rne de {Jauchy so'it bien posd est une autre question, souve.nt beaucoup plus difficile.

Le tird:ordme de (lauchy-Kovalevsky a 6td publid par cauchy en 1g4j2l clans l:s
comptes 

'rendtts de I'l\caddrmie des sciences- Le travail de Sofia Kovalevsli:a:[a est paru
en 1-874'; iapparelnrnent elle ne connaissait pas celui de cauc,hlr (et son jury non plus
puisqu'il si'agisr;air ct'une thdse !). La ddmonstration de I'unicitei est simple et instrur:-

5;.2 Le ]-hriclrdme

l'h€or*rne 5.2.1. {!:::Ur*:y:tyr9lsorr s une h.yoersurfacede JRn ildfin.iepaar (i'{i} dans un r:y::s: u dr t."""!r.ses pofnrs ,;:;;;;s sansliirsc nt d ts.condiricrn lTlT), et $..upposoT quetesef:,::-q^p,_'il,ri-,f ffi), .f,, u; (j :{},' '-, xn - 1J' qui figurenr dans {w{zs),(sasltsi;i, i,onr onolyr iq1,ue;s sur r.!.Siri ,a n'rsr pa:; ccrarctdrisfrayl.yow fs}*y't"ri'i;i;,;';;" vai*fn:aiep tJ, de u
'onteftu 

rfen$ u dans lequell'd.quation (g0}, accamprztry,:tee du*cenditio** {gl},atlrnet u:ne:;eule sorution anatyituy.u rie ilexr! "ii "r."tr *nction $n*tyt.,qrrcu q.ai u,tin:iftt l'{quation (g0) dani lJ' et les ftquatiow {S I ) su," S {_r U.,J.

Sanr:iha CHCIUINI
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tive' celle de I'existence consiste essentiellement d ddmonffer ra converl;ence de rasdrie ainsi calculde' Eller repose sur une technique de majoration dtablie pa.r cauchy acette occasion (rndthode des sdries majorantes). Le thdordme de Cauchy,,lqlvalevskaian'exclut pas I'existence de solutions non analydques au problame de cauchy ce*e la-cune a itd comblde' en 1901 par le thdordme de Holmgrr:n qui affirme llnicitd dessolutions " classiclues " (c'est-i-dire m fois diff€rentiabtes). rrcs dldgante, Ia il.monstra-tion de Holmgre'est remarquable pour l'dpoque par la faEon dont elle uret en jeu desiddes de l'analyse modeme : dualitd et densitd. Le rdsultat de Holmgren a ritd dtendupar Hormander aux solutions distributions. Ii est ndcessaire dans ce nouveau cadre dereformuler le problime, puisque la restriction d,une distribution i l,hyperplan rn : x:,qui intervient darr res donn6es de cauchy n'a i priori pas .e sens.

5.3 D6monstratiion du Th6ordme

En trois dtapgs :
o on ddmonfe tout d'abrord que re probrdme (go1-6g11 se ramdne a un probldme decauchy'i a :0, ott la fcrnction g qui ddfinit s est la dniamr: projection canonique dejRn sur R. (donc i : *e, oir en est re dniame vecteur de ra base canonique de R,, etDi : D*uo: 

'L?n), otr le r:mfficient de dfl dans (78) est dgat a 1, et oir ies c,cnditions
limites us, ttlt .. .t um_t sont nulies.
o on ddrnontre ensuite qu'il existe une unique sdrie formei.le z (non ndcessairement
convergente) qui l'drifie f'rmellemenr le nouveau probldme de cauchy.r On ddrnontre enfin (par" la technique des sdries majorantes) que l,unique solution
formelle est en fait une s6:rie convergente.

5.3.1 R6duction du probldme

D'apras I'hlpothdse (77), ilexiste au moins une ddrivde par:tielle Qg eui,re s,annule
pas en c. Don"' sans restreindre ia g6n6ralit6, on peut toujours supposer que

o"g*o

dans un voisinage de a. ceci dtanr, on peut aisiment v6rifier rlue fapprication

(821

g:Rl>x'---)ielRl (83)
7' sdrie Jbrmelle signifie : sdrie entidre non ndcessairement convergen.te. on peut effectur:r sur ress6ies formellles les mdnnes opirations, produit,;6*;t"";;il;ffi (tn prenant garde i1br*ine)rllu€ sur les f<rnctions - lel rdsultat urt urr" u,r,a" ,""iu formelle.

J![athdmatiques Juin 2015 Universit6 dre Ciuelma.



Mdmoire de Mar;tAre
Sarnriha CHOUINI

oir

7''t = Xt, , [n-t: xr-r, i, - g.(x),

est un diffdomorphisme analytique qui ffansforme

S en S: {i, _ 0},

o, en 7i + (Ts)d, (j _-1 ,. . ., n _ [),
6n en {*)d,,

Itquation aux ddrivies partielres (g0) en fdquation aux ddrivdes paftielles :

p*(x,a.il6,!i+ \ Fd"t_f ,

anSm-l

et les conditions fimites (E1) en les conditions :

ilfsna =' i.o, T,ilsns= 4, . .., d{-tilrnft,=fr*_', (89)

oi ,f 'tesp'" 
(pour lol=m),resS (pour j:L,...,ft),etr.esil, (pouri:::e, ...,m-

1) s'obtiennent i partir d,e: u, f , po, 
'jg 

et rri par ra transfornration (g3) :

i=uoV-t, 7:f oV-l, Fo=pooV-I, ei=(01g)oV_t, er ili_uiog_r, (90)

et oir lbn a not€

(84)

(8s;

(86)

$n

(88)

xA=
di = = 

et d = (0r,0r,...,6n)- dxj

l'analyticitd de g sur u implique sa continuitd dessus, donc implique la continuitd
sur u de liapplication x H P*(x d*g), et il s'en suit alors que si c n,est pas caractdris-
tique pou:r (80), c'est-i-dire si

P^(a,d,g) * o, (e2)
i[ existe un voisinage de a tel qu'aucun de ses point sur s ne le soit, et on peut donc
firettre l'dquation (90) sous la forme

tdfuJEl+ I p'.(ill7"ul(r): f'(ri), (ee1

'r*,
oi p: ='Fo/p^, f ' - f lp,o et i est donnd par (g3). Il decoule dgalemenrr de l,ana_
tyticitd de g que le's foncti,ons f "- p'r(i) 0al < m,u, sm - 1) et f ,* f,(r) qui

(er1
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figurent dans les nouvelles coordonndes f = (fr,. . ., in) sont elles aussi des fonetionsanalfiques' et il suffit donc de ddmontrer le thdordme pou{r ltquation

0,!u* 
- Il .poOou: f , dans un voisinag;e U de l,origine, {g4)lcrlSm,crr:<m_1

avec les conditions

et dans .[e cas oir

S:{xr,_0}.

On suppose maintenant que S = {xn = 0}, que
1) et / sont analytiques dans U, que les fonctions
sur U fl $', et on pose

Comme

avec

(es)

(e6)

les fonctionsp" (lcf i tn, e.nS m_
uo, ur, ... , um_l sont analytiques

(e7)

ulrnu = u,,, onulrnu = u1, , oii-rrlrr$ = u*-1,

v(x) - u(x) - 5l xi-frv"'tr1'

rxj r
a{ ffiu1&')J - o, .r = o, 1,.. ., ffi - t,

on obtient

taJ"v.l{x).-8. poQ)ll"vl(x)-/(x)-E X poe)Eoif,",f.,l1 . {ss)
aasn_l j=o 

"j_1=#,

D'autre parr, de (9t;; 
"1 

(g'7) ilrisulte immddiatement que

Alvlr=0, .l : 0, 1,.. .,ffi - I, (1oo)

et comme le second membre de (99) est une fonction analytiqlre, le probldrnLe se rdduit
au probldrne (94) - (9s1 dans le cas ott les fonctions uj sont iclentiquement nulles.

Nous considdrons donc ltquation (94) accompagnde des conditions (9s; 6ri uj E u,pour j == 0, 1, . . , ,fl - 1, que ibn peut dcrire sous la forme

m-t

la{ul(x)= f bik,o')olu(x) +/(x).
j=o

ilul, : g, j = 0, 1,..., fr - 7,

(es)

(101)

(102)
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oi

b{x,O,):-f po(x)O,o,. (10g)
,::;4

(La fonction b;(x,€), i 3 ffi - L' ainsi ddfinie est analytique en x et polynomiale dedegrd infirieur ou dgal ir m - j en €,: {€r,..., {"_r))

5.3.2 Solutionformelle

A prdsent, on cherche une sdrie formelle

u(x)-f.,*" (104)
"€Nn

qui soit solution du probJ.dme (101)-(102). En particulie4 u doit vdrifier :

^i I i!lcrx,u,, /€N, (105)oiuls=r;;:j

et en vertu de (102), pour tout j = 0,r,.., ,ffi _ !,1e premier membre de cette dgalit6
est nul Il en dicoule alors que

cu:O porrr yn<m_l. (106)

et que

u(x)-fr,*'. (1oz)
t;$

Four diterminer les ceffir:ients co florsque r, ) rft), nous substituons fo:rmellement
x;* c..l:n il u(x) dans l'dquation (101) et procddons de la nranidre suivante :

l) On cofilmence par ctrLercher les cy pour les rz e Nn tels que yr = m :

?llc".r'J 
l*"=o 

: 0 pour ,vn2 m, j < m.- L, (10B)

on calcuie les valeurs des cleux membres de (101) sur {xn :0}, et on obtient

O{''u(x',O) : m! Zru*',' - f (x,,A). (10g)
;,11

comme x" '* f {x',0) est une foncdon analytique dans rRo-r, un ddveroppement en
sdr:ie de Taylor i forigine de I'espace lRn-t (x, - 0,. . .r xn_r = 0), conduit d

f(x"a)- | d,,x,"'.
v/€Nn-1

35

(110)
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Donc o.n peut ddtermine:r c,,, pour les y tels que yn = l7l, c,E;st_i_dire

c, = dr, pour yt = v,rr.. ., vn_1 : vlr_rr\zn : 111. (111)

ii) on suppose qrre les crcfficients cv avec vn sk- 1 (k > m) sont connus. Ein ddrivant
les deux membres de {101), (k - m) fois par rapport i x,,, et en calculant leurs valeurssur {xn ,= O}, on constate que

r
v€Nn,vn)k

donc l.a rldrivde d'ordre (tk- m) du second membre de (101) par rapporr i x^, calculde
sur {x'n == 0}, est cldterminde par ra fonction anaiytique connue

,t*-- 
f f; bi(x,6\oj(

qui peut €tre divr:loppde en sdrie de Taylor ir I'origine de ll,espace iRn-1 r3t l,on peut
identifier les cefficients rle son ddveloppemenr i ftlco, pour les multi-indices rz rels
que ?n = k, car la ddrivde d'ordre (k - m) du premier memtrre de (101), ,r:arcurde rsur
{x,. : o}, est

: k! f c,x'n'

,:--l}bik,o)ai( ,,*')] 
L"=* 

= o,

veNn,vnSk-l '*") ] 1."-, 
+ ak-* r (xrL"=',

{1 12)

(113)

{LL4)

7ku(x) 
1

@l*^=o
v€Nn,vn=ft

iii) en procddant par rdcuLrrence sur k (avec v = (u,,k),v, eNn-r), on obtient tcrus
les cefficients co de la sdrie (7o7)- une fois que ces cafficients cy sont ddterminds, on
d€montre la convergence rle la s6rie (lO7).

5.3.3 S6riesmajorantes

Pour d6montrer la coil/ergence de la sdrie O}n,on utilise les sdries rnajorantes,
ddfinies de la manidre sujivante : une fonction F(x) est dite sdrie majorante de la
fonction I (x) si les cefficirents cl,(F) de sa sdrie de Taylor i l'origine, x',er,v" cu(F)xo ,sont supdrrieurs ou dgaux aux valeurs absolues des cafficients c"(/) de 1a sdrie de
Taylor d lbrigine, )]u.w" c,(f )x" , de la foncti on f (x),c'est-i-dire que :

c,(F) : lc"(f )1, Vrz e Nn. (115)

ies b;(x, d') : une fonction

Po(x)€'"' (116)

On ddfinit 6galement les s6ries majorantes pour

n,k,€') =,",fi=,
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(oir 6' = ({r,. .., {n_r)) est dite sdrie majorante i l,origine., de la fonction

b{x,€')= f po{x)€,d Qln
lo,l(m,a,=j

si, pour tout d e= Nln tel que lal ( m et dn 1 m- 1, la fonction po(x) est une s6rie
majorante pourpo(r).

Les sdries majorantes F(x) et B;(r, {') €tant introduites, on considdre l,tlquation :

m-1

it{w(x) = f ar{*, a)alwe)+ F(r).
j:0

lemme 5.3.1. soir w(xJr e$ une solutton analytique de l,iquation (11g), et supposorrs
que:

?bus les cefficients des siries de Tayrgr d {origine (de R"-1) de l
,(*)l*.:o, a"r(*)l*.=

sont non_ndgatifs. 
J

Dans re cas, w(x) est une sd.rie maiorante pour l'\vennnlle solution analyr:ique du pro-
blime (101)-(I0z).

D€monstration.

Pour tout ? € NIn, posons
1

C,(u) = aA'u(x)1*:o,vl
1

C,(w) - -a"w(x)l*='.vl

w(x) - \c,t*)*',
v€Nn

dans un voisinage de I'orligine, et I'dventuelle solution analytique u(x) du probldme
(101)-(102) est telle que

u(x)-fqfu)"i,...*?,
y€Nn

dans un voisinage de ziro. On a donc c, = Cr(u), et comrne nous l,avons vu dans
(106),

c., : Cr(u): 0 pour ?n : 0, 1,...,m- 1. (124)

Ona

(118)

(120)

(121)

(122)

(r23)
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1 -m-1
]6a,'t6r-. If rrCx ,ilall.

Il s'en s,uit alors que :

c;(F) > lc;(F)I, To,*t lp,,tl, (13s)
et en vertu de I'hypothrlse de rdcurrence {12g), ii rdsulte: de {131), (1.32) et (135)que:

c"(w) l lc,(u)1,

1"134)

(r36)

(13,9)

(141.)

ce qui dtlmont'e que w(;r) est une sdrie majorante de la fonction u(x), er:achdve ainsila d6rncurstration du lemme.

5'3'4 suite et fin de ra d6monstration du th6ordme

Il ne reste don'c plus qu'd ddmontrer l'existence des sdries rnajorantes g;(x,6r) pourbt(x'€')'j :0,'['"", ffi-1, et F(x) pour/(x), et que ldquation (11g) avec cesBi@'il') et ce F(rJ admLet, dans un voisinage de rorigine, une solurionL analytiquew(x) tel,[r: que les cafficir:nts de la sdrie de Taylor (] l,originre de rR,) de

tfi;lr*tO l*.=o (137)

sorent tous non-ntlgatifs. Rapperons que, par hypothase, le l'(r) et les p*(x) (cr <
rr7, dn { rn - 1) rlui figurent dans (101)_(102) sont analytiqyes dans un voisinergede 1'ori:girnLe. Donc, dans un voisinage de rbigine, on peut rer; ddvelopper en sdries deTaylor' Pa.r: consdquent, il existe des constantes r > o et M > 0 telles que

$-1 .

)\lc,(illrtut<M, ItCCr")rt,t<M, lal <in, alm-1, (1s8)yr=N" y€Nn

oir

c,(:,f): jiu,f (il1*=0,

et la relatiLon {13g) impliqrre que

c,(p o) : *u', ",(r)l*:0,

Irc,(1i)lrt't < M, lc,{p)lrwt < M, vr e Nn (140)

ou

lc'ffll =+, fcrn"lf =+ vrzeNrn.
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On r:onsiddre maintenant la fonction

F(x) -
ddfinie,sur

{x e m" | 1", + .. .* xn_r * gxnl . i"}, (143)
oir p est une constante ii ddterminer de maniare convenable, tene que p > 1. comme

M.*+ -uZyo pour lyl < 1,r-Y 
tr=o

ona::

F(x) _ ti(x, *"'*x,-, *Prn)&

k=o rk

1 _ xr*...*xn-r*gxo t tL42)

(1,44)

(14s)

(1,46)

(147)

(148)

(149)

x (pxn)""

En ddrivant les deux mennbres de (I42),on obtient :

o' F(x)l--o - uYn"irl' - IvltY a\ 
.tt! ylvl ylvl

Par consrSquent, et comptr3 tenu de l,indgalitd g ) 1, on a

c,(,F) : \a"r6)l*=o : W z +
Donc, en'yertu de (141) on a

c,(F)>lc,u)|, c,(F)> lc,(p,)|,
c'est-a-dinl que la rionctiorr F(x) ddfinie par (r4z) est une sdrie majorante de f (x) etde p*(x) {.lo,l < m, dn 1 m- L). par consdquent, si l'on pose po(r) - F(,:r) et qu,'n
la substtitue i P"(x) dans (116), ia fonctio n B{x,{r,. .., €'n_r) ainsi rddfin.ie sera u:nesdrie majorante de bi(x,€r,...,{n-r). considdrons donc ldcpation (11g) avec F(x)donn6e par (142J er avec B,(x,€') donnde par (116) et p"(r) - F(x)..,{ l,aide de(742),I'icpation (11S) peut s'dcrire sous la forme :

An,^,( *\ - a@)W(rc) +R(A)?Y(x) + m__-1'

oit Q(g) e$ un polyndme en { de degrd m et dont le coefficent de {f, est nul, tandis
que R(6) e$t un polyn6me en { de degrd infdrieur ou dgal i n _ 1.
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Iin posant

s=
xr*...*x,_r+oy

rr-r ! E -!n

r
on obti,ent:

a,:9.! l'd - a os a edi"t - a+'ii, = ;;i, pour f = 1'"''n- 1' ft: ,n*: ii; {:151)

Par s;uirre fdquadon (149) se rdduit d ltquation en fr(s) :

rlr;ffia(,) : * lY#.G)+n (:*, .,:*,eg)wc,r,. *1, (1s2)

oir

q(g) = e(1,. .., 1, p),

est un polyndme en g de degri infdrieur ou dgal a m _ 1. comme

fq)' + " 9: [€')'* t -'- L@a--\r J 1-s " rm \r J l_s , (154)

en mulillpliant(l5i2) par

r r yn 1-s
l-l\g) 1-s-q(p)p-^'

tlso)

(1s3)

(1ss)

(1s8)

(1s9)

on obtient :

dn /y,
fi;n'(') : (;i)'=;fuF i.(:*, ...,1*,e-{)r1,1+rvr], (1s6)

et vu que le degrd: du polyn6me q(p) est inf€rieur ou 6gal A m - 1, on perut choisir ptel que:

q(g)g-'< 1. (1s7)
En rdsolvant l'€guation di:ffdrentielle ordinaire {156) avec ler; conditions initiales

on obtient la sorution unique ff(s) qui est anarytique sur l,ensembre {sllsl < 1 _q(g)p--*ji . la solurfon w(;r) de 1'6quation (14g)s,obtient, en posanr

r,rr(x) = rf (xt 
+ "'+1"-t + gx";

dans un v,oisinage cle I'origine

{x e n"f hrr -F... * xn-r * pxnl< r(1 -q(q)g-.)}. (160)
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M6rnoire de lWa:stdre
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comme noi[s I'avons mentionnd, l'existence et l'unicitd de la solution iinL,alytique w(xJrlans; un voisinage de |origine, en vertu du remme 5.3.1, imprique ye.rdstence de rasolution analSrrirlue u(r:) du probldme (101)_(102) daru un voisinal;e dr: l,oriigine;tl'autre part; la ddmonstration de l'existence et de i,unicitd de la soluti,crn analyriqueu(x) drr problilrnLe (101)-(i02) dans un voisinage de l'orig:ne esr suffisanLte pour affir-rner .e.ristence €:t |unicit6 de la solution analytique du probldme (7g)_(:g0) dans unvoisinage U,'de;r0 . Le thdordme est ainsi ddmontrd. I

6 Op6rateiurs a cefficie nts E6
Dans; ce pa:rag:rphe, on donne ffois exemples d'opdrflit€:ufs diffdrentiels d ctnffi-cients complexes vaLriabies et de classe 8*, quisont non rdsrolubles m6me lc,calement.on dorule ell 0utre deux conditions suffisantes, l'une i la non rdsolutrilitd et l,arJrrei son contraire, 'er on rienvoie a r1],[3], [4], t6] et f7] p,our res delmonstrarions.Il y a ainmi' unr: rliffdren'ce qualitative considdrable entre lr3s; dquadonr; i cafficir:ntscompiexes wrri;rblles; et celles i cefficients constants, ou ce.[r:s qui prordennent dr: laphysique:' qui sont rrisolulrles au moins localement. ce phinomdne de n.nLri:solubilitd

lor:ale est pourtant en un certain sens < gdndrique,) pour les dquations ir crxfficientscompl:xes variabl'es', mdme s'il a fallu attendre les ann6es 1!)Ii0 pour s,en convaincre.

6.1 Op6rateur de Hans Lewy

Th€or$nre 6,,1.t. tcf. l4D Si L esr l,opwateurde.Ffans Lewy:

L = _4_ i72*Zi{xr* ixr}e
rlAlrrs at erts* a1lr'onction{ 

' 
Rr :.a .fr{osse €* rcrIIe que l'quadonLzt: 17 n'atlmette aiucunesolutian du tribution dans $ucrtnouverrdle lR.s.

6.2 Qrp6rateur de Mizohata

I.'opdrateur de Nlizlohata sur lR2 est

42

m=tr-*3ox dy
Il est apparentd ir celtd de Hans Lewy en ce sens que run se ra:mdne en grorrs i l,autre
aprds unte .. trarxfonmation canonique o et, tout comme ce der.niieq a des orig;ines danLs
iles probldrnes rce la S,domditrie complexe, et ne se comporte pas comme cre,lrait se

(161.)
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comporter intuitivement un opdrateur associ. a un phinomdne phygique : Ir n,y a pasde conditions limites bien posdes et n'est pas localement rdsoluble. tl6quatio n IuIu = 0admet dvidemment la solution

z:!*r+
et plus gdndralemsnt les distributions de la forme

f (t +,t *io) = jlp./ (, *,!r+ is)

tt62)

(163)

oit f (z) est une fonction holomorphe dans re demi-pran de poincarr4 ! :rmz> o, acroissance mod€rde pour/ -+ e.

iriiffi

6.3 Op6rateur de Grushin

Lbpdrateur de Gnrshin sur lR2 est

G=**,.*.



Mdmoire de Mastdre
Samiha CHOLINI

6'4 conditrons suffisanres d ra (non) r6sofubitit6
soit o un ouvert non vide de lRn, et soit sur o l'opdrateur diffdrentiel dbrdre m dcefficients ff* :

de qymbole total

P(x,D)= f ao(x)D",
lal<m

p(x,€): f ao(x)€o,
la.lsm

et de symibole principal

P^(x,{) =,f ao(xXo.
ldl=m

on ddsigne par F(x,D) I'op6rateur d'ordre m dont les cefficients sont les conjuguisde ceux de p(x,D) :

F@,n)= I do(x)D",
lcrl<m

son symbole total est:

FQ,il= f do(x)€",
lal<m

et son sJrrnbole principal est :

F*(x,6) = f 4(x){".
lal=m

46monsratflon.
.Lp formule de leibniz, D"(f d = Xr.o ffiOr f Do_r g,implique que :

8' Le moctret de Foisson {', ' } est aenni sur les foactions qui d(pendent des variables (x, €} par
, gXx, 6) =, g=1 l## - ff ft]r., et.

4
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Mdmc,ire de Mastdre 4s Sarniha CHOLJINI

P(n,D)p{x,D)

et de fa<ron similaire

,f u"{")o"|,t ap(x)apf

,A E 
do(x)D"[cB(x)DB]

E E u(-) f r r&*' asr(x)o'-'*of

E EE )w' oulr*, f#h a,G)D*tlaa

,E H )D'aut1s ttaiFr(-,n)lDp

p(x, .o)F(x, D) : 
rt_ E )ro,u rlro I tais,] (x, a)l Du.

Donc, le r:ommutateur C(x,D) est tel que

c (x, D)=,uE 
E, ;i lLn'a ub'()l;J { pl(x, D1 - lnv a p -l(x}la { pl(x, ur)f ou,

son syrnbole total est:

c(x, {;) : il F,, ).lro,uule)la[pJ(x,6) - [oraBJ(x)[ a[rJ'-,{)]{u

= f if f f ,o'aet(*)re] La{nlu,€)

- | f f", ouJi*)€Fffa{ r t:'., €)]

t i [ro'u]c", ilLa[pJo,{) - rD,p] {x,ilta{FJt*, {.1]

,#- ilro'^rx, €)[a{ p](x, {) - fDrpl(;r, €)la{ uJk, E)]

et cela rnontre que c(x,D) est d'ordre infdrieur ou 6ga1 it zm-r, et que son s5rmbore
principal (|,2*_r(x,{) est dc,nnd par :

lVlathdmati<pes Juin 2015 Universit6 drs Guelma.



Mimoire de Mastdre 6 Samiha CHO{.JINI

cz"-r(x,€) = fi [u'a ](x,{)la{o,J(x, €) - LDrp^J&,oLa{F^l{a o]
1&.
T 4 Lt 

a t, p 
^J 

(x, €)f. a * j p *J (x, 6) - L 0 
e, 

p *l (*, €) L a,, p *J1.:-, ilj
|fu,",r,"}t*, fl n

p€finition 6'4'l' Iln opdrateur diffirentiet P(x,D) sur un ouverto de lRn wt dit o of
lonstqnt strength> sur fi si' pour taut x et y fixds dans fl, les opdrateurs d. ceffuients
@nstanB P(x,D) et p(y,D) sontfortement lquivalents en & sens que :

lc*y € R/v{ 
= 

p", P!t, ? < c.. .- -- 'P(Y, {) - "*'Y'

9. 9($ rxt Ia fenneture de ifo*(O) dans.:r(R")

.-r-
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Thdirordrne 6.0-:t:j:* p.(x,D) 
"un 

o!i::ru, d. cefficiena cnntiruts et u of constantst're;ngth" de:.ns un 
-voisinage-d'un point xo de R;. ;,!.e1r un vois,inage ourert

';if;i;,'::*"nt petit de': xo, 
"; p""; ;;;;;;;:;;n;;,":; uniaireE : r2(*) -- r2(f,r)

p(x,D)Ef _ ^

Ep(x, D)u u, pour tout u < g(t1i)..:.,'.:.i,i

Tlrdort*e *,U.]1.::ll u(",g) un.opdrsr:ul-,i creff.tcir:n* K@ et t,rf eanstuntsu'e45yh' o*nt 
:.11,oi.11"w 

a" it"t*o a, m". siTl, u,n vois.i.nage ,,uvert su1fi.-tfJ|i'"toerit de xp ('r prrt t ouir un Jp6rate"rii"*ti,r; :;6;;''*',.*si1w2 
rrl

P(x,D)Ef : f da_ ,.ns fi, paur totx f e lf(R"),
Ep(x, D)u : u dans dl, pour tout ue l/(n).

Remarque 6'4'1' Pour les d'monstrations du corollaire 6.4.1, et du thiortmw 6.,+.1,6.4.2, 6,41.5 et 5.4,,4, onrtfdre d Hijrmander l3l.
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