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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse & Détude des cycles limites qui bifurquent des orbites

- . dx . Yy ,
périodiques du centre linéaire & = — = —Y, ¥ = i x, perturbé par une classe
généralisée d’équations différentielles de Liénard comme suit:
T =y,
o ki gky,
g=—z - &(falzy)y),

k>1

ot pour tout k le polynome f¥ est de degré n en x et y, € est un petit parametre, et ceci en
utilisant la méthode de la moyenne d’ordre 1, nous illustrons ceci a travers des exemples.



Abstract

In this work, we study the limit cycles which bifurcate from periodic orbits of the linear

x i dy o , R
center © = = -y, Y = a% = g, perturbed inside a generalized class of Liénard
, cdt
differrential equations as :
T =y,
y = =T = Zek( 'rlf('rv y)y)a

k>1

Where for every k the polynomial f* has degree n in z and y, € is a small parameter, we
use the averging method of degree 1, we illustrate this with several examples .

D



Introduction générale

Une question trés importante dans I'étude des systemes différentiels est la recherche
des cycles limites, leurs nombre, leurs stabilité. Dans ce travail on étudie des systemes
différentiels du type Liénard qui prennent la forme généralisée :

i =g Flz),
{ § = —G(z), M)

Avec m le degré de F(z), n celui de G(x) . Le probléme fondamental 1ié au systéme (1)
est le nombre des solutions périodiques isolées (i.e. cycles limites) qui peuvent exister
simultanément.

Ici on s’intéresse & trouver des valeurs minimales de H(m,n). On cherchons le nombre
maximum des cycles limites qui peuvent bifurqué des orbites périodiques du centre lin¢aire
i = —y, § = z perturbé par une classe généralisée d’équations différentielles de liénard
comme suit:

T =Y,

j=—z— 3 (i y),

k>1

Notre mémoire comporte 3 chapitres :

o Le premier chapitre est un rappel sur des notions générales, on introduira des
définitions concernant le flot, point singulier, le cycle limite, classification des points
singuliers d'un systéme différentiel plan. On explicitera la notion de bifurcation.

o Dans le second chapitre, on rappelle des résultats sur la méthode de la moyenne.

o Au chapitre 3, on s’intéreésse aux cycles limites des systémes de Liénard. On donne
un résultat concernant le nombre des cycles limites qui bifurquent d'un centre
linéaire perturbé par une classe généralisée d’équations différentielles de Liénard,
en utilisant la méthode de la moyenne d’ordre 1 et on fait des applications sur
quelques exemples.
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CHAPITRE 1
Notions préliminaires et généralités

Dans ce chapitre, on donne un rappel succint sur certaines notions fondamentales.

On examinera les notions de : point singulier, orbite périodique, cycle limite. On
rappelle une classification des trajectoires au voisinage d'un point singulier d'un systeme
plan, le lemme de gronwall. On introduit aussi un rappel sur la bifurcation.

1.1 Systéme dynamique

telle que

* U(,z) : RT = R" est continue
* U(t,.) : R% — R" est continue
* U0,z) =z
* Ut+s,z)=U(t,U(s,z)) Vi, s€RY, VzeR”
Exemple 1.1.2 L’application
U:RxR®— R

définie par :

€

, et 0
U(tVZ)Z[ 0 Zt}%

est un systéme dynamique dans R2, et pour xg € R%, U(t,xo) est la solution du probleme

a valeur initiale
T|= Az
LL’(O) = Iy,



Mémoire Master Labadla Amel

ou :

it

1.2 Flot, potrait de phase, point singulier, orbites
périodiques

Soit U un ouvert de R™, un champ de vecteurs X de classe C* sur U est la donnée d’une
application X : U — R" de classe C*

X 1= {1, e Bl 3 {FrlE), o fulE) ) (1.1)

On lui associe le systeme différentiel

& = B e ln); (=1 .08, (1.2)

ou les fonction x = (21, ...,2,) — fi(x) ( appelée composantes du champ de vecteurs X
sont des fonctions de classe C* sur l'ouvert U ).

D’apres le Théoréme 1.6.2, il existe une solution maximale unique x(t) aux équations (1.2)
telle que z(0) = zo.

Définition 1.2.1 la correspondance ¢y : 2o > x(t) qui associe a une donnée initiale g
la valeur de la solution mazimale x(t) au temp t, qui correspond a cette donée initiale,
est appelé le flot au temp t du champ de vecteurs X. Le flot du champ de vecteurs est
Uaplication qui associe & (t,z) la solution maximale x(t) au temps t qui correspond ¢ la
donnée wnitiale x :

(t,x) — o(t, z) = d(z) = z(2).
Le flot est dit complet lorsque cette corrspondance est définie pour toute valeur de
t € [—o0,+od].
Définition 1.2.2 L’orbite (ou courbe intégrale) v du champ de vecteurs X passant par
le point zg est la courbe différentiable formée des points x(t) de U donnés par la solution
de (1.2) avec donnée initiale xy. Cette courbe est orientée par le sens de variation det.
Sa tangente au point x(t) est la daroite affine passant par x(t) de direction t le vecteur
X(z(t)). On distingue éventuellement l'orbite positive v. = {x(t),t > 0} et lorbite
négative v = {x(t),t < 0} passant par le point (0) = xo.

Le portrait de phase du champ de vecteurs X est la partition de 'ouvert U en les orbites.

Définition 1.2.3 Un point singulier du champ de vecteur X est un point xoy ou toutes
les composantes du champ s’annulent simultanément :

Filom ) =11,| 3=1,cym
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On dit aussi que o est un zéro du champ de vecteurs ou un point d’équilibre (ou aussi un
point critique). Un point qui n'est pas singulier est dit réqulier.

Définition 1.2.4 Une orbite périodique d’un champ de vecteurs X est une orbite passant
par un point Ty, qui n'est pas un point singulier, pour lequel il existe un nombre T > 0
appelé période vérifiant

()= a0}

On qualifie de période minimale, le plus petit nombre réel positif T qui satisfait cette con-
dition. Les multiples de la période minimale sont aussi des périodes. Lorsqu’on ne précise
pas plus, par exemple pour une orbite périodique de période T, on comprend toujours la
période minimale .

Lemme 1.2.5 Une solution périodique du champ de vecteur X correspond & une tra-
jectoire fermée (courbe fermée) dans l’espace des phases et une trajectoire fermée dans
I’éspace des phase correspond a une solution périodique.

1.3 Systemes différentiels autonomes

& = P(a(t),y(1)) |
L3 ot (13)

.. de . dy
oU T = €l = =

dt TS

le plan des variables x et y s’appelle le plan de phase. le champ de vecteur associe au
systeme (1.3) est notée X = (P, Q).

Nous supposons que les fonctions P et Q de classe C1 (donc les conditions de Cauchy-
Lipschitz sont satisfaites en tout point ordinaire du systéme (1.3)).

1.4 Classification des points d’équilibres, linéarisation

Soit le systeme différentiel linéaire a coéfficient constant :

da:_

ko e
T di T

o A= ( CCL Z ) une matrice inversible, i.e. det(A) = ad — be # 0.

10
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Le portrait de phase local pour ce systéme est déterminé a partir des valeurs propres de
A (le seul point critique (0,0)).

Soit i, Ay deux valeurs propres de A :

1) Point Selle :

o Si A, \o sont réelles et de signes distincts, le point singulier (0,0) est appelé
selle (il est toujours instable).

2) Neeud:

Si A <0, et Ay < 0= le point(0,0) est appelé Noeud (il est asymptotique-
ment stable).

Si A >0, et Ay > 0 = le point(0, 0) est appelé Neoeud (il est instable).

11
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3) Foyer:
A2 =1
® 5i

® i

gl

+iq, g # 0 et p# 0.

p > 0 = le point(0, 0) est appelé foyer (il est instable).

p < 0 = le point(0, 0) est appelé foyer (il est asymptotiquement stable).

12
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4) Point centre:

e Silio=p+igtq: ¢q#Oetp=0=le point(0, 0) est appelé centre (il est
seulement stable).

y
\\

Soit le systéme non linéaire autonome :

t=-—=f(zr), z€R" (1.4)
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et soit zg un point singulier pour ce systeme (i.e. f(zg) = 0).

Définition 1.4.1 Le systéme
T = Az
ot

LYa
A= h‘fz(l‘g) =Df(z0),1<i,j<n
85[5]'
est appelé lindairisation de (1.4) en g, ou le systeme linéairisé de (1.4) en .

Définition 1.4.2 On appelle point singulier hyperbolique de (1. ), le point xy tel qu’aucune
des valeurs propres de A = Df (o) n'a de partie réelle nulle.

Définition 1.4.3 Soit

£ = flz) (1.5)
Lo est un point critique hyperbolique de (1.5) :

® o est appelé puit si les v.p de Df(xo) ont des parties réelles négatives.

® 7o est appelé source siles v.p de Df (x0) ont des parties réelles positives.

® zg est appelé selle si au moins l'une des v.p est avec partie réelle positive et une
autre est avec partie réelle négative.

1.5 Cycle limite

Définition 1.5.1 Pour un systeme plan, on appelle cycle limite une orbite périodique
qui est isolée dans I’ensemble des orbites périodiques, si toutes les trajectoires voisines ap-
prochent le cycle limite lorsque t — +00, on parle de cycle limite stable qu attractif. Si en
revanche cela se produit lorsque t — —00, on parle de cycle limite instable ou non-attractif.

1.6 Théorémes fondamentaux

Définition 1.6.1 Considérons la fonction f(x,t) avec f: R* —3 R [t -1 |<a,
z €D CR"

On dit que la fonction f(x,t) est Lipschitzienne par rapport & x si :
Il f(@1,8) = f(@2,t) IS K || 21 = 22 ||, ¥(21,8), (22,8) € D x [to — a, t + al.

La constante K est appelée constante de Lipschitz.

14
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_____ 1.6.2 (Théoréme fondamental) On considére le systeme différentiel - —l

IS8

x

J e = =fla,l), zeR” te R,

et on suppose que la fonction vectoriel J(
rapport a x, uniformément en t € [—a, a].
seule solution x(t) du systéme différentiel ¢

Vintervalle [~c, ] avec ¢ < min(a, ff)

z,t) est Lipschitzienne de rapport K par
Soit xy une donnée initiale, il existe une
ui satisfait £(0) = zq et qui est définie sur

Théoréme h“6.3 (Lemme de gronwall) Soit ¢(t)

une fonction continue, a valeurs
positives définie sur un interval

leto <t<to+T qui satisfait une inégalité du type :

&

8(2) < 6, / B(£)ds + bx(t — to) + 6,
to
alors on peut majorer la fonction par

b 81(t—to) 92
i ] o 1 O o
R e (51 . 03,) e o’

pour toute valeur de t comprise dans | ‘intervalle [to, ty + 7

15
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1.7 Existence des Cycles limites

r_’ﬂggggé_nggg 1.7.1 (Poaincaré-Bendi:non) On considére un champ de vecteurs duj

plen X :
{ & = f(z,y)
¥ =g(z,y),

ot les fonctions f, g sont partout de classe C. Soit ~,, ={d(t,m),t € R} une courbe
intégrale de X, définie pour tout t, telle que l'orbite positive passant par le point m :
Y ={o(t, m), t > 0} est contenue dans un compact K. On suppose que le champ X a
un nombre fini de singularités contenues dans w(m). Il y a trois possibilités -

(a) Siw(m) ne contient pas de points singulariers, ¢’est une orbite périodique.

(b) Si w(m) contient 4 la fois des points singuliers et des points réguliers, w(m)
est constitué d’un ensemble d’orbites et chacune d’entres elle tend vers un des
points singuliers lorsque |t |= 0co0. Dans ce cas, l’ensemble w(m) est appelé un
graphique.

c) Siw(m) ne contient aucun point régulier, alors c’est un ot singulier,
| 2

Théoréme 1.7.2 (Critére de Bendizon) Soit le systeme plan :

{ &= f(z,y)
y=g(z,y),

et F = (f,g)T € CHE) ou E est une région simplement conneze dans RZ. Si la
divergence du champ de vecteur F(notée VF ) est non identiquement nulle et ne change
pas de signe dans E, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entierement conteny
dans F.

Preuve : Supposons qu’il existe une solution périodique 7 de période T' contenue dans
E. Elle est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G I'intérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on &

of 0y B ,
//G(_gﬁ +a~y)dxdy = /dey gdx
d:

T
- /0 [f(a;,y)%—’—g(x,y);f]dt

r
= / 0dt =0
0

Contradiction avec divF = = II ne peut pas avoir de solution périodique contenue dans

E. ¢

16
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Théoréme 1.7.3 (Critere de Dulac) Soit F = (f,g)" € CM(E) ot E est une région
simplement conneze dans R2. Sil eziste une fonction B € CY(E) tel que V(BF) est
non identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le systéme :

{ &= f(z,y)

¥ =g(z,y),

wadmet aucune orbite fermée enticrement contenu dans E.

Preuve : Supposons qu’il existe une solution périodique 7 de période T’ contenue dans

E. Elle est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit & l'intérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on a -

af  dg
B(z=+ 2)dzdy = | Bfdy— Bods
/J/(; (aa: # é)y)dxdy /T fdy — Bgdz

dy d

T D,
= /O B[f(-’l,y)zﬁj—g(ﬂf’y)ﬂﬁdt

T
/ B0dt =0
0

Contradiction avec divBF = 0 = Il ne peut pas avoir de solution périodique contenue
dans E. @

Il

1.8 Phénomeéne de bifurcation

Le terme de bifurcation été introduit par Poincaré pour décrire les transformations des
points d’équilibres d une famille de systémes, obtenue en faisant varier un parametre.

Si la nature du point d’équilibre subit un changement soudain lorsque le paramoétre
varie, on dit que le systéme subit une bifurcation. les systemes d’équations différentielles
paramétrées peuvent avoir différents comportements asymptotiques (tendre vers un équilibre,
un cycle limite...) en fonction des valeurs de leurs parametres. Il peut donc exister cer-
taines valeurs pour lesquelles le comportement du systéme passe d’un état qualitatif & un
autre.

La théorie des bifurcations des champs de vecteurs a pour but de décrire les modifications
des portraits de phase des champs de vecteurs qui dépendent différentiablement d’un
paramétre A € R” :

T = f (33 ’ A),

lorsque le paramétre \ varie.

17
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Il existe des bifurcations locales et des bifurcations globales, dans ce travail, on s’intéresse

a un type de bifurcation local c’est la bifurcation dun centr
différentiel plan paramétré (qui dépond de ).

e. On considére un systéme

Pour lequel il admet un centre & lorigine quand e = 0, on étudie il ya naissance d’orbites

périodiques lorsque on varie le parametre ¢,

18



CHAPITRE 2

Méthode de la moyenne

La méthode de moyennisation est une des méthodes classiques qui donne des conditions
pour lesquelles les points singuliers du systéme moyenné fournissent des cycles limites
pour des systémes différentiels ayant un centre. Cette méthode consiste 3 donner
une relation quantitative entre les solutions d'un systéme différentiel périodique non
autonome et celle de son systeme différentiel moyenné lequel est autonome. Dans
cette section, on présente une introduction & la théorie de moyennisation du premier
ordre. Cette méthode sapplique aux systémes de la forme tx=ef(x,t) ole << 1 et
f(z,t) est de période T pour la variable ¢. Le théoréme de la moyenne assure alors que :

s 1
¢ La solution approchée reste proche de la solution exacte sur un temp d’échelle ~.
€

¢ Si la solution approchée a un point d’équilibre hyperbolique alors la solution
exacte a une orbite périodique hyperbolique.

® Si une solution approchée est ume variété (stable ou instable) du point d’équilibre
hperbolique alors la solution exacte correspondante évolue sur la variété (de méme
stabilité) de I'orbite périodique correspondante.

2.1 Un théoréme de moyennisation de Fatou
On considére un probleme de Cauchy perturbatif -

T = f(t,z) +eg(t,z,e), z(t) =z,

On suppose que le systéme non perturbé est intégrable. Soit y(t, zo) la solution du
probléme de cauchy non perturbé (pour ¢ = 0) qui vaut z, a Iinstant initiale ¢t = (
(notons bien que Zo est aussi la donnée initiale du systeme perturbé).

On considere le changement de variable :

19
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T2, megll )
Pour la nouvelle coordonnée z, on obtient I’équation :

% T a5 = ft9) Heoltp.e).

dy . .
Sion suppose que == est inversible, on obtient pour la variable z une équation différentielle

sous ”forme standard” (terminologie utilisée pour signifier que le parameétre ¢ factorise le
second membre de 1'équation) :

0z Ay(t,z)\ "

—_— =g | ——= t,y(t, 2),e) =cF(t, x,¢).

5 == (L) gttt 2)€) = F it

On va considérer dans ce paragraphe le premier énoncé basique de la théorie de la moyen-
nisation. On considere la solution du probléme de cauchy de I’équation perturbée :

o
g;f =eF(t,z,e) =ef(t,y) +%g(t, z,¢), (2.1)

l’(to) = Ig.

On suppose que f est une fonction périodique de période T en la variable t. On introduit
I'équation moyennée et le probléme de cauchy associé :

0 .
i) 22)
y(to) = o,

avec

@
=7 [ ftuae

On a alors le :

20
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e _
Théorénje 2.1.1 On considere les deux problémes de cauchy (2.1) et (2.2) avec
T,Y, %o € D un ouvert de R™, ¢ 2 0. Supposons que :

—

& e of L .
® Les fonctions f, g et 51( sont définies, continues et born
oL;

ées par une constante
M indépendante de ¢ syr un domaine [t +oo[x D.

» La fonction g est Lipschitzienne par rapport ¢ xz dans D.

® La fonction f est périodique de période T en g variable t et cette période est
n indépendante de «.

* La solution y(t) ne

Uordre de - .
€

quitte pas Uintérieur du domaine D pendant un temps de

Alors, la différence z(t) ~ y(t) est de Uordre de O(e) pendant un temps de Uordre de
i 1

i

g e R L Ak el o i
Preuve :
‘ On définit t
u(t,y) = / [f(s,9) = fo(y)]ds,
- t()
et
2(t) = y(t) + eut, y(1)).
On obtient leg estimations suivantes :
llut, y)I| < 2MmT,
& (@) = y@)I] < l|l2(t) - 2(2)]] + 26 MT-
- On évalue ensuite
do s _
dt  dt
dy dy Au(t, y(t))
: -:2 g == s e A
ef(t,z(t)) + 2g(t, z(2)) 75 € <gradu(t,y(t)), & = B

21
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ef(t,x(t)) —ef(t, () + R.

Les hypotheses impliquent

oIl < M,
llgrad u(t, y)|| < 2m7T,

It 2(t) - £t y()))] < Lll=(t) — y(&)| < 2eLMT.
Il existe donc|une constante K telle que

IR < Ke?.

On a donc

o) =0 < [ 1 L2y <

5/. [1£(s,z(s)) — f(s,2(s))||ds + K&t ~ ty) <

to

el /tHx(s) — 2(s)||ds + Ke(t — to).

On applique alars le lemme de Gronwall et on trouve

left) - 20 < eF et _ K.

et donc

lz(t) —y()]| < e [—[gefut““’) - —LIS g QMTJ .

Il s’ensuit que s eL(t — ty) est borné par une constante indépendante de €, on a que
z(t) —y(t) = O(s) pour € — 0. @
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2.2  Existence d’orbites périodiques

En utilisant

le théoréme des fonctions implicites, la moyennisation & 'ordre un conduit

déja a des théoremes d’existentce d’orbites périodiques. On démontre le résultat suivant

T - R
’—jl_’h_éi_c_grém_g; 2.2.1 On considére le systéme “’
Al
g == %= Btz 2),

ot f est up
U contenas

On suppose que la matrice des dérivées partielles

e fonction peériodique de période T dy temps, de classe C' sur un ouvert
it un point a tel que

i
Flol=0, P~ % /0 f(t,z,0)dt.

oF,
5}:;(@),

est invensible. Alors le systéme posséde, pour ¢ suffisamment petit, une orbite
périodique de période T qui tend vers a lorsque e tend vers ().

Preuve :

—_—

—

On écrit que Id solution du systéme correspondant a la donnée initiale ¢ au temp t:

z(t,€,¢) est

L’existence d’

t
x(t, &, ¢e) = §+5/0 f(z(s,€,¢),5,€)ds.

uze orbite périodique de période T' s’exprime maintenant par I’équation

T
/ f(z(s,¢,¢),5,6)ds = 0.
Jo

Par le théoréme des fonction implicites, on sait quiil existe une solution différentiable
€ = &(e) qui tend vers a lorsque ¢ tend vers 0. @
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APITRE 3

Nombre des cycles limites pour une

classe

liénard

Dans ce dhapitre o
bites périodique
différentielles de Liénard. en utilisant 1a méthode de

3.1

On étudie le nomb

apres l'avoire pertur

ou pour tout k Je polynéme fF(x, y) est de degré n en z et v,

En appliquant la méthode de la moyenne d’ordre un (Théoréme 2.1.1)

obtient :

généralisée des systémes de

n étudie le nombre de cycles limites ¢

jui bifurquent des or-
s d’un centre linéaire perturbé par une classe

généralisée d’équations
la moyenne d’ordre un.

Perturbation du centre linéaire

re maximum des cycles limites qui peuve bifurquer du cent
T =y,
j=-z,

bé par une classe d’équations différentielles de Liénard comme suit -

re linéaire

=y,

U=z~ (fiz,y)y),

k>1

(3.1)

€ est un petit parameétre.

a ce systéme on
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Théoréme 3.1.1 En appliquant la méthode de Ig moyenne d’ordre un qu systéme de
Liénard (3.1), au plus [g] cycles limites bifurquent des orbites périodiques du centre
linéaire 1 == Elf =y, U= E'}f_‘ = —7,

gt Y @

Preuve :
Pour appliquer 1a moyennisation d’ordre un, on écrit le systeme (3.1) avec k = 1, en
coordonnées polaires (r, f) ot = rcos(6), y = rsin(d), r > 0. Avec ceci, le systeme (3.1)
se met sous la forme standard pour pouvoir appliquer la méthode de 1a moyenne.

i)

En effet, si f,(x, y) = S: a;;z"y’ alors le systeme (3.1) devient

i+5=0
n
F=—g :_): ayrtitt cos'(0)sin?*2(9),
i+j=0 N (3.2)
O=1=e 3 ayr™ cos™(6)sini*(p).
i+7=0

On considérons maitenant comme nouvelle variable indépendante, le systeme (3.2) s’écrit
sous la forme

i+7=0

dr SO : | .
el ( Z{ G’ e cos%@)sz’n’”(&)) + O(e?)

et

\

I n
Fio(r) = i/ (Z a;rititt cos'(0)sin’*2(g) ) db.
0

2
T
i+§=0 7

Pour calculer I'expression exacte de Fip, on utilise les formules suivantes

- ; 0 si iimpair ou 7§ impair
/ cos*(0)sin? 2 (6)do = o p. .‘7 ) P (3.3)
Jo Qij St 1 pawr et j pair,
d’out
I & -
N it N .
Fio(r) = 5 i;ﬂ) @077 ol i pair et j pair. (3.4)
]:
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” n . G,
Donc le polynome Fiy(r) a au plus [5] racines positives, et de plus on peut choisir les

coefficients a;; avec ¢ pair et J pair de tel que Fio(r) admet exactement [—2—] racines positives

simples. @
3.2 Application
Exemple 3.2.1 On considere le systéme

z =y, ‘

En utilisant les coordonnées polaires x = rcos(f), y = rsin(6), le systéme (3.5 ) devient

f 7= —ersin®0(2r’ — 2+ r cos 6 — r2 cos fsin 8 — 12 cos? §)
y =-1—¢[r*(2sin0cos 0 — sinh cos® § — cos? @ + cos* 6+ (3.6)
l rsin® cos? § — 25sin  cos )]

On considérons maintenant comme nouvelle variable indépendante, le systeme (5.6)
s’écrit sous la forme

Z—; = ¢ (rsin®6(2r® — 2 £ rcos ) — 2 cos #sin @ — 12 cog? 8)) + O(e?).
On pose

0,7) = (rsin®0(2r® — 2 + rcos 6 — 12 cog fsin 6 — r* cos® ).

On calcule la fonction moyennée Fio(r) telle que :

‘ 1 27
Flo(’r) = E d f(ﬁ, T)d@,

d’ou

I 2
Fi(r) = -21— / (sin® 0(2r? — 2 4 rcos§ — 12 cos fsin § — 12 cos? 8)deo.
™ 0

Alors g .
Fm(T‘,\' = é; (—-27‘7 - ZT37T> =i (37)

Pour déterminer les cycles limites, on résoud ] "équation (3.7).
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Cette équation possede une racine positive r = ?\/14. D’aprés le théoréme (3.1.1), le
systéme (3.5) a exvactement un unique cycle limite qui serait crée par bifurcation des
orbites périodiques du centre linéaire & = Y, ¥ = —x, en utilisant Iy méthode de lqg
moyenne d’ordre yn.

Exemple 3.2.2 0On, consideére le systéme

T =y,
{ (3.8)

3
7= —Z+ey(—at — 2% 4 ¢42 §)

En utilisant les coordonnées polaires x = rcos(), y = rsin(0), alors le systéme (3.8)
devient

y 3 ‘
T = —er(rtcost fsin? § + 12 cos? Pgin? 0 — r?sint g + 5 sin”6),
. (3.9
6 = —1+ e[cos fsin (—r cogt § — 2 gos® = §) + 1% cos(6) sin® 4]

On considérons maintenant 0 comme nouvelle variable indépendante, le systeme (3.9)
s’écrit sous la forme

/ a o 3 .
gg ==y ( 7 cos* 05in? 0 + 12 cos? fsin? g — p2 sin*6 + 3 sin? 9) + 0(e?)
g \

On pose

: 3 . s
J(0,7) = r(r cos® #sin? 6 + 12 cog? fsin® @ — r2sint g + 3 sin®6).

On caleule la fonction moyennée Fiy(r) telle que :

1 2
Fiylr) = — .r)do,
o) =5 [ f6,)
d’ou
| ro[ 4 2 % T e D 2.: 4 3 a9,
Fro(r) = - (7”4(308 sin” 6 + r* cos® fsin2 § — o sin® @ - ~§sm 8)de.
&7 0 (
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Alors . . 5
F _ 5_ 1.3 . 1
]_0(7“) ‘-167' 47” + “—167 (3 ]0)

Pour déterminer Jes cycles limites, on résoud Uéquation (8.1 0)

Cette équation possede deuz racines positives r; = 1 et Ty = V3. D’aprés le théoréme
(3.1.1)‘, le systéme (3.8) a exactement deuz cycles limites qui seraient crée par bifurcation
des orbites périodiques du centre linéaire 3 —= Y, ¥y = —x, en utilisant la. méthode de I
moyenne d’ordre un,

Exemple 3.2.3 On consideére le systéme

=y,
1 , |

En utilisant les coordonnées polaires x = rcos(f), y =r sin(#), le systéme (3.11) devient

5 12 1
[ 7 = ersin® §( ~-E§r6 cos® 0 + 100r* cos § — 40r® cos? § + =}
&

: 128 ’ 1
[ 0 = —1+ e5in 6 cos 0(———1%cos® 6 + 10074 cos? 0 — 4072 cos® § + 5)

J

4

(3.12)

On considérons maintenant 9 comme novvelle varigble indépendante, le systéme (12]
s’écrit sous la forme

1 :
;L; = Er(—»%%rﬁ cos® Bsin® @ + 10014 cos* @sin2 g — 407 cos? @ sin? g + 7 sin® ) + O(e?).

On pose

9 : 2 : i
f(@,r) =r(- —1—§§7'6 cos® fsin® 6 + 1001 cos* sin® @ — 40r° cos? @ sin? @ -+ 3 sin?9).

On caleule la fonction moyennée Fio(r) telle que :

1 27
n o) = L 8,r)do.
Fio(r o7 J, f(0,r)

d’ou
P | 128 6 6, . 5 4, dg . 2 2 o2 Peivia s Lo
Fio(r) = §~/ (—=—7r% cos® # sin 6+ 1007* cos* 6 sin? 0 — 40y cos® @ sin 0+§sm 0)de.
T 0 ‘
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Fiofr) = r(rf — ZT4 -+ §r2 - Z) = . (3.13)

Pour déterminer les cycles limites, on résoud | ‘équation, (3.13).

. . : , 1 1 -
Cette équation possede les racines suiyante 0, 3 T3 142, =1 - V2, V31 et —v/2+ 1,

: /. : . . ; 1
puisque r doit étre strictement positve on aura les trojs racines ry; = e =142 et

rg = 2 — I, D’apres le théoréme (3.1.1), le systéme (8.11) a ezactem
limites qui seraient crée par bifurcation des orbites périodiques du centre
Y= -z, en utilisant g méthode de I moyenne d’ordre up,

ent trois cycles
linéaire 3 = Y,
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