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r L, nous illustrons ceci h travers des exerfirples.



In this work

center r :
differrential

Where for
use the

we study t
: -u,

uatlor,rs aa

k the po
method

limit cycies
du

---!--rdt-tu)

bifurcate from periodic orbits of the linear

bed inside a generelized class of Li6uard

uk(ft@,ilil,

ial ff has n in r and y, e is a small parameter, we

degree 1, we ate this with several examples .



rale

des systdmes diff6rentiels est

t6. Dans ce travail on dtudie
la recherche

des systbrnes

la forme g6n6ralis6e :

F(r),
(r),

Le problbme fonda,mental 1i6 au systdme (1)
(i.e. cycles limites) qui peuvent exister

de H(m,n). Ott clterchons Ie nom.bre

u6 des orbites pdriodiques du centre lin6rdre

isde d'dquations diff,drentielles de li6nard

Ir^(fl@,,a)v),
le>t

des notions g6n6rales, on introduira des

, le cycle iimite, classification des po.ints

On explicitera la notion de bifurcation..

des r6suitats sur la m6thode de la moyenn,e.

limites des systbmes de Lir4nard. On donne

des cycles limites qui bifurquent d'un centre

isee d'6quations diff6rentielles de Li6nmd,

(1)

d'ordre I et on fait des applications sur



CHAPf'rR 1-l
Notiqns prl6limin es et g6n6ralit6s

I Dans ce cfrapitre, on dpnne un rappel

I On examinera les not{ons de : Point

I rappelle une classificatipn des trajectoir

I pl*, le legrme de gronlwall. On introd

sur certaines notions fondamentales.

ier, orbit;e p6riodique, cycle limite- On

au voisinage d'un point singulier d'un systEme

it aussi un rappel sur la bifurcation.

1.1 Systbme dynamiqu

!)6finition ll,.L.L Un sygt|me sur R' est une applieatian [/ : ]R+ x R." *l R"

telle que

* U(-,r) 
" 

R* -+ IR'' est co',nt'inue

o U{t,.) t ffi -+ IR" est Porfii,nue

* U(t * s, r) : U(t, U(s, r)) Vt, s e IR

Exernple 1.tL.2 L'appliQation

d6fini,e par :

est un systd(ne dynamiqle r),ans R2 , et

d, ualeur inifiiale

,Vr€lR'

x R2 *+ lR2

le-t ol
I o ,zt )r'

rs € IR2, U(t,rs) est la solution du probk|me
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-1 0l
0 2)'

L.2 FIot, potr6ilb de , point singulier, orbiters
p6riodiqueF

Soit t/ un ouvert de IR", up champ de
application X : U -+ IR' de classe Cft

X de classe C& sur [/ erst la donn6e d'une

X :r:{fit,...,

On lui associq le systbme tfiifi,drentiel

*+ (/r(u), ..., .f"(r)). (1.1)

:ta: f,;(ry..., n), 'i :1,...,n, (i 2)

oi. les fonction , : (rt,.."tfrrr) * k@) ( composantes du cha,rnp de vecteurs X
sont des fonctions de classe ()* sur l'ou
D'apres le Thdorbme 1.6.2, il existe une sol
telle que r(0) : ,0.

maximale unique r(l) aux 6quations (1.2)

Ddfinition .L.2.L ta coryetEpond,ance $1 :
Ia aal,eur d,e lw soluti,on nr,p*imale r(t) au

est appelL Ie fr,ot au tem,p t ttu champ d,e

I'uplicati,on qwi, associe d,(V,,d la soluti,on
donn€e initiale r :

r+ r(t) qui assacie d, une dannde i,rti,ti,ale :rs

t, qui, correspond d, cette d,on6.e initi,ntl,e,

X. Le fl,ot du chanzp de uecteurs est
r(t) au temps t qrh corcesponcl d, lo,

(t,n) e (bft, - ,^ (-\ 
- 

*{+\
- \./ty*1- &\L).

Le: fi,ot est di;t complet larsgue cette

t e l-oo, +oal.
esd d{fini,e pour toute ualeur de

D€fi9$lqq L.2.2 L'orbite (<tu courbe e.) 1 du cha'mp de ueeteurs X passant p,ur

Ie point Es est la eourhe diff4rentiable d,es po'ints n{t) de IJ donnds par la solut'ion
de (1.2) auec donnde i,nitiale rs. Cette est ori,cntde par le sens de uariati,on d,e t.

passant par r(t) de d,irtlcti,on t le uecte'ur
e positi,ue 1+ : {r(t),, > 0} et I'orbrte

Sa tangente au po'int x{t) est la darozte
X(n(t)). On d.isti,ngue 1uentuellement I'
n€.gatiue 'r-_ - {n(t), t S 0} po,sso,nt par le int r(0) : ao"

Le portrait de phase d,a chq,mp de uecteurs est Ia parti,ti,an d,e l'ouuertU en les orbi,tc:s.

Dr6finition L.2.3 Un poi,4t si,nguli,er d,u

Ies composantes d,u champ s'a,nn,ulent

fi("0) : o,

amp de aeeteur X est un ytoint frs oir toutes
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On di,t aussi fiue r,s €st un zdro du cha,mp de aecteurs ou un paint d'd.quili,bre (ou auss,i lun
poi,nt cri,tiquel). {}n poi,nt gui n'est'pas singuli,er est dit r€guli,er.

Defin$lAll \.2..1 Une orb'itt' p6.ri,od,i,que d'un champ d,e uecteurs ){ est'une srbite passa,nt
par un pa'i'nt ps, qu'i n'est p&s un poi,nt singul'ier, pour lequel il eriste 'Lrn no'm,bre T > A

appel6. 1t 6ri,odN udri,fiarft

r(f) :3qs;'

On quali,fi,e df pd:ri,od,e mi,nimale,le plus petit nombre r6,el positi,f 1' qui t;ati,sJ'ui,t cette con-
di,ti.on. Les mtg,lti,ples d,e la pdriode mi,ni,male sont auss'i des pdriod,es. Lorsqu,'on ne prdci,se
pas plus, par eremple pour u.ne orhtte pdriod,ique d,e p6riod,e T, on comprend, to,t$oars la
peri,ode minirnale .

.5 Une

de (courbe
pha,se

DrSfinition "[rS.]L on appelle systirne diffl.renti,el auton,6rrr,e plnn, wn systimr: de la fornue

I r: P(r(t),y(t))
I i: Q@(t),v(t))

(1.3)

Ie plan des ugriables r et y s'u,ppelle Ie plan rle pha,se. le ch,amqt de t:ecteur assoc'ie uu
systi,rne (1.:7) est not6.e X : t:,P,Q).
Nous qae les foncliarts P et Q de classe C1 (d,l,onc les eond,tti,ot"ts de Cauch,,y-

Li,'pschitz sonl sati,sfai,tes en t,cut poi,nt ard,ina'ire du systdme (1 3)).

dn dyoufr:E rrA==A.

1"3 Sygtbmes diff6rentiels auton6rnes

L"4

Soit le s

dr
;-** 

- 
A-

d,t

rrne matrice inversible, i.e. det(A) : ad - bc I t7.
b

d

tiorr des points d'6quilibres, lindarisation

"Or: (l

10
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phase loca.l pour ce svstbm$ est d6termin6 iL partir des valeurs propres de

critique (p,0)).

valeurs $ropres de 4 :

:

Ir, iz sont l6elles et de signps distincts, le point singulier (0,0) est appel6
(il est toujours instable).

.\1 ( 0, et 4z < 0 =+ le poirit(0,0) est appeld Neud (il est asymptotique-

stable).

.\1 ) 0, et.\p > 0 =+ le point(O,O) est appel6 Neud (il est instable).

11
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foyer (il est instable).

foyer (il est asymptotiquement stable).

.si

rSi

(0,0) est

(0,0) est

>0;*le

<0+le
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0 + ie point{0,O) esi appr:16 centre (il est

Soit le svstCme
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4.t

singuli{r pour ce

Le systfime

"f(r*) : O).

i

/ nf .

A: I ;.{3(zn) :
\ /J+. \ "/
\ "*J

Ar

isati,on d,e (1.fi €Tt frs, arl, systime li,ndairi,s6 d,e (j.4.) €rL trs.

4.2 On appeple point singuli, hyperbolique d,e (1.1), le poi'ntrs tel qu'aucu.ne
des ualeurs d,e A: Df (ril n'a d,e i,e rdelle nulle.

D€ifinition 1 .3 Soit

(1.5,)

fts est un poi,n criti,,que hyserbolique de (l.bl :

puit si les a.p de Df (rsl ont d,es partie.s r*elles n6.gati,ves.
I

soure,e p,i, l,es u.p de Df \rs) ont d,es parti,es r6,e:lles pasitiues.

autre est

petd selle si au mo'ins I'une'pes u.p est auec wrti,e r€elle positi,ue et une
auec partie rdelle n€,gatiue. I

1.5 C limite

."t,.r: llrl't\ /
I

o fia est

t ro est

t Ia eSt

1.6 Th6prbmes fondamentaux

Ds$nrtlslq L.6.L Consid,irlns la foncti,on f:{*,t1 auec f : pz+r I IR',I I * fg l( a,n€DclRn. 
i

On di,t que Ia fd,ncti.on f (*,tl est Lipschitziert,ne pa,r rapport d, r si :

ll f("t,t) * ff"r,t) ll< l( ll *t - l.2ll,y(r1lt),(nz,t) e D * [ro - a,to*aJ.

La cowtante K est appel,de Qon,stante d,e Li,Affhitz.

I

I

r4l
i

i

I
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--

, fi€R*,t€R, 
l

t*:t). est Lipsehitzienne de ,,pryrt K par 
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I.7 Exfstence
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es Cycles limites

El*"'t"-ne
Flan X :

],
i

i.ntdgrafu de

t*tfif{t,ra,
un rhgn&re J

(a) *ft a{r,n)

(b) & e,r(na,

; est eox
'lFuints

' 
rYqte

{c} $t a{nn)

O1l LPs tnn?-l_- * *Yq tvalva

I

7ra

Y,

,t.
&1

TLg

et
rt4t

ing
te:.

\e

.t (Pei

'f,!sffi
d,6fwi,e,p

| 0$ esf,r
de sjngvll

tantient,

wti,ent d
a6, d'un e

ryii,crs lor

rcr4tient:r

On cansid;ire ch*mp aeeteu,rs

wun poiwt r.6ga&ier, elars e,est" un paint si,ngw[ier.

p:y",l,ae, 
{r*te tl. !y# r*-{dtt,m},f € RJ une cou,rhe

:.:o:: 
r,,:ulle que t,orbitlyaslfiue passitnt par:te po*t i- ,

Y:::r^!y: u*,,"o*Fo,rty.*A" supwsa qae Xe tiarnp X aues contenues Sans t^t(m\. II y a troi,s postibilit€s : 
-

us de poir#s s:ir$uloriers, e,est une orbite p*riodiqae.

t foi1,dy. ryi,ntl si,ngrulie:rs et des wtnts y6suti.ers, w{m\t"*!l:,d'orbiteq et chacune d,entres elte teid, ,rrr'rr''irl,
rue I t l-+ oa. A)ans ee cas, l,emsernbte w{rn} est appl6 an

I t :,f (*,y]
I a:tg@,y),

i:

, I$4lagre
l,
]:
,'

et F r (J,,sl
diuerg;eniib. dul
pas,ale,. s4gne:r

4*w,#. '

7.

fq
tha
etu

t {Cri,t*r

. cL{E}
nnp de ae,e

r 8,, alaf&

de Bendfuon) Sort le systime plan :

[ *: l,@,a)
I d: glr,a),

," E:t: ,:r:!yn si,mplement connere dsrm R2, Si ta:eur F (notd"Yp,) est non identiquement nutle et;" ";;;ce sgfierne n'a, ilucune orbite fermd,e enti,irernent conteiu

Preuvg: Su
E. Elle, est re
Soit G l'int6ri

tradiction
+

sons qu'il e
ent6e pa,r.u
de cette tra

"I 
r?l-*

J "'0, 
'

di,uF :0

riste une solution pdriodique r d.e pdriode T contenue dans
ne trajectoire fbrm6e da.ns ie plan,
jectoire d'aprbs la formule de Green on a :

0o. r
*)drdu 

: 
J"for-sdr

7T: l'rr,--.',da ., ,dr
Jo ," \r,a)fi - g(r,a);ldt

7T: I oat:o
Jo

+ Il ne peut pas avoir de solution p6rir:dique contenue d,ans

16

Soi

Con
E.



N[6:moire
Labadla Anlel

nulle et ne change pas de sdgne d,ans E, aktrs le susftrne',

orbite feymde enti,irement ccntenu d,ans E.

lpposons qu'ii existe une solution p6riodique r de pr6riode ?, contenue dans
lpr6sent6e par u&e trajectoire ferm6e clans le plan.

Soit t? I'int ieur de cette trajectoire d'aprds la formule de Green on a :

"1"7'3 
(critp,e d,e o.y_*o) soit F : tf ,g)" \= ct(E, ott, rlN est une rigi,ont

canftene d3lry Rt. s\r eriste une fon;fion n, u it(g) tel ,rae y(BF) esti

[ [ "# +\Y)a,ay : [ "ro, - 
Bs^tI J c ' dr 0Y' '--'" J"" t 

*o

7T: 
/o' 

urrr',r)#r'- s1,.fiff'at
7T: 

J, Bodt: o

avec diuBF : rl =* I1 ne peur pas avoir de soruti'* p6rirdiq*e contenue

rur lesquelles Ie comportement d' systbme passe cl'un 6tar; q*relitatif d'n

:ifurcatiorrs des champs de vecteurs a pour but de delcrire le s rnodifications
r: phase <les champs de vecte'rs qui d6penclent difltdrent.iablement d,un
nR" :

i:f(r,)),

Preuver :

"8. Elle est r.

Contradictio
dans.,4. O

Le t,errne de
poinLts d'6qui
Si }l rnature
varic', on dit
para,m,6tr(res

tainr:s valeurs
autrr:.

La th6orie des
des portraits
paramiitre .l €

1.9 Ph ombne de bifurcation

ifurcation 6t6 in1;roduit par poincar6 pour ddcrire lers transfbri:mations des
Lrres d'une farnill,e de systdmes, obtenue en taisant varier u:r pararndtre.
u poi't d'6q*ilibre subit u' changeme't s'udai' l'rsqu.e le para'rbtre
e le svstime suLrit une bifurcation. les systdmes ci'6quatiols d.ilf6rentielles

un cycle limi
urrent avoir diffdrents comportements asymptotiques itendr,: r€r:s 1n 6quilib.re,...) *.t fonction rles valeurs de leurs paramdtres. Il p,eut donc exister cer_

yz'adinet a

lorsque le par lre ,\ varie,

T7
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Il existr: des 
.tri{irrc:rticns 

lo,:ales et des bifirrc:r,rions globales, clanl; ,r:e fra.ir;r,il, on s,iat6ressea un tt'pe 'de' bifirr':urtion local c'est la bifurcation J,,r" 
"*ot.". b" 

""rrri;;r;;';" srstdnredilffdrentiei ltlan paranrdtre (qui cldponci de e ).P0ut letlutlll ili a'drnt''t uit centltr i I'origirrc quand I : 0, on dtudle ri,rLl ya naj:si;r3,rrcrr,r cl,orilit,csp6rioeliqueii lcrrsqner c-rn rrarir: ]e pararnbtre e .

18



(: PITRE
M6rh de de Ia moyenne

pour lesq
porr des
un€
autonome
cette secti
ordr:e. Cet
f (r,t) est

c, Si Ia

o Si une
h
stabili

2.L Un

0n coruiidbre

C)n suppose
problBme de

moyennisq,tion est une des m6thodes classiques qui don,e des conditions

l":"":l*:::11q,bo du sysrlme moyenn6 iournissent a*, .v"r*u limiteri*dmes diff6rpntiels ayant un centre. cette m6thode consiste d, do:nneltln-,j:r:: 
"::T:, 1-", 

s3J;!ions. d,un systdme diffdr.enriet pdriodique noxlrrvurt{utt llulllcelle de so4 systbme diff6rentiel mcryenn6 requel est a'tonome. Dansr

:jl"1T:.::TiI ]"**duction dL ra thdorie rie moyi:nnisation du prernier:
1;'applique aux systdmes de la forme : r - ef (n f) oi e << 1 et7 pqur Ia variabie t. Le thdord're de la mcyenne assure adors que :

oLa tion approch$e reste proche de ra sorution exacte sur un temp d,6cherkr _1

€
rilution approchrie a un point d'6quilibre hyperbolique arors ra sorutiona ure orbite p6riodique hS,perbolique.

jolutlon apprqch,5e est une varidt6 (stable ou instable) du point d,6quilibrelique alors la splution exacte correspondante 6volue sur ra vari6t6 (de m6mei) de l'orbite pdriodique correspondeurte.

h6orbme de moyennisation de Fatou
problbme de Ca,uchy perturbatif :

i + f tl,t,r) + eg(t,r,e), r(t): *u
le systdme !'rorr perturb6 est int6grable. fioit y(f , z6)y non pertlurbd (pour s : 0) qui vaut rs A, I,instant(notons bien q Fo est aussi th ctonnee initia"le du systlme perturb6).

la solution clu
initiale f : 0

On cons.idlre le angement cl$ veriable :

19



I

M6moire

Pour la

0z
At

On va
nisation.

On suppose / est une
l'dquation n6e et le

On a alors

frez, r-y(t,z),

z, on obtient l'6quation :

fa(a) f(t, s)dt.

Labadla Armel

On introduit

Si on su on obtient pour la varialrle z une 6quation diffirentiellle
sousttforme ( logie utilisee pour signifier que le paramltre e factorise le
seerrnd

0y
;- eSt I
oz

dans ce le premier 6nonc6 basique de la thdorie de la moyern-
idtsre Ia ution du problbme de cauchy de l'6quatiein perturb6e :

=,eF{t,r,€): ef (t,A} + e2g{t,r,e}, (2.1)

X . yN : f (t, y) + es(t, y, e).

blbme de cauchy associ6 :

0Y ./" _ cf^(tt)t
At "ru\:z

a{ta): ra,

n{t'o) : Yn.

tion pdriodique de p6riode ? en la variable t.

(2.2)

:+ 
T,,

20



Labadla Amel

af
#o ton, d4finies, continues et bom*es Wr une constante

c sw un d,owatw I*0,*oo[xD"

n,siddre [es deur rirobldmes d,e cnu&y (I.I]
R*, / } 0. Suppoians que :

et (2.2'J aua:

par rapport a n dans D.
i'o'd'ique d,e pdniade T en ra uariable t'et cette pdri,ade est

Erygye :

On d6rfrnit

et

On obtient les

0n 6vdne ensu

quvtte Xns lTntffieur du d,omaine D pendant un temps de
;

y(t) est d,e I'ordre d,e O(e) pendant un temps d,e l,ordre d,e

fu)1d",

t).

* 2e AiT.

elr dz
dt dt

ef(t,r( ) + e2g(t,r(t)

2T



et donc

r(t)-y(t):a(

22

on a que

ef (t,r(t)) - €f (t,z(t)) + R.

llfo(a)ll < M,

fisrad, u(t,u)ll < zMT,

- f (t, a(t))ll < Lllz(t) * y(t)ll < 2ILMT.

Labadla.A.rrrel

llf (t, z(t',|

Il edsfte donc une constante K telle que

On a donc

On applique

Il s'ensuilt que

llBll < Ke2

llt(t) - 21t111 * 
ffuo' s

ft, l. ll/t$, 11"11 - .f(s, z(s))lld,s + Kez(t _ ts)1to

ut 
['^Ll"(") - z(s)!ld,s + Ke2(*,o).
Jto

le lemme di,! G:ronwall et on trouve

ll'(t) - z(t)lt s 6{",r1t-to1 * ,f ,

. ['u9- Jto" dt

lt,(t) -q(,)ll <, l{","uLL

,eL(t 
* to) 

"s|t 
irornd par une

Jpoure*+0. t

-+^\ K I'"' - -l +2MTI .UJ

consbaRte inddpendante de €,



Mdmoire

2.2 E
En utilisan
ddji i, des

Preuve:
On 6crit que I
r{t,€,e) est

L'existence d'

Par le

Labadla Amel

:istence p,orbites pdriodiques

Ie th.ordme {es fonctions irnplicites, la moyennisation d, l,ordre un condrritdordmes d'exi$entce d'orbites porioiiq;r*r. on d6nrontre lsr*sultat sui*a,*t

soluti<in du sfstdure correspondant i, la tlonn6----------------e initiale f a,u temp t:

r(t, 
$, e) -, t ^ f'-t-'Jo

fo'' f t*t",{,6), s, e)d,s : g.

.f ("(s, {, e), s, e)ds.

e orbite p6rio{ique de p6riode T s'exprime maintenant par"r,6quation

{: {(e) qui



I
I

I

3.

On

om
clas
Ii6n

Dans
bites

apres I'avoire

ori pour tout &

En appliquant
obtient :

{ 'i: y,

{ 
r': -" - p ,h(f*@,a)y),

ce

)eI

AP ]rRE Jl
)re^ d*F cycles limites pour une
gene{alis6e des systbmes de

d

:r]lr*,,oo *Judie-re,nornbre de cycles 
'i*ites 

qui bif'rquent des or-trues d'un cefrtre lin6aire perturb6 ;*;:" clanse g6n6ralis6e d,6quation'de Li6nard' en ut'isant la m6thr:de de Ia moyenne cl,ordre un.

urbatiot, a" centre lin6airePr

tudie le

1

6 rnaximfm des cycres rimites qui peuve bifuryuer du centre lin6aire

I i:a,
1 ,: -*,\.

ut'bd par'rie r:lasse d'6quations diffdrentielles de Lidnard comme suit :

(3.1)

polynome ff(z',a) est de degr6 n en r et y, e est un petit pararnetre.

m.thode de Ia moyenne d'ordre un (Th60r.me 2.1.1) A, ce systime on



Mdmerire Master

jlh{tolillps g.:L.t En
Li&ward (S"I), cu ptus f
,.,dnlind,airei:#:u,i

Labadla Amrel

vlzqtwtt t* m€thad,e de la magenn€, d,ardre un fl,u systime d,e:

I 
.,cycles 

limites bdfurquent d,es orbites peo,afquu";;;;;;
dy

Preul'e :
Pour appliquer la moyennisal;ion d'ordre un, on 6crit re systbme (3.1) avec k : r, encoordonn€es polairas (a d) on ,r : r eas(0) 

, .i :;";i;6; ,. ,. o Avec ceci, le systeme (J. 1)se met sous la fo'ne standard pour pouvoir appriquli ia m6thod* de la moyenne.
En effet, si fi(r,y) : f oai:*t' alors Ie systBrne (3.1) devient

i+-i:o

(n

| ": -t f aiiri+i+tcosi(01s.ini*r(0),

{ 
i*i:o 

n

I 0 : - t - e L onirn*i cosi+r(0)sini*t(q.
( 

';+j:o

,?m;*:trs 
maitenant d oonrme nouveile variable inel6pendanre., le systdme (3.2) s,6crit

* O(t;z)a6iri+ i +r eosi (0) sini., fr)

(3.2)

(3.3)

F,oU) : * l^"" (t ai.iri+i+t cosilllsini*r1e)) ae.4,, ro \o*--:o . . 
I

Pour calculer I'expression exapter ele Jto, on utilise res formules suivantes

f2n (^

| "otnle1tini+2q)d0: {' s'i i impair ou j irnpair
Jo l*r, si i pair et j pai.r,

Fn('): # I atia,iiri+!+1or) i pair et j pair.on 'nr=o

d'oi
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M6:moire iVfaster
Labadla An:rel

Donc le polyndrne Fra(r) g, au prus ffr ,u.irr** positives, et de plus on peut choisir les
coeflicients a,;.i &veez pair e{ 3 pair de tel que fis{r) admet ^__, , ,n.
simp,les. i 

vvt Yuu r I01r ,1 d,ulltetr exactement [;J racines positives

3.2 Applicatior[

Exernple 2.2.! On cansiQdre le sgstdme

{ ::,,
L 9:-r-e(-2*r*ry*12+2'r)y. (3.b)

En utilisant {,es caordonnd.eg pol,aires n: trcos(d), y: rsin(p), te systime (S.S) d,evient

I ;: -arsinl2 0(Zr2 - 2 * r cos0 * r2 cos0 sin0 _ rz c.,-2 0)

I 
0: _r _ aV2(,Zsingcos 0 * sinlcas3d _ cos26 +;;# (3.6)( rsin2cps2d * 2sin Acos0)l

?;"#T::::i:;rMnt*nunt 
0 comme nouuelte uariabre indupendante, re systdme (s.6)

dr
m: u (rsinz 0(212 - 2+rcps 0 -r2cosdsind _ 12 coszp)) + O(er).

On pas,e

f (0,r):1rsin21d(',2r2 -2+rcos € *r2cosgsind _12tasz0).

On ealc:ule Ia foncti,on moyenftdt: Fro(r) telle que :

F,o(,):*I^ f(o,r)do,

d'od

flro(") : * I'" rsnl,,,erz -z+rcos. -r2cas0sin0 -r2co#0)d0.
AIors

1/7\fio(r)':Gl-zr"+ 
n-3") 

:o
Pour d6,l:erminer les cycles limptes, on rdsoud, t,\quation (S.T).

(3.7)



Cet,le 6,quatiotr, possittre utpe racine positi,ue r : Z _
svstdrne 

!B"E). 
o 

"*o"t"*",grt urt unique ,r"r, k,:u:"tlrr!"'iffftr:;-r;::r#:r::;;:r,"::
fil'X';;!;;:-* cerptrtz tin,'aire ,t i" 0,""0 - -*, "n utiit*nt ta m6thod,e d,e ra

E:fgmple 8.2.2 On consiflire le systdme

t,u:r,
I u : -r * ea(-r4 - 12*r, - 3l

V€,moit* Master
Labadla Anrel

{3.8)

frrT:y"t 
les eaordonn*Qs palaires r: rcas(0), a: rsin(d), *tors le systdm,e (5.8:)

(

{ :: 
--€r(ya"os1ds,ioz 0 +12 ccx.2 0sin2 0 _ r2sinad+;lsinrd),

I d: -1 *elcos 0sin0(-r+cosad -12cos2r_ fl +"11*10;*i",a1 (s.9)

?;r#'::r:i:i"Mnt"no't 0 comme nouuetle uariabte inddpendnnte, te systirne (3.e)

On pase

dr/
&:: er 

[racosaddin'' 
0 +rzcos26sin2 0 - r2sinad + $*rr, O) + O61,.

f(,,r): r(ra cosfdsin2 e + rzcos2dsin2 0 _ rz sina e +lsinz a1.

An u,lcule la fonction moyenfid.e f'1o(") telle qwe :

F,o?):*I* f(g,r)do,

d,'oti

-Flo(r) : 
* lr'" rr4cos4 0sin2g * 12cos20sin20-r2sinar* 

gl sin20)d,0.



Mdrnoire Master

AIars

Fra(r): 
*ru - !rt+ 

*".

Pour d*terminer les cyctei li,mi,tes, on rtsoud l,iquation ft.IA)

# : ,r**t#r6 cos6 e sinz o I l00racosa g sinz g * 40r2cos2dsin2, * *sin20) + O(ez).

(3.r!0)

On pose

f (0,r): r(-#"u"oru d{in,, 0 + r*'r.cosapsin2 0 - 40r2cos2gsinz , **sin2d).
On calc.ule la foneti,on *"y"nfi6, Fro(r) telle que :

F,o("):*I* f(g,r)d,o,

sin2d+ 1OOracosa 0 sin2 a _ 4arzcos2psi, " - 1 ^n'0 * 
rsin2 

ela|.

28

d,'ot)

4o(") : * I^

!:!:.*y.ti,on posside de\m rac,ines pt

f r il,'r" 
'y-t"e{""i:,t : {",:";"r:;X,';::::;"[i:;;r::,ri,,i#;,!"',ff:nfriff:;f,X

*:r',X::;t:#;r:T; i"l;;';;;'"ti2.n"" b : y, y : -i, en utirisant ta m€thode de ta

Exernole 3.2.3 On mnsirlln> Ip oa,o*)^ ^

An consid€ronE rn&.
s'derit sous Ia Sor*?tu'ontl 

<:omme nauuelle uari,able ind"6pend,ante, le systime (g.IE)

(-ff"u 
"oro



M{moire asfier

Alars

Pwr

Cette 6oua,ti. possid,e les

putslyue r dai €tre stri.

re:\/2-r. D'aprts le
ti,m,ites qai s crde
A:'-r, en isant lq m

f,abadla Anrel

io(r) : ,(,u _ T* * |* _i, : o. (3.13)

limites, on i*soad l,€quatian(A.1A).

suiuanteo,*, **,r+rt, *r*\/2, {i_t et *\/r+1.
posdtiue on &ura les troi..e ,.nn,imoo - _ 1tro,is rac,ines rt : i, rz : I * {2 ,st
"2*- lq t tl -ear?'me {3'i'i)' Ie systdm-e (3-11) a etaetement trois cycre.s

!#f:::;:"T:':::,i*.-'-di'"f,,n," rin,airi ; :";;;,
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