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Rédumeé

Noug nous sommes intéressés, dans ce travail, & la résolution d’un probléme de
Cauchy |mal posé pour 'équation de la chaleur stationnaire par une méthode basée
sur la nfinimisation d’une fonctionnelle énergétique.

Dang le premier chapitre, le caractére mal 08é est introduit ainsi que la notion
E )
du probjéme inverse avec des exemples concrets.

La dfinition du probléme de Cauchy est donnée dans le deuxiéme chapitre avec
les deux|célebres théorémes d’existence et d’unicité de la solution de ce probléme en
dimensiqn d = 1 et d > 1.

Le tipisiéme chapitre est consacré a I'étude de la, méthode énergétique : cadre
théoriqug et analyse numérique. Le probléme de Cauchy mal posé est introduit
avec la fgnctionnelle 4 minimiser qui mesure ’écart énergétique entre deux champs,
chaqu'ur est solution d’un probléme bien posé. Une fois le cadre variationnel est
deéfini, lafdiscrétisation par éléments finis et I’éstimation d’erreur en tenant compte
des donnes bruitées sont données ainsi que la proposition d’un critére d’arrét qui
empéche|l’explosion numérique de 'erreur due au bruit pendant le processus de
minimisafion. Ensuite, on présente le calcul du gradient de la fonctionnelle discréte
par la m¢thode d’états adjoints en utilisant le Lagrangien. Enfin on donne un test
numériqye dans le cas des données exactes et des données bruitées pour montrer le
réle impdrtant du critére d’arrét et 'efficacité de la méthode.




externg. Cette application intervient dans de nombreux processus industriels. La,
stratifipation thermique d’un fluide parcourant un pipeline génére des contraintes
mécanigues pouvant provoquer des dégradations du matériel telles que des fissures.
La conhaissance de la température sur la parroi interne d’un pipeline est donc es-
sentielle pour contréler 'état du matériel.

e

Température et flux - Température et flux
mesurés a identifier

FIGURE 2 — Pipeline

Le d¢rnier exemple conserne la détection de contacts. On considére un solide in-
clus danp un autre. A partir des mesures de déplacement sur la frontiére accessible,
on souhgite identifier les zones de contacts et de frottement entre ces deux solides.
Cet exerpple est illustré par la figure 3.

Déplacements mesurés (sur les surfaces extérieures)

)

Zone de contact a identifier (sur les surfaces intérieurs)

FIGURE 3 - Inclusion

Selon [les travaux de J.Hadamard [14], le probléme de Cauchy introduit précé-
demment] est considéré comme mal pose et présente une importante instabilité au




Chzﬁpitre 1

Problémes inverses

1.1 Problémes bien et mal posés

En éfudiant la résolution des équations aux dérivées partielles, le mathématicien
Jacques Hadamard (1902) [14] a exprimé le concept de probléme bien-posé. Nous
allons vofr ci-dessous une définition sous la forme de trois conditions. Ces conditions
reflétent [les contraintes pour qu'un modéle en physique mathématique ait un sens
et condujse & une résolution raisonnable du probléme qu’il représente.

Soienf X et Y deux espaces métriques, A: X — ¥V un opérateur. Considérons
I’équation :

Az =y (L.1)

Notons qfie plusieurs problémes physiques se raménent 3, une telle équation . On dit
que le prdbléme (1.1) est bien posé si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. La dolution z existe; c’est & dire pour tout y dans Y, il existe au moins un z
dang X tel que Az = Yy (Surjectivité de A).

2. La splution z est unique; c’est a dire pour tout y dans Y, il existe au plus un
z dgns X tel que Az =y (Injectivité de A).

3. La dplution z est stable (dépend contintiment de la donnée y); c’est & dire
toute petite perturbation des données y implique une petite variation de la
solutlion z :

Ve > 030 > 0 tel que dy(y, y') < 6= dy(z, ') <& avec Az’ =y

Plusieurs problémes physique ne vérifient pas forcément ces conditions simultané-

ment, alord au moins "une des trois conditions n’est pas vérifiée et le probléme (1.1)

est dit mal posé.

Exemple [l.1.1. Soit le probléme suivant :

Ay=1
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résolutjon de ses problémes mal posés. Pour amoindrir cette sensibilité, plusieurs
méthodes, dites de régularisation, ont été exposées, et dont le principe est de rem-
placer e probléme mal Posé par une suite de problémes bien posés, dépendant d’un

paramdt
soit stap
linéairek

re dit de régularisation et de telle facon que la solution approchée obtenue

le : On appelle stratégie de régularisation de (1.1) toute famille d’opérateurs
bornés R, : YV — X tel que pour tout £ € X on & -

lim R,(Az) = 2
a—0

L.e, R, ¢onverge simplement vers I'identité ; o est appelé paramétre de régularisation
On présente maintenant une introduction aux méthodes de régularisation les plus

courantg,

¢ Méth

s. A savoir la méthode de Tikhonov et la méthode de quasi-reversibilite.

ode de Tikhonov :

Congidérons le probléme (1.1), ot A est un opérateur linéaire compact injectif, X
et Y sont deux espaces de Hilbert et supposons que y € A(X); i e, le probléme (1.1)
(avec cep conditions) admet une solution unique. La non continuité de 'opérateur

inverse (

Théoreé)
Y, ou X]

1. Led
(o

e A rend donc le probléme considéré mal posé.

me 1.1.1. Soit R, une stratégie de réqularisation pour 'opérateur A - X —s
est de dimension infinie. Alors

opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés ; e, il existe une suite
jen C RT telle que

lm || Bo, [l v,y = +00

2. Il My a pas de convergence de R, A au sens de la norme.

La dopnée initiale y € ¥ n’est Jamais connue exactement (& cause des incerti-

tudes de

mesures expérimentales), il y a toujours un bruit § qui vient la perturber.

Notons y{ la donnée perturbée ot le nombre § > 0 est le niveau de bruit, i.e
—|ly <6
ly = 4’lly <
Notons z¢° = R.y° P’approximation de la solution du probléme Az = y, cbtenue

avec l'opéfateur de régularisation R, et la donnée perturbée y°. En utilisant I'inéga-
lité triangjilaire sur ||z%° — z|x on obtient

lz%° — || x < Ol Rallpvx) + || RaAz — ||

Le premiey terme de droite représente la majoration d’erreur due au niveau de bruit.
Par le thégréeme (1.1.1), nous avons vu que [|Ra|lLiv,x) — +00 lorsque o — 0. Tl ne
faut pas d¢nc choisir o trop petit sinon I’erreur devient grande. Par contre le second
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Cetpe méthode est introduite par R-Lattes, J-Lions [17] et dont le principe est de
modifier convenablement I'opérateur différentiel A qui représente le probléme aux
limites mal posé, dans le but de le rendre bien posé.

Cette rpodification consiste 3 remplacer A par A, = g,(A) (a > 0 petit) qui fait
intervedir des termes différentiels qui sont :

— Petits (il peuvent tendre formellement vers zéro)

— Deggénérés sur la frontiére (pour éliminer les conditions aux limites adéquates)

L’opfrateur modifié est en général d’ordre différent et peut étre de méme type
(elliptighe, parabolique, hyperbolique) ou non que 'opérateur initial.
Notons fue la méthode de quasi-reversibilité (en abréviation QR) n’est pas unique
pour tofit les problémes mal posés rencontrés, il y a une infinité de méthodes de
QR qui peuvent étre crées et mises en oeuvre selon leg caractéristiques du probléme
considérp.
Dans la méthode originelle ; R-Lattes et J-Lions proposent 9a(A) = A—aA? et dans
la méthdde modifiée , H-Gajewski et K-Zaccharias proposent g, (A) = A(I + ad)™1
(si A est| un opérateur positif, auto-adjoint et non borné sur un espace de Hilbert,
9o(A) esp appelé Approzimation de Yosida)
Mais lor§qu’on utilise cette méthode, on est confronté & certaines difficultés. La pre-
miére régqulte du terme correcteur (aA?) qui induit une difficulté pour I'implémenta-
tion nunkérique. La seconde est que le coefficient d’erreur e(a) résultant d’une petite
perturbafion des données soit d’ordre exp( %) Pour toutes ces raisons N-Boussetila
et F-Rebpani [18], proposent une modification de cette méthode en introduisant une
nouvelle perturbation

1
Ay = ga{A) = ~o7 In(a + ePT4), a>0,p>1

% Le pramier aventage de cette perturbation résulte du fait que (Ao € L(H)), ce
qui implifue une position correcte dy probléme perturbé dans les deux directions
du temps

% Le deyxiéme aventage réside dans la possibilité d’établir des résultat meilleurs
(optimalifé de la méthode) par rapport aux résultats obtenus précédemment.

1.2 Broblémes directs et problémes inverses

Depuid Newton la notion de causalité est ancrée dans notre subconscience scienti-
fique, noug avons appris a poser, puis résoudre des problémes pour lesquels les causes
sont donnges en cherchant les effets, ce type de problémes est considéré comime pro-
bléeme dirdct. Un probléme inverse est donc la formulation inverse d’un probléme
direct, il cpnsiste & déterminer les causes sachant les effets. Cette définition donne
I'impression que les problémes inverses risquent de poser des difficultés particuliéres.
il est possiple de donner un sens mathématique a la phrase "Les mémes causes pro-
duisent led mémes effets, c’est & dire qu’il est raisonnable d’exiger que le probléme
direct soit pien posé. Par contre, il est facile d’imaginer que les mémes effets puissent
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mal poké.

En effet, en raison d’incertitude expérimentale, des données d pourront

etre indjompatibles avec les entrées X (c’est & dire qu’aucun systéme ne parvient &

produiile

d a partir de X), d’ot 'absence de solution pour les données disponibles.

De nonjbreux cas présentent également des possibilités de solutions multiples. Enfin
une cagactéristique trés répondue est la trés grande sensibilité d’une solution par
rapportf & une perturbation des données.

1.3 |Exemples de problémes inverses

Noug
inverses
génierie

1.3.1

Pour

présentons dans cette section quelques exemples concrets de problémes

tels qu'’ils interviennent dans de nombreux domaines de la science de Iin-

Problémes inverses en thermique

déterminer la répartition de la température dans un matétiau non ho-

mogene pecupant un domaine (ouvert connexe) Q de R®, on écrit tout d’abord Ia
conservafion de I’énergie :

ou 7T est
sente un

La loi

ol K est
tion).
En éli

pc%% +div(q) = f(z,y, 2) dans Q (1.5)

la température, p la densité du matériau, c la chaleur spécifique, ¢ repré-
flux de la chaleur et f une source de chaleur.

de Fourier relie ensuite le flux de chaleur au eradient de température -
P

= —K gradT (1.6)

la conductivité thermique (qui peut étre un tenseur et dépend de la posi-

minant g, on obtient 1’équation de la chaleur en milieu hétérogéne :

-

pc%%— —div(K gradT) = f dans Q (1.7)

Cette éq
et une co

tion doit étre complétée par des conditions aux limites sur le bord de Q
dition initiale.

Le probléme direct est de déterminer T connaissant les coefficients physiques p,
c et K, ansi que la source de chaleur f. Ce probléme est bien connu. Plusieurs
problémes| inverses peuvent étre posés, par exemple :

1. étanp donné une mesure de la température a ’instant ty > 0, déterminer la
temypérature initiale (EXEMPLE 1.4.1).

2. étan{ donné une mesure (partielle) de la température, déterminer certains des
coeffjcients de I'équation (EXEMPLE 1.4.2 )
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Le probléme direct suppose connue la conductivité thermique K et lo source de
chalews| f et consiste o déterminer la répartition de la température T en tout point
du matgriau.

Podr pouvoir spécifier le probleme inverse, il est tout d’abord nécessaire de préci-
ser de fuelle "observation" l’on dispose. Cela dépend bien évidememnt du dispositf
expérimental utilisé, mais en tout état de cause, il ne sera généralement pas réaliste
de supposer que l'on connait la température en tout point. Dans notre cas, ces ob-
servatiqns pourraient étre, par exemple, des mesures de la température o ['intérieur
du matgriau, ou bien des mesures du flux de chaleur —K g—g sur le bord du domaine
(on parle dans ce cas d’observations frontiére).

Le grobiéme inverse est alors de chercher la (ou une) fonction de conductivité,
tel qu'ill existe une fonction T' solution de (1.11) qui coincide avec les observations.

On foit plusieurs difficultés possibles :

-~ Tqut d’abord celle d’obtenir les observations - dans notre exemple, il n’est pas
régliste de supposer que l'on puisse mesurer la température en tout point du
dlname.

— Mpis alors on risque de ne pas disposer de suffisammment d’observations par

rapport au nombre de parameétres que l’on cherche.

En particulier, si la température est constante dans un sous-domaine de ), la

cofductivité n’y est pas déterminée, cela nécessite des information supplémen-

tadres permettant de compléter ce manque de mesures.

- Enrdfin toute mesure est entachée d ‘erreur, et d’ailleurs le modele mathématique
(LIL1) ne reficte pas ezactement la réalité. Ainsi il n'y @ en fait aucune raison
pogr que le probléme inverse possede une solution.

a

1
i

1.3.2 |Problémes inverses en Hydrogéologie

L’hydrogéologie, ou 1’étude des nappes phréatiques, est une autre source abon-
dante de|problémes inverses. 11 est, en effet, difficile d’accéder aux couches du sous-
sol pour mesurer les propriétés aqueuses des roches. On peut citer comme probléme
d’actualifé le controle des polluants dans les nappes d’eau souterraines.

Exemple 1.3.3. (Transport d’un polluant par un aquifére)

Un milieu poreux est constitué d’une matrice rocheuse, comprenant les pores qut
peuvent lpisser passer lequ. Il est essentiellement impossible de décrire ’écoulement
d’un fluife dans un tel milieu hétérogéne, dans la mesure ov l'on doit prendre en
compte dps échelles spatiales allant du centimétre (le pore) au kilometre (le modele
régional)) et que lo disposition précise des pores n'est de toute fagon pas connue. On
utilise aldrs des modéles physiques simplifiés, le plus courant étant la loi de Darcy,
qui relie Jo hauteur de I’eau dans le milieu, appelée "charge piézométrique” et notée
h(z,y, z,1), & la vitesse de filtration q(z,y, z,t). Cette loi montre que la vitesse est
proportiopnelle a l'opposé du gradient hydraulique :

¢=—K gradh (1.12)

ot K estfle coefficient de conductivité hydraulique. Ce qui peut en principe étre un
tenseur, 1hais nous nous restreindrons au cas ot ¢’est un scalaire.
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1.3.3 | Problémes inverses en Imagerie médicale

B Les pciences médicales fournissent un grand nombre de problémes inverses, dont

imporfance pratique n’échappera a personne. Nous allons évoquer rapidement
quelques uns d’entre eux.

Exemple 1.3.5. ( Tomographie par rayons X )
C’est la technique utilisée par les scanners. Un tube & rayons X est monté sur
un portique qui entoure le patient. Les rayons émis sont mesurés par des détecteurs
placés ep face de I’émetteur. Nous considérons la situation bidimentionnelle, ou le
o domaing représente une section transverse du patient. On suppose que les rayons
suivent fes lignes droites, et sont atténués a la traversée des tissus, proportionnelle-
ment d {"intensité elle-méme, et d la distance parcourue (loi de Bouger). Les rayons

X suivept des lignes droites, lesquelles sont paramétrisées par leur vecteur normal
u € R?, let leur distance s & 1 ‘origine (figure 1.1 )

detectelr

emetteur

FIGURE 1.1 — Paramétrisation de Iexpérience

En notant f le coefficient d’atténuation (qui peut dépendre du point), on ob-
tient U'éggation suivante :

Al(su+ta) = —I(su+ ti) f(su + t4)At

= ou U est yn vecteur unitaire orthogonal ¢ u. En faisant tendre At vers 0, on obtient
l’équation| différentielle suivante :

%I(SU +10) = —I(su+ ta) f(su + ti1)




Ch
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ppitre 2

Probléme de Cauchy

2.1 [Introduction

Etant donnée une équation différentielle ou aux dérivées partielles qui admet

une infiRité de solutions. La préoccupation classique est la recherche de I'intégrale

générale
solutions

d’une telle équation. Cette intégrale qui représente la forme de toutes les

possibles, contient des éléments arbitraires (paramétres ou fonctions) qui

euvent représenter n’importe qu’elle solution, & ’exception des cas particuliers (des
b} b

cas non |

¢alisables). Mais dans de nombreux cas et fréquemment en ce qui conserne

les équatfions aux dérivées partielles, on est obligé de choisir parmis les solutions pos-
sibles deg solutions qui vérifient des conditions données (accessoires). On s’intéresse
beaucoup & ces problémes non seulement 3 cause de la difficulté ou de I'impossibi-
lité de dtermination de l'intégrale générale , mais parce qu’ils sont fréquemment
rencontr¢s en science.

Consi

derons une équation aux dérivées partielle vérifie dans un domaine D de

R™ (Péqpation est différentielle ordinaire pour m = 1) dans lequel I'inconnue notée

U existe «
la frontié
rale et qu
doit vérif
ordinaire
obtenir e
aux dériv
tion devie
I’équatior
sans com;

Le prc
quelle sat

1. Une

2. Des

t est bien définie, ainsi que les conditions accessoires qui sont données sur
re du domaine. Supposons que nous avons I'expression de I'intégrale géné-

‘on cherche & déterminer les éléments arbitraires dans cette expression qui

er les conditions accessoires. Alors dans le cas d’une équation différentielle

les éléments arbitraires sont des parameétres numeériques, et on peut les

) égalant un nombre & une équation numeérique. Mais pour les équations
Pes partielles, les éléments arbitraires sont des fonctions, et leur détermina-

nt une question plus délicate, par exemple, on sait Pintégrale générale de
de Laplace Au = 0, mais, cependant, on ne peut pas avoir une solution

blication de calculs.

bléme aux limites vise donc la détermination de la fonction inconnue v tel
sfasse :

équation aux dérivées partielles.

conditions aux limites.

Le probléfne aux limites le plus simple est connu sous le nom de "Probléme de Cau-

chy".

19
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Probléme de Cauchy : Etant donné un point (%, 4) € U, le probléme de Cauchy
consistq a trouver une solution y : I — R™ de (2.3) sur un intervalle I contenant ¢,
dans sof intérieur, telle que y(to) = yo.

Interpyétation physique : Dans de nombreuses situations concrétes, la variable
¢ représente le temps et y = (yi,...,ym) est une famille de paramétres décrivant
état dfun systéme matériel donné. L’équation (2.3) traduit physiquement la loi
d’évolutfion du systéme considéré en fonction du temps et de la valeur des para-
metres. [Résoudre le probléme de Cauchy revient & prévoir I’évolution du systéme
au coury du temps, sachant qu'en t = ¢, le systéme est décrit par les paramétres
Yo = (Yp,1s - Yom)- On dit que (to,yo) sont les données initiales du probléme de
Cauchy.

Pourlm = 1, résoudre le probléeme de Cauchy revient & trouver une courbe inté-
grale de[(2.3) passant par le point donné (to,y0) € U.

Le lgmme si-dessous montre que la résolution de (2.3) est équivalente & la réso-
lution dfune équation intégrale.

lemme [2.2.1. Une fonction y : I — R™ est une solution du probleme de Cauchy
de donnges initiales (to,yo) si et seulement si :

(1) y esf continue et (Vt € I) (t,y(t)) € U,
) (D) 50 =v0+ | fluy(u))du.

En effet si y vérifie (i) et (ii) alors y est dérivable et on a y(to) = wo, ¥'(t) =
f(¢,y(t)} Inversement si y est une solution du probléme de Cauchy , (ii) s’en déduit
par intégration.

2.2.2 |Cylindres de sécurité

Pour résoudre 1'équation différentielle (2.3), on va plutét chercher & construire
des solutjons de 1’équation intégrale (ii) du lemme précédent, et en premier lieu, on
va montrpr qu’une solution passant par un point (%, Yo) € U ne peut s’éloigner "trop
vite" de .

On ngte ||./| une norme quelconque sur R™, et B(z,r) (resp B(z,r)) la boule
ouverte (fresp fermée) de centre z et de rayon r dans R™. Comme U est supposé
ouvert, illexiste un cylindre

Co = [to — Ty, to + Ty) x B(yo,70)

de longudur 27T} et de rayon 7y assez petit, tel que Cy C U. L’ensemble Cy est fermé
borné daps R™*! donc compact. Ceci entraine que f est bornée sur (), cest-a-dire

M= sup [If(t,y)l| < +oo

(t7y)eco
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Le nomjpre
appliqu§ o

A est fini puisque Cy est compact. Le théoréeme des accroissements finis

fi sur Cy donne

filtn) — filt, ) = Zg‘f(ta E) (s — Y25)

avec & 4ly1, y2[. On a done

I’H?X |fi(t,y1) — fi(t,y2)| < mA mﬁX lyl,j = y2:,jl‘-

Sous|ces hypothéses sur f, nous allons montrer que la solution du probléme de

Cauchy pst

nécessairement unique en utilisant le théoréme du point fixe.

Soit [F, d) un espace meétrique complet et ¢ : E — E une application continue.

On dit cfue

a € E est un point fize de ¢ si @(a) = a. On dit que @ est contractante

si  est Lipschitzienne de rapport k < 1, c’est-a-dire il existe k < 1 tel que

Vz,y € E, d(f(2), f(y)) < kd(z,y).

Théoréthe 2.2.1. Soit ¢ : E — E une application contractante d’un espace mé-
trique complet dans lui méme. Alors © admet un point fire unique o € E. De plus,
pour tout point initiale xo € E, la suite itérée (x,)po définie par Tpr1 = @(zp)
converge fvers a.

Preuve
Existendge

: Soit 2y € E un point initial quelconque et (z,),>0 la suite itérée asso-

ciée. On & alors

A Zp, Tpy1) = d(p(wp-1), p(zp)) < kd(xp—hxp)

d’olt par fécurrence d(z,, z,.1) < kPd To, x1). Pour tout entier ¢ > p il vient
I Dy Fp+

q—1 g—1
d(zp, 74) < Zd($l,$z+1) < (Z kl) d(zo, 1)
l=p l=p

?v—l “+oo kp
. LR | Nl
avec “Lls 4 de =17 On a done
I= I=p
& 55). S d(zo, 1) Vp < q

l—%k

ce qui moptre que (z,),>0 est une suite de Cauchy. Comme (E,d) est complet, la
suite converge vers un point limite a € E. L’égalité Tpy1 = @(z,) et la continuité de
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et ¢P edt Lipschitzienne de rapport

kPTP . KPTe
sur F. Comme lim —— = 0, il existe
p—too  pl

pp

, kPT:
p assez grand tel que 7~ < 1, pour une telle valeur de p, @* est une application

contract

ante de F dans F. Par ailleurs, F est un espace métrique complet. Le

théorénfe du point fixe montre alors que ¢ admet un point fixe unique . [ |

Remarfjue 2.2.3. D’aprés (%), on voit que pour toute fonction 2 € F la suite

itérée 2(
Cauchy.

224

) = ¢P(2) converge uniformeément vers la solution ezacte y du probleme de

Equation différentielle d’ordre supérieur a un

Définition 2.2.3. Une éguation de la forme

est un s

y® = f(t,of, ..., y®=1) (2.4)

ysteme d’ordre p dans R™ ou f : U — R™ est une application continue

définie s m{tw" un ouvert U C R x (R™)P.

Une soly
dérivable

(i) (vt e
(ii) (Vtt
Systéme

ton de (2.4) sur un intervalle I C R est une application y : I — R™ p-fois
L telle que

I) . y(@), v (@), ....,y® V() e T,
I yP) = fty(t),y'(t), ...y (2))

| différentielle d’ordre un associé.

Il est clafre que le systéme (2.4) est équivalent 4 un systéme différentiel d’ordre 1.

Posons Y

=y, Y1=9,...,Y,1 = y® D, on obtient
Y,
( d__O =Y
&,
1
J e~ P
N,
e
4 4
\ _Fpt_l = f(t7Y2)7Yl7 seey }fp—l)

Le systéme (s) peut encore s’écrire

avec

Y'= £ ¥) (2:5)

Y= (}/07 Y1, "'7Y;)—1) € (an)p
H'= (Fo,Fl, ...,Fpﬁl) U — (Rm)p
Fo(t, Y) = }/17, ceey Fp...gi(t, Y) == Y;,_l, F;g_lv: f(t, Y)

Tout systdme différentiel (2.4) d’ordre p dans R™ est donc équivalent & un systéme

différentie] (2.5) d’ordre 1 dans (R™)P. Il en résulte que le théoréme d’existence et
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Mainterjant la question qui se pose est : trouver une solution de (2.7) telle que pour

U . .
T, = (ks ), u €t Do sont des fonctions de x1, s, ..., Tp,—; données :
Ox

La quedt

m

AT L5 Bty v L L (me)o) = up(z1, T2, ..., f‘Um-—l:]‘

ou ) Y

'C?)_"'(-Tla T2y o0y Tme1, (Tm)o) = ur(Z1,%2, .0 Trme1)
-Tm

lon précédente est appelée "Probléme de Cauchy" selon I’hypersurface

T = (2fn)o- .

2.3.1

Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Kwalwesky

Le tljéoréme suivant affirme ’existence et 'unicité de la solution du probléme de
Cauchy fans le cas de données holomorphes.

Théoréme 2.3.1. (d’existence et unicité de Cauchy-Kwalwsky) [14], [12]
1l est bidn connu que Cauchy lui-méme et Sophia Kwalwesky et en méme temps Dar-

bouz, omt considéré le cas ou (2.7) peut étre résolue par rapport a

avec

ot f est

?ﬁf‘_(
8@- -

Ug (£L'1 y oo
condition

[ 2

Fu .

52 c’est-a-dire

oz,

6%u s ( ou 0%
E= U

—————— x 2 —— ——
y gy ’
8.Z'i é)xz@x]

527 ) 1=1,..m j=1,..m-—1
oz,

99

o%u
o (am)

une fonction holomorphe au voisinage des valeurs (z;)o, (u(z1, ..., Zm))o,

#0

0%u
) | | === (%1, ey Tm) | , et de méme pour les fonction
0 8%'7,8%] 0

Tm-1), €t U (T1, .., Tmo1) ou voisinage des valeurs (z;)o. A partir de ces
s, uls ont prouvé que le probléme de Cauchy par rapport a x,, = (Zm)o,

admet wpe solution unique u holomorphe au voisinage des valeurs (x:)o -

Preuve

Cette démonstration est donnée sous la forme réduite de Goursat [14], [12], [19],

[20].

On supppse que f est holomorphe en ses variables, et considérons le cas de deux

variables

indépendantes et prenons xy = 0 pour simplifier les notations.

Soit I’éqjation

2 ; 2. 2,
0%u (u x’y78u ou 0%u %) 258)

o =1 90’ By’ 320y’ 057 )

3. Danis
dimension

un espace de dimension m on appelle Hypersurface(ou surface) la sous variété de
m — 1 définie par une seule équation reliant les z; (i = 1,...,m).
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majorapte.
Premiéfement on peut supposer que ug = u; = 0 (ce zéro est aussi la valeur de Ug
déduite|de I'équation. Dans le cas général (w0, u1,uz SO0t 5 0) on peut remplacer u
par unefnouvelle variable & = y—u, —u1T —ugz?.). Choisissons Yo = 0 et considérons
la fonctjon majorante de f

ou K, p

K

PRSPy i BT .
o e Ty | [, daay g |
P R '

R sont des constantes positives.
Ou Ou 0%u 0%

Les valgurs initiales de z, y, u, 20 A A3 A sont toutes nulles, et de méme
( @ Oz’ Oy’ dy?’ dzdy

pour la yaleur correspondante de f )- On peut remplacer u et 1y par n’importe quel
dévelopgement de Maclaurin avec des coefficients positifs, il est claire que ce déve-
loppement est un majorant de zéros.

Cette ddmonstration sera achevée si on montre que ’équation

Ofu K
bl |l P 1 - 2.12
Y R TR W A T
o e Ty | |, ety o
| . , 3

/

admet upe solution représentée par un développement de Maclaurin avec des coef-
ficients positifs ou nuls. Le terme de droite de (2.12) sera remplacé par une autre

s : T .
fonction majorante en remplacant par — ou «a < 1 afin d’augmenter les coefficients

du dévelgppement. La nouvelle équation devient donc
0% K
—F = - -K 2.13
Dap 2 - N Ou N ou Py &)
— u — —— ——— —
1 1@ 4 or Oy 1 Oxdy Oy*
p 1 R

\

On cherche une solution qui dépend seulement de la variable o = r+oy. La fonction

u de o dc

ou

it satisfaire ’équation différentielle ordinaire

d*u K

do? /

§+u+<1+a)j—§ - (a+a?)—
1 = i e St AR

p R
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2.4 |Probléme de Cauchy pour ’équation de la cha-
leur stationnaire

Soit{l'équation de la propagation de la chaleur

pc% ~V.(k(z)Vu) = f dans Q

ol u estf la fonction qui exprime la propagation de la chaleur sur un domaine Q de
R™, p e$t la densité du milieu, ¢ la chaleur spécifique et k(x) est la conductivité
thermiqpie (qui dépend de la, position).

Le réginje stationnaire signifie que la chaleur est constante tout le temps, cela veut
dire qud la fonction u est constante par rapport au temps, c’est-i-dire %% = 0. il
nous respe donc

—V.(k(z)Vu) = f

On va njontrer l'existence et I'unicité (au sens faible) de la solution du probléme
de Cauchy stationnaire consernant cette derniére équation. Prenons k(z) = 1 et
supposons que {2 est un ouvert de R™ borné dans une direction 4

2.4.1 |Probléme stationnaire avec condition de Dirichlet ho-
mogeéne

Le prpbléme s’énonce de la fagon suivante
Détermirer la fonction u dans un certain espace fonctionnel V telle que

(D) —Ag="f sur ) (a)
' u=0 surl'(la frontiere de ) (b)

ou f est fine fonction donnée dans un certain espace fonctionnel H.

FormuilaTion VARIATIONNELLE :

Supposons pour le moment que le probléme (D) admet une solution suffisament
réguliére [au sens faible) u € H%(Q) (espace de Sobolév d’ordre 2)°

Multipliops 'équation (a) par v € H'(() (espace de Sobolév d’ordre 1) et intégrons
sur {2 on pbtient

_[)Auvd(ﬂ)Z/QfUd(Q)

4. Par [exemple si on choisit la directions de x,, alors 0 c S. =
(@, 2n) ERF xR : a <z, <b.

5. En général H™((2) est I'espace de Sobolév d’ordre m formé par les fonctions de L2(9) (c-a~d
de carré intggrable) dont les dérivées (au sens faible) d’ordre inférieur ou égal 3 m sont aussi dans

L3(9).
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—/VqudQJr/a—?ivdP::/fvdF
Q r Of 0

On obtient finalement par la condition (d) la formule (Q) vue précédemment.
Le probléme donc est la recherche de u € H (€2) qui vérifie (@) Vv € H!().

v a est|continue
la(ulv)| = |- [, Vu YV dQ| < [, |Vul Vo] dQ < [Vull g2 V0| 20y <
=4

v’ a est fpoercive

Vullzag) + lullz2@) (1V0l| 2@ + Ivllz2) = llulla @y o]l

D’apgs 'inégalité de Poincaré on sait que

lullze@) < Cal|Vul|z2

ot Cp est une constante positive qui dépend seulement de 2. Donc

”u'”?{i'-(ﬂ) = “U“?m(g) * Hvu”?y(a) < (C;s% +1) ”VU'”%%Q)

(==

finalemer

ja(u, u)] =

, 1 5
/Q’VUIQ dQ‘ = o el g

D’aprgs le théoréme de Lax-Milgram [21], le probléme (N) admet une solution
unique.
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notées ||

L2 €t [l =12, le produit scalaire dans la dualité est noté (s )1/2,-

3.2 |Position du probléme

Etant donné un terme source f, une conductivité thermique % définie sur ), un

flux ¢ e

une température 7' donnés sur le bord I, on veut identifier le flux et la

tempéragure sur I',. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

Trouper u € C2(Q) tel que

Ce prob

- =V.(k(z)Vu) = f dans Q
 k(z)Vu.ii= ¢ sur T, (3.1)
w=1T sor.F,,

eme est considéré comme mal posé. En effet, 'extension du théoréme de

Holmgrep aux espaces de Sobolév [26](p 55) [27], garantit 'unicité d'une éventuelle
solution pous certaines hypotheses. Le théoréme de Cauchy-Kwalwsky assure Iexis-

tence de
J-Hadan
sans que
Par cons
compatik

lemme ¢
Soit k >

1. Poq
ex!
est

2. Pot
une
dan

Pour k =

la solution dans le cas restrictif de données analytiques. Dans ses travaux,
ard [14] affirme que le probléme de Cauchy peut étre impossible 3 résoudre
les conditions nécessaires d’existence de la solution puissent étre exprimées.
bquent I'existence de la solution dépend de la vérification des conditions de
ilit¢ sur les données difficilement formulables explicitement.

.2.1. [13]
L-3/0.

run T fizé dans H k"‘l(f‘m), Pensemble des données ¢ pour lesquelles il
te une fonction u € H*¥/2(Q) satisfaisant le probleme de Cauchy (3.1)
dense dans H*(T,,).

run ¢ firé dans H*(T,y), Pensemble des données T pour lesquelles il existe
fonction u € H*3/2(Q) satisfaisant le probleme de Cauchy (3.1) est dense
9 4H’k+1.(Fm).

—1/2 le lemme s’énonce comme suit

1. Poyr un T fixé dans HY?(T,,), l'ensemble des données ¢ pour lesquelles il

eris
den.

e une fonction v € H'(Q) satisfaisant le probleme de Cauchy (3.1) est
e dans H~Y2(T,,).

2. Pour un ¢ fiwé dans H=**(T,,), Vensemble des données T pour lesquelles il

exis
den:

Preuve [
On va dé
maniere a

e une fonction u € HY(Q) satisfaisant le probléeme de Cauchy (3.1) est
e dans H'/2(T,,).

3], [2]

montrer la premiére assertion pour k = —1 /2, la dexiéme se fait d’une

halogique.
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lemme précise la notion de densité de I'ensemble des données compatibles
ensemble des données possibles. Cela signifie que tout voisinage de tout couple

de dorE‘éeS non compatibles contient au moins un couple de données compatibles.

Consic
de don
7 n’éte
conséq
vérifiée
du pro

On

rons ’équation (1.1), soit la donnée incompatible 7, alors il existe une suite
nées compatibles (yn ), telles que ||y, —glly — 0 (quandn — o0). La donnée
nt pas compatible, la solution correspondante Z n’est donc pas définie, par
pent ||z, — Z|ly + 0 (quandn — o) et la condition de stabilité n’est pas
, le probléme de Cauchy est donc mal posé au sens de Hadamard, la solution
bléme n’est pas continue par rapport aux données.

va maintenant résoudre le probléme de complétion de données associé au

probléfne de Cauchy (3.1). Le probléme s’énonce comme suit

Trouver (ng, 74) sur Ty, tels qu'il existe u vérifiant

Suivan

~V - (k(z)Vu) = f dans Q
u=T, k(z)Vu-i=¢surl, (3:7)

u=iry,  lefVe-R=gear T,

la procédure décrite dans [2], on introduit deux champs distincts u; et up

qui different par les conditions limites qui leurs sont imposées.

Sur T,
et inve
inconn
suivant

Les

, Uy vérifie la condition de Dirichlet, et uy vérifie la condition de Neumann,
sement sur I',. On considére alors pour tout couple (), 7) correspondant aux
fies du probléme de complétion de données, les deux problémes bien posés
s dont les champs u; et us sont solutions :

—V - (k(x)Vu,) = f dans Q
up =T, sur I'y, (3.8)
k(z)Vu, -7l = nsur T,

-V - (k(z)Vuy) = f dans
- ge=T, Ty (3.9)
k(z)Vug -7l = ¢ sur I',.

deux champs u; et uy sont évidemment égaux si le couple (n, 7) rejoint les

donnéep réelles (ny, 74) sur la frontiére T,
On considére la fonctionnelle

La con

Bl 4y = /Q k() (Vi () — Fuglr) el (3.10)

gtruction de cette fonctionnelle est basée sur une approche de type "moindres

carrés"|et est connue sous le nom de "fonctionnelle de cotit de Kohn-Vogelius" et qui
représepte ['écart d’énergie entre les deux champs découplés u; et uy. Cette construc-
tion est| similaire de celle proposée dans le cadre d’identification de parameétres [3] [4],
et l'ideptification d’ une partie de la frontiére [5]. La méthode énergétique consiste

alors a

résoudre le probléme de minimisation suivant
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Le

héoréme précédent permet de préciser les espaces auxquels appartiennent les

donnéeg (¢, T) et les inconnues (1, 7), en effet, pour toute fonction u € H' (22) telle

que V

(k(z)Vu) € L*(Q2), on a

o |
ulp € HY2(T) et 5—g|p € H-Y(T) (3.12)

On suppose donc que (¢,T) € H™/*(T,,) x HY*(T,,) et que (,7) € H~V 2(T,) x

HYY(T.

) = W (espace des controles).

Remaique 3.3.1. Considérons le cas le plus général T = T, UT,, avec r,nT,, =

sllustré

Dans ce
s’assure
En effer
Hl/:Z (Fﬂ

On va r

Supposo

ol

par la figure (3.1) :

I

FIGURE 3.1 — Exemple de géométrie

cas, on ne peut restreindre les fonctions de H=Y*(T") dans H-Y2(T,,,) sans
i de la continuité du prolongement par O sur T' des fonctions de H/? (Tom)-
, motons H=Y2(T,,) le dual topologique de HY%(T',,,), on a alors

) C LA(Ty) € HY2(Ty) avec injections denses et continues.

ponirer qu’il n’existe pas d’opérateur continue II tel que

I e A H VYD), HYA(T) N L), I2(T)),

Ilg = g presque partout Vg € L*(T"),
s qu'un tel opérateur existe . Soit X € HY?(T,,) on a

f Xgdl = / Algdl,  Vge LX)
T m
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espaces fonctionnels des fonctions sur une partie de la frontiére ayant été in-

5, on donne maintenant le résultat suivant concernant la solution du probléme
plétion de données et de minimisation :

sition 3.3.1. i les données (¢, T) sont compatibles et si la solution (n*, %)
pleme de minimisation (3.11) existe, alors (n*,7*) est solution du probleme

de compplétions de données (3.7) & une constante prés pour Uinconnue de Dirichlet.

En out

Vu

Preuv
Si les d
de Cau
née pai

on a dc¢

ce qui i
Vuy(n*

Par cor

et

D’ou

Pou
notion «
teurs de

re, lorsque le minimum est atteint, on a

(1°) = Vug(1*) et ua(n*) = ua(7*) + ¢ dans Q o ¢ est une constante.

D

pnnées (¢, T') sont compatibles, il existe une unique solution uy du probléme
Chy. L'unique solution du probléme de complétion de données est donc don-

(M, 7a) = (udlr,, k(z)Vug - 7i|p,) sur T,

11C

u1(ng) = uz(74) = ug dans Q

0 % E(’f}*,’]’*) < E(ﬂdde) =0

mplique
= Vug(7*) et donc u;(n*) = ua(7*) + ¢ dans Q oi1 ¢ est une constante.

séquent, pour tout z € T’

ur(z; 0| = uo(; 7*)|r + ¢ = -
= 1aer,(@)(7(@) + ©) + Liser, 1 (@)T(z) = uale(z) € HV2(T)

k(z)Vuy(z; 5*)|r - @ = | |
= 1per ) (@) (@) + Ligern}(2)d(z) = k(x)Vuy - Alr(z) € HY3(T)

* *
(", 7 + ) = (M4, 7a)-
"
se ramener & des problémes homogénes, il est nécessaire d’introduire la

e relévement des conditions aux limites de Dirichlet. Cependant, les opéra-
relevement étant définis dans les espaces H*(I") (théoréme de traces), il est
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ou V= Hi. (Q)x Hjp, () avec la norme associée

43

[llv = losllf o + flua ]2 )12

v’ a es} continue

2

fu(fu, ’U)‘ = ]al (’[Ll, ?)1) + ag(’llz, vz)IZ

)
2

/ k(z)Vi, Vo, dz + / k(x)Vay Vo, dx
Q Q

N\ 2
* )

< Wl (

/Vthvl dz
Q

| VuaVuyde
Q

D’aprés|I'inégalité (o + b)? < 2(a2 + b2) on obtient

la(u,v)[* < ZHKH%OQ(Q) <’/ Vi, Vuy dz
0

9

+

/ Viy Vg dx
Q

)

L’inégaljté de Hélder nous donne

la(u,v)

N
AN

AN

1A
LV

A
i &

ZHKH%OO(Q) (”V{h”%‘z(m HVle%z(m ) ”V%“%z(n) JHV“"fz“ii!(Q))

20K ) (175 20y + IVl g0y ) (V0122 gy + [Vl

2N B N zew ey (18]l 0 + Nal2.0) (loall g + a2 )
lullvllvllv

v’ a est ¢oercive

L’inégali

la(u, u)| =

/Q k(2) Vi | da + /Q k»(x)fvagﬁdxi

é de Poincaré implique

oo, )] 2 19 1K @)] g (Il o+ o)

v L est dontinue
L) = [ly(v1) + L (wy)]? < (Il (v)] + [la()])?
< 2(Jl(w))? + [ia(v2)?)
“1(@'1)'2 = (/ﬂ (fHUl, dz + ”K”LOO(Q) /Q lVﬂle”Ull'dx + [{n, 1’1)1/'21“]
< (Ml llvrll 2y + I oo @) [ Vi || oy || Vo || 2y +

IA

Hinlyzr.llon]j0)* 2
(£ 1220y + 1B 1| oo o) || V|| 2y + 17ll/20.) " onllf o = Cullos |12



CHAHITRE 3. LA METHODE ENERGETIQUE 45

est éqyivalent au probléme de minimisation (3.10). On note alors w = v, 7)) le
controle optimal. De plus lorsque le contréle optimal est atteint on a

Vi (n") = Vs (r*) et Vi (n*) = V(%) p.p sur (. (3.18)

ExisteLm:e et unicité du controéle optimal

L’application o + u(c) est affine d’aprés (3.16) (car : pour o = 0, Papplication
de A~![sur les deux membres nous donne u(0) = A™Y(F) # 0). La fonction de cott
peut s’¢crire donc

o) = %7‘[‘(0‘, o) —l(o)+c

ol ¢ esf| une constante positive, avec (o7, 03) est une forme bilinéaire continue sur
W x W), et l(c) est une forme linéaire continue sur W définies comme suit

m(01,02) = 2(M (u(01) — u(0)) , M (u(og) — u(O)))Lz(Q)
o) = =2(M (u(0) = u(0)) , M (u(0))) 12q

La forme bilinéaire 7(0y, o) est définie positive et non dégénérée, en effet on peut
voir immpédiatement que m(0,0) >0 Vo € W, de plus

w0y o = “A_IBJH;(Q) >0  Ve#0

On peuf alors vérifier que pour tout \ €l0;1[ et 01,00 € W

: 1 :
J(Ao1 4 (1= N)az) — AJ(oy) — (1 - N)J(o3) = —52\(1 — A)m(oy — 03,01 — 03) < 0

La fonctionnelle J(.) est donc strictement convexe, cela signifie que si J(.) atteint
un minigum sur W alors il est unique.

Soit maintenant o, une suite minimisante (ie : J(o,) — mvjv J(c)). Suppo-
o€
sons que cette suite soit bornée c’est-a-dire il existe une constante ¢ > 0 telle que
llonll < 4, on peut alors extraire de o, une sous suite o, telle que o, -+ w faiblement
dans W) c’est-a-dire Vg € W' : lim g(0,) = g(w), dot lim J (om) = J(w), on a
m—o0 M-—=>00
donc ung suite (J(oy,)),, convergente extraite d’une suite de Cauchy (J(o,))n, cela
veut dirq que J(0,) = J(w) = inva J (o).
o

Nous avqns donc prouver ’existence de la solution du probléme du contrdle.

Cette| preuve est basée sur le caractére borné de la suite minimisante qui découle
de la coefcivite de J(.).
Or, on sdit seulement que J(¢) > 0 pour tout o € W. La forme 7(.,.) n’étant pas
nécessairgment ccercive et donc on ne peut pas s’assurer de la ceercivité de J (.); la
suite mirfimisante o, peut ainsi ne pas étre bornée et Iexistence du controle opti-
mal ne pput étre prouvée. Néanmoins, le fait de ne pouvoir prouver l'existence du
controle pptimal n’est pas réstrictif puisque, comme nous le verrons plus tard, on
peut utiliser une méthode numérique stable permettant d’approcher la solution de
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/ LY (k@) VP(7)) v, do + /ﬂ ~V - (k(2)Vpa(r*)) 3 da

+ f (<) VP, (1) - vy dT + /F k(z)VPy(r*) - 7wy I,

:/__v (k(2)V (ug (%) —U2(;))) u1 d33+/QV'(k(ﬂﬁ)v(’ul(ﬁ*)*’Ufz(T*))) vz dz
+ /P N = k(@) Vus(r*) - &) vy dT + / (¢ — k(2)Vua () - &) vy dT

m

Par ideptification on obtient les deux problémes adjoints

[ V- (k(z)VP,(g*) = V- (k(2)V (u1(n*) — ug(7*)))  dans Q
p(n*) =0 sur T, (par définition) (3:21)
| k(@)VP(n*) A =n*— k(z)Vus(t*) -7 sur T,

B T

V- (k(z)VP(n*) =V - (k(z)V (ua(7*) —us(n*))) dans Q
p(r*) =0 sur Ty (par définition) (322
{ k(@)VP(7*) -7 = ¢ — k(z)Vu, (n*)-7 swrT,,

La rgsolution de ces deux problémes fournit 'état adjoint p(w). On peut mainte-
nant calfuler le gradient de la fonctionnelle. On sait que pour que le controle w soit
optimal (il doit également vérifier (3.20)
D’ou

@w(w),g) = (B'pW), Oww  VE=(u,1) € W
4 w'\w

ou encorg

Gwm, s) — (BE Py VE=(ur) €W
W' W

Et par définition de B, il vient
1 ¥ - * ¢
(G9@1€) = wm . - @ m) V=) cw
w,w
De plus ¢’aprés la proposition (3.3.1) et (3.22), on a

V- (k(z)VP(n*) =V - (k(z)V (u2(7*) —u1(n*))) =0 dans
et

k(@)VPy(7*) -7 = ¢ — k(z)Vui(n*) -7 =0 sur .

Par la définition de ay(.,.) on a

a3 (@a(v), pa(r*)) = / k(@) Vs (v) Vipa(r*) da
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(H3) Tput triplet (K, Pg, %K) est affine-equivalent & un élément de référence (K P, f]),
i.e;il ekiste une application affine F bijective bicontinue telle que

K =F(K), T={0|xoF(a)}, Pg={vsx = Uhlg 0 F71 vh € X3}
Théorgme 3.4.1. [16]

Suppospns qu’on a les inclusions suivantes - Px € HY(K) pour tout K ¢ T et
Xn C 'Zjo'[f_l), alors

X, C HI(Q),
XO,h = {Uh S Xh; v = 0 sur F} C Hé(ﬂ)

Ce thégréme implique que X}, ¢ %O(Q) N H'(Q). On définit alors les espaces

N

Kmh = {0n € Xi; vnlr,, = 0} et Xun = {vn € Xp; vp|r, = 0}

Posons V}, = X5 x Xuh, et associons a cet espace le probléme discret suivant

[ Trouver u = (uyp, ugy) € V;, telle que

a(un, vn) = L(vg), Yop, = (v, vap) € Vj
avec  a(un, i) = a1(uip, vin) + ag(ugp, Vop,)
et L(v) = ly(vin) + lo(va).

D’aprés |le lemme de Lax-Milgram [16] on peut affirmer que le probléme discret
(3.23) adlmet une solution unique.

(3.23)

3.4.1 |Estimation d’erreur abstraite

Théoréme 3.4.2. [16] En plus des hypoteéses (H1), (H2), (H3), on suppose qu’il
existe un entier | > 1 tel que les inclusions sutvantes soient satisfaites

~

P(K) = {plz; p € P, (Vespace des polynémes de degré 1)} ¢ P ¢ HY(K)
HHYEK) — C(K) avee injection continue,

ou s est|l’ordre mazimal des dérivées partielles intervenant dans la définition de
Uensemble 3.

Alors, si|la solution uw € V du probléme wvariationnel (en général) est aussi dans
Vespace H'™(Q), il existe une constante C indépendante de h telle que

lu = upll10 < Chl'ull+1,§2

ou up, est|la solution discréte.

Proposition 3.4.1. En plus des hypoteses (H1), (H2), (H3), on suppose gu’il existe
un entier|l > 1 tel que I’ inclusion suivante soit satisfaite

S

BH(R) (K) avec injection continue,

ou s est Pordre maximal des dérivées partielles intervenant dans lo définition de
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Preuvie

La diffgrence entre le probléme discret (3.23) et discret bruite (3.25) donne

alup — u,vp) = = { @Pm(T = T°%),v1) + {(¢ — ¢7), Var)1/2r,,

D’apréq I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité des opérateurs de trace, de
prolongement et de relevement, il existe une constante ' telle que

la(n —uj, )| < C [|IT - TNz llvinllie + ||g — 3 ll-1/2.r,0 llvanll1 0] <

<C [T - T yyar,, + ¢ — S ll-1/20,.)llvnllv ]

L'inégalite (a + b)? < 2(a? + ) nous donne

la(un =, )| < C [(IT =T o, + [l — SN2 2m,) " lonllv]

Prenons|v, = v, — ug comme fonction teste, par coercivité de la forme bilinéaire
a(.,.) il yient

ol « est ||

s =l < Z (T =T n, + 10 - #ar)” (320

a constante de coercivité.

En utilisant I’inégalité triangulaire, on obtient

b= upllv = llu— wp + up — )y < llu — up,

v + |lup — Uz”‘v (3.28)

En appliquant (3.24) et (3.27) sur (3.28) on obtient (3.26). L]

3.4.3 Déduction d’un critére d’arrét pour le processus de mi-

Lorsqu
sation que

himisation

e les données sont bruitées » 01l remarque au cours du processus d’optimi-
'erreur entre la solution exacte u et approchée u atteint un minimum et

la fonctionnelle atteint asymptotiquement un seuil strictement positif dépendant du

taux de bi

uit, et aprés un certain nombre d’itérations cette erreur augmente rapide-

insignifianfes par rapport a son minimum.

ment et (ijt meéme temps les variations de la fonctionnelle, aprés le seuil, deviennent

On va do:

C estimer ce seuil théoriquement afin de déterminer un critére d’arrét qui

permet defstopper P'algorithme d’optimisation avant I'explosion de lerreur.

Soit

%mﬂ=AH@W%M%V%ﬁWM (3.29)
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3.9

Mise en ceuvre

Noys allons expliquer dans cette section les procédures numériques utilisées pour
la misq en ceuvre de la méthode énergétique, et présenter les résultats numériques

obtenusg

de I'application de cette méthode sur un exemple de probléme de Cauchy

pour I'¢quation de Laplace.

3.5.1

Procédures numériques

L’impplémentation de la méthode est établie en utilisant la discrétisation en élé-
ments finis et il est préférable de calculer le gradient de la fonctionnelle dans le cas

discret.

Ce calcul est éffectué par la méthode d’état adjoint basée sur la dérivation

du Lagrangien associé au probléme de minimisation discret ; 'avantage de ce choix
est quelle gradient exact de la fonctionnelle discréte est obtenu; ainsi que cette der-
niére d¢vient facilement implémentable.

Supposons que la triangulation . % de § soit caractérisée par n noeuds.
Soit p pt ¢ les nombres de noeuds respectivement sur les frontiéres I', et T, et
(wWi)1<idn = (w1i, wa;)1<i<n sont les fonctions de base de I'espace d’approximation V.

On note
chlet, O

X, et X, les vecteurs correspondants aux inconnues de Neumann et Diri-
et © les vecteurs correspondants aux données de Neumann et Dirichlet, U; et

U, les vecteurs correspondants aux champs u; et us. On introduit les notations sui-

vantes !
L, €

(K1)w = ar(wik, wn), (Ko = ag(wak, war), (F1)e = li(wik), (F2)r = la(war)-

! %ZM(R) et L, € %xn(Ri) sont des matrices contenant seulement des 0 et

des 1 et{permettant de conserver les valeurs de U; et U, respectivement sur I, et T,,.

Remarque 3.5.1. Les formes bilinéaires a;(.,.) et aq(.,.) sont identiques, on note

donc K

= K = Ky, de plus elles sont symétriques, les solutions uniques u; et usy

respectipemnent des problemes variationnels (3.13) et (3.14), sont aussi solutions des
problémes de minimisations

et

0w Ji(v

Trouver uy € HY(Q) telle que (3.32)
Jl(ul) S Jl(’l)) Yo Eﬁrl(ﬂ) ’
Trouver uy € H*(Q)) telle que (3.33)
JQ('UQ) < JQ(U) Yv € H? (Q) ’

1
= 5%‘(7);?}) )  ="12

Définitfion 3.5.1. Soit Fun probleme d’optimisation d’une fonction a n variables

sous m
Consideé

contraintes de la forme g;(z1, ..., Tm) = ¢; §== Yt
rons le probléeme de minimisation suivant

min f(z)
xT
¢ giz)=¢ j=L.m

&
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De la théme maniére le systéme (3.35) peut s'écrire

{ LUy — % (3.37)

Fonctionnelle discréte et Lagrangien associé

La fonctionnelle continue s’écrit

Mmﬂ=:/M@Wm@—Vw@ﬁh=

k(z)(Vuy)? dz — / k(x)Vuy Vug dx - / k(x)VuaVuy do+
Q Jo o)

Il

—{—/ k(z)(Vug)?dr =
Q
= afl(ul, Ul) = al(ul, u2) - a2(U2, Ul) . % az(“zz, U2)

Les formes bilinéaires a;(.,.) et as(.,.) sont identiques et symétriques. Lorsque on
substitye les expressions des champs discrets Uy, €t ugp dans E on obtient la fonc-
tionnellp discréte

E(X,, X;) = U KU, — UT KU, — U KU, + UFKU,

et donc

E(X,, X)) = (Uy — U))TK(Uy — Us) (3.38)

Le calcyl du gradient de cette fonctionnelle sera effectué par la méthode d’états
adjoints|discréte en utilisant le Lagrangien suivant associé au probléme de minimi-
sation dp la fonctionnelle sous les contraintes (3.36) et (3:37)

T
<>C/(U17l]2v /\17)‘2?X777XT> = E(}(’],XT) - l: AH J

[ KU, + ITp, -FlJ

M2 | | LnUi—©
20 15[ KUy + ITpy — By
/\22 LuUQ D XT

ou encore

AU A 00, X0, X0) = (U= G)TK(Uy ~Th)
~MNUEU + Lot — Fi) = X (Lo Uy — 6)
_AZTI(KU2 i Lgl% < T ~ /\gz(LuUzz - Xr)‘

La remayque fondamentale est que si U; (X)) et Uy (X, ) vérifient les équations d’états
(3.36), (3.37), on a I'identité

ST, T Sy P KXo =B Xy

En dérivant cette relation par rapport aux variables X, et X, il vient
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ou :les| z; sont les noeuds de T,,. les X; sont les réalisations d’une variable aléa-

toire qui

suit une loi de distribution normale (Gaussienne) centré réduite (X

( 73 Ps 1 i ]
#7(0{1)).2 On va donc majorer la norme de la différence entre les données Diri-
chlet ekactes et bruitées comme suit :

Pour tpu

vtz €T, ong

(1= a)T{z) < TJ(:L') <T(z)(1+a)

d’on
—(1+a)T(z) < -T(z) < T(z)(a - 1)
ou encqre
-_i[%T‘s(x) < —aT(z) < T(z) - T(z) < aT () < I—?—;T‘;(a:)
et done

a a 4
IT =T, < mas (2, ) 1T,

En prodédant de la méme fagon pour les conditions de Neumann, le critére d’arrét
(3.31) peut s’écrire de la facon suivante :

a? 2
s (TN 25, + 11712 o)

B —E;j| <

La miselen ceuvre d’un tel critére d’arrét nécessite donc une connaissance suffisante
de la forme du bruit de mesure.

3.5.2 | Test numérique : équation de Laplace

On cpnsideére le probléme de Cauchy pour I’équation de Laplace [1] sur le domaine
§2 donné| par le figure 3.2

I'm

FIGURE 3.2 — Anneau

2. On dit qu’une variable aléatoire continue sur un espace probabilisé (Y%, B, P) suit une loi

de distribution normale de paramétres m e R, 0 € R, si sa densitée est donnée par : f(z) =
1 _@pm?

oV 2w

s VeeR
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(n} Exact (b} ldentilié

HIGURE 3.4 — Champs de températures : exact et identifi¢ (h = 0,03)

;
g

'/._
|
o
|
!

Dat )

5 »
- fo = o by . o

Cuosllinivnl dirostons w | e

ot [ 3}

FIGURE 3.5 — Evolution de lu — w) ||y par rapport & %

négligeahlle en comparaison de erreur due au bruit. la figure 3.8 représente le com-
portement de Perreur et la fonctionnelle par rapport & la norme du bruit définie par :

On s’
tées, les f]
ses variat
d’arrét ay

Les so)

ol = (I = 13 5, + i — ¥112, o ) /2

ntéresse maintenant aux solutions identifiées dans le cas de données brui-
gures 3.9 et 3.10 décrivent I’évolution de D'erreur et de la fonctionnelle et

lons au cours du processus d’optimisation ainsi que le seuil et le critére
ec l'itération d’arrét .

utions du probléme de complétion de données avec des taux de buits de 3%

et 5% avep les champs de températures identifiés sont représentées respectivement

par les fig

ires 3.11 , 3.12, et 3.18.
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Ficurg
d’arrét

FIGURE|

fig 3.11), a = 3%, h = 0,03

o— - . — — v -
a1 P B D— et m
. 1!.‘ !
0 -“' : P
n l' !
il )
R IRE M
| M
w "L i
ool | ‘:;5
i t’!
led H
i LY
le-d b \'r"‘v
WA AT Y.
Je-% X /\' ’l 4 A I\ ™, A !
N 'l ."' f‘ ) v'v"'.:./ /
b PEATAHTAW, ERTATAY . S
. o it m s W s 4
E, B, - Byi] %X Némtion arrel
= Seul In: - ujy

')
fuy

= ufy /S uly

'.‘ f"l H & ” T !_ /'
) —
‘|‘| po
it /
14 ¢ 1
w it
i |
| '# ikl -
| .}
w P Y2
op r', ‘2 : 10
S 15
et ' “]
|
b A f\ |
1gd I \\ J / i
| l l L
et (AN T ¥ 1 x/./“".
\ { i
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- Sewil

. 3.9 — Evolution au cours du processus d’optimisation, seuil et

itération

3.10 — Evolution au cours du processus d’optimisation, seuil et itération
d’arrét (fig 3.12), a = 5%, h

=0,03

FIGURE"

[a) Température sur I,

th) Flux sur ',

8.11 — Température et flux exacts ((J) et identifiés (Q) sur Ty, a = 3%,
h="0,03
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Conclusion

En science, les problémes inverses sont divers et leurs applications se retrouvent

dans dq nombreux domaines, tel que l'éléctromagnétisme, la géophysique, I'imagerie
médicale, le traitement de I'image, la mécanique des structures,...
Généralement les problémes inverses sont mal posés (au sens de Hadamard) ce qui
rend leyrs résolution assez délicate. ] existe toutefois des techniques de résolution
qui ont|un large champ d’applications, tel que les méthodes de régularisation des
problénjes mal posés dues initialement 3 Tikhonov et la méthode des moindres car-
rés.
Les prohlemes de complétion de données sont des problémes inverses de type Cauchy,
lesquels|sont connus par leur caractére mal posé du aux conditions de compatibilité
sur les données qui remettent en cause lexistence et la stabilité de la solution. Le
lemme de densité des données de Cauchy et le théoreme des traces précisent les
espaces (dans lesquels doivent appartenir les données pour que la solution existe.
Plusieurp méthodes numeriques ont été proposées pour approcher la solution du
probléme de complétion de données. Ces méthodes présentent une Importante in-
stabilité [lorsque les données de Cauchy sont bruitées.
Ce mémpire concerne I’étude théorique et numérique d’une méthode dite énergé-
tique utilisée pour résoudre un probléme de complétion de données en thermique
stationngire. Cette méthode est basée sur Ia minimisation | d'une fonctionnelle de
colt congtruite par une approche de moindres carrées et permet d’obtenir des ré-
sultats prometteurs et 3 I'avantage d’étre adaptable 3 différents types de problémes
régis par|des opérateurs élliptiques, paraboliques et hyperboliques.
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