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ntroduction
':oltd1e de Cauchy o;;, ";; 

jquation aieir"r,ii"'" 
".ai"r,ire.2.7 Equation ditr'6rentietil :,;il;;'#';#;::;;::'":'"".2.2 Cylindres de s6curit6

, 2 rFL:^*:.^^ ^ ,). .,ri 
T*ll::"r" g_ul*r.::.. e1; d,unicit6 de Caucl,y_Lipschtitz . .2.4 Equration diff6rentielte d,ordre r#;#;"*-:,::":'"

l,l,tdi.,1l:_9rr.f,r 
pour une 6quation aux d6riv6es p,r.r,i"ttes " . .is ",'1 Th6ordme d'existence et J'unicit. de cauchy-Nr""l*,-r.,,l,u1:*lg."lll, po". l,6quation J" l, 

"nu"ur stationLnaire{e..'1 Probldme stationnaire ari/ec condition de Dirichlert ho;mogdnt:'2 Probldme stationnaire avec condition de Ne'ma'n homogenLe

Dpfinitions et notations .-nl ',.rtsrrron du probldme
A l' ' t.,.^ +l^:.-.-: ^.-- - r

::frJyr*h-rc,rique de la rn6thodr: 6nerg6tique .

:l fl 1 Cadre fonctionnel et variatiorroul

hode 6nr:rg6tique

DiNcr6tisation
:r.{.r Estimation l';r;;; ur"tr-t"
I l, F^+:*^r:^-- r'11? Estimation d'erreur Ourn t" 

"u* 
de donn6es bruitdes' . . . . . .

i;11 """*:::a" 
d,un crirere d,eurr€t po* l" proc€ssus d* nainirnisarionN,{ife en euvre r/rvwDD'jLtD lrt, rjurillrnlsatrlo,

3.5J1 Procedures num6riques

3.5



m€

)rdtisa,tion pa,r €.ldments firLis et ]'€stirnation d''€r,reur en tenant compte
brtrit6es sont don"n€eg 

{ns,i que la proposition. diun eritdre d:arrOt qui
exp'losion num6rique de I'erreur d-ug au .bruit pendant [e processus de
en' Ensuiteo on pr6sente le ealcul du.gradient d.e la fonctionnelle diserdte
rcde d€tatrs adjoints'en-utiltsant le Lagrangien. Enfin on donne un test
dans le cas des donnGes exactes et des donndes.bruitdes pour rnontr*.if

16le du eritdre d'a,rr6t et ltefficacit6 de la rnEthode.

Caqchy

alec,Ja
ehaqu,'

dbfini,
des

par la.

llous sommes irdercsscs., dan;s ce travail d.lar6sohtion d\mproblfune deral pos6 pour I'dquation de kr, chaleur sfationnaire par u,re rr€thode bas6esur [a inrisation d'une fonetionnelle 6nerg6tique.

du prcb
le lxemier ehapitre; le earaetdre mal pos6 est introduit ainsi que la notion
rne inrrerse avee des exemples.eonerets.

I,a
Ies r4eux

letd>1.

]+e

du probl€me de cauclry est donn6e dans le deuxidrne chapitre av,ec
th€or€rnes d'existence e.t d'unicitd de la solution de 

"u 
p*obld** 

"r,

sidme chapitre est eon,saer6 d l6tude de la m€thode 6nerg€tique : eadreet analyse num6rique. Le p,robleme de cau-chy mar p-oi ,est introduit
rctionuelle a minim'issr quimiesme l'ecarf,euergdtique 

"rt 
," derxchamps;

est solution d'un probldrne trien pos6. une fois le eadre vafiationnel est



exter cette application intervient dans de nombreux processus industriels. Lastrat thermique d'un fluide parcourarrt un piper.ine g6ndr:e des contraintes

La
pouvant provoquer des d6gradations du mat6riel telles que des fissures.

de la temp6rature sur la parroi interne a,"" rripurirl" Jiaorr. 
"r-sentiel pour contr6ler l'6tat du matr3riel.

et flux
meflffes

Temp6ratrme et flux
ri identifier

Led
clus
on sou
Cet

Ftcunn 2 - Pipeline

nier exemple conserne ra ddtr:ction de contacts. on consid.dre un solide in-
un autre. A partir des-mesures de d6placement sur ia liontidre accessible,
te identifier les zones de conl;acts et de frottement ent.e ces deux solides.
ple est illustr6 par la figure 3.

Deplacements mesur6s (sur les surfaces extdrieures)

Zone de contact d identifier (sur les surfaces int6rieurs)

FlcuRp 3 - Inclusion

es travaux de J.Hadamard [14], le probldme de Cauch;r, irntroduit pr6c&
est consid6r6 comme mal pos6 et pr6sente une importantr: instabilit6 au

Seion
demmerrl

(l



l'6q

rest dit

Ch pit

Pr l6

rob bien et :mal pos6s
Fln

i.:*I,:l,9es 6quations aux d6riv6es partielles, ler math6:maticienJacques JIUTEII(1902) [1+1 u exprimd le concept de' frobronre rbien-pos6" Nousailons
f,T"-lufinition sous la forme de trois conaitic,ns.;;;;;;td;;

1.1

refldtent
et condu

Xet
:

Notons q
que le

1. La, ution
X tel

La ution
ry X
La
totl

ES IN\TCTSTOS

au l^a^::.1""t e.u'un T:,dul" en physique math€matique ait ,rr, 
""rr.

diant
adam
ci-der

r6solution raisonnable du probldme qu'il repr6senrbe.
deux espaces m6triques, A : x -+ y un op6rarteur. consid6rons

ution est stable (d6pend contin0ment de
petite perturbation des don.n6es y implique

(1. 1)

la donn&r gr); c,est d, dire
une petite variation de ia

At: U

urs. probldmes physiqu.es se ramdnent d, une telle 6quation . on dit1'1) est bien pos6 si res trois conditions suivantes sont v6rifi6es :

r existe; c'est d dire 
'our 

tout y dans y, il existe au moi's un rue Ar: gr (Surjectivit6 de ,4).

est unique; c'est d dire pour tout g dans y, 
' 

exiiste au prus unque Ar: I (Injectivit6 de ,4).

solu nr:

Plusieursr
ment, alc,

posd..

oi,t le probld,me suiuant

Ve> ld > 0telque d,v(y,g/) <6+ d,y(r,r,) <e av<>c,4r,:y,,
physique ne v6rifienLt pas forc6ment ces condjtio,ns simultana
i'une des trois condiitions n'est pas v6rifi6e rt te p,rorio*, i,.tr

au

JExempIei

Au: f



CIIA

16solu

m6t
placer
pal'anO

s0i1;

lindai

n de ses probldmes mal pos6s. pour amoindrir cette se'sibirit6, prusieurs
rs, dites de r6gularisation, ont 6t6 expos6es, et dont; le principe est de rem_pr:obldrnr: mal pos6 par une suite de probldmes t,ir;, r;;;; dqpendant d,un:'e dit de r6gularisatron e-t de teile faqon que la s,o,rutiorr approch6e orrtenuele : on ap,pelle strat,gie de regurari,roii.onde (r.r) toui;e zuLu" d,c,p,3rateursbcrrnds R'o :Y -+ X tel qrr" po,r, tout r € X on er :

I>ROBLEMES II\TVERSES

t;gR'(Ar): '
lJ:j:::]T:lll._1t ","': I'identit6; c est appet6 pra:rarndl;re de rr3g'tarisation

:;:T:":1ll:l:'ll1duction aux methodes de r6suJarisaiion les ptusr\ savoir la m6thode de Tikhonov 
"t 

b;;;;Jii.;'ffi;-i**ffi:i,:.

i.e, R*
On

O NT6t

et Y.

(avec
rnvelrse

1.1.1-. Soi,t Ro
Y, oit, est de d,im,ens,ion

Le prem
Par le t

:[6rons le;probldme (1.1), of ,4 est un op6rateur lirrtiaire compa{:t irrjectif, Xdeux espreces de Hilbert et supporor* qr"_g e Aet); i r:, le probr€:me (1.1)conditionLs) admet une solution unique. La non'continuit6 de l,oprirateur,4 rend donc le probldme consid6r6 Lal pos6.

un^e stratdgi,e de regulari,sati,on iottur l,,cp6.rateur ,4: .X _+
i,nfi,ni,e. Alors

,Or:t#:t,I: 
"" sont pas uniformdment born€ti; i.tz, i,l er,iste ,unrz su,ite

J€N L JIv Lell,e qUe

lim llB", ll"(,r): *oo

2.il A a pas de conuergence de RoA au sens d,e la nornut.

Lil
tudes dr:

llv-aull"<t

1it6 tri

Notons ,u f@ I/urla donn6e perturb6e or) le nombre d > 0 est le niv,eir,u de hruit, i.er

: initiale a € Y n'est jamais connue exacteme't (d, ca'se <ies irLcerti_

i:"j-.;1ry]ientales),.iI 
y a toujours un bruit ,l quii r,.ierrt ia perr:turber.

re sur llr"n - rlly on obtient

ll*"'o - rllx < 6llR,,ll"v,*s + llR,Ar - rellx

terme de'roite repr6sente ra majoration d'erreur due arL n'veau d€rbrnlit.
:dnre (1.1.1), nous avons vu que llL.llrfv,xl __) *."r lc,rsqu,e a _+ 0. Il ne

Notor:Ls :r D A'rr

!:!^.t_?oJ1oxi1att3n de, la.solution du probldme At:: !7, obtsnugavec l"opr6 de r,Sgularisation Ro et ra donn6e perturb6e 316. rrn. ,ri,itiru1,it |iirn6ga-

faut pas choisir a trop petit sinon I'erreur devient grancle. par cc,ntre le se,cond



CTtA Z'RE 1. PROBLEMES INVERSES

::11:::.:_"^9**:ul et r{,;laccrtu.iu, p.oposrxLt e*(A) : tt! * aA)_t
::T::'1t:::^T:llil ""1*?9igi:t et non born6 ,,.,. i*i'd,u";-); r,,itJ,*,

irts (il peuvent tendre formellement vers z6ro)
;6rL6r6s suLr la frontidre (pour 6riminer re, .onditi.ns aux ri:mites acl6q'ates):'ateur rnodifi6 est en g6n6rar d'ordre cliff6rent ei; peut atrl" a. miSmer typel, parabolique, hyperbolique) ou non que l,op6rat,eur initial.: la m6thode de quasi-reversibilit6 (en abrdviati.n (JR) n,est; pas uniqueIes prob,ldmes mar pos6s rencontr6s, il y a uner infinit6 de rn6tjh.des der',rent dt:re cr6es et mises en oeuvre seron les carirct6r,istiques <iu pr,rbidme

11

modi
nL6thoder est introduite par R-Lattes, J-Lions [1iJ et dont le p::rnc,irv uauu'D, .,_Lruls [riJ gt Oont le p::tncripre est de

::l:1i.tj:1.*,1,:o:rateur diff6rentiel A quirr:'r6siente le prrob,l€,rne auxlimites . pos6, ,lans le but de le rendre bien pos6.
Cet,te catiorr consiste d remplacer A par Ao : g"ll,,A) la > 0 petit) qui faitinter r d.es ternnes diff6rentiels qui sont :

Cet

"r,
)U

(elliptii
Notonrs
pou,r

QR qui

Dans lie hode or:iginelle , R-Lattes et J-Lions proposent g,,tt!) :, A_,a1.:z et dans

appel6 A.pprori,mati,on de yosi,d,a)
Maisr lc,

:::,:::*::T::]h'g",:t est confront6 d cert;ainrx diificutl;6s. r,a, pre_midrre

tion r fr1r},rvru\,uua-

Ti,-:3-.'-1::d: :1S,'",1" coefglen! d'eneur 
"1o,) 

.,iruit,enr cl,une petitepertur
et F-Rer 1T 1".:,,1"rn6es 

soit d,ordre enp(*) pour toute,.,*,'uiro;; ffi;ffi;r;frar - ,u, *v,J.rwruv_uD lt-_u

[]dr, prroposent une modification de cette ni6t,ho<1e e' irrtrodiuiisant unenouvell:

la md
(si lt
s.(Ar)

rk Le, ier avent;age de
qui irnpli
du te:mtrrs

une position

*Le

De,puLi

l'impressi
il est

d,ui,sent

urbation

Ao: s.(A) : -#ln(a * "oro), a)0, p>L

(optirnali

I.2 bldmes directs et probldmes .i:nverses

lique,
Ne'wton la' notion de causalit6 est ancr6e dans notre subconscience sciLe.nti-
avons apprlis d' poser, puis r6soudre des probldmes;rour iesquels les c',usessont don

bldme di
direct, il

cette perturbation r6sulte du faliL que (,zlo e L(H),,1, ce
correcte du probldme perturb6 <larm 1es deux dire,:iions

Leme aventage r6side dans la possibilit6 d'6tabli:r des r6sultat meilleurs
de 

'a 
m6thode) par rapport aux r6surtats obtenurs pr6c6demmenr.

's 
*n cher':hant les effets, ce type de probldm", 

"r[ co'side:re comnle F]ro-t;. un probldme inverse est donc la formulation inverse d,un pr'bldme
Lsiste d, dl6terminer les causes sachant les effets. cetl;e d6finit:ion donne
que les probldmes inverses risquent de poser des difficult6ei partic.Lrlidres.

'le 'le don:ner un sens math6matique d, ra phrase , rres rn€rnes cuuses p,o_
r'n€m,es ef;fets, c'est d dire qu'il est raisonnable d,exig3r que re pr'b.ldmedirect soit posd'. )?ar contre, il est facile d'imaginer que les nrcmes r:ffets puisisent



prob

CT,{A ?-RE 1. I'ROBLEMES IAIYERSES

emples de probldmes inversesi
pr6sentons dans cette section quelques exempr,:s concrets de probldmes

t;els qu'ils interviennent dans de nombreux domaui.nr:s de la science de l,in_

ll* effe'b, en raison d'incertitude exp6rimentale, des donn6e.s d pourrontnpatibles avec les entr€es x (c'est d dire qu,aucurr rsystdme ne parvient d,d d partir de x), d'oD l'absence de sorution po'r lers dorLn6es disponibres.rreux cas pr6sentent 6galement des possibilit6s de sor'tioru multipres. Enfinrctdristique tr6s r6pondue est la tr6s grande senrsibilit6 d,une solution pard, une perturbation des donn6es.

13

ma,l po

€trre .in

prodrLi

De
un€)

1.3

}I
rnverses

g6nierie

1.3,1

P
mogrinr:
consel

of ? est
sente u:n

oi l( est
tion).

En €rli

Cette 6c1

et une
Le

c et I(,

6ta,n

1;em

l?robldmes inverses en thermique
ri61;erminerr la r6partition de la temp6rature
rccup&rt un domaine (ouvert connexe) f,) de
ion de l'6nergie :

p"#+div(ql : f(r,y,z) danse

temp€rature, p la densit6 du mat6riau, c la chiareur sp6r:ifiq'e,
ux de la r:haleur et / une source de chaleur.

dans un rnat6tiau non ho_
1R.3, on ticrit tout d,abord la

(1.5)

{ repr6-

La lo de Fourier relie ensuite re flux de chareur au gracrire*t de tr:mprSrature

d: -K grad7 (:1.6)
conductivit6 thermique (qui peut €tre un tenseur et d6pend de la posi_

inant f' on obtient l'6quation de la chaleur en nrilieuL h6t6rogene :

AT
p" 

at - div(K grad7) : / dans f,)

n doit €tre compl6t6e par des conditions aux

(1.7)

lli:mites sur le bord de f,ltion initiale.

ilrverses peuvent 6tre pos6s, par exemple :

rldrne direct est de d6terminer ? connaissant res r:oefficients physiques p,nsi que la source de chaleur f . ce probldme est bien co:onu. prusieurs

'conn6 une mesure de ra temp6rature d I'instanl; fy ) 0, d6terminer ra
.rabure in.itiale (Exnver,n 1.4. 1).

donn6-une mesure (pa,rtielle) de la temp6rature,,c6t;elminer certains des
6tan

de l'6quation (Exeuern 7.4.2 )



CT"TA TRE 1. I'ROBLEMES IT\IYERSES

m,au.

pouuo'ir" spdci,fi,er le problEme imterse, i,I est tout tt'abord, neicessa,ire d,e prd.ci,_
elle ttohseruat'iontt I'on di,spose. cela d,€penrl bi,en duid,ememntt d,u d,ispositf

;al uti,Ii,t;d, ma,is en tout 6tat de cause, i,l ne serq, gdnL€rale:ment pas rdalister que l'on connai,t la tempd.rature en tout poi,nt. D&ns notre: cas, ces ob_

i,t plus'iewrs dfficultd,s poss,i,bl,es :

15

ch

du

robldme d,i,rect suppose connue Ia cond,ucti,ui,t6. th,ervni,que rK et Ia source d,e
f .e't 

con'si,ste d, d1term'iner la r€parti,ti.on d,e la tem,gt€.ia1u* T en tout po,int

du',mu,

(on pu

Le

tel qu''

OrL

Po
ser dez

dantr: dle

sol p,our

d'actuaii

compte

ns po'urra'ient €tre, par ercnlple, des nTesures d,e lu, tenzpd,rature d, l\ntdri,eur
riau,, ou bi,en des mesures du flur d,e chareur -Kt,X: ,r,i, r" bord,: d,u d,oma,ine

du,ns ce cas d'obseruati,ons frontii,re).
"obLi,me 'inuerse est alors de chercher la (ou une) .fon,ction d,e cond,ucti,ui,t6,
eri,ste une foncti,on T soluti,on de (L.Lr) qui, cozncid,e aaec les obseruations'.

alors on ,isque de ne pas d'isposer d,e suffisar,nment d]'bse,,ruat,ions par
"t au nombre de paramd.tres que I'on cherche.

lta'rt'iculi,er, si' la tempd,rature est constante d,ans ,un sttus-doma,ine d,e e, Ia
d'ut:tiui't6. tz'y est pas ddterm,in6e, cera nd,cessi,te d,e,s i,nf,ormation suppldmen_
s permettant d,e compldter ce tnanque de mesures.

i,n' t;ou,te rr,Lesure est entach,d.e d,'erye,trr, et d,,ailleur,s let rnod,i/e ntr:tth,dmatique
1.) ne re"flEte pas eractement la r6.alit€. A'ins,i il n,u a en fait o.,rt.c,trn.p rni<nnI tt'c lttJLfiLe pus ero,ctem,ent Ia reaLfiE. Atns,i il n,y a en fatit aucllne ra,ison

qwe le p,,robld.me ,inuerse posside une soluti,on.

L.3.2 Probldrnes inverses en Hydrog6ologir:
L'h

tl'abord celle d'obteni,r les obseraations : dans notrc) efrenl[)le, i,l n,est pas
te de supposer que I'on pui,sse rnesurer Ia templrature *i trtut poi,nt d,u

poreur e:st const'itud d,'une matrice rocheuse, co,rnp,,ren&nt les pores qu,i
',sser pass'er l'eau. Il est essent'iellement,impossi,ble d.e d,dcrire l,d.coulemint

dans un tel mi'lieu, h€t€rogEne, d,ans ra mesure oit [,'on rr,o,it ,prend,re en
dchelles spati,ales allant du centimd.tre (le pore) o,u tbilom,dtre (le mod,dle

et que la tl'isposi,ti,on prdci,se des pores n'est d,e to,ute ,fagon loas t:onnue. on
"s des m,od,Ples phgsi,ques s'impli,fi6s, re plus courant, €tint la lor, d,e Darcy,
hauteur de I'eau dans Ie rni,Ii,eu, appeld.e ,charge pi,6zomdtri,que, et notde
, dt lu u'itesse d,e fi'ltratio, d(*,u,z,t). cette roi, r,iontre que Ia uitess, est

rog6ologie, ou l'6tude des nappes phr€atiques, es1; une autre source abon-
probidmes inverses. Il est, en effet, difficile d'acc66r:r arux crruches du sous-

)srrer leri propri6t6s aqueuses des roches. on peul; cirber comme probldme
le contr'le des polluants dans les nappes d,eau s'ut,errairnes.

Exern 1.3"3. (Transport d,'un polluant par un aquifbre,)
Un r,nili
peuuetnt

d'un

regi,onaii,)

utilise
qui retliet

h(r,g,, z,
propo d, l'opposd, du grad,ient hydrauli,que :

d: -K gradh (1.12)
oil K estt coffici,ent de conduct'iait1. hydraulique. ce qui, ioeut en princiipe €,tre: un
tenseu,r, nou,s nous restrei,ndrons au cas oil, c,est un sc:ala,h-e.



CHA]D. 'RE 7. P'ROBLEMES il\TVERSES

Les
l'imL

q uns d'ent;re eux.

r 1..3.5. (Tomographi,e par rayons X)
la techni'que uti,li,sde par les scanners. [Jn tube d ragons x est mont€ sur
rc qu'i entoure le pati,ent. Les rayons 6mi,s sont ne,esurds pur d,es d,d.tecteurs
face de l'€metteur. Nous consi,d,6rons la si,tuati,r,n bid,imenti,onnelle, or), le

17

1.:1.3i Probldmes inverses en Imagerie m6rdicale
riences mddicales fournissent un grand nombre dr: probldmes inverses, dont
nce pratique n'6chappera a personne. Nous arllons 6vo,quer rapidement

un
plac:6s

domLa,i

su'iuent

men:,t ti,

X su,iu,e

u € R2',

reprdsente une secti,on transuerse d,u pati,ent. o'n supposl Q,ue les'rayons
zs li,gnes tlroi,tes, et sont attd,nud,s d, ra trauersd,e d,e.s ti^iius, proporti,onnelle_

'i,ntens'itd, elle-m€me, et d,la d,i,stance parcourue (l,ci d,e nooi"d. Les rayonst d'es lignes d,ro'ites, lesEuelles san;t p,rartetriseet; par leur ueeteur normal
Xeur d,i,sf,unce s d,I'ori,gine {figure X.l )

emetteur

Ftcuno 1.1 - Pararnetrisation d.e l,exp6:ience

notarft f le, coffici'ent d'att*nuati,on (qui, peut d,€pend,re d,u point),
ftian su'iaante :

fi,\ro + tfr)ir: -l(,su + tfr,)f (su + ttD

OTI: Ob-

AX:(su * ttt)t,: -X(su * tfri)f:(su * ttlArt

ue:steu'r un'i'ta'i,re orthoganal d,u. En fai,sant tend,re ht uers a, on obtient
diff€renti,elle su,iu ante :

ott A es7:



pitre 2

Pr h$me de Cauchy

ntroduction
donn6e une 6quation diff6rentieile ou aux d6rirrdes partlLellesi qui admet

it;6 de soltrtions. La pr6occupation classique est la recherclhe cle i,int6grale
d'une telle 6quation. Cette int6grale qui repr6sentte la forrne dr: toutes les
possibles, contient des 6l6ments arbitraires (paror,rndt.res ou forrctions) qui

2.7

une inli
96n6ra,le
solul;i
peur,ent

cas non
les 611

siblers dl

beaucou

lit6 de
rencont;

IR- (l:6q
u exister
la frc'nti
rale et <1

doit rr6ri

obterLir e

en sclence.

r6sentel' n'importe qu'elle solution, a I'exception des cas .part:iculiers'(des
isables). Mais dans de nombre'x cas et frdquenn:m.ent en ce qui conserne

)ns aux d6riv6es partielles, on est obligE de choisir pannis hs solutions pos_
s;olut;ions qui v6rifient des conditions donn6es (ac,cssr,rir.s). On s,int6resse
d,,:es probldmes non seulement d, cause de la difficulb6 ou de limpor;sibi_
ermination de l'int6grale g6n6rale , mais parce qu,iJs sont fr,Squemrnent

reux d.6ri partielles, les 6i6ments arbitraires sont des fonct:lonr], et leur ,cl6termina_

erons une 6quation aux d6riv6es partielle v6rifi6e dans un dornaine rD de
rtion es1; <iiff6rentielle ordinaire pour m: L) dans iequel l"inconnue not6e
est bien d6finie, ainsi que les conditions accessoiires qui sont clolnees sur
du dornieine. supposons que nous avons lrexpressi'", d. l,irrtcgrale gBn6-

'on cherch'e d, d6terminer les 6l6ments arbitraires clems cetter exprressiol qui
er les conilitions accessoires. Alors dans le cas d,u,n,e Gquation diff6rent;ielle
Ies 6l6rrre.nts arbitraires sont des paramdtres nurn6riques, et on peut les
6g;alant un nombre d une 6quation num6rique. N,faisr pour les dquations

nb une question plus d6licate, par exemple, on salt l,irnt6grale 616n6rale de
cie L,aplace Au : 0, mais, cependant, on ne peut pas avoir une solutionJ'6quati

sans corn liLcer,tion dr: calculs.
.ldtne aux limites vise donc la d6termination de lar fon,ction inconnue ,rl te]

<iueller sat

1.U 6qtratiorr ilux d6riv6es partielles.
2. Ders itions aux limites.

Le probld
c,hyt'.

ir,ux limites le plus simple est connu sous le nom de rprobldme de clau-

19



CTlAP JE 2. PROBLEME DE CAUCHY 2l

ae d,e CiauchA.. Etant donn6 un point (to,yo)
d, trouver une solution y : I -) lR- de (2.3) sur

, 7r,k> prolbldrnLe de Cauchy
un intervalle I contena,nt fs

dans inb6rieur, teile que a(til : Ao.

ion p'fuys6que : Dans de nombreuses situations concrdtesr, la variable
le ternps et y : (yr,...,A*) est une famille rle paramdtres dOcrivant

r systdme mat6riel donn6. L'6quation (2.3) tradluit physiqu(3ment la loi
n du systdme consid6r6 en fonction du temps erb dr: la valeu.r des para-

au cou
go==(

i,6soudre [e probl€me de cauchy revient d pr6vc,ir l]iivolution du systdme
rlu tempii, sachant qu'en t : to le systdme est dOcrirt par les paranr€tres

conists

l'6teit d
d'6volu
mdtres.

de don

Cauchy.
1.,.'.taa,m). on dit que (t6, gs) sont les d,onnd.es inittales du probldrne de

rte': It r6soudre le probl€me de cauchy revient dr, tr.ouver une enurbe i,nt6-
grale de (lZ.ii) passant par le point donn6 (ts,yo) e U.

Ire l me si-dessous montre que la r6solution de (2.3) est (iquivalenbe d la r6so_
lution d 6quation int6grale.

lem:me ',2,'r. une foncti,on y : I -+ lRm esf une sorution du problime: d,e ctr:uchy
s t:,ni,t'iale,s (to,Ao) s,i et seulement si, :

(i) tt

(ii) (vl

Fln e

f (t,u(t)
par ln

Pour
des solut
V& IllrOllt

viterf de

ouverte
ouvert, i

,ie lon

t:orttinue et (Yt e I) (t,g(t)) € U,
7t

I) a(t) == uo * | f (u,s(u))d,u.
Jto

'et si gr v6rifie (i) et (li) alors y est d6rivabie et on a,A(ta) : A0, A,(t) :
l[n'/ersemrgnt si y est une solution du probrdme de ()auchy , (ii) s'en dilduit

2.2.2 C1'lindres de s6curit6
udre l'6quation diff6rentielle (z.z), on va pluftrt cherclrer d, const.ruire
de l'6quation int6grale (ii) du lemme pr6c6dent;, e1; en prerrLier lieu, on

r qu'une solution passant par un point (ts, yo) € L'ne peut s,6loigner rtrop

O,n n ll.ll un,: norme quelconque sur IR-,
ferm6e) de centre z et de rayon r

et B(r,r,t (resp B(r,r)) la boule
dans R-,, Co:rnme {/ erst supposG

e.xister un cyli,ndre

Cs: lts - To,to + 
"o] 

x B(ar,ro)

2.711 et, cle rayon ?"s &ss€z petit, tel que cs c u . L,'ensemb,le c[ est fe:rm€
R?','r. donc compact. ceci entraine que I est b,o:rn6,e sur es, cest-d,-dire

M - sup llf (t,y)ll < +*
(t,y)eCs

borni! da



2. PROBLEME DE CAUCHY

re A est fin;'i pui,sque cs est compa;ct. Le thdord.me d,es accroissements finisi, fi sur Cs donne

23

auee (

Sous
Cauchy

Soit
On dit
si rp est

trique co

pour
conaerge

.Preuve

.Existe
,:i6e. On

d'ori par

q-I
u,uua \-Z-.t

I:p

fo(t,ar) - ft(t,az) :D, 
^_%u,€)(yr,i 

- ur,i)T oui

h,Uz[. On a donc

max lfi(t, gr) - f,{t, yz)l 3 mA maxl1t,s _ u2sl.

hypothdses sur y', nous allons montrer que Ia solution du probldme de
n6cessairement unique en utilisant le th6ordme du poinl; fixe.

, d) un espace m6trique complet et p : E -+ E une appli,cation continue.
a € E est un poi,nt fine de cp si g@\: a. On dit que g gst contractante

itzienne de rapport k { I, c,est-A-dire s,il existe k < | tel que

Yr,y e E, d(f ("), f @D S kd,(r,s),

2'2'1' soi't g : E -+ E une appricat'ion cantractante a!,'un espace m6-
et dans lu'i rn€,me- Al,ors g adrnet un po,int fine unique u, € E. De pfu,s,

poi,nt initiale ns € E, la sui,te i,t6,rde (*r)r>o dhfrni; par. n,+L : g(.np)
ers a.

r : soit 16 € -E un point initial quelconque et (r;o2s la s*ite it6r6e asso-
AIOTS

d,(ro, r o1r1) : d,(tp (r,p_r,), p (n )) S k d,(r p _ t, n e)

rence d,(r,,, nea) { ked(rs,rl). pour tout enl;ier q > p il vient

q_t 
/ q_, \d(r,n) < f d,(r1,r41) s (f nrl a(ro,r)

I:p \6 /
k!

On a doncI-k
.kp

d.(r^.r^) < d(ro,rt) yp < s\f/"r-!_k

que (zo)o20 est une suite de Cauchy. Comme (8,d,) est complet, la
vers ur point limite a e E. L'6galit6 np+L : vtgp) et lar, contiuuit6 de

*oo

< \ltr'
I:p

e'e qur
suite



2. PROBLEME DE CAUCHY

Lipschiizienne de rapporr Y ,u, f .

kpTp
pl

arrd tel que 
? 

( 1, pour une telle val,:ur de 12, ff est uner application
de l: dan3 F. Par ailleurs, f est u,n €sp,r,c€ m6trirtrue compret. Le

drr point fixe montre alors que O admet un point fixe unique y. t
ue 2'2.3. D'aprds (*), on uoit qae pour toute J'oncti,on z € t ra suite: f (r) conaerge uniformd,ment aeri Ia s,cruti,on eracte y, d,u probrimrz d,e

Equation diff6rentielle drordre sir-lp6r,ieur d, un
2.2.3. Une d.quati,on d,e la forme

25

et df

p afisez

con
rh

R,C

itdrd.e z1

Cauchy.

2.2.4

D6fiini

est u,n s
dd,f,ni,e s

comme "lim 
ko:T 

==0, il existe
?)_)+oo It!

a(il : f (t,y',...,y@-'))
t|me d'ord,re p dans lR- od f : U _) lR,,
un ou,uert 7 C lR x (lR*tra.

{2,.4)

est une apphi,cation contitzue

(i) (vr

(ii) (v,

^9'
Il est cI

Posons

Tbut

Une de (2.\ sQ* un interualle I c IR est une appr:ic:at'ion y : I -+rR- p.J'oitelle que

I) (t,a(t),a'(t),...,r(n*t)$)) e (J,

I) s{D(fl - f(t,a0),yr(t),...,0@-t)ft))
dffierentielle d'ardre un associ,d..
: que,le syst€me (2-a) esr 6quivalent d, un r;ystdme diff6renrtiel rl,ordre l.
== U, Yt == U',...,Yp_t: A@'t), on obtient

dY"-i:v
&2
i:Y,
'iYo-, 

- u,dt -'P-L
CI, T ^-Itr : f (t,Y0,Y,...,-.Yo-r)

(s) peut encore s'6crire

Y' : F(t,y)

y: (ys,Ur,...,yo_t) e (R",)o

. F : (Fo, Fr.,..., Fr*r) : (J -+ (R-)o
Fa(t,Y) : YL, ..., Fo-2(t,Y) : Ye_t, Fp_L : .f (t,y).

t,.s)

(2.5)

re diff6renttel (2.\ d'ordre p dans lRm est donc €quivalent d, un systdnrLe
(2:5) d'ordre 1 dans (R-)u. Il en r6sulte que le thAordnre d,existencer et

diff6ren



CH.AP ,RE 2. PROBLEME DE CAUCHY

la question qui se pose est : trouver uner solution de (2.2) terlle que pour
0u

tum,'- \ )s, 'u et 
fr 

ro", des fonctions de fr:,fi2;...tfrm__-!. donn6es :

2V

Main

2"3.t

Le
Cauchy

Th6orG

bour,

oil, f

Ons

Soit It

(*:o'
uolfrt,...

u(ry r.2, ...t frm-7t (*^)o)
0u,
6;- @ u n2 t .'. t n m-r t @*)o)

Uglirrl, fr2t ,..t fryn-1.',1

uyll,,ry fr2, ..., firo-l',|

der Caur:hy" selo.n I'hypersur;facepr6c6dente est appel6e "Protrldrne

rh6ordme d'existeRce et d'unicirb6 de caue[y-Kwalwesky
suivant affirme l'existence et l'unicit6 de ltr solution du probldrne de

le cas de donndes holomorphes.

2.3.t. (d'eristence et unicitd, de Cttuchg-Kualwskg) ft41, [lpNIl est bi, connu que cauchy lui,-ma,me et Sophi,a Kwalwesky et en m,€me temps Ltar-

consid,6,re le cas oil, (2.7) peut Abe rdsolue par ro:,pport 
^ ;H c,est-d,-ali,re

02u "/ 0u 02u \
A*k: t \'' 

rt' *'di6 )

od tn/aT\7vo\m)
une foncti,on holomorphe au uo,is,inage des ualeur,s (r)o, (u(*r,...,r*',1)0,

.\ / 02u .\
"''"'") 

) ,' \u"^ur(*', "''*^) 
) ,, 

et de m€me puff les fonctittn

rm--t), et u1(r1,...,n*_t) au uo'is'inage d,es'ualeurs (r)s. A partir de ces
conditi ; r,ls ont prouu{ que Ie probl,ime d,e Cauchg par" rapport d, rn : (*nu)o,
admet solut'i,on un'ique u ho[,omorphe au uoi,si,nage des ualeurs (,ra)o .

Preuve
Cettr:

[20].

onstration est donn6e sous la forme r6duLite de Goursat lLAl, IIZI,

que "f est holornorphe en ses variables, et cornsidd,rons le cas de
ind6pendantes et prenons rro : 0 pour sirnplifier les notatirtns.
aticln

3. un espace de dimension ??z on appelle Hypersur.face(oa ,surface)

02u 
" 
( 0u 0u 02u;, d2z\,

A*, 
: t \'' r,A, S|,N, a"ar, * 1

[1e],

derux

(2,8)

Ia sous vari6t6 de
dimension - 1 d6finie pa,r une seule 6quation reliant les ri ti'i:1,...,m).



Premi
d6duite
par une
la fonct

d6vel

lop
Cette

admeJ u
ficients

fonction

du dE

,Cn

'u de o

2. PROBLEME DE CAUCHY

ement on peut supposer eue as : ut : 0 (ce z6ro est ausiii la valeur de uz
de ll6q11a1ion' Dans le cas g6n6rar (w,ur,?/2 sont I 0) on peut rempracer u
nouvelle variakile [1= u-us-%1ff_ tr2fi2.). Choisisroo, g,o =, 0 et consid6rons
on majorante de /

oiK,p
(Les val 0u 0u 02u 02urs initiales de r, y, o, #, fr,#, #,, sont boutes nulles, et de m6me0g' 6yz'AiAg

Or peut remplipour la ur correspondante de /). on peut rempiacer u11,Et ulpar nri:mporte quel

K

WPA-"
\ 

p 
/\ 

R 
)

ft sont des constantes positives.

- f[--5q; - tr

1r_ 'a"* aa I [,_ aA]W_l
\ 

p 
/\ 

R 
)

de Maclaurin avec des coefficients p,csitifs, il est claire q,rl .. d6ve-
est un majorant de z6ros.
ntration sera achev6e si on montre que l,6quation

K
(2.12)

soiution repr6sent6e par un d6velopper,nent de Maclaurin avec des coef,-
itifs ou nuls. Le terme de droite de (2.121) sera rernptracii par une autre

ajorante en remplagant r par I o,i a < 1 :r,fin d'augnrenter les coefficients
t. La nouvelle 6quation%evient don,c

e une solution qui d6pend seulement de la variablft r, =. :x+du.l,a fonction
t satisfaire 1'6quation diff6rentielle ordinaire

dzu K
do' 

: 
(". ";ET 

- "
It-o' 'd,o llr_' =_:d6_lI\ p l\ R 

)



CIf:AP

2.,1

Soit

ou?
lR', P

noufi

de Cauc

2.4.1

(lt / est

4. F'ar
('x'rrn',| Q

5. En 96
de carr6
1,2(o);

T,RE 2. PROBLEME DE C}IUCHY

rntrer l'existence et l'unicit6 (au sens faible) de la solutir:rny statiomaire consernant cette dernidre €quationL. preno.ns

31

I?rob'lelrne de cauchy pour l'6q'ation, de la cha-
t,Ieur stationnaire
l'6quation de la propagation cle la chaleur

*# -Y.(k(t:)Vu) - f dansr!)

la .Fonctio:n qui exprime la pr,rpagation de Ia challeur sur u:n domaine e de; la clensirl;6 du milieu, c la chaleur sp6cifiqu e et k(r) est la r:onductivit6
thermi e (qrri d6lrend de la position).
Le r6gi e s1;atiorLnaire signifie que la chaleur est constantre tout le temps, cela, veutla fonction z est constante par rapport au tempsi, c'est-a,-jir,r g":, ;;l;

e donc

dire q

-V.(k(r)Vu) : f

On 
'ra du probldme

k:(r) : 1 s1
qrre Q esit un ouvert de lR." born6 dans une direr:i;ion.a

Probldme stationnairel avec conditionL de Dr,irichlet ho-
nn()g0ne

Le pr bldme s'6nonce de la fagon suLivante :

D6ter:mi r la fonction z dans un certain espace fonctionnel z telie que

(D\ [ -xu: 7 sur{) (o)
I u : 0 surf ( la frontidre de e) (b)

fonction donn6e dans un certain espace foncti,c;nnel fI"

ON \/A.RIATIONNELLE :,Foruvru
liup pour le moment que le probldme (D) actrnet une solution suffisament
rdgulidre au sens faible) u € H2(e) (espace de soboldv d'ortlre 2) b

iWultipli l'6qua1;ion (a) par ?r € H1(Ol) (espace de Siobold,,, d'orjre 1) erb int6grons
siur Q on hrti,ent

- | o"ud,(a): l rud,@)

^**:r"q1" 
si on choisit Ia directions de nnt ailors O C ^g :'-''XlK:a,<rn<b.

H^(q est l'espace de soboldv d'ordre m forur6 par l:s fonctisrrs de r2(o) (c-did
rle) dont; les d6riv6es (au sens faible) d'ordre inf6rieur oi-r 6gal d n,r sont aussi 4ans



PRPBLEME DE CAUCHY
33

* | o"y,ud,en Ir#"or: I f ,t
On obt
Lup

{ aest, nue

la(

s(
{ aest

D

filalemerlt par la condition (d) ra formule (,e) 
"*e 

pr.6cedemmenr.
: donc esf la recherche de a € Hl(O) qri -rcrin" 1piV, e At1O},

)l : l-fiY"Vud,a:]< ln lv"l lVuldCI"< llV*llr"err llvc,llr_,r, 
=

all;a,p1+ ll'plli,rnl) (JlVufii'p1 + lfoflz,lol) : llrllps,l llrlJ*rni

f in6gaht6 pe Poinca,r6 on,sait que

llwll e"ps < Cs []y ulfu, s1

une constarfte positi:',re qui d6pend seulement de O. Done

ll*ll?'rol : Il*,ll?"'tnt+ llvuj[!r,o; S @;? + 1) JfVuff],rr,1

tr I la(u,u)l: 
ll,lvol, 

onl - #ll"ll?,rnr

le th€ordmp de Lax-Milgram [ztl, le probldme (ff) adm*t une solution



CH.AP Rll 3: r'A METHODE ENERGETIOUE

not6es 
I )lrn,", et ll.ll_tp,-,, Ie produit rscalaire dans la duatit6 est n*t6 (., ),tr/r,.r.

35

fl.o d

llrou u e C2(O) tel que

-V.(k(z)Vu):fdans0
k(r)Yu.ii: / sur f^
u: T sur l,,,

(3.1)

Ce pr est consid6r6 comme mal pos6. En effet, I'e:r1;ension du th€ordnrc de

3.2'

Holmgre
solution
tence de
J-Had
sans que
Par
comtrrati

lemrne
So'it k >

2. Po

ersition dtr prob,l€:rne

d.nn6 u'terme source /, une conductivit6 ther.mique k d6finie sur f,), un
une temp6rature ? donn6s sur le trord f-, on ve:rt identiifier le fl'x et la
ur€: sur F,. Consid6rons le probldme de Cauchv suivant :

aux espaces de soboldv [26](p bs) [27], garantit l,unicit6 cl'un,: 6ventuelle
'us certai.nes hypothdses. te th6ordme de cauchl'-KwalwsJky assu.re l,exis-
solution dans le cas restrietif de donnGes analyriiques" D,*ns sies travaux,
1 [14J aflirme que le probldme de cauchy.peut €tr:e impossibler d r:6soudre

r co'ditions n6cessaires d'existence de la solution puisslnt 6tre exprim6es.
ut:nt l'existence de la solution d6pend de la vdrification dt,rs conditions de

il-it€r sur les donn6es diflftcilernr:nt formuiables expliciternent;.

.2.,.1. [1s]
3/2.

1, P un T fn;€ dans l{k+7(l*), I'ensemble d,e,s dann'ies $ pctur lesqruelles i,l
Ie pro,bldm,e de Caruch,y (9.1)

est

2. P,

wne foncti,on u € Hh+3/2(fl) satisfai,santl
rce dans- Hr (f ,).

urt $ fi,rd, dans.Hk,(l*), I'ens,emble d,es dor,tn*es1- pour Lesquelles i,l, eri,ste
,:J:.o:u.e Hk+3/2(e) sati,sfu,i,sant le problime d,e Cauchy iS.f ; est d,ense
.Hr*, (1,,).

tDoLff k: --Ll2 l;e lemme s'dnonce comtne su,it

1,P
e:x?,8

un T fir€. dans H1/2(l*),
unefonctionu€Ht(O)
g,r_s g-.r/2(l*).

urr, Q fi,rd d'ans H-l/'(T*), 
'r,'ensembre d,es d,onn€es T po,iur ktss,uelles i,l

une .fonction u e I1t(f2) sa,t'isfai,sant le lcroblbrne de ,Ca,uchgt iZ.t) est
du,ns H1/2(l*).

tt'ensemble des donn:,ies S poltr lesquelles i,I
sttti,sfai,sant le problirne d,e Caruchy:1 (3.1) esf

Ttreurrre 3,1, [21

On va, rer la premidre assertion pour /c : -"L/z,leu dexidrner se f:ait d,une
nranidre ue.



3: L'A METHODE ENERGETIQUE)

Ce
dans I'

lermme prdcise la notion de densit6 de l'en,semble des donn6es; compatibles
rnble des donn6es possibles. CeIa signifie que tcrLt voisina,ge de tout couple

ded (ies non crompatibles contient au moins uni couple, rle' donn6es compatibles.
Consi ns l'6quLation (1.1), soit la donn6e incompatible !, er,lors il existe une suite
de don cornpa,tibles (A")" telles que lly.-911" -+ 0 L.q,uantln -+ or). La rionn6e

!'n' t pas connpatible, la solution correspondante i n'est, rlonc pas d6finie, par
cons6q n1:, llr" -- rtlly -+,, 0 (quandn -+ oo) et Ll condition ,Ce siabiLlit6 n'est pas
verl , le probldme de Cauchy est donc mal pos6 a,u sens de Ha,riarnard, la solution
du. pro ldnre nlest pas continue par rapport aux donn6es.

On
pr,cbld

va maintenant r6soudre le probldme de compl6tion rle donn6es associ6 au
cle Caur:hy (3.1). Le probldme sr6nonce cornme siuit

37

Su la proc6dure d6crite dans [2], on introduit; deux champs distincts u1 Et u2
qul di par les conditions lirnites qui leurs sont imposOes.

Sur: f , r,l1 v6rifie la condition de Dirichlet, et u2v6rtfie lra corrdition de Neumann,
et ii nLent sur f,. On considdre alors pour toul; couplle (n,r) correspondant aux
lnconn du probldme de compl6tion de donn6es, les ile,ux F,r'obldmrx bien pos6s

sutl dcrnt les charnps uy et u2 sont solutions :

(rla,ra) sur l, tels qu'il existe u v6rifiant

( -v ' (k(r)vu): / dans f,)

\ u: T, k(rpu.d,: 6 sur 1,,,

I u: ro, k(r)Yu - fi: T6 sur I'.,.

( -V .(k(r)Vu1): f dans f,)

\ ut :7, sur l,,,,

I k(r)Vz1 .fr,: rl sur f,,.

( -V .(k(r)Vu2): f dans f)

I u, : T, sur f,,
I k(r)Vz2.fi,:d surf-.

I

E(rt, r) : I tt(")(Vu(q) - t7q(7)')2dr
Ja

(3,7)

(3.8)

(3.e)

Les deux champs u1 et ?/2 sont 6videmment 6gaux si le couplet (rl,r) rejoint les

rd:lles (rta,ri sur la frontidre f,,
la fonctionnelle

(3.10)

La rur:tion de celte fonctionnelle est bas6e sur une approche de type I'moindres

carr6srl et e,st corrnue sous le nom de rtfonctionnelle,Ce cott de Xohn-Vogeiius" et qui
re .f'6cart d'6nergie entre les deux champs diicoupl'lr; ur ett u'2. Ce*le construc-
tion sirrLilaire de celie propos6e dans le cadre d'identification de pa,ramdtres [3j [4],
et l:ride

alcrrs d,

ification d'une partie de Ia frontidre [5]. lLa m6'bhode 6nerg6tique consiste
udre le probldme de minimisation suivant



3, LA NTETEODE ENERG,Ertguat

6oremerpr6c6dent perrnet de pr6ciser les espaces auxquels appartiennent les
(d,T) et les inconnues (q,r),, en effet, potr toute fonc,tion n- e 1{1((?) teltre

gue V (k(r)uu) e ,t2(CI), on a

uly e l{t/z(r) et #r, H-r/r(T)

On
,t/z(l

Dams
s'

Le
don

(3.12)

se donc que,(d, T) e g,- /z(f*), x HLlz,(p*) 
"t 

que \,y1,r),e 1g-tlz(t.) x
-',If ,(espace des contrdles),.

&-s.-1- 'cons4di'r'ans tre cas,le plus gdn6r,al f : IL I)I\* nuecf uflf* f fi,,
la figu,re.,(3.1) :

FIG:URE 3.tr * ENemple de g6ont6trie

cais, otl ne perft restreindre les foncti;ons de g-Llz{T) d,nn;s II-|/2,F*) rarr,s
, d,e Ia eont'inwi,t6. fi6,protongement par,O, surl d,es fonctions d,e II,L/2(|*).

En effe , notons H 1/2,(T*) le d,ual,to,pdlagique de .H112(I'r*), an a, alors
6Jr/2,(p

On aa
) C,Lz' g*),,C II,-t'/z'Sy m), a,aec,iwjeeti,ons d:oNr,s€a e,t,continu,es.

tr.er qu''il nleriste Ttas d,,2op6r,ateur cont'inwe TI, tel que

tr e g\I{-t/z,{t);,H-t/2,(t*\y n 9'1r"(r), r2(r.,o).),

TIg, : g: presqae ,partout, Y g: <a I? (l) ,

qu'an,tel opdrate:u,r eriste . Soi;t} e H1l2(l,n),.an a

r- f
I As dl : | \IIs dl* Vs € Lz(T)
JT JI^
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espaces fonctionnels des fonctions sur une prartie de la firontl;idre ayant 6t6 in-
trodui , on donne maintenant Ie r6sultat suivant ccrncernant la tsohutionr du probldme
de l6tion de donn6es et de minimisation :

Pro tion 3,3,1. si' les d'onndes @,r) sont cornpati,bles et ,si,Iu sol,uti,on (r7r,r*)
)me de mi,nim'isation (3.1:1) eriste, alors (q*,r") est soluLti,on du pr"oblbmedu

de

En
ti,ons d,e donndes (3.7) d une constante prds pour l''in:,cor,Lnue d,e Di,ri,chlet.

, lorsqa,e te m;inimum est atteint, on a

Vu (rt.) : Yu2(r*) et ul(q.) : uz(r*\ * c dans' Q 0il, c: est une constante.

47

Preu
Si les

n6e

n6es (/;?) sont compatibles, il existe uner uniquer solu.tio:n ua du probldme
deC . L'unique solution du problOme de compl6tion rCe donn,6es est donc don-

(na,ra) : (!alr,,k(r)Vu6.frlr.) sur f.,,

u{qi : ur(la): ua da,ns f}

d'o'D

A 1 E(r1*,r*) < E(rto,ra) : A

ce qur l

Vu{rt*

plique

: Vuz(r*) et dbnc q(I.) : uz(,r'*) * c dals f,) oir c esl; une c.nstante.

Par uent, pour tout r € f
ut(r; rt.)lr : or(r;r*)lr f c :
== 11,e,f,)(r)(r.(r) + a) + 1'1".r*1(r)T(r) : uab,@) ,- 11't/z(|)

r)Vu1(r;n")lr .fr:
Lper,y(r)fl.(r) + Lper*y(r)6@l : k(r)'Vu6- illy(n) e tlT-'/'(t)

D'ot)
(n",r* *c): (na,ra)'.

Pou se ramener d, des probldmes homogdnes, il est n6cessiain:: d'introduire la
notion rel'dvement des conditions aux limites de Dirichlert. Cepa:rdant, les op6ra-

I.

beurs reldvernent 6tant d6finis dans les espaces fl"(f) (th6ordrne de traces), il est
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Ht,r^(0) * Hot,r,(Q) avec la norme associee llrllu - fllrrll?," + Ilo,
continue

[,a(u,a)12 : ]or(t,,,ui t az(fi,z,ur)I,

: lfnpyvr,yuldu*r t'l

lJn Jn@)vazvuzdnl

lin6galit6 (ol+b), <Z(o, f b2) on obtienr

I 
a (u, u) l2 I 2n K 11, * pt (1| I, r,r,, *l' . 

I I,v il,zv u z* l')
l

6 de H6lder nous donne

: zllNlltr:s,t fll'a,il?p + lla,ll?,ol (ll",ll?,n + llo,ll?,,,)

rctcive

la(u,u)l:ll,k@)1vil.112 dr + I,naltvup o"l

r de Poincarf i.mplique

l"@,V):l > it'lK(d I eh (fln,,f|,',o + llazilin}

ntinue

lL("),P I pilu1) + tr(ur)|2

43

ll?,")'t'

'rrrol)i'

ori V

{a,

la(w4u)

C'n a

Ih("'\l' 5

s



est 6q
contr0

L'
de A-1
peut s' rire donc
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valent au probl6me de minimisation (A.10). On
optimal. De pfus lorsque le contrdle optimal est

Ytq(rt.) : Yttz(r*) et ye4(4\ : yaz(r*)

et unicit6 d.u contr:dle.optirnal

ication o -+ u(o) est affine d'apr6s (8.16) (car :

r les deux membres nous donne u(0) : A-r(F)

J(o) :inro,o) - t(o) + c

une constante positive, avec r(o1,o2) est une for
et I:(o) est une forme lin6aire continue sw W:d6

r(o1, o2) : 2 (A,[ (u(or) * 
"(0)) , M (",("2) -I(o): -2(M (u,{o) - u(0)), trt (u(o)))

La fo hilin6aire n(o1,o2l est d6finie positive et non d€

ori c
Wx

vou rm

On

JQ,o1

La le .l(.) est donc strictement convexe. cela
un Inlil sur I4l alors il est unique.

Soit on une suite minimisante (i.e : J(or)
sons q te suite soit born6e c2est-d,-dire il existe une

on peut alors extraire de o, une sous suite o_ telle
'est-d,-dire Vg e W' , Jt*" s@*) : g(w), d,ot 

,Ji

ll""ll <
dans I7

que r(o,a) > 0 Yo € W, de plus

n(o,o)-llt-Laol[?,1r,, t o Vo

alors v6rifier que pour tout ) e]0; 1[ et a1, oz e W

(1 -,\)a2) - )J(o1)- (1 - x)J(o2): -]^1t -.1;

suite (J(o-))- convergente extraite d,une suite
ue J(o") -+ J(w): i!{rt(o).
donc prouver I'existence de la solution du

cercive et donc on ne peut pas s,assurer de
o, peut ainsi.ne pas 6tre born6e et ll

donc u
veut di

Nous a

n6cessai
suite mi

est bas6e sur le caractdre born6 de ia suite
de la ivit6 de J(.).
Or, on t seulement que .f (o) ) 0 pour tout a e W. La

mal ne ut €tre prouv6e. N6anmoins, Ie fait de ne pouvoir
contrdle n'est pas r6strictif puisque, cornme nous
peut uti une m6thode num6rique stable permettant d' la solution de

p sw 10.

alors a.r

nt otn a

45

= (4*, r-,) le

(3.18)

61

fie

o ,= 0, I'applicat.ion
0i. La fonction de cott

tlilin6aile contintre sul
conlme surt

o)))1,,1o1

(f|)

, en effet on peut

- 02,01- or) a A

que si J(.) atteint

* 
#J; r(")).suppo.

c>0telleque
ue om -+ cu faiblement
J(o*): ,/(r,.'), on a

Carrc\y (J(o*))n, cela

du contrdle.

imisar,nte qui d6coule

T{.,.) n'6tant pas
cercjivit6 de J(.), la

du contrtle opti-
Ixouver I'existence du
verrons plus tard, on



Io
* 

J,.r-Jn
* 

l,_
Par idt

.V .(k(r)V&(q-)) u1d,r * l.-O 
.(k(r)y1o2(r*)) u2dtr:

,(r)V p1(r1.) . fr rt o, n 
Jr^k(r)V 

p2(r.) . fi, u2 dl.
-V ' (k(r)V (ur(q.) - uz(r.))) u1d,r * [.O @(r),V (ur(rt\ _ tu2{r*)))

q. -- k(n)yuz(r.) . fi) u, dr + [ @ - k(r]Vut(rf) . fi:.] u2d,T/-U Lm
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io.n on obtient les deux probldmes adioints

47

u2 d,r

(3.21)

(3.22)

1.,a

nant;

optimal
D'otr

V,. (k(r)V Pr(q.)) - V . (k(r)V (ut(rt-) _ uz(r.))) r:lans e
p(q*) == 0 sur f- (par d6finition)
k(r)Y P1(rtr) .fr : rt. - k(r)Vu2(r.) .fi, sur t,

V.. (k(r)V Pr(q.)): V . (k(r)V (ur(r.) - ur(q"))) ctans, ep(r*) -,0 sur f, (par d6finition)
k(r)Y P2(r*) .fr : S - k(r\Vur(rt*) .fr sur r_
il'tion de ces deux probldmes fournit l,6tat adjoint p(r.r). t)n peut mainte_
ler le gradient de la fonctionnelle. on sait que pon, ,1u. l:: contrOle u soit
doit 6galernent v6rifier (9.20),

: (B.p(a),€)*,,w V{ == 1r, u} eW

/1 \
( tVJ(,,r), { ) : (B€,p(w))r,,u V{ : (p, rlr e\_ / wt,w

nition de B, il vient

, . ^\\w),€ ).".. __.: (p,p{rt!)}t/r,r. - a2(a2(u),pz(r")) \z€ ==(p, u) eW/ WI.W

'apr6s la proposition (8.3.1) et (3.22), on a

V . (k(r)V Pr(q.)) - V . (k(r)V (ur(r.) - ar1(r7.))) : 11 dans {)

k(x)YPz(r

(|o'r,t,r) *,,*

\14/

Et pie,r c

(;'

pllus

ition de az(.,.)

*) .fr: 
Q - k(r)Vu{n.) .td:0 sur I._

ona

: t *pyvu2(u)'Vp2(r.) d,n

Par la

a2(a2(u), pr(r.))
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:,::*t"Kl,fj:l']::* affi.ne-equivalent r), un 6l6ment de r6f6rence (tr, P, iy,
T_!J, 

ury application affine F bijective bicorrtinue telle queky, y : {0"u7lK a F@j)}, " i. : i;;[. :irf r.i"" 'li, un E xn,.
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(H3)
i.e, il
K_

3.4"L. [161
ns qu'on a les inclus'ions su,iuantes : py (_ Ht(R') pour.ri,out K e .fl et'/gt), 

ators

xo,n: {,o e f:f^!-'{",);,ri c ai(a).
me implique que xn C ?p1n-lTt(f)). on d6finit alors res espaces

Pos,rns

'*n: 
{an e X6; u6ly-: Qj et Xuh: {uo e Xh; uhlr.:0}

Xu,, et associons d cet espace Ie probl)me rCiscret suivant :
h --= X*n x

T
Suppos

Xnc

D'apr6s
(3.23)

T
eriste

I touver u: (urn,uzn) e V6 hlle que

I olun,un).: L(un),,Yu6: (uyr,zt21r) e V,r1

I u*"_ 
,oluo,?n.) 

:,at(unoun) i- a2(u21,u21,)
( "t L\u) : Ir(un) * I2(u2).

(3.23)

on suppose qu'i,l eriste

le lemme de Lax-Milgram [16] on peut a{firmer (rue Ie prrobrdme discret
,met une solution unique.

3.4"L Estimation d'erreur abstraite

n(

rc 3.4.2. [16J En o?t lu.hypotdses (Ht), (HZ), (HS), on <^,ooor" nu,.,ent'ier I > L tel que les i,ncrus'ions su'iuante:; so,ien:,t satitsfai,.tes

{pl*; p e P1(l'espace^d,es polynilmes de d,egrri l)} c P c HI(k)
Ht+t(k) + ? tkl auec ,inject,ion contrnue.

V du probl\me ua,iationnel (en 17€niral) est auss,i d,ans
une constante C i,nd4pend,unte de h tel,Ie rTue

llu - unllt,n < c ht lull*1.n

ot) s est l'ardre nt'aTi,nal d,es d1r"iudes parti,elres irlterueno,nt da,ns ,r,a d,6fi,ni,ti,on d,ezE"It

Alors, s'i, la solutiotr, u e
I'espace '*t(Q), il eriste

od u7, est la solution d,iscrAte.

Proposi rn 3.4.-[. En plus d,es hgpotdses (H1), (Hg), (HS),
> 1 tel que I' i,nclus,ion sui,uante so,i,t sati,sfal,te 

'

HI+r(k) .-+ ? fkl auec ,injecti,otz contirrue.

'ordre marimal des ddriud,es parti,elles ,inte,ruenant d,ans Iu:,

un entier

dd.fi,ni,ti,on d,e
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ce entre le probrdme discret (8.2J) et dir;cret bruit6 (J.rlb) donne

51

l?i'6galit6 de cauchy-schwara et ra continuit6 des op6rateurs de trace, dement et de reldvement, il existe une consternte C telle que

-. uoh, uh)l < e lW - Tu llr/r,r*llrrollr,n + IIO - do ll_r/r,r,,llrr,,llr,nl <

< c Lfir - Tu l:lr/r,r* + lld * du ll__, /r,r*)llonllvj

ta (a + b), < 2(o, + b2) nous donne

un - u6n,,n)| < c l1lr -Tull?/r,,_ + IIO - 6ull?-,p,,^)t/t ll,ollrl

"- u1, %f comme fonction teste, par coercivitd de la forme bilin6aire

e(un - u6n, a) - -or( @ r*g - To), un) * ((o _ 66),u,rn)r/r,r*

Iluo - dullu s 3 A,, - To ll? /r,r* + lld - do llr_r/r,r*)r,',
constante de coercivit6.

Prenons
a(.,.) il

,ori o est

En app

3.4.3

Lorsq

En utili I'in6galit€ triangulaire, on obtient

-"i"llv: llz- .un*un-"lnllu < ll,r- unllv +ll*o_olullu
t (3.24) et (J.27) sur (8.28) on obtient (g.26).

luction d'un critdre drarrOt pour le processus
isation

sation q
: les donn6es sont bruit6es , on resrarque au corlrs dn processus d,optirai_I'erreur entre Ia solution exacte u et aiproche" ;i;#;;;," minimum etla foncti

taux de
rnen0 et
rnstgnl
0n va
permet
Soit

(3.27)

(3.28)

I

de mi-

:elle atteint asymptotiquement un seuiistriLctement positif d6pendant du
}lr^T^.*T^|j|t":, looob:" .d {crations ""tt",*r"-* a,apenre rapide_m€me temps les variations de Ia fonctionnr:lie, apres le seuil, deviennent
)s par rapport d, son rnininrurn.

r estirne' ce seuil th€oriquernent afin de d6terrnintx un cr tr)re d,a*6t quistopper |algorithme d.'optimisation avant Pexplosion de |erreu.r.

EiOt, 
"l 

: t k@)(yu!,,(n) - vul)ro(r))2dr (3.2e)
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IVt.ise en @uvre

allons expliquer dans cette section les proc6dures mrrn6riques utilis6es pour
en Guvre de la m6thode 6nerg6tique, et pr€senter les r6suLltats numdriques
r:le I'applircation de cette m6thode sur un rexemple di: prolbldrne de Cauchy

pour I' dr: Laplace.

3.tt.1 F'rog6d-ur€s num6riques

CIIA

3.5

N

la rmi

L'i
ments

oil,1,;(u

53

ntal;ion de la rn6thode est 6tablie en utilisant la discr6tisation en 616-

is et; il est pr6f6rable de calculer le gradierrt de la forrctionnelle clans le cas
disr:ret Ce czilcul est 6ffeetu€ par la m6thode d'6ta* adjoirrt tras6e sur la d6rivation
du ien associ6 au probldme de minimisation discrert; l'avarrtage de ce choix
est que Ier g;radient exact de la fonctionnelle discrdti: est obtenu, ainsi que cette der-
ruelre ient facilement irnpl6mentable.

Su )RS qrLre la triangul ation JTde CI soit ca,ract6ris,6e p&.t rt; neudrs.
Soib p
(ri,l'<n

q les nombres de nreuds respectivement; sur lers fronti€rres lu et f* et
n: (au,az,r)t<t<, sont les fonctions de base, de I'espace cl'apprcxirnation V1r.

Onn .X,, r>t )(". les vecteurs correspondants aux inconnues de i\leumann et Diri-
chiet,
U2\es

et () Ies'vecteurs corxespondants aux donn6es de Neumann et Dirichlet, tL et
ttrurs correspondants aux char,nps ?/1 et ui2. An introduit lles nota,tions sui-

vantes

L*€
des 1 permettanLt de conserver les valeurs de tl et [/2 resrpect;ivement r;ur f- et f,,.

uer 3.5,1. Les formes b'ili,ndai,res ar(., .) et a2(.,.) sont'id,ent'iq,us;s, on note
d,onc -- Ky : K2, d,e plus elles sont symdtrique,s, les solut'iorzs unir1ues u1 et a2
respec des probld,mes uari,ati,onnels (3.13) et (3.14,), sont auss,i sol'uti,ons des

rl, e mi,'ni;mi,s ati, o n s

(4ir, ='(11(ay",,:u), (Kz)w,: az(u)zk,a,zt), (Fr)n == 11i(r,.r17r), (Fr,)*: Iz(rzx).

6r*(W) et L, e 4^,(R) sont des matrices conitenant seulement ders 0 et

le probld,me de mi,ni.mi,sat'ion su'iuant

Trouuer a1 € f11(f)) telle que

Jt(ut) { J1(u) Vu e ,El'l(fi)

Trouuer u2 e Ht(Q) tetle que

.lz(uz) < Jr(u) Vu € fi|1(f})

; - 1.'a 
- 

L1 L

f(")
gi{r):ci i=,1...m

(3.32)

(3.33)

== 
f,o,n(o,u) - La(u)

DElini 3.5.1. Soi,t %un prabldme d,'optimi,sation d,',,u,,ne fonctti:on 11,n uari,ables
contra'inliets de Ia forme gi(h,...,frrr) : cj j : .L...tn

n'11,n
t

S;C

SOUi9 fTL

g
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manidrg le systdme (3.3b,) peut s,dcrire

I KU'z + LT'P': F'(o)
I L,U, _ X"

discrdte et Lagrangien associE

: a{ilr,ur) - at(ut,u,2) - az(uz,u) + az(

E(Xr, X,) : (,!Jr * U).r K(q - (12

E6rl x,) : u{ IduL -- u{ Ktt2 - u{ xu,

te
adioi
sation

9t

du'gradienfi de cette fonctionnelle sera: effectu€
i:scrdte,en r{tilisant le Lagranrgien suivant assoeid
la fonctionJelle sous.les contraintes (3.36) et (3.3

,(Jz,)t,\2,Xn,X,) ll" lt l-L' L' _"'__',' : EQ\'X")__ 
| ,l* J L

- i )r, f'I xuriti,
Lr*J L L,u,-

r,Uz, \t, 
^2iXryX") 

:= (U1 - U2)r K({Ir - Uz)
--^{'(KUL+ LTlp, _ F,

^gt(KU2*LTpr_F,
r5r. fondameptale est que si Ur(Xr) et U2(X,) vlrifi
i7), on a llidentitd

91Ur,t-tr,, A1, )2, Xq, X,) : E(X,r, X,

cette relaiion par rapport reux variables X, et

55

(3.37)

k(n)VuzYuldr*
o

uu)

ym6triques. Lorsque on
E on obtient la fonc-

u{,Ka2

(3.38)

Ia 6611164e d'6tats
probldme de minimi-

htE{,pt-4.1
L'*Ut - @ J
F"1

TJ

-t@*u,-e)
- &r(L"u, - X,)

les dquations d'6tats
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(t - a)r(r) :1"'(r) s 
"(r)(1 

+ a)

-(t + a)T(") < -f {4 < T(r)(o _ 1}

ft;r'a1 < -ar(r) sr(r) -f (d < ar(r) < 1\ray

lt, I 
Er-'l S &, (llrull7r,,r*+ ll6ull,-,r,,,r*)
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ori :

toire
-z4a
ehht
P.our

d'od

En
(3,31)

La
de Ia

3.5.?

,On

qutune
normale

FIcuRp 3.2 - Anneau
0n
ftril

e albatoire continrre sur rm esp€,c€: probabilise (O,B,p) suit une loi
para"mdtrgs rn € n{, o € Ri, si sa Jensitee ot aoo"opar; i6:

n t:lt les 
,noeuds..d" 

r-. les xa sont les rearisations drune variabie al6a-

,iyt^T:^tr,r^* distributiorr norma-le {Gauuisienne) centr6 r6duite (X *
D ' o:, va jdgne m4jo4er Ia norme de la diff6rence ;;-1" ;;ffi* b*l
,cres ef, brultees comme suit :

ll?'t-?.ull,re,f* s *," (*,h) ll?oll,r","*

Tl,d". 
h 

to..*"" 
fagon pour les conditions de Neumann, re critdre d,a,rr€t

D S:ecrre clp Ia tagon suivant;e :

t t/Ztr'
VrelR



3. LA AETAONF EN,ERGETIQUTI

fhi lrlrnritii

IGURE 3.4 - Champs de temp6ratures : exerct et id.entifi6 (b : 0,03)
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n

I

l

g. -,it1 {
Chrar.b.ta...ilre - | *.._

rLt

Ons
t6es, Jles

Sr0S V€r,Il8,

d'arrdt

Les
ai \Ys
par les

FteuRp 3.5 - Evolution rje ll" _ 
"j,;llu 

par rap,port ri fir

) en comparaison de l'erretu tlue au trruit. la figunr B,.g represe,nte le com_de I'erreur et la fo*ctionnelle par rapport d,la nsrnne du brnit et€finie par :

lldll : (ltr - TollT/r,,-*+ lld - Oollr_rrr,r,..l'/,

esse maintenant aux solutiLons identifi6es dans lle cas de do*n6es brui_:s 3.9 et 3.10 d6crivent l'6rrpfu1i6r, de llerreur eb de la frrnctionnelle ets au cou's du processus d'ioptimisation ainsi que le seuil etr; ie critdreI'it6ration d'arr6t

tions du probldrne de cornpl6tion,de donn6es, av€c dles taux rce b,uits de 3%les 
^champs 

de temp6ratures identifi6s sont reprrisient6es respectiver:rent
3.11' , 3.12, et 3.13.
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1.1 _ .E"nt+tl.: *,colrrs: du processus dloptimiqation,
tg, 3'11), a + 3Y,o,,fr :.0; 08,

se.uil et it6ration

*x

l0,:,Erot*ly :" ":rr3 du. processus d'optimisption, seuil et it6ration
,3J2), a :15%., h., --,0,,08.
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lusion

En nce, les,probldmes inverses sont divers et; Ieurs
danrs nombrerx domaines, tel que l,'6l6ctrornagn6tisme,
m6di , le traitement de I'image, la m6canique des str
G6n6r les probldmes inverses r;ont mai pos6s (au
rend resolution assez d6licate. Il existe toutefois desqui ont un large champ d'applications, tel que les m

r6s.

Les

mal pos6s dues initialement, d, Tiklonov r:t la

de compl6tion de donn6ers sont des prc,bidmes
lesquels connus par leur caractdre rnal pos6 du aux
sur .les

lemme
eqpaces lesquels doivent appartenir ies donn6es
Plusie
probldm
stabilit6 orsque les donn6es de Cauchy.sont bruit6er;.
Ce
tique ut

ire. Cett;e m6thode est bas6e sur la minimisatio.n
icoflt ite par une approche.de nroindres carr(:es et
sultats teurs et d,l'avantage d'6tre adaptatrle ri di
r6gis op6rateurs 6lliptiques, paraboliques et hyper

onn6es qui remettent en causr3 I'existence ert ia s1;
e densit6 des donn6es de Carrchy et le thr3or6me

m6thodes num6riques ont 6t6 proposGes pour a
de compl6tion de donn6es. Ces m6thodes pr6sen

ue concerne l?6tude th6orique et num6riqr:e dlu
is6er pour r6soudre un probid:me de compl6tion r

,63

plications se retrouveRt
g6ophysique, l,imagerie

de Hadamard) ce qui
iques de r6solution

de r6gularisation des
des rrroindres car-

de type Cauchy,
itions de compatibilit6

it6 de la solution. I-,e

traces pr6cisent les
que la solution existe.

la soiution du
t une importante in-

rn6thode dite 6nerg6-
donn6es en thermique
d'une fonctionnelle de

et d'obtenir des r,6-

types derprobldmes
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