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.Meguel,latni Hanane

ou, .: o:Ir g]

L,.:2 Fl tt potr4it de phase, point singulier', orbites
iodliques

Soil; [/ un o
application

dle R', ur[ champ de vecteurs X de classe Ck sur t/ est la, donnde d'rme

: U -+.R' de classe Ck

X : r : (x:t,...,sn) *+ (fi(ri, ..., f"tr)).
le s3lstbme {iff6rentiei

it : fe(rt,...,fr,r), 'i : l, ...,r1,

( 1.1)

(1.2)

oi ,les a == (r1,...,fin) * f{r} (appel6e composantes du champ de vecteur X)
so,nrb des rie classq C* sur l'ouvert [I. D'aprbs le th6orbme fondame.ntale, il existe

unLe solution unique r(t) airx 6quettions (1.2) telle que r(0) : 2,'.

D,$Rnition
la ualeur de

.2"L la tnrreBpond,unce $s : frs r) r(t) qui assac'ie d une dann4e i'ni,ti'ale ro
sol'ution m&simale r(t) au t'e'Inp t, qui cor-respond d, cette d,onde initiale,

i("0) : 0, 'i: \,...,n.

a:s est url, zdro d,u charnp ale uecteurs ou un poi,n't d'6'qu'Lli,bre ( ou auss'i

). Un,Ttoipt qui n'est pas si:,ngulier est di,t r6gulier.

est appel6 Ie a,u temp t du ch*mp de aecteur X. Le flot du champ d'e ttecteurs est

I'a,p,1'1s61ir* i as:;oc'ie d,flt,r) Ia soluti,on r,ruarimale r(t) au temp t qui, correspond d la
do'nn€e i,ni

k: ,ft,ot est

(t,r) * Q(t,r):ft(r): r{t).
rcrnplet lorsgue cette corrspand'ance est d,€.fini'e pour toute oa,leur de

t <= [-m, *

D,6lfinition
le point ns

.2"2 L'orb'ite (ou caurbe mtigrale) 1 d,u chump de aecteurs X passant par

de (1.2)
l* courbe d'i,ff1rentiable formde d,es paints r(t) de A d,onnis par la saluti'on

dorw#e 'initiale na. Cette courbe est or{,entde par le sms de uariation d'e t.
Sat tangente poi.nt,x(t) est la daroi,te affiine passant par r(t) de dirwti.on t Ie uecteur

x(r(t)). dist';ingue 4rlentuellement I'orbite positiue ?+ :{ r(t), t > 0} ef I'arbi,te

{ *{t), t :i 0} passant par le :ooi.nt r(0) : so.neigatiae 1-
Le: )oartrai,t phase du chp,mp d,e uecteurs )l est la par-titi'on d,e l'ouuertl) en les arbites'

D,6lfrnition .2,3 Un poi,rpt si,nguli,er d,u ch'amp de uecteur X est un poi'tzt fro d t'out'es

les du charnp s'annulent simu,Il'.andment :

On di,t aussi,

un point

Juin-20L5



Mdrnoire ni Hanane

Dr6lfrnition 2.4 IJne orhite piriod,i'que d'un champ de uecteur X est w+e orb'i,te passant

wr un w'irfi , qud n'est Ws un poi,nt si,nguli,er, pour leque| il etiste un :nombre T > 0

appel6. udrifi.ant

r(?) == seqg;.

p6riodr: minis6,|6, le plus petit nonrbre r6el positrfi T qui satisfait cette

mr:rltipies de la pdriode minimale sont aussi des periodes. Lorsqu'on ne

, llar exeqrple pour une orbite p6riodique de pe{iode ?, on comprend

minirnale .

L.:3 s es diff6rentiels autondmes

Dd:fi.nition
la J'orme :

.il.L on appelle systime d,iff*rentiet autondme plan tm, systi"rne de

| *: P{r{t),y{t})
I gr: Q@$),v(t))

(1.3)

O:r qualifle
condition.
prdrise pas

tou.|ours la

d,rou.T: "'-
dt

le plan d,es l! . * E s'appelle le plan d,e phase.

le c:hamp de assacde au systdrne (1.3t) est notd, X : (P,Q).
qu,e lt'.s foncti,ons P et Q de classe C1 (donc Ierc gnnditiont d'e Cauchy-

Li,pchitz

L*4

sati,s.faites en tout point ordincr,i,re du systime (1 3)).

lin6aire X : AX telle que :

A: I o'tt ott 
1

L azt azz 
J

allec d,et{A}

it ele phase local pour ce systbme est ddtermin6 h gartir des valeurs

de A. (le seu| point critique (0,0)).

)2 deux valeurs propres de A :

ificatiton des points d'6quilibre, lin(iarisation

r soit tr1

10 Juin-20l5



1) lPoint
$i i1,
(il est

lYeud:
si .11 <
stable).
si.\1 >

2)

Meguelllatni flamane

sost rdelles et de signes distirrcts, le point singulier (0,0) e* appeld selle
insta$le).

, et 12 < 0 =+ le point(O,0) ,est appel6 Neud (il est asymptotiquement

, et .\2 )' 0 =F le point(0,0) est appel6 Neud (il mt instable).

11. Juin-2015



M6:noire

3) Foyer:

Meguellatni Hanane

Ptiq,q*PetPt'o'
+ l,e poirrt{fl,O) est appel6 foyer (il est instable).

=+ le poir*(p,0) est appe16 foyer (il est asymptotkluement stable).

o Jauo telle que : q + a et pt ,:0 + le point(O, 0) est appeld: centre (il est

stable).

sip>
sip<

r == f(r)

12

non lindaine autondme :

Juin-201"5



Meguellatni Hanane

r"), f : (h, fz,...fn), consid6rons le systdme diff6rentiel autondme :

t:.f(r)
et rg un sirigrnlier poUr ce systirne.

Ddfinition 1 ,t 
',1,e 

systEXne b: An ot), :

D6lirdtion 1.

Mdrnoire M

fr : (r1rt2r..

fio cst un
A: )Df (xo) n

D6fii4ition 1.

fro est un

e $a est

o ito €st

t :VO eSt

autre est

1.5

Ddfirltion 1.5
'un ouaert U d,e

';un interualle [a,gifr:*x,on

tDe m€rna d,ans

A:laf' I

LM@,)): Df(re),

est 'appelli \in4ai,risation de c'e systime €ft xs ou le systime lin6ai,ris6 en

lt: f (t)
cr"iti'q'u.c du systbrt'c (L.4) est arit point criti,que hyperborique si :pw des ual\urs propres auec ioarti,es r€,elles nulles.

(1.4)

*:f(x) (1.5)

hypefboli,que d,e (L.5) :

ip'uit si,Iep a.p d,e Df (n) o,rtt tles Ttarties rlelles rft,gatiues.

sourve sl les a.p d,e Df (rs) ont d,es parli,es r1elles posi,tiues.

s'elle si Qu moi,ns l'une des u.p est auec partie r*elle positiue et une
ytartie rdplle ndg ati,ue.

Ie lirlrite, cycle limite

Soit.$(t,p) une courbe int1,grale d,u champ d.e uecteurs X, d1finie sur
, qul passelpar Ie pointp. On, su,qrytose. e.ctte cou,rbe,intf.qrale rl|.finitz nr

it l'em,serfi,ble u-limite d,e I'orbi,te carnnLe

) -. q e U,,{,1 edste une sui,te f,? -+ +oo, }!g6(t") : q.

cos oti a: -oo, on d,6,fini,t I'ensemble a-rimite d,e |orbi,tet cornrne

) =, g €: U,fi eri,ste une sui,te tr 1 -x,,lim $(tn\ : q.
n-+m ' ' '-'

possant par p et si, q € lpt alors w(p) : w(q).lii 6 d,6signe I',

13 Juin-2015



M6moire Meguellatni flanane

Preuve:
,8. lllle est
Soit G I'in{

E. o

,mons qU'il
Ssent6e par
r de cette

lf ",H

avec dduF:

existe une solution p6riodique r de p6.riode T csntenue dans
une trajectoire ferm6e dans Ie plan.
:ajectoire d'aprls la formule de Green on a :

rffila"au: 
,[,too-sdn

: 
,[^" v@,il# - s@,ilff1at

J'O

fT: | 0d,t:0
JO

) =+ Il ne peut pas avoir de solution periodique contenue d*ns

n'etdrnd: a?rr

.re. dn. Duhc) ,9odt F : (f,g)" e C'(E\ o& E e-st

re dans Ru. S'il esiste une foncti,on B e Cr(Ej tet
nent nulle et ne ehange pas de $gne daas E, alws le

| *: !(x,y)
I i: s@,u),

nie enti,Erenr,ent contenu d,ans,E. , ,,1 ,,, , .

ll:lw.

w

Preuve :

E. Ellle est
Soit G I'inl

E. o

rsons qu'il
sentde par
: der cette t

l,,rrT

diuBF

:xiste une solution pdriodique r de pdriode 7 contenue dans
rne trajectoire fe::mde dans le plaa.
ajectoire d'aprds la formule de Green on a :

3n 1l

Qaua 
: 

J.."foo-Bsdr
fT: 

J,"u' 'Lf 
@'')# - s@'Y1ff1at

IT: 
Jr,, 

Bod't: o

= 0 =+ I1 ne peut pas avoir de solution p6riodique contenue

15 Juin-2OL5
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CH PI].rRE 2
La th rie des indices

13,;ru
itre nous ilh4strons la thdorie des indices, nous donnons quelques ddfinitions

rdsultats perfnettant le calcul de I'indice.

des points critiques

auton6me :

2.7.

Soit le

et I une
champ de
l'ue des g.

D6finition 2

! *: X(:,c,,s)

t g: Y(r,y), (2.1)

ne contenflnt pas de points r:ritiques de (2.1). En ehaque point {r,y) le
r (.X, Y) d{finit une direction et g I'angle que fait le vecteru (X, Y) avec

"L li,'i.ndi,ce d,e Ia rcu,rbe| relati,uement au champ de uecteur (X,Y) est :

o& A,$ est la
sens posi,tif.

de l'P,ngle Q qaand Ie pai,nt {r,g) parcourtT rm,e seule fois darw Ie



Exemple 2.

etf' Ie cercle
pour cela,

D'oit,:

Soit le sAltdme :

I*:X(*,tt):2t2-7
I g:Y(*,s')-Zru

: (zcos2 0 -1,2cosfsind)
: (cos(2t?),sin(20i)

Meguellatni Hanane

, chereh@ns l'i,nd,ice de T relati,uernent au ch,amp de uectel.lt'(X, y)
:

(*,g\: (cosd,sin9), 0 SF <2n

(lx,Y)

AC116:4n+Ir:T:2.
'Jd

Remarque .1.3 L'indieh est un nombre entier relatif, il peut dtre nul.

2.:2

pofl)ns:

tion de f indice

(*,U): {*(t),ytls)),ss ( s ( s1,

P : {{r(s),y(s)r)/ ss S s < sr}
c'est i, dire

17 Juin-2015



I\ddmoire M Meguellatni lfanane

tsd :
+

:+

+

=+

+

d'o,t) :

r^rl

:

X2 +Y2

Prreuve : a d"aprbs la formule de Greerr-Riemann :

XdY _YdX

/,*t\ ad -#x-#Y'y-' Xz) ds X2

,td:_X #x-#v
ds Xil +Y2 X2
dd _#x-#Y
ds ){2 +Y2

dd,-'-&3
d,s

dY v dXtr
6tr - EI :^-Plv-;*o
XdY _ YdX

Xz +Yz
la ( x \ a I Y \l ,

Lax (p* yu ) * an \p +e )ldxdy'

a

*t::
* [,'

*4"

*f..
lI"
0.

de f4.oir ,9s est I

18 Juin-2015



Meguellatui llanane

.4d'une liant I et f', et soit le chemirr C ddfnit par ABAA B'A A.Prreuve :

Puiisque C

c'sit i, dire :

d'otr

Or

d'oi

cee:i

conl;ient de poirrts d'6quilibre on a :

Ic:o

1r
J- 6 a6:olr Jc

** fo^,ao+ A,** f*un4:o

f^o*='- t'u,ood

*f|do $dd:*]
/r : I'r,. i

19 Juin-2015
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M6rnoire Meguellatni Hanane

Remarque

a} On aoit
muis iI

b) ,St ona j

point d

(I non

2.3

we l"i,ndi,ee )
ldpend, des p

t point d'6qu
nne l,e m&mt
lr).

, d,u champ d,e aecteur (X, y) ne il€pertd, pas de l* cour*e t,
dnts d'6quilibre.

libre dl'intdrieunt d,e|, n''imptr"te quelle eourbeT rnntenant ce

i,nd,ice; Pour cela, on di,t que I est l''indice dn pint d'4.qillibre

W dtr wtl

i*l

I Pi,i: L,...rh.

Pts:uve :

ave,c der:x
imprlique q

Or

d'oh

Ia preu
.f1 et l;

I

{

re pour deux point d'6quilibre. Constmisons un contour f li€e

. L'int6rieure de I ne contient pas de poiuts d'6quilibre, ceci

/r:o

-: * f ,+- *, A,no- *. f,,or

=+ /r - /p, - Ip, :0

--.--.*,*
{-J.t+ \str)ruar6 

/L-*J
/r:Ir, ;Jr". a

t0



M6rnoire Meguellatni Hanane

2"il ce des points critiques : selle, centrer Neud
et

Si n'n connai la narture drr point d'6quilibre, on peut en d6duire l"indictt :

Sr:it le systeme :

[ *: ,K{r,y\: a

I i-){(r,y)--a
L' (0,0) est up point selle.

le port de ph.a.se &ssoci6 est :

Ld: *2r + /r : -1.
L'irldice d'un poirrt sr:lle est toujouns 6gale i, -1'

Soit le systdme :

(0,0) est un point centre.

I r.: *,la:r
L'
le de phase associe est :

'27 Juin-?015



Ld:2r+/r:1.
d'un point centre est toujours 6gale d, 1.

point
socie

i est 
$n

pna"se a,

(0,0
tde

&- Neud:

L'ori
le

Juin-201522



Ad :|2n + /r : 1.

L'indice d'un point Nmud est toujours 6gale A, 1.

Meguellatni Hanane

{::* a

L g':r+a
(0,,0) .tt u{r Point foYer.

t de phase flssocie est :

L6:'pn+/r:1.
L'i4dice d'tm point frrycr cst totrjotrrs iga,b i 1.

Ie nombrc de chttngernent de { du ^x d +m, et soit q le

4 du +oo ri -crc, alors I'inrli,r.tt est 6gale' i, :
.l

IIr:';(p-q).
z

Jor:darr [4]. O

2!,3 Juin-2015



Mdnnoire

Exermole 2 2 Soit le

d,'oti. :

donc:

Exemple 3 Soi,t Ie

Yr
Xy
Y1+EnA(1,0)'i: _o* : -oo.

Y1+EnB(t,o),i:+:*oo.
v-1

EnC(-1,0) 'X:+:-oo.
v' -1EnD(-I,0) ' ja: +: *rc.

F:2 ctt {:0

1/r:;(2-0):r.z'

i:: X{r;g} : -y
il:Y(r,a) : r

*: X(:r,A): s
*:Y(r,y): -y

Meguell,atni l{anane

it4 Juin-2015



Mdmoire

d,'o'it :

damc:

Excuqplg 2 .4 Sait le

du point

\==_y
Xfi

Y-1
En A{4,1) : *, 

: 
0* 

: -oo.

Y -1+EnB(0,1) 'i: O- 
:*oo'

y' -1-EnC(-L,0) : ;;-'--\ -'-/ 
^: 

0-
t' -L-EnD(-r,O) 'ii: * :*oo.

F:2 et 8:0

1rf::(2-0):r.
z

{ tt : X(r,y) : yz

I i:y(r,y):az
(0,0) le systime li'n6arisd est :

{ r:o
t i:o

nulles, on ne peut ri'en di,re.

Meguellatni Hanane

Ies aaLears )r, )e

:25 Juin-2015



ggg*

Ona:

G,

F!.f,

D

un

Yn&
+==+xy3

*{l

Hanane

E

-*r
trl
I

il.Q

:t

:I'ot) :

ilanc :

An peut

Eq

1{1
En A(L,O) , jr : 0= 

: -*.
.",Y 1

En B{1,0) , 
_K 

: 
5; 

: *oo.

.Y -LEuC(-L,O): X:0*:-oo

.Y -1EnD(-t,O) ,X:b-:*oc

P:A et Q:2

1

ft:J(0-2):-t.
z

t d,la pl*ce d,u carri.

gz*.r sa i*** u*u wbi"t'e vltlbfuau" a* wgttrys :.fp11, ators tqo't*fu

26 Juin-2015



M6moire Meguellatni Hanane

Prelurye : {J orbite pdriodique C d'un systbme autondme :

f t: .y(r,a)
I i: 1'(*,a)

conresponrl h trne courbe ferm6e, le vecteru {X,Y) est tangent ,h cette orbite e,n ehaque
poirrt (r, y), variation de / est donc 2n, d'ot l'indice est (+1). O

2,,11 P ri6tds

o On did it pour un cvclc limitc C quc La sommc dcs indiccs dcs poinl;s d'dquilibrc i,
l'int6ri de C est 6gale h 1.

o L'intdri re d'tm. r:ycle limite ne pertrh pas 6tre rme r6giorr qrd n'ia aucrm pcint
d'6quili ou qui contient seulement un point selle.

d'une courbe ne change pas quand on remplace (h, fz) trar (--h, -/z) dans

t Ot == fr(r,A)
t g == fz@,a)

oL'
le

oSif
critiq

une orbite p6riodique, et I contient des points critiques; Si les points
sont hyperboliques, alors I contient 2n*l points critiques (prour un certain

n)0), sont des selles et le reste sont des puits ou des sourses.

ce d'un point critiique simple2,5,

Soit le

{ f.r: anrt * anrz
| frZ: Azttt t AzzfrZ

,4: I ott o"1
L azt azz l

{2.2)

T'hr6orbrre
(1t.:2) est :

),.5.1 Si det,f * 0. Alors I'irul'ice du poirrt tl'€q,uilibre (0,0) tl,u systirrrc

( t-1 - si, d,etA > 0
/((o, o)) : t _; :",;;;;;2;

21' Juin-2015



M6rnoire M

Pr:e1g1g:
point (r1,c2
une directi

Po'sons :

Comme I
(0,0).
0n

la formule dg Green-Riemann :

I f" Xi/ _YX 
.

--. I 

-dS

- 2n J"o x2 +Y2

b f une c.ourk qui ne contient pas du points critiq
le champ <le lvecteur (X, y), ('Y : asnl * aer2,Y
Soit d i'u"siu que fait le vecteur (X, y) avec I'axe

L f"'d6hj,*J* *

, \ 422 cosr.s) - a'12 sin(s)
nr(s): 

- 
d"tA ^, \ orr sin(s) - 421 cos(s)

rz\s) : 

-- 
,i"tA -

it+, -422 sinlis) - o12 cos(s)
ds .,detA .,\
dzz - 

arr co's(s) * azr sin(s)
ds detA

du poin! (0,0) est 6gale ii I'indice d'une

I'ellypse E 
flefinie Par :

(otr", * a12n2)z * (*'214 * aPr2j2

I At: arrl\ * &Px:z

t ,, : tr215c1 * a22n2

d. +rt: t

de (2-2). Euchaque
a21n1* anrz) ddfinit

fi1.

(2.3)

(2.4\

(2.5)

arbitraire autoure de

(2.6)

D'ot:
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Orl : *t,3D : sin 19, auecO < d 9hr'

i Hanane

Y:asyi

ae*2)(a21fu * o,v2r2) - (421c1 * {anra* aei2}ld's

D'oil:

Is
['^ yrit, -
Jo -E+

!o"" 
r{on*,

c2n

J, f@etA

12*

J. (o"

r2n

J, [("' - e21a,p)n1*2 * laea2t - &zz&tt

utiz - r2*1)d's

11sin 6 '* oa] cos d) (av2s\n0 * 412 cos 0)l ds

thz* a,pe,2yfr2h1 - a,21tr12fi1fi2 - &22{Ltt

fiz - ttutAlr2i'ld's

; (onan - aztautld,s

{detA)d's

b')#

f2n

J, @etA)

lr"" r

['* det,-
Jo (det.

oi.le signe
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CH PITRh

Ltin ce e ffinfini

lffi"T
tre. on vd r16finir la notion de i'indice il tr'infini' t

expliquer en d"6tail commertt calculer l'indiee i' f i

3.1 In ice h I'ilnfini

Scit le

DisuSiss

L,'ind,i,ce de

l'infi.ni de I

{ *: X(*,y)
t i: Y(*,a)

l.L Sait lei nouuelles eoordonndes 11, y1 d4'fini'es

r-y
J7: 

---- 
, 9i:r- -r'g- ," + a'

palaires

' origi.ne (nr, gr) Pour I' Aquatic'n\h,gt) Pour t
d'origine {3.1}-

3.1.2 La trSnsformati,on (3'2) s'appelle inuersion de

30

va
i.

donner aussi

i3-1)

Ia transfarmation :

(3.2)

"l
I

T!: -
T

transfarrnde est l'ind,i.ce d,u Point d'

I'origine.



NI6moire M Meguellatni Hanane

Posons :

h systbme (

On sait que

(3.2) s'6crit

car :

(3.3) s'dcrit

On cherche

1) s'6crit :

d: atgZ,

Z1

'indice de z1

z:r*iA, Z:X-fi'Y

9==z
dt

: module de Z

(3.3)

1
I

Ir.a
= frt * xh : ;Tu : *\ r, - 

?' 

rz +,yz

L d,zt dzr

A#:z+7;:-zl'z:z' (3'4)

:0 de (3.4).

EEg$q
d,*qv,ilibn

,8 L'*r
bes i,,Ni

'.

:

,r- k d" t *,*t.r?t, agant un wombre frni de poitrfrs

ces I;, 'i: L,...rn., est donne Par :

t1

I*i12*
,.a:.

Preuve:
entoure z1

rerchons l'it
0 et qui ne

lice de zr:0 ((tt, yt) : (0,0)); Pour cela tragons la courbe qui

:ontient pas d'autres points d'6quilibre.

t',r.

,rt{'tt\trf-_*'
\|/

I
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M6moire

Par la

Si:

Si 11 -+ 0,
rp contient
L'extdrieur
On a:

de l'6qu (3.4) on a

f , ot a I'image :

Meguellatni Hanane

Z1 == YrgiQr

) t:= !"-n"
T1

est tres gr
points d' ibre du svstime (3.1)

I'int6rieur d" p, p, devient p dans I'autre senti'

u: :finLrlr,'

r: ltendt : -r?etzistled6 
: r?lei(20t+6+t).

fiqrr,, + o + n)le, : firoeerl + A6lp)

*rn.-z^fq -2-Ltu
i:L

o* /oo :12 -f ,,
i:t

32 Juin-2015



r

-:

M6moire

3.2 ple

Ttouvons l'i b I'i

Les points

oLe

le {2.4.3)

du systdme :

| *:r-a
\ i: t-a2

Meguellatni Hanane

tzl

bme (a) sont : (0,0), (1,1).

de (z) au voisinage du point (0,0) est :

{;--t-Y

;)**,

! ^.,:L*t#_t lr: *-t't
d'ot point (0,0) un fover alors son indice est 1.

de (i) au voisina,ge du point (1,1) est :

(l

(t

| *:r-y
I i:r-2a

-| )*"t'

[^,:t*4
[ )r: +-#

d'oit point (1,1) est un point selle alors son indice est -1. Ceci implique d'aprbs

I*:2-(1-r):z
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