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“Soit A un succés dans la vie. Alors A = 1 + Y+ 2z 0ur=
z = se taire.”

travailler, y = s’amuser,

Albert-Einstein
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ou : Lo
A:[o 2}
1.2 Flot, potrait de phase, point singulier, orbites
périodiques

Soit U un ouvert de R™, un champ de vecteurs X de classe C* sur U est la donnée d'une
application X : U — R" de classe C*

X 1z = (21, ., 2,) = (fi(x), ..., fu(x)). (1.1)
On lui associe le systéme différentiel
ZL.'Z‘ = fi(.’fl,...,ﬂ’,‘n), 1= 1,...,'n_, (].2)

ot les fonction z = (21, ..., 7,) +> fi(z) (appelée composantes du champ de vecteur X)
sont des fonctions de classe C* sur 'ouvert U. D’apres le théoreme fondamentale, il existe
une solution maximale unique z(t) aux équations (1.2) telle que z(0) = zo.

Définition 1.2.1 la correspondance ¢y : xq — x(t) qui associe G une donnée initiale o
la valeur de la solution mazimale x(t) au temp t, qui correspond a cette donée iniliale,
est appelé le flot au temp t du champ de vecteur X. Le flot du champ de vecteurs est
Uaplication qui associe a (t,x) la solution mazimale x(t) au temp t qui correspond a la
donnée initiale  :

(t,z) = o(t,x) = ¢u(x) = ().
Le flot est dit complet lorsque cette corrspondance est définie pour toute valeur de
t € [—o0,+0q].

Définition 1.2.2 L’orbite (ou courbe intégrale) v du champ de vecteurs X passant par
le point xq est la courbe différentiable formée des points x(t) de U donnés par la solution
de (1.2) avec donnée initiale zo. Cette courbe est orientée par le sens de variation de t.
Se tangente au point x(t) est la daroite affine passant par z(t) de direction t le vecteur
X(x(t)). On distingue éventuellement Uorbite positive . ={ z(t), t > 0} et Uorbite
négative v_ = { z(t), t <0} passant par le point (0) = xo.

Le portrait de phase du champ de vecteurs X est la partition de U'ouvert U en les orbites.

Définition 1.2.3 Un point singulier du champ de vecteur X est un point xo ou toules
les composantes du champ s’annulent simultanément :

filzg) =0, i=1,..,n.

On dit aussi|que xo est un zéro du champ de vecteurs ou un point d’équilibre ( ou aussi
un point critique). Un point qui n’est pas singulier est dit régulier.
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Définition 1.2.4 Une orbite périodique d’un champ de vecteur X est une orbite passant
par un point xg, qui n'est pas un point singulier, pour lequel il eziste un nombre T > 0
appelé périodigge vérifiant

2{T) = %(0).

On qualifie de période minimale, le plus petit nombre réel positif 7' qui satisfait cette
condition. Les multiples de la période minimale sont aussi des périodes. Lorsqu’on ne
précise pas plus, par exemple pour une orbite périodique de période T, on comprend
toujours la période minimale .

1.3 Systémes différentiels autonomes

Définition 1.3.1 on appelle systéme différentiel autondme plan un systéme de
la forme :

& = P(z(t),y(t))
{ § = Q(z(t),y(t)) (1.3)

oll 3 dx L dy
L= — ey Y= —.

a VT
le plan des variables = et y s’appelle le plan de phase.

le champ de vecteur associe au systéme (1.8) est noté X = (P,Q).
nous supposans que les fonctions P et () de classe C* (donc les conditions de Cauchy-
Lipchitz sont, satisfaites en tout point ordinaire du systéme (1.3)).

1.4 Classification des points d’équilibre, linéarisation

Soit le systéme linéaire X = AX telle que :

avec det(A) # 0.

e Le portrait de phase local pour ce systéme est déterminé a partir des valeurs
propres de A (le seul point critique (0,0)).

e soit A\, Ay deux valeurs propres de A :

10 Juin-2015
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1) Point Selle :

Si A1, Az sont réelles et de signes distincts, le point singulier (0,0) est appelé selle
(il est toujours instable).

)

e,

—7p

———

g

ﬁk o
stable).

Si A <0, et Ay < 0 = le point(0,0) est appelé Neeud (il est asymptotiquement

[y

W

2) Neeud:

Si A; >0, et Ay > 0 = le point(0, 0) est appelé Noeud (il est instable).

M

~dr
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3) Foyer:
Sih\ia=ptig,gF#0etp#0.
Si p > 0 = le point(0,0) est appelé foyer (il est instable).
Si p < 0 = le point(0,0) est appelé foyer (il est asymptotiquement stable).

A

.
&

4) Point centre:
Sidig=ptigtelleque: g#0etp=0= le point(0,0) est appelé centre (il est

seulement stable).

)

Ve
NS

Soit le systéme non linéaire autonome :

i = f(z)

L/
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T = (T1,%,..} T), f = (f1, f2, .. fn), considérons le systeme différentiel autondme -
&= f(z)

et Zp un point singulier pour ce systeme.

Définition 14.1 Le systéme © = Az o4 -

. [%(mo)J = Df(z,),

a.’l?j

pour i,j =T 0 est appellé lindairisation de ce systéme en g ou le systéme linéairisé en
Zg. i

Définition 1.4.2 Soit :

| z = f(z) (1.4)
To est un poind critique du systéme ( 1.4) est dit point critique hyperbolique si :

A= Df(z9) n'a pas des valeurs propres avec parties réelles nulles.

&= f(z) (1.5)
Zo est un point|critigue hyperbolique de (1.5) :
® Iy est appelé puit siles v.p de Df (xo) ont des parties réelles négatives.
® zg est appelé source siles v.p de Df (zo) ont des parties réelles positives.

® To est appelé selle si au moins l'une des v.p est avec partie réelle positive et une
autre est gvec partie réelle négative.

1.5 Ensemble limite, cycle limite

Définition 1.5{1 Soit ¢(t, p) une courbe intégrale du champ de vecteurs X, définie sur
un ovvert U de R“, qui passe par le point p. On suppose cette courbe wntéqrale définic sur
un intervalle [a,|B].

St B =400, on %déﬁm’t lensemble w-limite de [’orbite comme

w(p) = q € U, il existe une suite tn — 00, li_)m o(tn) =q.
n—oo

De méme, dans le cas ot a = —o0, on définit Uensemble a-limite de I’orbite comme

a(p) = q € U, il existe une suite t, — —oco, lim &(ty) = q.
n—oo

5% 7y, désigne l'otbite passant par p et si q € Y, alors w(p) = w(q).

13 Juin-2015
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Preuve : Supposons qu’il existe une solution périodique 7 de période T contenue dans

E. Elle est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G l'intérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on a :

//G§;+?£)dd = J[fdy~—gdm

= [ v - s

= /()dt

Contradiction avec divF = 0 = Il ne peut pas avoir de solution périodique contenue dans

E &

Théoréme [1.6.3 (Critére de Dulac) Soit F = (f,g9)” € CYE) ot E est une
région simplement connexe dans R S’il existe une fonction B € CY(E) tel que
V(BF) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le

systeme :
y=g(z,y),

n’admet aucune orbite fermée entiérement contenu dans E.

Preuve : Supposons qu’il existe une solution périodique 7 de période T contenue dans
E. Elle est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G lintérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on a :

. 9 .
B(—-— + 2 )dedy = / Bfdy — Bgdx
(el Ay T
T
dy . dx
= /) B[f(»&@‘)a; —g(ﬂ«,y)%]dt
oT
= B0dt =0

0

Contradiction avec divBF = 0 = Il ne peut pas avoir de solution périodique contenue
dans E. &
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'CHAPITRE 2

La théorie des indices

Dans ce chapitre nous illustrons la théorie des indices, nous donnons quelques définitions
et quelquesl résultats permettant le calcul de I'indice.

2.1 Indice des points critiques

Soit le systéme autondéme :

F=X{z.y)
{ §=Pir 4 @1

et I' une courbe ne contenant pas de points critiques de (2.1). En chaque point (r,7) le
champ de vecteur (X,Y") définit une direction et ¢ 'angle que fait le vecteur (X,Y) avec
I'axe des x.
1
Définition 2.1.1 L’indice de la courbe T' relativement au champ de vecteur (X,Y) est :
Ag
21

ot A est la variation de | ‘angle ¢ quand le point (x,y) parcourt T une seule fois dans le
sens positif.

16
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o

Exemple 2.1.2 Soit le systeme :

{ i=X(z,y) =2 -1
§=Yiz ¢} =20y

et T' le cercle|unité, cherchons Uindice de T' relativement au champ de vecteur (X,Y")
pour cela, on pose :
(z,y) = (cosf,sinf), 0<L6<2m

D'ou :
(X,Y) = (2cos®0—1,2cosfsinb)
= (cos(20),sin(26))

on obtient : 1
Aps s lp=— =2
27

Remarque 2.1.3 L’indice est un nombre entier relatif, il peut étre nul.

2.2 Représelmtation de ’'indice

posons :
(x7y) = (LU(S),y(S)),SO <s5 < sy,

c’est a dire

T = {(z(s),y(s))/s0 < s < s1}
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on a:

d’ou :

¥ d d (Y
tgp = Yﬁﬁ(tgqﬁ):%(E)

L Ly
cos2pds  ds \ X
R =

X2

d

2 &y dXy
o (14X de _TX-GY
X2 ) ds X?
dy dx
L odb_ Xx? EX-y
ds X2+4+Y? X2
ay dx
| A _gX-%v
ds X244 V2
1 [*do
Ip == % . Edb’

s1 dY dX
e N ————*EX — —d?yds
I Sy APXE
1 XdY —-YdX

or Jr, XP1Y?

0 2.2.1 Si T est une courbe fermée qui me contient pas de points critiques
n intérieur, alors Uindice It est nul.

Preuve : On a d’apres la formule de Green-Riemann :

oll Sg est I

N - -

1 XdY -YdX
2r Jp, X?2+Y?2

0 X 0 Y 3 .
- //SR [ﬁ (X2+Y5> oy (X2+Y9',)} dXdy

= 0.

I =

térieur de . @
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1

|
i

Qorollairi 2.2.2 Si U et T' sont deuz courbes fermées, avec T' a Uintérieure de T.
Si sur T et I' et sur la région comprise entre euz il n'y a pas de points d’équilibre.
Alors
Ip = I,

Puisque C' ne contient pas de points d’équilibre on a :

Io=10
c’est & dire :| 3
| — ® dp=0
{ 2T C ¢
d’on 1
| = [%d«;ﬂ% d<;/>+fd¢+f dqb} =]
; 2n |Jr AA r A'A
Or
| f do = — f do
1 AA AA
d’ou {

lfe-foms

II‘ == lrF’. ’

ceci implique que :

19 Juin-2015
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Remarque 2 2.3

a) On voit gue Uindice Iy du champ de vecteur (X,Y) ne dépend pas de la courbe T,
mais il | deend des points d’équilibre.

b) Siona qn point d’équilibre a Uintérieure de T, n'importe quelle courbe I contenant ce
point denne le méme indice; Pour cela, on dit que I est | indice du point d’équilibre

(I non|p).

Théoremd 2.2.4 Si T contient n points d’équilibre Py, P,..., Pn, alors :

II‘:Xn:Ii

i=1

ot I; est Utndice du point P,i=1,...,n

Preuve : Faisons la preuve pour deux point d’équilibre. Construisons un contour I' liée

avec deux cercles I'; et I'y. L’intérieure de I' ne contient pas de points d’équilibre, ceci

implique que;:

Ir=0
Or
=g o5 f wo-5 g
:>IF—II*1‘—IF2=O
d’ol1

Ir=1Ip, +Ir, *

20 Juin-2015
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2.3 Indice des points critiques : selle, centre, Noeud
et foyer

Si on connait la nature du point d’équilibre, on peut en déduire 'indice :
1- Point selle: Soit le systeme :

{:‘ch(a:,y)::):

L’origine (0, 0) est un point selle.
le portrait de phase associ¢ est :

d’ou :
Ad= -2n= Ip=~1.
L’indice d’un point selle est toujours égale a —Lﬂ

2- Point centre: Soit le systeme :
= -y
yr=F
L’origine (0,0) est un point centre.
le portrait de phase associe est :

21 Juin-2015
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T
T

ary
NS

i

d’ou :

Ape=2x=3lp =1

L’indice d’un point centre est toujours égale a 1.
)
T prm———R S R

3- Nceeud: Soit le systéme :

I

@ 8.
I
<R

L’origine (0, 0) est un point Neeud.
- le portrait de phase associe est :

.
. N

ya
e

—

4

e Juin-2015
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d’ou :
Ap=2r=Ir=1

L’indice d'un point Neeud est toujours égale a 1.
00 S ) T 1 1 5 5 1 Y D

T=x—Y
j=z+y

4- Foyer: Soit le systéme :

L’origine (0,0) est un point foyer.
le portrait de phase associe est :

Ir----
VA

AZNN 7
D

N

ﬁ;\\\?

d’on :
Ap=2n= Ir =1

L’indice d’un point foyer est toujours égale a 1.
44 » oy

Théoréme 2.3.1 Soit p le nombre de changement de % du —oc a4 +o00, et soit q le

nombre de changement de % du +00 @ —oo, alors indice est égale a :

1
Ir = §(P — q).

Preuve : Vair Jordan [4]. @
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Exemple 2.3.2 Soit le systéme :

y=Y(z,y) =z
Y
Y
g —‘H-\,\ e
\n iA
g
T =3 (Y]
XX
on a:
‘ Y oz
i
Y 1t
E’n .A4.(110) M 'X— = t('): = —0CQ.
i 1+
En 3(1,0) : —i == —:O-j = -+00.
Y —1
EnC(-1,0): — = — = —00.
nC-1,0): 5= ==
¥ —1
d’ot :
p=2 e g=10
donc :

1
Ir=32-0)=1

Exemple 2.8.3 Soit le systéme :

{ i=X(r,y) =z

§=Y(z,y) =—y

24 Juin-2015
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on a .

d’on :

donc :

E] afa
v
S £Y) -
| [ . ¥
» D
0.-1)
Y
X oz
Y -1
EnA(O,l)-X :_6"*—‘- = —
L
En B(0,1) :%: ——0—1;~=+oo
bl -1~
En O(-I,O) : 'jg‘; = -F = —0Q.
Y -1~
En D(—I,O) : be = -—OT = +00

p=2 et g=0

1

Exemple 2.8.4 Soit le systeme :

i=X(z,y) =9
j=Y(z,y) =2’

Au voisinage du point critique (0,0) le systeme linéarisé est :

=10
y=0

les valeurs propres A1, Ao sont nulles, on ne peut rien dire.

25
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Ona:

y_o
X y
~ {3
R}
- £
i
1 a4 p =
1.8 0.m JF'lx:
1
g F o
k)
@1 >
- et
En A(1,0 Y = 1 =
- n A(1,0) ¥=5F= %
Y 1
Yy -1
Y -1
I EnD(-1,0): = =—=+
n D( ) X~ 0 00
d’ou :
p=0 e g=2
donc :

- 1

On peut considérer un cercle & la place du carré.

Proposition 2.3.5 Si ' est une orbite périodique du systéme (2.1), alors son indice
est égale @ 1.

26 Juin-2015
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Preuve : Une orbite périodique C d’'un systéme autonéme :

&= X(z,y)
y=Y(z,y)
correspond aune courbe fermée, le vecteur (X,Y) est tangent a cette orbite en chaque

point (z,y), la variation de ¢ est donc 2, d’ott indice est (+1).

2.4 Propriétés
o On déduit pour un cycle limite C' que la somme des indices des points d’équilibre &
Vintérieure de C est égale a 1.

o L'intérienre d'un cycle limite ne peut pas étre une région qui n’a ancun point
d’équilibre ou qui contient seulement un point selle.

o L’indice d'une courbe ne change pas quand on remplace (f1, f2) par (= f1, — f2) dans

le systeme :
{ z == fl(zay) .
y = fz(xvy)

o Si I' est une orbite périodique, et I' contient des points critiques; Si les points
critiques sont hyperboliques, alors I" contient 2n+1 points critiques (pour un certain
n > 0), n sont des selles et le reste sont des puits ou des sourses.

2.5 Indice d’un point critique simple

Soit le systeme :

1 = a1 + a1222 2.2)
Ty = ag1T1 + a2
a1 Q12
A=
a1 @22

Théoreme R.5.1 Si detA # 0. Alors Uindice du point d’équilibre (0,0) du systéme
(2.2) est :

+1 = gi detA >0
1((0,0)) = { —1=3sidetA<O0

27 Juin-2015
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Preuve : Soit I' une courbe qui ne contient pas du points critiquia‘f de (2,2). En chaque

point (1, Z2

) le champ de vecteur (X,Y), (X = anz1 + a12T2, Y = ag1x1 + agexo) définit

une direction Soit ¢ I'angle que fait le vecteur (X, Y') avec 'axe 1 S 7.

On a d’apresla formule de Green-Riemann :

Posons :

ceci donne :

Comme l'in
(0,0).
On considern

Posons :

1“1/51@ 1 (" XY -YX
r=oz). ds 2z ), X?+Y?

50

|

ds (2.3)
|
|

_ap cos(s) — aiz2sin(s)

o — detA o
(s) = a11 sin(s) — as cos(s) ;

e detA

oy _ 02 sin(s) — a2 cos(s)

. s 2.5)

dey _ G101 cos(s) + g1 sin(s)

ds

detA

dice du point (0,0) est égale a indice d’une courbe arbitraire autoure de
e lellypse E définie par :

(anz1 + a12%2)* + (amx1 + apTy)’ =1

Y1 = Q1171 + Q1272 | (2 6)
Yo = G171 + G22T2 o

D'ou :

yitys =1

28 Juin-2015
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et posons :

ou le signe

i

wlj—k

27

y; = cosf,y, = sind, avec ) < 0 < 27.

Yal -J2 == y2y1 LR
v+ 3

IvLeguellatni Hanane
\

(a7 + a12%2){an®y + ag9T2) — (@171 + Az 2)(an®: + Gm@ﬂds

27
| . . . .
R (a11a22x1z2 + a12021T2T1 — A21A12X1L2 — a22@11,3‘2$1)d8

X
1 27 }
p / [(an1a22 — a1a12) L1894 (@121 — Q99011 ) Tod l]dj‘s

0

\

il 2n ‘
4= / [(drEtA)Mi?g — (detA)xgi'l}ds ‘
BT \
e / (det A) (@122 — T2d1)ds
I Jo

27 de l |
)1; i é;gj:)-g [(ag2 cos 6 — arzsin 0)(a11 cos O + axn sin @) +

5/,

277'0

1.

(11 sin @ — ag; cos 6)(ag sin 6 + aq2 cos 8)] ds \

1 [% detA

- est choisi selon le detA est positif ou négatif. L 2

(022011 - 021014) ds

(detA)

1 [% detA
- | e e s

detA)?

|
1 2w 1 2 i
L o A)d |
R /0 [ detA J, lz2) S] |

29
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CHAPITRE 3

L’indice a ’'infini

Dans ce chapitre, on va définir la notion de indice & linfini. On va donner aussi un
exemple ppur expliquer en détail comment calculer U'indice a I'infini.

3.1 Indice a infini

Soit le syste

me -

i=X(z,y) ,
{ J=Y(z) (3.1

8.1.1 Soit les nouvelles coordonnées T1, Y1 définies par la transformation :

z ~y

on coordonniées polaires :

L’indice de
Uinfini de 1

Remarque

- =5 3.2
1
f=—0,r1=—
F

lorigine (x1,71) pour Uéquation transformée est appelée Uindice du point a

Equation d’origine (3. 1).

13.1.2 La transformation (3.2) s’appelle inversion de lorigine.
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Posons :

le systeme (

On sait quef:

(3.2) s’écrit |:

car @

(3.3) 8'éerit|:

On cherche

z2=gzg+iy, Z=X+1iY

B.1) s’écrit :
dz
= =g 3.3
dt (3.3)
¢=argZ, | = module de Z
1
21 = -
z
2 =z +1 L d Y
vy = 2 = — -
1 1 Y1 T+ 'ly 2 <} y2 72 T y2
—m— == —=—-5.4=7 4
z; dt dt 4 1 (3.4)

I'indice de z; = 0 de (3.4).

d’équilibre

Théorénle 3.1.3 L'indice I. du systéme (3.1) ayant un nombre fini de points

avec les indices I;, i = 1, ...,n, est donné par :

n
Too =2 — E L
i=1

Preuve : (
entoure 2 3

'herchons lindice de 2z = 0 ((z1,%1) = (0,0)); Pour cela tragons la courbe qui
- () et qui ne contient pas d’autres points d’équilibre.

y
11\

| @1

(O.Gjt - X4
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Par la transformation z = ;-, on a I'image :

.
Si

Sirg— 0, 7
¢ contient ]
L’extérieur
Ona:

de 'équatig

AT
./

\

e

W

o
%

el B

i)
AR rle’ 1
1 .
= 7= —e7t
1

l; est tres grand.
s points d’équilibre du systeme (3.1)
de ¢ devient lintérieur de ¢, 1 devient ¢ dans I'autre sens.

1
I = ié}‘Aﬁbllcpr

i = _p2e%0 el — 2] (i(201-+é+7)

1 1
Ioo = —A(2‘91 =+ ¢ Es 77)"/’1 = _[A(261) + A¢|SD]
2 27
1 n n
=0 5-7;[47'(‘ - 27Tz§=:115] =2 — iil [i

i=1
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3.2 Exemple

Trouvons l'i

hdice & l'infini du systéme :

{ezem ()

y=x—Yy

Les points d'équilibre du systéme (i) sont : (0,0), (1,1).

o Le systeme linéarisé de (i) au voisinage du point (0,0) est :

les val

d’ou 1

o Le sys

les va

d’ou |

le thé

T=z—yY
==&

eurs propres de A = ( 1 :)1 ) sont :

b point (0,0) est un foyer alors son indice est 1.

teme linéarisé de (i) au voisinage du point (1,1) est :
T=x—Y
y=z-2y
1, =1
eurs propres de A = 9 sont :

1
{ >\1=—71+.ii2_5'

S RV
Ay = 7 A3

e point (1,1) est un point selle alors son indice est -1. Ceci implique d’apres

bréme (2.4.3) que :
Io=2-(1-1)=2
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