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L'olr

,diques

iavec

R6sum6

de cette m6moire est bas6e principalement sru' Iia rechLerche de solurbions p6rio

isol6 en ul;iiisant la m6thode de la moyenne de premie:r ordre et de sec:ond ordre

t leurs diff6rences.
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0.1 Introduction

lNous

lque

6tudier dans ces chapitrr:s des 6quations diff6rentielles du delxidrrre ordre.

(")

Dans

pri6t6s

n'exi pas

g" : F({ ,y) ot y : y(n) "t' 
: * (0.1)

peuvent se transform,3s en un systdme de 2 6quations difi€rerLtielle du

grdre. L'qspace des phases est alors un plan. La forme g3n€rale d'un te,l syst6me :

l' u: p(r,y),

l. t: e@,y).
(0.2)

physique pubJi6 dans la litt6rature qui transform6 en un syet6me du

un cycle limite est 1'6quation :

(0.3)

Balthasar ran der Pol, rur ing6nieur hcrllandais,6tudiait les pro-

tubes d n6on(vam der Pol 1922). A cette dpoque 1d,, les osr:illoxopes

il sruveillait l'6'rolution de son circuit en dcoutant les changements

combin6 t6ldphorrique. Il mod6lisa les charges et d6charges du tube

porte maintenant son nom.

frangais,dtablit rur th6ordme d'existence el; d'unicit6 d'rulr: solution

#.,(1,#r -#,)*v:o

dLe

plax 1'

$6 dans

oue sl (

|'6quati

imi

#. t(r2 - t# r:0. (0.4)

d€rive l'Eqtration (,0.3)par rapport d, t et que si l'on note s : ft, on

(0.4). Ces deux dcpation sont donc 6quivalentes.

4



I

potrr unp classe g€n6rale rl'6quations dont fait parti,e l'6quation(0.4).

&r ^, ,dr
dt, +eI\r)E*r:0.

& Smith (L942) ont sugp;6r6 de g6n6raliser l'6quatirn (0.b).

&r ^.,dr
dt, + ,f @)i * G(r) : s.

connu sous Ie nom d'6quatjion de Li6nard g6n6ralis6.

(0.5)

et qui

Ce

Le

est organisf en 4 chapitres qui se prfuentent cornme suit :

chapitre est un rappel des notions g6n6rales. Nous commengons p,ar ddfinir

les s es dynar4iques, les points d'6quilibres et le systdmr: li6arisds en suite nous

le,

U|.n

la

i,nt la notion d'un cycle limjLte et l'arnplitudude d'un cycle limite d.'un systdme

Puis nous iatroduisons la dt!finition de la stabilit6 ave: quelque exemple. Dans

chapitre est r6serv6 A la rn6thode de la moyerme de'prernier ordre. (Jn etudie

pour reaherche les cycles limites. Le chapitre 3 est r6serv6 d la mdthode de

de secoqrd ordre.On dtudie un exemple pour recherche les cycles limites Le

itre est n6serv6 d la diff6rence entre les deux metho,Ce.



pitr€ L

ons prdliminaires

pqus rappelons des notions g6n€rales. Nous commengons par d6finir

dynamiques, les points r:ritiques et le systdme lin6aris6s d'rrn syst0me non

cycle

voisinag$ d'un point d'6quilibre. En suite nous introduisons la notion d'un

et l'a,m$itnrde d'un cycle limite d'rur systcme planaire. Puis nous pr6sentons

une de la syr46trie classique. Irlous introduisons la stabilitd d'une solution d'un

pt quelques theor,bmes sur la stabilit6.



1.1

.u(.,
)u(t,
.u(
.u(t
[ioit le

0rA

v€rifie

D6fi

Systdrlres d;rnamiques, points critiques

1.1.1. Un systdme dyniemique sru IR' est une application :

U : IR+ x lRn -+ lR.'

tout lR+ X R', telle que :

: IR+ -+ IR.a est continue.

: iR' -> IR' est continue.

,n) : U (tl,U (r, r)) pour t, s € JR+, r e IR'.

lin64ire :

( o:e'
[ "tol - tro' 

f € lR'+' re € lRn'

une matriQe constarrte. La srolution de (1.1) est :

(1.1)

r(t) : e'Aro

(1.1.) engendre un systdme dynamique, car I'application :

U: lR+ x IRn -+ lR.n

f € lR.+, r € IR.n associe :

tl(t, r) : etAn

quatre propri6t6s pr6c6dent,es.

n'J.,L.2. $oit le systdme ncn lin6aire



n: f(r) (1.3)

point critique ou point d'€,quilibre du s5rstdme (1.3), .le point rq € 1R'" tel que :

/("0):o

ipn 1.1.3. Consid6rons le systdme (1.3)

i: Ar

/(ro):o

est lin6arisation de (1.3) €r10s.

1.1.4. On appelle point critique hyperbolique de (1.3), le point 16 telle que

valeur propre avec une partie r6elle nulle.

Qlassiftcation des points do6quilibre

lin6aires

le systOtne linEaire :

n: Ar,

et A une matrice constante inversible. Soir:nt )t,'..,1",

o : (#ta,)) : Dr(ro),7 < i,i 3 n

D6fin

.{!l n'a

r.2

Cas

(1.4)

les valeurs

c': 0 est



$ig t.t Nc*trd sr,*l:'kr

rSi les plopses )1, ..., ,l", sont r6elles, non nulles et de signe difi€rent, la solution

e; :0 appelee sdtte.

Sig f.?. 1ltlittt rit:rtlr:.

proprps h, ..., )r, sont r:omplexes avec Im(,\6) + 0, i: t,...,n. La solution

4l



mainteparrt le systdme non-linEaire :

r: f(r) (1.5)

tr:(* .i', frn), f : (ft, ..., f-)
ipn 1.2.2. un point critique 16 de (1.5) est appel6 p,uits si toutes lm valeursD6fin

dle la matrioe A: Df (ro) on,t des parties r6elles n6gatives; Il est appr:16 source

fes valeurs propres de la mat:rice A : D f (ro) ont des parties r€elles positives ; Il
selle s'il est hyperbolique et si A : Df (ra) a au moin.s ule valeur propre avec

une ip r6elle positive et au moins une valeur propre avec une pa,rtie r6elle rr6gative.

D6fin

r: f(r)

s.i tou

est ar

t)dfinis deux ouverts [/ et 7 respectivement, sont topologirquement 6quivcr,lents s'il

e:ristr:

de (1.

[rom6omorphisme h : U - l' tel que ft trlansforme les orbites de (1.6) en celles

ef pr6serve lLe sens du mouvernent.

1.1. Si rs st unpoirrt d'6quilibre hyperbolique de (1.5), alors il existe

de ce point dans lequel le syst0me *: /(r) est toltologiquement Cqui,ualent

i: Ar

1..3 Tortrait de pha,se et cycles lirnites

1.3.1. Soit le systdme planaire :

r: g(r)

i::P(*,y),
i: Q@,v).

11

(1.6)

(1.7)

(1.8)



()r P, sont des polyndmes en r et g. Les solutions (* (t) ,y (t)) du syst,bme (1.g)

des courbes appelds orbites. Les points critiques d.e cedans lo plan (r,y)

qlue

{ont des solutions constantes et la figure compldte des o::bites d.e ce syst;dme ainsi

foints critiques repr6sent6s d.ans le plan (r, y) s'appelle portrait de phase, et le

fl) est appel6 pla,n de phase.plan (

D6fin ipn 1.3.2. Une solution p6riodique du systdme (1.8) est rure solution i;elle que :

(r (t + T) ,y (t + 
")) 

: (r (r) ,y (t)) pour ? > 0

y't tou splution p6riodique correspond une orbite fermde dans il'espace des phimes.

iqn 1.3.3. Un cycle limite du systdme (1.8) est une ortrite ferm6e isold:e, c'est dD6fini

dire qu

D6fini

ne peut pas trouver une autre orbite ferm6e dans sonL voisinage.

iqn 1.3.4. T.'arnplitude d'rm cycle limite est la valeur mLaximale de la r,.ariable r
sur le limite.

7..4

Soit

td qrre

sii

$ym6trie classiqu,e

h: A * P(n,y),

!/:-r+Q@,y).
(1.e)

point d'6qu.ilibre (0,0) est un centre pour le S,L (systrime lin6aris6s) de (1.9).

P(r,,-y) - -Ptl,r,y) et Q@,-U): Q(n,g,),

P(-*,A): P(r,y) et Q(-r,U): -Q(*,g,).

Alors, I gine est un centre pour (1.!t).

12



P@,v):0, Q(r, v): -eJ'@)g; donc (1.9) devient :

fr: A,

i:-r-ef(r)y.
(1.10)

(1.10) est :

(i) : 
'i-l - "'i,,) 

(i)
une fonclion impaire alors, Le S.L devient :s:i /(r)

(0,0)

(;) ==(j, ',X;)
centre ponr le S.L et puLisque P(-*,y) : P(r,y) et Q(r,y)t: -Q@,y)

alors ( est un celrtre pour le S.N.L (1.10) donc il n'existe pas des cycles lirnites.

une fonctflon paire alors le .point (0,0) est un foyer por,rr le S.N.L (1.10) avec :si /(r)
;, 7z(0) 4<0.

1..5

Soit le

tabilit6

ff : f{t,,*), e € lR,, r € IR. (1.11)

On que .f s+tisfait les conditions du thCordme d'existence et d'unidt6 des solu-

tions.

D6fini Une sqlution O(t) du systdme (1.11) telle que O(to) : Os e6t dlite stable au

si Ve > 0, fd'> 0, 1;el que toute solution r(t) de (1.11) dont la valeur

) v6rifie

ll"(ro) - ooll < 6 + ll"(4 - o(r)ll < e, Vr ) 16.

sens de

irritiale

13



Sii en de cette ddfinition on a

,lif- li"(4 - o(4ll - o'

Alors ion est dite asymptotiqrrement stable.

Qua,nd t) : 0 la {6finition devient :

Ve> ) 0, tel {ue toute solution r(t) de (1.11) dont la valeur initiale :r(ts) v6rifi.e

ll"(to)ll < li+ llr(t)ll ( e, vf ) f6,

dr
dt

.ilim llr(t)ll :0,
u+'+oo

ds1 , dQ(t) ,: i,i*t:f(t,u+o)
: f lt,u + o) - /(t, o)

: g(t,Y)

dy
dt
d,U

dt

que g * 0 est une solution de ce systdme.

1 :(rz : 1)

Y : -x *1: r(0) : 1.
dt

telle que r(0) : 16 est :

r(t) ,= (16 - 1)e-'+ 1.

O(4 tulls que O(0) : 1 esb O(t) : 1

l"(t) - o(t)l : l(,ro - I)r-'l < Iro - 11, vt > 0.

L4



Prendxe d < e; 5: € =+ O(t) est stable.

asympt0tique.

,f'x5 llr(r) - orir)ll :,lin l(ro - l)e-'l == 6,

est aswnpf otiquement stablle.

{a:: (;13)
qui v6rifile ("(0), y(0)) : (rs, y6) est :

( .n ) : f /sc'st-srssint

\ u(t) I \ rosinf* Yscosf

: 
(;)

) 
o('): (:)

15



< 2(lrol+ lsol)

> 0 telle que :

ll 
(;)ll .'=-ll (n)ll .e;v,>o

t)l+ ly(t)l : l*ooosf - yssin tl+lr6sinf *,.95cosrl

lll \rl
:'ll [ : lll ";onprend 

asi' t:]
ll \Y'lll

est stable

)ll 
:",

ll(

: (;)

ion n'eslt pas asyrnptotiqruement stable.

:Il est possible que la solut;ion o(t) soit non born6e et stable et m€me asyrnp

stable. Qe mome il est possible que la solution soit bornee et n<rn stable.

caS, on a les deux e:remples.

r(o) : g.

+ t + 1; 4(0) :9.
cps, on a I'exemple.

#:"i ); r(0) : $, iD(t) = 0.

a) f +

r:h+ rL: fr2t

iz: -xt - frz.

e Dans

t) #:
z)#:
r .Dans

16



on o(r): de ce systdme est asymptotiquernent stable.

F is.l .5- Fnwer "tahi.-

-12

est asy.mptotiquement stable.

(:)

-11T

T

d

q

iilji{ii fi

t J f ll-r.tt't-.a
t -t/ {.( trlftst-.ts
-f- Jf f .r'J-d-€rr-r
{ dr-i-f-t-F--F
{ a-nt--r-n*-

3-*----,\-hi-\_\.L

.t-ia'-€\a-"*i.€-e_

-Z
-atl|.lT_t

#rJdr€j.?-rf
r-rt-i.rJ -r Jft'f -l-l f I tt I
-iJFtrF it- f .F ,F -jt

*t,_{**{F
\\l..{.\\\\\\ \\rt\+iiii1\ \\IT

I
t

,t

Fig.f .6- Noeud etable.
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'r2.1,

On

--to'(
(a) si

aJlors

{2.1)

(b) si

lel >o

ph6orCme.

le systdme (2.1) et on suppose les fonctions J', .fi|, Dr,F, DlF, tDlR so,*
et born6es par 

'ne consta,rrte M (ind€penda,nte de e') dans [0, +oo[ xD avec

t6 ofr suppose que F et .R sont T-p6riodique en f avec ? ind6perrdante de e :

D est un point sing'lier du systdme moyerur6 (2.2) teJlequ e det(L),,f'0(p) + 0)

lel > 0 suffsamment petit iJ existe une solution ?-p6ri'dique x"(t)duL systdme
que X"(0) --* p quand e --+ t).

singulier y : p de syrstdme moyem€ (2.2) est lryperboliqur: alors pour
arnrnent petit, la solution p6riodique coruespondant. x"(t) du syst€me (2.1)

est hyperbolique et de m€me s1;abilit6 que p.

2.2

-y-e(n3-o,r)

i - cos?i*sindy

: *rcosdsing - er cosz 0(rz cosz 0 _ o\* rsindcos6
: -r e cos2 o(r2 astt g - o)

{): in* oi1- sinlli)
1

i("or 0(r cosd) - sin tl((-r sin 0) * er cos 0(r2 cos2 0 - cr)))

1 * ecos 0 sin 0(r2 cos2t 0 - a)

19



-r € cos2 g(r2 cosz o - o)
1 + ecos 0 sinlfuz cosz 0 - a)

dr
-:dg

r
A

:

I o ='-,
l r=,x+e(r2-c,)a

fi: rcos0l y: rsind on obtient

D'ot

:3 alors

2.2 t

-ercos'2 o(r2 cos2 o - ") + o(e2)

fo(r) : # I'" *sz o(r2 ,*s2 o - edn

: # lr'" rrcosao - acosz o)d,o

: *"" - 3''

"fo 
: o :. -f(", - +)- o :+ r : 2

cycle lilmite d'arnplitude 2.

L#),:,: f-3r *lf .:,- -g (< o)

Donc le limite d'arnplitude 2 est stable.

: posQi +sirL?i

: Fr cos 0 sinl * sin d(r cos d * e(rz cos2 A - a)r sin 0)

: *r cos 0 sin9 + rcos 0 sinl* ersin2 0(r2 cosz 0 - o)

: re sinz g(rz cos2 g - o)

20



0: 1_

i (cos 0! - sin0i)

irc* 0(rcos0 + eti,r2 cos2 0- a)rsind) * sin 0(-rsinl))

|(""or' 
g + rsin2 tl * ercos 0 sin 0(r2 cosz g- G))

1+ ecos 0sinfl(r2 <tos2 0 - a)

dr _ _ re sin2 a{rz casz 0 - a)
do-1ft@

ersin2 oli,.r2 cosz g - o) + o(e2)

^ r 72"r

I"(r) : Z" J, sin2 0(r2 cos2 e _ a)d,g

r f2t' ,: 
2" J" (r2sin2dcos2 o - o sin2 o)da

: 
f,t' - +")

1 alors

-fo:0 -[tr_4) :s==:s r:2
cycle ligite d'a,mplitude Z.

fa/ol lsrz 1l
La"J r:2 L s- - il,:,: t (> o)

limite d'grnplitude 2 est instable.

(
I i:y+e(rsl-an3+0r)

I ri: -"

r
0



t: rcos0, y: rsind on rtbtient

: cosfl* * sinli1

: ccrsl(rsin g * ercos 0(ra cosa 0 + urzcos2 g + p))* sin 0(-rcos d)

: r cos 0sin? - rcosgsi:nd *ercos2 O(racosag +ar2cosz 0 + 1?)

: ercosP o(ra cr,sa g + arlt cosz o + g)

1

;(.ot 0{1 - sin0i)
1

i("o* 0(-r cos g) - sin g(r sin 0 * er cosfl(ra cosa g i- arz cos2 p + p"r))

lerces2 0- rsin2 0 - ercosdsing(racosa 0 +arz cos2 0 + p))

-1 - ecosgsin0(racosa lt + srz cos2 0 + fi)

r:
0

dr _ er cof,ru cosa d + ar2 cosz 0 +. fr)
Ag - -1- tg{
*rr cos2 d(ra cosa g + ar2 cos2 0 + 0) + o(e:2y

-r 72

z" J" 
cos2 0(r4cosa 0 * ar2 eosz 0 + P)do

-r f2n

2" J" r't cos6 o + ar2 cosa d + P cosz odCI

# lrrn * 12ar2 + lopl

#rr -llr2 -zl

# lrr^ - rbr2 + 10]

D,oti

fo(r) :

:

:
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-55or :-at[J:-
48

"fo 
: 0 ==* # lr, _ tl lr, _ z]_ Q =e r : L ru, : r,E

deux cycles lirnites d'arnplitudes 1 et v4.

5

16
(> 0)

(< 0)

limite d'amplitude 1 esb instable.

{l - | -?s -n *!,, - 1ol 
- _!v J,=,n: L- n'' * fi'- - nl,:,/r: E

Donc limite d'arnplitude rt wt stable.

[ ,t: -y -r e(-n| + alrl + F$)

I O: r*,=(ra-c,zl.2+fi2)s

fi: r cosfl, y: rsing on obtient

* sin9i1

-rsind * ercos o(-rn cos'td * ag2 cosz 0 + fl)) * sind(rcosd {-
4cos4 g - wzrzcos2 d + B) s:ino)

Asin0 f rcosdsin 0 + er cosz g(racosa 0 + ag2 cos2 0 + pr) +
0(ra cos4 o - a2r2 cos2 o + 0z)

-2cos60+cosa 0)+r2(@14 or)cosag - .,2cosz0) +(0t- flz),co$2d + frz)

23



1.
;(cos 

0i1 - sin0i)
1

;(cor 
0(r cos 0 + er(ra cosa 0 - a2r2 cosz 0 + Fz)_ sin d(*rsin f f

ercog o(*ru cosa d * agz cos2, + B1)))
1

i(rcosz 0 +rsin2 0 - *cosdsin g((rarcsa0 - a2r2cos2 0 + 172).1

(-ra cosa o + afz cos2 o + g))
1 * ecos 0 sinl((racos4 p - e2r2 cos2 0 + gz) +
(-"ncosn o + asz cos2 g + gJ)

ra(-2cos6 d + cosa ely1l(t(at a or) 
"*n !:,":"o:, 

g) 
\ @, _ &,l r*ryg

re alrzcoszt)+0))
ra(-2cos6 d + cosa 0) + rz((ar a, or) 

"*1i' - or"o*, e1

, - /3r)cqs2 g + Fz) + o(e2)

, I t:" rn(-zcosod * cosa e)d0 + [i" rr((o, 4 *r)cosap - oi2cos2 tr)ae+ 1,*L Ji"@,_gr)coszo+p)do l
#f*+ (Sar - 2c,2)r2 + s(gr + 0r)l

OCr

i.|0t:0ro.2:gZrFr: 1

512
et pr: g

#(*-i) ("'-*)
#(*-#.#)
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Ona

.Donc

lOn a

I)onc

et

^ r / 1\/-, 1\ 1 I"/u:01==[y2-ro \ -A)\n- 16)-Q=:=5':;etr:4
deux cyclse limites d,emplitud" ; .t i.

/ol fb.n 15 , 1l g
:_f : l_f-__r.- I_l _
), J,:i 116' ZbG' ' t}Z J,:r- ffi (>'0)

#].:* : f** - ffi," * #^].:r:

limite d'a,rnplitude f esf instable.

limite d'arnplitude f esrb stable.

(< 0)
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pitre 3

Le

certain

hode de la rmoyenne du second

les deux probldmes d valeurs initiales suivantr:s :

dr
at: uf(t,r) + e2g(t,r) + eah(t,r,e) r:(0) == so

f' (t, ") 
: !,?fiu, (t, 4 - ff fo @.,t

suivarrt fournit une app:roximation du second ordre pour les solution d'un
diffdrentiel p6riodiqur:.

s.

Cln

(3.1)

#: ,fo(il + r'f'o(y) + utgo(s) u(o) : no (3.2)

avec / : *oo[ xD *+ ]R. et g :[0, +m[ xD x]0, eo] --+ IR. D est rur ouvert cte lRi. f , g et
h sont et

(3.3)

26



1. l -
u'(t,, r) : I Lf (t, r) - fo @)l as _v z(r)J-

0

(3.4)

une fonctlon de class Cl telle que la moyenne dr: 91 est 6gale d z6ro.

fo, f r0 et g0 d6notent les fonctions moyenn6es de 1F, fret g rmpectivement
que:

(i) et lipdhitzienne en r et toutes ces fonction sont continues slrr lerus ctomaine d.e
ct6fini

(i,i,)

(iii
t,r,e)l est'niformement born6e par une constante aans 10, 

LI xD x]0,e6[,
ind6pendant de e.

t) appartient A, D dans la dur6e ] Alors

x{t) : y(t) + €yl(t,,1v(t)) +o(e2) quand e _* 0.

que /0(y) :0, alors les a,ffirnations suivantes so,nt satisfaites.
(a) si le point critique du systdnre moyenn6 telle que :

(io

a

*(f,o(il+go(il)@)*o

une solution ?-p6riodique O(t, e) telle que

iD(t, e) quand E--0

int critique U : p de systdme est hyperbolique alors pour
la solution p6riodique O(t, e) correspondante dru systdme

hyper et de m4me type de stabilit6 que p.

(b) si

ment

(3.5)

Itl > 0 suffisam-

(3.1) est unique,
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3.2 Th6or0me.

le systdme diff6rentiel :

i: eFt(t,r) + e2Fr(t,r) + esR(t,r;e)

)+t.F2s(a"),V,a")lA

lel > 0 suffisarnment pe1;it, il existe une solution r-p6riodique g(., e)
systdme 1).

3.3

(3.6)

(fi) l : IR x D ----+ IR' et IR : jR >< D x|-tt, €il ---r lR,, sontb des fonctions continues.
tf en la premidre variable.D est un ouvertde IRl,.

F1

que

f € IR, 4(t,;.) e Cr(D)t, Fr, Fz, R et D,F: sont Localement lipc6itziennes
d r" R est diff6rentiable par rapport d e.

Fro, Fm: D ---+ IR'p*

(3.7)

fi(t, z)dt * F2(s, z))ds.

que

(ii) € D, un ensemble ouvert et born6 et pour tout
e€]-e /[\ i0] , il existe a" € V tel que Frc(a") * eF26(a") : ig.

0n

(i)

Far

On

e1l

et de(

Alors,

1fT
- | F1(s, z)ds,tJo
7 f7' fs
. | (D,F1(s, z) |.Jo Jo

Fro

Fzo

de

28



le sysltdme diff€rentiel :r

ou d' idre 6quivalente

tel que

11(

Fz(r

| ,: -gt+ €r - €2r,

l r; : r 1- e(r2 - u - Bry) - et y.

les cor{onn6es polaires (r, g) of t: rcosl, y: rsing.Ce

ffi 
: e rrQ', o) + e2 F2(r, o) + o|f),

r2siglcos2p *8r2coer3, *2rcos2 g - r - tir2 cos0,,

6313sindcos5 0 +5212'cos4 lsind - 6418coss 0sing

*4rcos3 0sin-24:r2c.sdsin g - Zrcosdsin ,g -lr'cossg* 16ra cosa0

-16rts cos6, - 4r2 cost'6.

fi(r,0)d0

(r2sin 0cos2 g +8r2 cos30 *2rco;s2 g -.r - grz cos0)tt0

&o(r) : g.

*r
*1,'"

D"ot) on

29



Ur(r, s) :+

'(r,o):

I
lt"

fi(r,0)d,0

- lt'cos3 s * ;lsin s cos2 
" - ii",sin s * rcos s sins

0&,\
$At\r, s1

r(2r sin s cos2 s -F 16 cos s)3 * 2(cos2 s - 1 -- 16 cos s)y1(r, s)

tion F24(r) est

Fro(r) : (f'(r,s) + &(r, s))ds

positive de f26(r) est r : 1,. Cornme$(.,fr1r; + efi;s(r)) l,=., : 2e *
le th6ordrue po,r 0 < r << r- suffssamment petit possdde un seul cycle rimite.
3.2 z

*,["
r3-r

I t : -! * e(r * ar2y) - e'(r - y2)

I I : r + e('7r2Y + x) - ezy(r - 
'z)

les cordqnn6es polaires (r, d) of r: rcos , g: rsin 0. Ce

€

b

e

: e[r3(ocpssBsin 0 *,ycos2 0sin2 0) * rzsins0 + rcoszd]+
r2(sin3 d * cos 0 sinz 0* cos 0 sin2 g) - r cos2 gl

:1 *e[r2(7cos' 0sin0 - acos2 0sinz 0) +rcosdsin26f - cosgsing)]+-

[r(cos 0sim2 0 - "or' 
0sinl -- sin3d) * cosdsing].

30



* e,Ft(r,g) + ezFr(r,e) + O(eB)

n3(acosS 0sinl * Tcos2dsin2 0) + rzsi:nsd + rcos2 0

[r2(sin3 d - cos 0 sin2d + cos 0 sin2 0) - rcos2 d _

([r3(acos3 0 sinl.{- 7cos2 dsin2 g) + r2sin3 d + r cos2 0] x

[r2(7cos3 0 sinl - dcos2 g sin2 0) + rcors dsin2 d _ cos gsin 0)])]

* f F1@,0)d'o

* J'" V"tccoss g sin g* 7cos2 0 sinz 0) + r2sin' d + r cosz gld:

* I'" ntTcos2 gsin2 o + r cosz o)do

[b,' + +7

[r3(acos3 0 sing*'7cos2 dsin2 0) + r2sin3 d f rcos2 0Jd0 + z(r)

z(r)t:#U -*,

f d,r':':-
0de

(r' o)

,r 0)

4: 
to

,s) : rtttco#s - $ri'n" * ], +i1 +"'1]"orrs - cos" * 
3t

+"t]" + |rir,,,l - lr" - t,
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ffu,{',')
l3r2 (acos3 d sin fl * J cosz g sin2 g) * llr sins 0 + cosz 0]g1(r, s)

Donc

Fzo(r

fonction

I r2n
2n JO

((#"
+eFzo(

7t
7r3

est

s)+

FPt

t(",

-E!

)=

)d's,

- fir') "n 
+ (q1#)rs + (ffo +#t+ effi) ,, - *,+ f

, [ 
(#" a 18e-:-1e2zr'v + #at - !*t')"n + (F)"t* \\ (#"+\fu+-'?tt'),,-i,+ff )

TtS

-21
OI

4r

Fz(I

l*
3+

|ir, sJ +
[89-1922r

r1096

=*(r"

(f'
y*

(")

, s))ds

#"t
tr)+er

( + @@Dl5dzg.t%g6Eg + Buz64 bob)

a:

+

I_

- -40192

X

(s +@@mFDTNw+: ,24z64bob)

deux cycfus limites d'arnplitudes 1 et 2
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Di rence entrer les deux m,6thodes

nclusion

[ *: -v * e:(r t- arzy) - u'(* - ,taz)

I cl : r + e('yx2y + 4 - u'a(, - irf)
les cordonnees polaires (r',9) ori r : r cos , A =, rsin g.Ce

6crit

: e[r3(a coss 0 sin g * ,y cosL 0 sinz 0) * r2 sin3 0 + r cosz 0]+
r2(dsins d - cosdsinz 0 + lrcos gsin2 0) - rcos2 t?]

:1*e[r2(^ycos3 0sing - oco$2gsin2 g) +rcosdsin2d - cos6sind)]-rF

r(dcos 0sfrnz 0 - cos'0sin6,- psinad) + cosdsinLg].

: #: eF1(r,o) + ezF2(r,e + o(es)
r
0

33



Donc

: 
#1,'"

: *1"'"
: !r' fu"

L alors

fi(r,0)d'0

[r3(a coss 0 sin 0 * 7cos2 0 sinz 0)* 12 sins 0 + r cos2 0]ct0

+41

"fo 
: o * t{"' - 4) :o ---+ r:2

cycle lirnite d'a^rnplitude 2.

fa/'l _ [1"'_ 11

l-0, Jr:Z I a - il,:,:t (> o)

limite d'amplitude 2 est irrstable.

* I,^ F1(r,o)dg

* Ir'" vt t* cos3 a $n 0* 7 cos2 g sinz 0) l- rzsin3 d + r cosz ald\

* to'" nt^,cos2 osin2 o + r cosz o)d"o

[w* + +t

: [" yttocos' psind * 1 cos2dsin2 0) + r2si:ns d + rcos2 0]d,0 + z(r)Jo' /

_ At -l

z(r): tf -;,
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:,"t;cos4s - $ ri'ns + |s +

,1|' + ] rir,, 'l - lr' -;,

o. .,.1 , 2-

| + r"Lrcc,s" s - coss + 
5j 

+

L,, t r-3
3' , 4

\
I

i,'o,q : ffarv,r)
: [3r2(trcos3 dsin {l * 7cos2 g sin2 d) + 2rsins d + cos2 0]y(r, s)

r, fonction tr'26 est

= * Ii" (f'(r, s) + F2(r,s))d,s

r ((fficu+ s#z + #"t - rtr\"n+ (#) r3 + (,;fa +#.,r + %L) r, -
/ f-t"^. r 189-192*-.,2!i^

rf+eflzo(r) : * (2"' r  r)+er ( \y.:+ ffiil 
+ ;iia1' - &t'l'n"r

\ (s1+) 13+ (fro + L;fu+ H),' - t,+ f

lDonc

.Fzo(r)

P,

I?our

+ W@EEgIrrF6&s + ty24z64 bo5)

- -40192

X

c

a

(:

+

I

(:

N

r- '-"' 3 v" 10800ur*719994336 "

+ @@ttG8 mZmBg + 1124z64 bob)

On

a

t

vp der,rx cycles limites d'arnplitudes I et 2.

moyenne de seccnd ordre

11.L donclusion.
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