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Résumé

L’objet de cette mémoire est basée principalement sur la recherche de solutions pério-
diques|isolé en utilisant la méthode de la moyenne de premier ordre et de second ordre

avec ledit leurs différences.




0.1 | Imtroduction

(a) Historique

Nous allons étudier dans ces chapitres des équations différentielles du deuxiéme ordre.

Ces équations pe

4 \ 7 d
Y'=F(y,y) oty =y(z) et = o (0.1)

uvent se transformes en un systéme de 2 équations différentielles du

premier ordre. L’espace des phases est alors un plan. La forme générale d’un tel systéme :

Le premier modél

type (0.2) admett

7

g = Pz, 1),

0.2
. Q:Q('ra y)' ( )

e physique publié dans la littérature qui transformé en un systéme du

e un cycle limite est I’équation :

e (3 - 2 4= 03)

Dans les années vingt, Balthasar van der Pol, un ingénieur hollandais,étudiait les pro-

priétés électriques

n’existant pas enc

des tubes & néon(van der Pol 1922). A cette époque 14, les oscilloxopes

ore, il surveillait I’évolution de son circuit en écoutant les changements

de tonalité dans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges et décharges du tube

par I’équation qui

porte maintenant son nom.

d2

dt2+é(2—1)——m-0 (0.4)

On voit que si on dérive ’équation (0.3)par rapport & t et que si ’on note z = %, on

retrouve 1’équation

Lienard un ingén

(0.4). Ces deux équation sont donc équivalentes.

leur francais, établit un théoréme d’existence et d’unicité d’une solution




périodique pour une classe générale d’équations dont fait partie I'équation(0.4) .

2z dx _
=t sf(a:)% +z=0. (0.5)

Levinson & Smith (1942) ont suggéré de généraliser I’équation (0.5).

d? d
—dt_;c + Ef(:v);g- + G(z) = 0.

et qui est connu sous le nom d’équation de Liénard généralisé.

—e mémoire est organisé en 4 chapitres qui se présentent comme suit :

un exemple pour recherche les cycles limites. Le chapitre 3 est réservé 4 la méthode de
la moyenne de second ordre.On étudie un exemple pour recherche les cycles limites Le

dernier|chapitre est réservé a la différence entre les deux methode.




Chapitre 1

Notions préliminaires

Résumé

Dans ce chapitre,nous rappelons des notions générales. Nous commencons par définir
les systémes dynamiques, les points critiques et le systéme linéarisés d’un systéme non

linéaire au voisinage d'un point d’équilibre. En suite nous introduisons la notion d’un

cycle limite et 'amplitude d*un cycle limite d’un systéme planaire. Puis nous présentons
une régtle de la symétrie classique. Nous introduisons la stabilité d'une solution d’un

systéme différentiel et quelques théorémes sur la stabilité.




1.1 | Systémes dynamiques, points critiques
Définjtion 1.1.1. Un systéme dynamique sur R" est une application :
U:R* xR* - R"

Définie sur tout R* x R, telle que :

o U(.,x):R" — R est continue.

o U (t,): R® — R™ est continue.

o U(0,z) = z.

o U(t+s,2)=U(tU(s,z)) pour t,s € Rtz € R".

Soit le systéme linéaire :

&= Az
y teRY, 25 € R™ (1.1)
2(0) = 5o

Ou A est une matrice constante. La solution de (1.1) est :

2(t) =™,

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car 1’application :
U:R"xR" - R"

qui a taut t € R*, z € R™ associe :

U(t,z) = ez

vérifie les quatre propriétés précédentes.

Définition 1.1.2. Soit le systéme non linéaire




On app

Défini

Le syst

ou

et

est app
Définit

i = f(z) (1.3)

elle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.3), le point zo € R™ tel que :

fizg)=10

tion 1.1.3. Considérons le systéme (1.3)

sIme

= Az

(8fz (ivo)) =Df(x),1<i,j<n

f(zo)=0

elé linéarisation de (1.3) en zo.

tion 1.1.4. On appelle point critique hyperbolique de (1.3), le point zq telle que

A n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.2

Classification des points d’équilibre

sas des systémes linéaires

Considérons le systéme linéaire :

&= AL, (1.4)

ou z = (z1,...,%,) et A une matrice constante inversible. Soient A1, ..., A, les valeurs

propres

de A.

Définition 1.2.1.

o Si les

valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles et du méme signe, la solution x = 0 est




appelée nceud.

oSi les

r=0e

5

!"ig 1.1 Noaeud stable

valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution

st appelée selle.

Fig 1.2- point selle.

51 les yaleurs propres \j, ..., A, sont complexes avec Im();) # 0, ¢ = 1,...,n. La solution




Considérons maintenant le systéme non-linéaire :

z = (24
Défini
propres
si toute

est app

& = f(z) (15)

7"'?"1””)7 f = (fl"")fn)

tion 1.2.2. Un point critique o de (1.5) est appelé puits si toutes les valeurs
de la matrice A = Df(zo) ont des parties réelles négatives; Il est appelé source
s les valeurs propres de la matrice A = D f(z) ont des parties réelles positives; Il

elé selle 5'il est hyperbolique et si A = D f(z) a au moins une valeur propre avec

une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Définition 1.2.3. Deux systémes planaires :

et

Définis

&= f(z) (1.6)

& = g(a) (L7)

sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents s’il

existe un homéomorphisme h : U — V" tel que h transforme les orbites de (1.6) en celles

de (1.7)| et préserve le sens du mouvement.

Théoréme 1.1. si Tp est un point d’équilibre hyperbolique de (1.5), alors il existe

un voizIage de ce point dans lequel le systéme & = f(z) est topologiqguement équivalent

a son i

1.3

éarisé £ = Ax .

Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.3.1. Soit le systéme planaire :

&= P(z,y),
l:/= Q(xay)'

(1.8)

1




Ou P,

@ sont des polynomes en z et y. Les solutions (z(¢),y(¢)) du systéme (1.8)

représentent dans le plan (z,y) des courbes appelés orbites. Les points critiques de ce

systeme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi

que ces

points critiques représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le

plan (2, y) est appelé plan de phase.

Définition 1.3.2. Une solution périodique du systéme (1.8) est une solution telle que :

A toute
Définit

dire qu’

((t+T) (¢t +T)) = (2 () y () pour T > 0

solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phases.
tion 1.3.3. Un cycle limite du systéme (1.8) est une orbite fermeée isolée, c’est 4

on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Définition 1.3.4. L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable z

sur le cycle limite.

1.4

Soit

Symétrie classique

le systéme :

&=y+ P(z,y),
y =-Ir+ Q(Iv y)'

(1.9)

tel que le point d’équilibre (0,0) est un centre pour le S.L (systéme linéarisés) de (1.9).

Si

ol

Alors, ’origine est un centre pour (1.9).

P(z, —y) = —P(z,y) et Q(z, —y) = Q(z,y),

P(-J?, y) = P(.’E, y) et Q(“x’ y) = ——Q(.’L", y)'

@

Exemple :

12




On pose : P(z,y) =0, Q(z,y) = —ef(z)y; donc (1.9) devient :

Le S.L

=y,
(1.10)
§=—z—cef(x)y.

W)=(1 o))

de (1.10) est :

si f(z) est une fonction impaire alors, Le S.L devient :

6= W6

(0,0) eét un centre pour le S.L et puisque P(~z,y) = P(z,y) et Q(—z,y) = —Q(z,y)

alors (0,0) est un centre pour le S.N.L (1.10) donc il n’existe pas des cycles limites.

Si f(z) st une fonction paire alors le point (0,0) est un foyer pour le S.N.L (1.10) avec :

e2f*(0)

1.5

Soit le s

— 4 < 0.

Stabilité

ystéme des équations :

d
d—f =f(t,z), z€R", teR. (1.11)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d'unicité des solu-

tions.
Définit
sens de

initiale

ions. Une solution ®(¢) du systéme (1.11) telle que ®(ty) = @ est dite stable au
Lyapunov si Ve > 0, 36 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.11) dont la valeur
x(to) vérifie

12(to) = Roll < & = [l2(t) — ()] <&, VE = to.

13




Si en plus de cette définition on a
Jlim_[l2(2) ~ (e)] = 0.

Alors 13 solution est dite asymptotiquement stable.

Quand |®(t) = 0 la définition devient :

Ve > 0,136 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.11) dont la valeur initiale x(to) vérifie
lz(to)ll < 6 = llz(®)]| <&, VYt 2 to,

Si en plus

Jim_[Jz(2)] =0,

dzx dy d®(t)

@ = @t a Gyt
dy

E:_' == f(t7y+(b)_f(t7(b)

dy

- = t

= 9(t,y)

On voit|bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

Exemple 1 :(n = 1)

%:—aﬂ—l; 2) =1,

La solution telle que z(0) = zp est :
z(t) = (zo — 1)e " + 1.
La solution ®(t) telle que ®(0) =1 est ®(t) =1

|z(2) — &(t)| =

(zo — 1)e™*| < |wo — 1|, V> 0.

14




Il suffit

de prendre § < €; 6 = ¢ = ®(t) est stable.

Stabilité asymptotique.

Jim[le(t) = @(8)]| = lim_|(z0— )] =0,

d’ou ‘I>Qt) est asymptotiquement stable.

Exemple 2 : (n = 2).

Soit le gystéme :

La solut

L=—y z0) ) _[ 0
Loz \ Y0 0

ion qui vérifie (2(0), y(0)) = (zo, Yo) est :

(x(t)) _ (xoc.ost—yosint) . B() = ( 0)
y(t) Zosint + ypcost \ 0

15




Ve > 0;

iﬂé > 0 telle que :

2 z(t
0 < g = ®) <e;VE>0,
Yo y(t)

z(t
; = |z(t)| + |y(t)| = |zo cost — ypsint| + |zgsint + yo cos t| < 2(|zo| + |vol)
y(t
&
=2 0 <&:;Onprend5§£;5:E
2 2
Yo
0
d’ot ®(t) = est stable
0
2
z(t 0 .
lim ® ] _ = lim (2’(t)+ () =22+ =c>0 » 0
t—+too y(t) 0 t—+o0
Donc lajsolution n’est pas asymptotiquement stable.

Remarque :1l est possible que la solution ®(t) soit non bornée et stable et méme asymp-

to‘tiquen?ent stable. De méme il est possible que la solution soit bornée et non stable.

e Dans

premier cas, on a les deux exemples.

1) £ =1; 2(0) = 0.
2) & =Lg+t41;2(0)=0.

o Dans

deuxiéme cas, on a ’exemple.

& — sinf(z); 2(0) = 0, ®(t) = 0.

Exemp

a) i+ &+z=0.

Jb1=$2,
r=1I =
.'1.32: —T] — Ta.

16
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2.1  Théoréme.

On considére le systéme (2.1) et on suppose les fonctions F. , B, D, F, D2F, D?R sont
continufaes et bornées par une constante M (indépendante de g) dans [0, +oo[ XD avec
—&p < & < gp on suppose que F et R sont T-périodique en t avec T indépendante de ¢ :

(a) si ple D est un point singulier du systeme moyermé (2.2) telleque det(D,, f(p) + 0)

o alors pour [¢| > 0 suffisamment petit il existe une solution T-périodique X, (t) du systéme
(2.1) telle que X.(0) — p quand & — 0.

+ (b) si le point singulier Y = p de systéme moyenné (2.2) est hyperbolique alors pour
le] >0 s*u.ﬂisamment petit, la solution périodique correspondante X.(t) du systéme (2.1)
est unique hyperbolique et de méme stabilité que p.

2.2 Exemples.

7 Exemple 2.1 :
&= -y—e(z®— ax)

y=z

En po:sar#t T =rcosf, y=rsinf on obtient

T = cosfi+ sin by
= —rcosfsinf — er cos’ f(r? cos? § — ) + rsin  cos §

= —recos’f(r?cos’§ — a)
et

§ = -71:((:05 0y — sin 0z)
= 1(cos 8(r cos 8) — sin B((—rsin f) — er cos 6(r? cos® § — a)))
-

. = 1+ ecosfsinf(r?cos 6 — a)

19




dr  —recos?f(r?cos?f — q)
dd  1+ecosBsinf(r2cos?§ — @)
= —ercos®6(r?cos® 6 — a) + o(e?)

D’ou

_ 27
‘ fr) = 2—7:/ cos® §(r* cos® § — a)db
0

| o, 27
— 2—; i (r? cos* 8 — o cos? 6)db

. _3r s 4
= 53

On pose a = 3 alors

ﬂ=0=¢;§ﬁ2~@=o:¢r:2

Donc il existe cycle limite d’amplitude 2.

On a
a1 _[9,,3] _ ~
[?OT:I r=2 B [ 8Ir * 5} r=2 = (< 0)

Donc le cycle limite d’amplitude 2 est stable.
Exemple 2.2 :

_’]'j:: —y

J=1z+e(z? - a)y

En posallxt; Z=rcosf, y = rsinf on obtient

7 = cosfi+sinfy
= —rcosfsinf + sin 6(r cos § + £(r* cos® § — a)rsin §)
= —r cosfsiné 4 rcosfsinf + ersin®4(r? cos? 6 — a)

= resin?0(r? cos? 9 — a)

20




et

Donc

D’ou

. 1
¥ o= ;(cos 07 — sin 01)

1

= ;(cos 6(r cos 6 + e(r? cos? § — @)rsin ) — sin §(—rsin 9))
1 B

= ;(r cos® 0 + rsin® 6 + er cos fsin 6(r? cos? 9 — w))

= 1+¢ecosfsinf(r®cos®d — a)

dr _ resin®0(r?cos?6 — a)
df 1+ ¢ecosfsin (r?cos? 0 — )
= ersin®6(r’cos®§ — a) + o(c?)

ST

2
fo(r) = 5:—1_/ sin® 6(r? cos? 6 — )df
0

20

= 2L (r?sin? 6 cos® § — o sin? 6)de
= Jo
== g(r2 —4a)

On pose o = 1 alors

Donc il e3

On a

fOZO:>£—('{‘2-—4):O$T:2

kiste cycle limite d’amplitude 2.

afe _[3? 1 B
[W]T:{[?”ELJI (>0

Donc le cycle limite d’amplitude 2 est instable.

Exemple 2.3 :

& =y+e(z® + az® + fz)

j=-1

21




En posant z = rcosf, y = rsinf on obtient

|7 = cosf + sinfy
= cosf(rsin6 + er cos 6(r* cos* 6 + ar® cos® @ + 3)) + sin 6(—r cos 6)
= T cosfsinf — rcosfsin b + ercos? 6(r* cos*  + ar? cos? § + B)

= ercos® (r* cos* 8 + ar* cos? 6 + 3)

et
: 1 = P
8] = —(cosfy — sin i)
| T
1 .
= —(cos(~rcosf) — sinf(rsin § + er cos §(r* cos* § + ar? cos? § + 3)))
r
1 : 2
= =(—rcos® — rsin® @ — er cos §sin H(r cos* 6 + ar? cos? 6 + B))
-
= —1-ecosfsinf(rtcos® 0 + arcos® 4 + B)
Donc
roodr ercos? O(rt cos* 6 4+ ar? cos? f + B)
§  df  —1—cecosfsinf(ricostf + arlcosh + B)
= —ercos’ (r* cos* 6 + ar? cos? 0 + ) + o(e?)
D’ol
—_r 2
fory = — [ cos?8(rtcos* 8 + ar? cos® 6 + B3)df
2 Jo
—r [ .
= — rt cos® 0 + ar? cos* 6 + B cos? 8df
27 Jo
= = [5r'+120s7 1 16]
= 55 [r? - 1] [r? - 2]
T4 2
e [5r* — 157 + 10]

22




Pour

a:z:;etﬁzg
On a
f0=0=>—_3%[7"2—~1] [r2-2}=0:>7'=10u1°=\/§

Donc il existe deux cycles limites d’amplitudes 1 et /2.

On a
[af° | .25, 45, 10 5
o], %2 TR TR "% (>0)
Donc l¢ cycle limite d’amplitude 1 est instable.
et
[0f° 25 , 45, 10 5 _
h I P <0

Donc le cycle limite d’amplitude /2 est stable.

Exemple 2.4 :

T=—y+e(—2°+ oqz® + Bi2)
y=1z+e(z* — a2z® + B,)y

En posant z = rcos#, y = rsin 6 on obtient

7 = c0s#fi + sin 6y
== CIS 0(—rsinf + er cos f(—r* cos* 6 + ay72 cos® 6 + £1)) + sin é(r cos § +
ef(r*cos* § — aur? cos? 4 + f35) sin 6)

= —r cosfsinfd 4 rcosfsinf + er cos? O(r* cos? 6 + a;r? cos? 6 4 B1) +

ensin? 49(T4 cos* 6 — apr? cos? § + B2)

= en(r(~2cos® 0 + cos* 6) + r((a; + ap) cos™ 6 — oy cos?0) + (B, — B,) cos? 6 + )
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et

.1
6 = ~(cosj - sinba)

1
= -?:(cos 8(r cos B + er(r* cos* § — apr? cos® g + Ba) — sin6(—rsinf +

ercos 6(—r* cos® 6 + ;72 cos? 6 + 581)))

1

[ | ={n cos® 8 + rsin? 6 — er cos fsin O((r* cos* @ — ayr® cos? 4 + B9) +
”

|

} (—r*cos* 8+ air? cos® 6 + 3,))

= 14ecosfsin 8((r* cos* 6 — ayr? cos? § + By) +

(—r*cos* 6 + a17% cos? 4 + 81))

Donc

er(r*(=2cos® 6 + cos* 8) + r2((a; + p) cos* § — oy cos? 0) + (B, — 3,) cos? 0 + 5,)
- 1+ecosfsinf((rtcos? 0 — ayr?cos? § + Ba) + (=1 cost 6 + oy 72 cos? § + 51))
= er(r*(—2cos® 4 + cos* 0) + (01 + @3) cos® 8 — ay cos? 6)

{j}(;ﬁ’l — fBy) cos? 0 + By) + o(e?)

%.! -

D’ou
) ro| 2T r(—2cos § + cost 0)dd + 2 r2((ay + ) cos* § — ay cos? H)df+
T = —
2m 5" (81 — By) cos2 8 + 5,)db
= % [7"4 + (6(1’1 e 2(12)7'2 + 8(81 + ,62)]
1\F 2 1 2 1
116\ "1 16
o .L TA — E + l
1 116 16 = 64
Ou
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|
|
|
|
|
Ona}
|

Donc lh existe deux cyclse limites d’amplitude % et

On a 1

Donc le

Donc le

[0 _[8,._ 1B, 11 _3
or |,y [16° 256 1024],_, 512

1
2

e cycle limite d’amplitude % est instable.

et |

o 5. 1, 171 _ 3
or],_s |16 256 ' 1024 —1 2048

cycle limite d’amplitude i est stable.
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Chapitre 3

Meéthode de la moyenne du second
ordre

|
Le théaréme suivant fournit une approximation du second ordre pour les solution d’un

certain jsyst-éme différentiel périodique.

3.1 Théoréme.

On considére les deux problémes & valeurs initiales suivantes :

% = cf(t,2) +€%(t,2) + h(t, 2,6)  2(0) = 7o (3.1)
et
% =ef°(y) +*fy) + 26 (y) y(0) = zo (3.2)

avec f :ﬁ0,+m[ XD — R et g:[0,400] xD x]0,e0] — R. D est un ouvert de R. f,get

h sont T—périodiques et

sl
£it) = 2Lyie,2) - L poga) (3:3)
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avec z(
En aut
SUppOs
(i)
définiti
(i)
(4i)
(iv)

1

M o) / [£(s,2) = £°(2)] ds + =(z) (3.4)

0

) une fonction de class C! telle que la moyenne de y! est égale & zéro.

re f0, f0 et ¢ dénotent les fonctions moyennées de f, flet g respectivement

ons que :

gﬁ et lipchitzienne en z et toutes ces fonction sont continues sur leurs domaine de
on.

|h(t, z,€)| est uniformement bornée par une constante dans |0, L[ xD x]o, €o| -
T indépendant de «.

y(t) appartient & D dans la durée 1 Alors

z(t) = y(t) + ey’ (£, y(t)) + o(e?) quand e — 0.

supposons que fO(y) = 0, alors les affirmations suivantes sont satisfaites.

(a) sip

donc, il

(b) sile
ment pet

hyperbolj

est le point critique du systéme moyenné telle que :
9 10 0 )
5 W+ W) #0 (3-5)
existe une solution T-périodique ®(t, €) telle que
®(t,e) quand =0

point critique y = p de systéme est hyperbolique alors pour |¢| > 0 suffisam-
it la solution périodique ®(t, €) correspondante du systéme (3.1) est unique,
que et de méme type de stabilité que p.
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3.2  Théoréme,

Con.sid érons le systéme différentiel :
| & =eF(t,7) + 2 Fy(t, z) + e*R(t, z; €) (3.6)

OuFi, F;:RxD—R'etR:R x D x ]—¢€5,ef[ — R” sont des fonctions continues,

T-périodiques en la premiére variable.D est un ouvertde R™.

On suppose que

(i) pour tout ¢ € R, F(t,;.) € CY(D), Fi, Fy, R et D,F : sont localement lipchitziennes
par rapport & z. R est différentiable par rapport a e.
On définit Fio, Fy : D — R™ par
1 (T
Fio = ——/ Fi(s, 2)ds, (3.7)
T Jy

‘ 1 T s
Fy = T/ (Do Fi(s, z)/ Fi(t, 2)dt + Fy(s, 2))ds.
| 0 0

et supposons que

(ii) pour V € D, un ensemble ouvert et borné et pour tout

€€ ]‘_51‘,5]‘[\ {0}, il existe a. € V tel que Fip(a.) + eFy(a:) = 0.
et dB‘(Fm‘O(CLE) + e Fy(a.),V,a.) #0

Alors, p%our le| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique ¢(.,€) de

systéme|(3.1).

3.3 Exemple.

Exemple 3.1 :

28




|
On co%sidére le systéme différentiel :
\

i‘
T=-y+er—el,
Jy=1z+4¢e(2® —y— 8zy) — &%y.

En uti]}isant les cordonnées polaires (r, 8) ot z = r cos 0, y=rsinb.Ce

systém#je s’écrit

1‘ 7= e?r + e(sinr? cos? 6 + 8r2 cos®  + 2r cos? 0 — r — 812 cos 6),
|

| 6 =1+ ¢e(rcos®d — 2cos fsin§ — 8rsin A cos? 9).
|

j\
ou d’u4e maniére équivalente

|

w

1‘

d
\} d_g = 5F1(7", 9) - €2F2(7", 6) + ()(633),
|

tel que
Fi(r6) = r®sinfcos?6 + 8r2cos® 0 + 2r cos § — 1 — 87 cos f,
Fy(r{8) = 63r°sin6 cos® § + 32r% cos® O sin 8 — 6413 cos® 0 sin 4

+4r cos® O sin —2472 cos f sin 6 — 2rcosfsin 9 — 3r3 cos® § + 1613 cost §

—1673 cos® 6 — 472 cos® 8.

27

1
Fﬁ"m(?") T Fi(r, 0)ds

27

= 5 (7"2 sin 6 cos? 6 + 8r2 cos® ¢ +2rcos? 6 — r — 8r2 cos 0)de
mJo

D’ot on a

Fl()(T') =0.
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w(r,s) = ‘/OSFl(r,H)dH

1 {
: = =rf— 17’2 cos® s + §r2 sin s cos® s — ;§r2 sins + rcosssins
‘ 3 3 3 3
|
Alors J‘
|
\
! oF;
P8 = S
|

= 7(2rsinscos®s + 16 cos s)® + 2(cos® s — 1 - 16 cos $)y(r, 8)

Donc l% fonction Fyg(r) est

|
|
i 1 27
1 Fy(r) = = (f (r,8) + Fy(r, s))ds
| 1
| = =y
L umqqe racine positive de Fy(r) est r = 1. Comme £ (Fio(r) + ¢ Fgo(’l))l oy = 26 #

0.D awprés le théoréme pour 0 < ¢ << 1 suffissamment petit posséde un seul cycle limite.

Exemﬂ‘le 3.2:
i &= —y+e(z + azy) — e2(z — y?)

y=z+e(yz’y+z) - cy(z - y?)

En utilisant les cordonnées polaires (r,0) ot = rcos , y = rsing. Ce

systéme s’écrit

(

| c2[r2 sin®f — cosfsin2 6 + cos #sin? §) — r cos? §
)

7 = e[r*(acos® Osin 8 +  cos? O sin? 0) + 12 sin® 6 + r cos? 6]+

0 =1+ ¢[r*(ycos® O5in § — o cos? A sin? 8) + 7 cos 6'sin® f — cos 6 sin §)]+

[ |€%[r(cos §sin® 6 — cos” §sin 6 - sin® §) + cos Osin g].
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Donc

r d
I o —; =eFi(r,0) + €2F2(7‘, 8) + O(e?)

0
tel que
Fi(r.0) = r¥acos’ fsing + 7 cos? 6 sin? 6) + r*sin® 6 + rcos? 4
F2(7‘, 6) = [TZ(Sin3 6 — cos 6 sin® @ + cos 6 sin2 6) — r cosdd
| ([r*(a cos® Osin 6 + ~ cos?  sin? 8) + 2 sin® 0 + r cos? 4] x
|
| [r*(7 cos® §sin 8 — a cos? § sin? 6) + rcosdsin® 6 — cos 6 sin D]
1 2w
Bio = — Fi(r,0)ds
10 o |, 1(r, 0)
1 27
- o [Ts(a cos® §sin 6 + 7 cos? 6 sin? 8) + r2sin® 6 + r cos? 6]
0
1 27
~ wn / (r’y cos® Bsin? 6 + r cos? 6)de
2 J,
e
= glri+4g
Calculons

Y

[y

(A, 8) = / [r*(ccos® B sin 6 + -y cos? § sin? 0) + r?sin® 6 + r cos? 6]d + z(r)
Jo

On obtient

v_ 7Y 3 1
2{r) = -—8—r3 4
On a
= 1 1 : 1 2
hins) = 7"3[T cos*s — 55 sing s + g5+ g] + r2[§ cos® s — cos s + é]
1. ¥ 5 1
+7’[§S + Z Sing S] - g”' = 5]"




oOF

{0 = —é—yl(r 5)

= [Br¥(acos® fsin § + ycos® §sin? B) + 2r sin® @ + cos? Blyi(r, s)

Donc la fonction Fyg est

Fyo(r)|= & [Z(f(r,s) + Fy(r, s))ds

[

‘ 33 189—1927 . ~ 3y—1 3r—4 32r—1
3 T((a120‘+ 4096 7r/'|“5120'y 64/)r +( £ )T +(64O“+ 7;6 thds T )T .
_33 189—19277 2 3y—1\ .3
a+ Spafy 4 By SA2)pd 4+
FI%‘(T)+8F20(T) — %(77-3 + 4?)‘{‘5?’" (512 4096 . _4 5][232 642 ) (_-3 )
| (Fro+ 35ty + 2y 2 Ly g 28
g =™
| 121+2399984
@ =RAT — e rieseraaE X

(324b7r + /83751 126 739 7047 + 330 863 80072 + 5342 222 158 292 738 689 + 1324 764 505) )
+287S¥)23('23 —40192
i

_L 1 »
~ | 1080071719994 336

(324 )'71’ + /83 751 126 739 7047 + 330 868 80072 + 5342 222 158 292 738 639 + 1324 764 505)
~ -&J) 05

On trouve deux cycles limites d’amplitudes 1 et 2
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Chapitre 4

Différence entre les deux méthodes
|

| ®
et f:onclusmn

|

1
Exem[?le :

| T=—-y+e(z+azr?y) - Xz - By?)

!
| .
| y=z+e(yz®y+z) — 2y(z — dy?)

l
En u‘ti].ifant les cordonnées polaires (7, ) o0 z = r cos , y=rsind.Ce

systéme s’écrit

Donc

(

7= e[r*(acos® fsin 6 + 7 cos? A sin® 6) + 12 sin® 6 + r cos? o)+
?[r?(6sin® 8 — cos Asin® 6 + B cos f sin? 6) — r cos? f]

0 =1+ e[r?(ycos® Asin @ — o cos? fsin? 8) +rcos#sin® 6 — cos §sin 6)]-+

\ e?[r(6 cos fsin® § — cos’ Osin 6 — A sin’ 8) + cos fsin 6].

dr

g == eFi(r,0) + €2 Fy(r,6) + O(e?)
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!
lé‘”eorﬁre

| 1

PO = [ o

= 5_/ [r®(acos® 8 sin @ + y cos? 6 sin? 6) + r?sin® 0 + r cos? 6]df
= §T [')7 + 4]

On poise v =1 alors
| fP=0= (-9 =0=r=2

Donc 11 existe cycle limite d’amplitude 2.

afe
[E‘_:l =2

Donc 1? cycle limite d’amplitude 2 est instable.

26™ordre

On a

3¢ 1
—_—— = >0
. 8 2:,1':2 ( )

; 1 2
i = —— F do
| Fio 27r/0 1(7‘, 9)

1 (> ‘ -
= [r®(a cos® @ sin 6 + y cos? § sin? §) + 12 sin® 6 + r cos? 6]de
0
| 1 27
1 = = (r%y cos® §sin® § + r cos? §)dd
| 7
- g[’ﬂ” +q

Dalculq%ns

'ljl(r, 8) = / [r3(c:cos® B sin 6 + +y cos? sin? ) + 2 sin® 6 +- r cos? 0] dA + 2(r)
l 0
On obtient
I __f‘)/ 3 ]_
2(r)=—r"—=r
==~
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Ona |

| 1 1 :
Ql(r,s) . r3[—:icos43—3-—2—s1n4s+85+4]+7“ [;co's‘gs-coss—f—g]—l—
1 1 . e R
r[2s+4sm23] 8T §r
| OF,
S0 = —lyl(T s)

= [3r*(acos® #sin @ + v cos? fsin® §) + 2rsin® 6 + cos? B8ly(r, s)

Donc la fonction Fyg est
on(T) =L 2”(f1(r $) + Fy(r, s))ds
1 (0 + 50 4 By~ 3) et 4 (350) P (ot By s i) P b g o
(580-+ 530 4 B 37) it \'

() + (gro+ Bty + Zgl) r? — fr4+ 232

Flo(r)+sF20(r) =L (yr® +4r)ter

Pour
r } 7
e =105
127+ 239{‘;3 984
o = 24T ~ {5556, T770 691336 X

(32407 + /B3 751 126 730 047 + 330868 80072 5342 222 158 392 738 680 - 1324764 505)

[ 4 287‘5?7923 623 ~ _ 40192
L d
7 = " 108007 +719994336

(32407!‘ + /83751 126 739 7047 + 330 868 80072 + 5342 222 158 292 738 680 + 1324 764 505)
|~ —9$.05

e | -

X

On trouve deux cycles limites d’amplitudes 1 et 2.

4.1 | conclusion.

D’apréq I’exemple précédent on conclut que la méthode de la moyenne de second ordre

est trés précisée avec le premier ordre.
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