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R6sumd

but de ce trafail est de moddliser le moddle de la circrnlation gdn6rale de l'at-

: on 6cri{ le systbme qui ddcrit le mouvement de fair dans l'atmosphbre,

rend ce sys{bme d'6quations en coordonn6es cylind:riques suivant les direc-

tmgeFtielle et verticale; ensuite on dtudie les propri6t,6s du terme du

rt du systdrpe obtenu par la projection sur le plan radial-vertical. Enfin on

quenques cafact6risation$ pour le rdchauffement et Le refroirlissement dans

ion i partflr de l'6quation durbilan de l'6nergie.



Introdution

th&me principal de notre travail est la moddlisation per des dquations aux d6-

partielles dellacirculationgdn€rale del'atmosph0re qud se rdallse globalement

dans couche atmosphdrique de laTerre. Nous devons tenfu'compte des causes pri'

du phdnompne comme les difff€rentes sources de chaleur, la force de Coriolis

et la vertiqale de l'atmosph€ re.

point de vuq mathdmatique,les dquations fondamerttales du modble $eront

flrnide corppressible visqueux et calorifbre. Commer le nlod,ble g6ndral sera

pliqu6, rlous devons proposer certaines simplifircations comme l'hypo-

la synr.6trip axiale. Nous devons dtudier quelques propridtdes fondamen-

tales systBme d'$quations de ces nrodbles.

point de vue 6nerg6tique, le systbme Terre-atmosphiEre est globalement en

(le rayonrtement infrarouge 6mis vers l'espace est rtompens6 par le rayon-

sol.aire absprbd). Les pertes sont donc dgales an:r gains. Mais,les diffdrentes

ce systbmF ne sont pas sdpardment en dquilibre:

l'€quateur e[ les Tfopiques, les gains sont supdrieurs aux pertes

. des tempdrdes aux p6les, les pertes sont supdrieures atx gains

De les diffdrentes parties de ce systbme ne sont pas sdrpar6:ment en dquilibre :

.lla et quglque soit la latitude, les gains sont supdrieurs auxpertes
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l'atmosph€re, aux latitudes irnf6rieures i 40' les gains sont supdrieurs aux

alors qu'aux latitudes sup6rieuLres, c'est le contraire

Or, moyenne annuelle, la temp6rature est partout i peu prbs constante.

Il est n€cessaire que des transfe:rts d'dnergie s'effectue;nt:

.de rvers les p6les parune circulation m6ridienne permettant le transport

d' excddentaire des basses latitudes vers les zones polaires. ce transport est

par I'atmosphdre (607o) et par les ocdans (40Vo)

.de surface vers I'atmosphBre par les flux de chaleur sensible (conrvection) et par

les de r:haleur latente {6vaporatio,n-condensation)

Tout a contribue aux mouvements de I'air atmosphcrique et donc i la circulation

le prdsent m6moire nous voulons dtudier le systhdrne d'dquations qui mo-

cin:ulation g6ndrale de l'atmosphbre suivant le plan :

le chapitre l, nous allons considdrer le systbme d'dquatiorrs qui d€crit la

g6ndral0 de I'atmosphbre form6e par des dquations qui reprdsentent la

conservatien de Ia masse, de.[a quantitd de mouverment et der l'6nergie.

le chapitre 2, nous allons transformer ce systbme d'6quations en coordon-

et nous supposons que le mouvement es;t stationnaire et slnn6-

autour de l'axe x3, ainsi que toutes les grandeurs physiques ne ddpendent

r et x3 et sont ind6pendentes cle 0.

le chapitre 3, nous allons dtudier la propriitd du terme d.e transport sur les

polr obtenir des caractdrisations significatirres du systdme obtenu.

le demier chapitre, nous allons introduire quelques caractdrisations du 16-

et du refroidissement dans la circulation gdndnrle .

que



Chrapitre I

tion de lar circulation gdindrale
de I'atmosphbre

va consid6rer un modble mattrdmatique qui d6crit la cirqrlation g6n€rale de

en particulier celle prinLcipale qui est engendr'de par le rdchauffement

dans la zone tropicale et l'abaissement de la tempdrature dans les zones 6loi-

de I'riquateur. Pour mod6liser ce phdnomBne on utilirie les dqruations aux d6-

partielles du mouvement des g;az dans une version ariaptdie b la structure de

d''6crire les dquations que nous allons 6tudier, nours rappelons les propri6-

t6s gOopotentiel Q = O(x); on a

l'

def

otr O

O'=@g *@rf ,

GM-I
= -,ffi et O"1 = --llalztx! + :$), ici G est la constante dr: la gravitation, M

est la de la Terre et ar est la vitesse angulaire de la rotation cle la Terre. @,

nte [e potentiel gavitationnel, tandis que Qr; repr4senterle potentiel de la
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allons consid6rer le domaine

C) = {x e m3 / l,rl ( R1, c1 < (D(r) < cz}. (r. l)

{@(r) = cr} dewait correspondre i la surface du niveau de la mer, tan-

la surface {(D(x) = c2} dewaiit correspondre i la limite sulrdrir:ure de l'atrno-

la constante Rr est introduite seulement pour que cr d6finit par (1.1) corres-

domaine de I'atmosphbre a.utour de la Terre. La lim,ite supdrieure de I'atmo-

en rdalit€, n'est pas bien ddlinie, mais les ph6nombnes qriri mrous intdressent

ttseulement dans la couche que les m6tdorologuers appellent troposphdre

se lirnite a 1l - 18 km de hauteur (l'6paisseur d€pend de lar latjitude). pcrur un

marth6matique il est conver:rable de d6finir une limite sup6rir:ure de I'atmo-

rappelons d'abord le systdrne d'dquations du mouvernent d'un gaz vis-

quer l'on peut ffouver par exemple dans [4]. I1 est frlrmd des 6quations qui

la loi de la conservation de la masse, de la quamtitd de mouvement et

de l' On rappelle d'abord l'dquation de la continuit€ 6crite dans la forme

04t+Y.(pu) = 0.

tion de la quantit6 de mouvement peut 6ne 6crite da:rs la fornnre

{L.2)

(1.3)Qotui* nr,*r, ,r*r, * fr, =

,8,*b(*'' * 
&'u- iiu,*o')). ft1co o't, j,k = I,2,3,

que li'dquation du bilan de l'6.nr:rgie aura la forme



M{ 1g4s-GUELMA DEprurTEW D[ MATHduTreutr

8cy(0t1" -v u'Vn + pY 'u =

v.r'7r+ n,F, {*.W f,t,ur,)*ui + ((Y .,v)2,

(r.4)

.j',k=L,2,3,

ott

Q=p

ll) =

't=

lr=
qet

Cy:

la

CtU dr,

K: la thermoconductibilitd de l'air;

dquations (1.2)-(1.4) (en particulier l'dquation (1.3)) sont €crites, en principe,

dans coordonndes inertiales. Mais dans l'6tude de I'atmosphdre il nous convient

cl'uti ler systbme de coordonndes attachd h la Terre qui fait lla rotation chaque

jour.

, r) : est la dqnsitd de I'air.

f, x) : est la vitesse movenne de I'air .

f, x) :est la ternpdrature de l'air .

t, r) l: est la ptession .

sont les coefificients de viscosiit.d d'6coulement et volutmique cle l'air.

la chaleur sp6ciflque de l'air.

rotation de la Terre cause dans le syst0me de coordrcnndes qui tourne avec

la lbrce centrifuge

Fry = -pV<D

la force de Coriolis

F,2 r= -2n o) x I)t

(0,(l,ro) de sorte que l'dquation de la quantitd de mouvement se reduit i
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Qotu j * n' 

i\_rrk a*k, i 
* orp

[ ;L h t*', * fi;'r -!',' xv') ) 
. &n'' u) - zp(zi x u) 1 - n *;*'

t pour chaque composante. On a

Qasul+n(,,y,t.*fr.*k).*7= (1.6)

+r7A,u1* (3 *f)r,, (v.u) -zptd * uh-efi;av,

Qo,uz.n("*ii:.*ft-*k).*7= {L.z)

t r1a,u2. (3 . {) a,,W . u) - 2p(u x u)z- r#u,,

po,us.n(,,X:.*fr.^#).X?= (1.8)

= r7a4* (3 * f)u,, (v . u) - zpfd x u)e - ,rfror.

(1.5)

2,3. Comme u = (vr,u2,us), no'us pouvons 6crire l'dquation d|e la quantite de

l'idtucle delacirculationgd:ntirale del'atmosphbreilestirnportant de prendre

le rdchauffement dt i la radiation du Soleil et le refroidissement

zo'nes 6loign6es de l'6quaterur. Toutefois les transformationsifondamentales

des tions peuvent 6tre rdalis6es sur la base des dquations (1.i2), l[1.4), (1.6), (1.7),

(1.8)



coordonn,dies cylindriques

nou$ rappelons la structure g(iom6trique de la Terre, nous consiltatons que l'uti-

des coordorur6es cylindriqtres aura une utilit6 particulibre pour 1'6tude de Ia

nr g6n6ratre de l'atmosphbre, Nous rappelons d'abord les re,l.ations entre les

Ctrapitre 2

rmulation dre$ 6quations dans les

cart6siennes (.tr,.fz, dl) et les coordonndes cylindriques (r,9, xs)

{ ^"=rcoso
1^''=rsing '
I l:3=a'

[ '=f 47' ,

{ , = *.,*[&)| \xrl
I x3'=1'

du changement de coor.donndes, les composantes de vitesse peuvent

sous la forme suivante

ur= wrcos| - w6sin0
t)2= WrSin0+ wgcns9 ,

u3= vIi

(2.1)
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Equatiion de continruritd en coordonn€es cylindriques

l'dquation (1.2) peut €ne dcrite dans la forme

que l'6quation de continuLit6 se rdduit i

-da0lto+ 

^@rr) 

+ *;(puil + 
fr@u3) =: Q,

(2.1) ,12.21, (2.3) et (12.,{), on a

ar,p + (cosg * - \!.' #) {n,,,. 
"o, 

0 - ws sina)) +

. (""e6| . ry#) ts eu,sing + ws cosn)). 
;T(pus),= 

s,

nous;donne

e ;fr @ w,,) -cos 0 sin 0 $ @ w, d ++ g w,l +\W,n u,r, * si# e fi te w,) +

+r:osCIsino **r* "offqp,r,, - "ott;t*t @we)+.;|tpu3l = o.

o,p+!a,gQw) +r|,nur, = o. (2.5)

1l



MAr l945.GuE,u D oP&TTIMNT D8 MATHfMATIQUFS

Bquation de quantitrd de mouvement en coordon-
n6ep cylindriques

chaque op6rande des riqpations (1.6),(1.7) et (1i.8), en utilisant les re-

de aette formule au vecteur vitesse u nous olrtenons

2) ,(2.:l) et (2.4), nous obtenrons

aa0U1a-*UZ-*U3-
OXt OXZ O)C3

( ^d sin9d\
(ur,cosg - wesinn) 

[cosur: - , A.J+ 
(u.rrsina'F az6cos0) (ttr#. Y#t) . *ft

,^0 singcos0d ^A sin20d
wr cos' 0 

57 - wr T 5g - we sinfl cosa 
6; 

+ tue 1-'69 +

."^A singcosd6r ^A coszeA A
wrsin'a57+ w,-T 

U1+ 
wesrnacosa5;+ uto1-1n* rt 

A*,
a ta a*'.fr* *n; 

Oe+ 
ut6

0q 0h }ut:: Ut- * Uz- * Ug--OXt OXZ OXI

=: (*'*. *!+*. *zf;) (w'coso- aYesind)

=: *,*w,cosg) * *r|jf,w, cosg) * ,u*@,. cosg) - *,fi(up sina) +

*rl # r* rsin g) - ru',i!E@ r rine't

=: ,o"e*,ff -sinlw,!.# -Yu)rw. -\!I*a* rr,"oreaft - w"ine!9.

t2
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) analogue on a

iuz iut 0u,>=: u'axl+ v2 
oxz* * ,,-r:

= (*'*. *'|*. *ai;)(rp'sing + u6coss)

= *,*@,ring) + *rf,f,;;w,sino) + ,u*t*,rsino) + tu,*@e<:os4) +

+ *rf,$wrcoso) * **l;t*rcosd)

= sinew,ff +"rre*,\?.rywrw0- 
ry1 ug+ u3sinl$: urroral.c.

.(u'v)us = ,r#.*ff;^ft
= *r* * rr9!.or OXS

, rnous d6terminons l'6xpression de I'opdrateur laplacien, o,n a

n0 sin0d\( nd sringd\ /. ^O c6sgd\/. ^O cospd\ d2a or- , ol)[cos0; -';m)+[sino;.=7 *)[sinet+.-:=;j "&
o0', cosgsing d cos0sin0 d d sinzg d sinOc,crsg d d sin0cos,O dot*-T- a'-l;- oroe* , u----''-=-- 66fr*ff:fr+

tgA:,-,*zo& ,co*|A.cos0sin0d d siingcosdr d cos0sin0d 6lTffi+sn-ufi*Ta;: O0Ar-::-- =-:-.d6.t -'":* ni,;*
Osrin0 d eos20 Oz 6z4__t_
12 d0', 12 d02', 0x?3

r2

rd t& &+-__r__J__
r 0r ' r2 002 ' 0*4'

"o, 
e {,- Y #, 

-, 
"t * . o,y *,* ) ("",, # .- ry j;,, ^, * . ry #, *)

13
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de qette formule au vercteur vitesse r,, nous obtenons

analogue on a

(#. +#. i#,. &) 
(u' cos g - nre sins)

j\ t*, 
"r, 

u, * ! ftw, cos g) . 
$ ffi w,cose) * 

frt*, 
r,os g) - S we snut +

i#,,r o" 
^ 

- *,#rwo sino) - 
frrwe 

sinet

",,,effi - ",nt+# . 

=9Y 
- YY - e* *, .- ry *, * "o,effir *

sinow.

e A,U2 (;h " i*. i#. &)ru';, 
sino + ws coso)

]lr*,rtn^*!ftw,sino)+ jffi,*,*a. 
{}rr*,sing) 

* fiwrcoso) +

| ;{ w, 
"r, ^ 

. 
*, # rws c*s o) + 

S,rwe cos et

stur# * "o"offi . +?Y . ryW - v,Y! *, - Y *, + sineffi +

"oreffi

,A-. 0'rr, .l|us . &u3rAU3= orz-+7** aA.

t4
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la divergerrce de u en coordonndes cylindriques; on a

aa0
a,*r"* Mvz+ 66us
(,--^A sin0d\. t. ^A cosgd\ A

['cos0; -; *)(w,cos9 - wes:l:'9) + 
[sin0,- 

. id(w,sin? + wscoti?) * ftr,
"o"' 

o fi w, - sinl co"e fr ore - Y #r*,. cos g) 
" ff !,}wrsino) + sn, e fi *, +

siinocosg9*o+9"0d' cosod o

dr*o, , A'\rarsrna)* , Aglwltcosa)*",6ru
, ^dut, sinzg sint?cosg , ^dw, cos2g cosgsin0 Ac,os-rr6 wr+-Twe+srn'47;n, ttur--T-*r*l;*rt,

obtient

(v.u) ={ror,*f,*,.fi*.
w, et v3 sont independants de 0, et par I'applicatiorr de la formule prec6-

obtient:

0 t ^0 sin0d\/d I d 't.1fr;r:,v.,, = [cosef -r; *)ln*,*7*,. *r4
= 

"o"e fi *, * 
"o"e {r(i4 * "orefifr.,r,

arnalogue on obtient

..ft;ro. u, = (.*r#. t##) (**, *1*,. *^)l
= si,efi*,+ sino$ (i r.) + sinrir$ r| rr,,

ona

j; 
" 

. u) E sito$ -#l*,.YY *,no ffi.

15
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00 0(r \ dP= fi6r*' * 
a"u li*')* uE"

&ut, .!w, &us
= 

+--4-
d4dr ' rilxs A4'

( *rrt-@suz \
| -rtusrlDsul 

I\ otuz-ozUt l
{ -rrr, \ { -a{wrsin0+ uecosO) \

[ 
,fr 

J,=[ 
t't(w,cos9-w6sito,0) 

)

Ieterme VO

3o,= cos09,
OXt Or

3.u,= sing*,OXZ Or

a _ ao

--(D 
=oX:t d"r'

on apour Vp

ftr'="o'lff'

#r'=sneff,
aop

o*uiP = arr'

l6
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tipliant l'6quation de la quantitd de mouvement par er, nous

p ((dr ur) cos0 + (dr uz) sin0 + dr ur . 0)

e {0 t(w r cos 0 - ut6 sin9) cos 9) + (dl ( utr sin 0 + ws cos 0) sin0)

8dtwr.

g (((u. V) ur) cos I + ((u . V) uz) sino + ((u.V) us) .0)

a ((*, * *, cosz g - *r1 *,sin 0 cos d nufr*, 
"osz 

g - *, fi *6 *n0 cos g +

*rf,*,"o"" - ***rsin0cos0) *(*,ft*,si,'r0 + wslw,cososing +

,rft*,sint e r- *,fi*ecos0sin0 - *rf,*rrrrf e * ,ufr*ecooesine))

( 0w, ,,[ A \Alwrg - %-,i+ us6;wr).

l(v p). er = (*"' eff * 
"in' 

ed{',|

0p
= :-.or

l-p(vo)'ar = -e("tt'af +sin'zof)

= -p#.

17



0(?a

0(3 r) rvw .u)).e, =

(rlAut)cos9 + (rt\rz)sing + (aAu3) .o

,((*"#,,nrufu .ryY - -9W ry*, *ry*, n "o,effi

"r"rIry)cos 
g + (,i:'eff * "o,offi . YiT . ryY - Y? *, *oftl \

cos0 
^02t1". *"o"et*-!),irra ., 

( 02uz L lus u"+).o)
7*t + sm';e 

ofs J l,,'aP 
* 

7' a, * *, l l
(0'*, l0w7 t &wr\,IE*T u F*,.@|

(3.4 ((;h"',).o.e .(*,' u)sine-' (*",)')
ffi 

. 4 ((""'ffi - ry *, * 9YX= * 
"o,' iW) "o,a 

*

("inet*J - ry *, *tin? 0!u, 
* ri*B jl3)sinrl +\ 0r' rz r 0r Or0xzl

(**1*1.*) o)
(dx3dr r ixs 04 I )

(3 . 4 (*i; - 4 *,. i'#.;Wl

DSPAITEMNT Da MATHIWIQUES

(2.6)

t- xu),er = -2p(-us(wrsint?+ wocos?)cos9+oQ.u.cos0*.wesin0)sinO+0) =Zpatwe.

Cquation de quantitd de mouvement se rdduit i

ed t w, * n(*,Y - *?:. ^fi*,). 1:# 
=

#. 
., lY * 4 *, . 

ffi).t;,3 
. 4 (W - 4 *,, i* . #).,p,*, - p!,t#.

la miEme mEthode pr€cedante, multipliant l'dquation de quantitd de m,ouve-

IB



eld, nous obtenons

)(s0.,)' es 

= 
rrl)l:r:r(-sino) + (apilcos(l+drus'0)

0p,((u .Yu.)),ee p(((uV)ur)(-sin0) + ((u. V)uz)cos9 + ((u. V)u3).0)

(iwe'1d\
9l*16'* *rVwe + u3 

Ohwe).

0NP)'€o=a'

0 - ro(VO) 'eo = 0.

= (TAur)(- sin0) + Qt\,uilcos0,F (4Aus).0

{&*a r|ws I d'*el= ,l@-*i u -7*e" a,€J'

t3.4 ((rft"'')t-*"'ar. (#;"'')co'e. (*" 4 ')
0.

Df, PARft MaNT DE Mm{fMfl QUs

(2.7)

0(3

|(tlAu).ee

f)nztv.u).Ee)

)*zg(a x u)-es= -Zpuwr.

l'diqrration de quantitd de mouvement se rdduit i

Qotwo'. r\,ryli# * *,L*r* ***u)=
[&*e Lows I &*e\

= rl# . ;#t - i*u . ffi )- zs,u w,

(1,8) devient

Qons.n(*,#.^#)*ffi=

19
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2.3 Equatign du bilan de l'dnergre en coordonn6es cy-
lindriques

chaque op6rande de l'6quation (1.4), en utilisant les relations (2.2),

(2.4t), nous obtenons

OT OT OT'Vl = Ut-*UZ-*U3;-
OXt OXz O.tz

= (rap cosa - wesinn) (r*r#) + (,,, sing + tit)6cos0) (.*t# 
) 
.

OT+ l,rsr
Qxs
OT dT

= Wr- * Ug-' 0r - |xs'

'p(Y 'u) = P(**,*l*,. Ul *)

'v'rvr =.(**!9' a2r\

\or- ,F*e)

Y . u)z = t(**, * f,*,. i!E*)'
:= ,ftAY , 1 ...2 ,2aw,... *(;I' *r|us|wr ,204...\:= (t[ 

a, J 
*F*;*V o, *, *[d"./ *'a*, a, *7ao*,J'

20
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pour qalculer le detxibmLe terme du second metnbre, nous introduisons

suivanteI'exf

3I
J,k=1

*i"W fr0,*o 
,)*,,=

AtB\,z (luz\'
d;/ = ta;J

Xi"X)' = (zcosesin eff+1coszg -"in'q+:

Xi. #f = (,*r# + cosoffi*,i,,e ff )'.

frl " #)' = ("o,eff + cosetffi - "*tW)' .

t{10v1 ,0u1, ? \2

i,P*,[#. q- roinv'uJ

i (i" . u)z -f ro,r (r#,. rfr. r#)).
1 $ fd'; *a.3'!'
2 j7r=r\lxp 0q I

-3,o u)2 +? ((fr;:)' .ff;)'. (#)').
(H. #)'. (*l . #I . (#, " H)'

2cos0sin0 sin2g- cos20wr* *;,,.

X,i): = ("orr eff* cos g sin o W . * *,*'ou e'i" 0,r,, 

)'.

Xlf,): = (,* t Y+ cos e sin d, # * * *,*'ou'tJtn',, 
)' 

.
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nous

((v.
3

NL

.(i

.{

la somme des termes prec6dants et nous ajoutons le te:rme

)'nous obtenons

GiH;W:$,ro.,)*,,.((v.v)2=r((W)'**t-\iP*,.(#)'.(*l)'.

)".,HY).(i'.4(#')'.(ln.')(#)'.|r#,.*)*t.(T-*,)ff 
*,*

t;,,t#Y.(+-*4H;-,

l'dquation de bilan de l'dnergierdevient

n,,(a,, * *,ff. ^ljf;). olf.*, *l*, r ft',)=

$,,+ 
. i'1, . #). r((*')' * *3 - Y *,. (.',#)' . ( ;*)' .

(*fi1)' .'W#) . (3' .'\(Y)'. (in .') {#)' .(v|,*'. 5) *t.

ff - *,)ff *, * {,r - i4',n# . (T - *41#,*

Systbme d'€quations stationnaire

nous nous intfreSsotrs au syst}me d'6quati.ons statiOnnaire, c'e$t-i-

cl'dquations qui ne d6prsnd pas de t. Nous supposons rlonc que

dr0=0, dslil7=Oe 06wg=0, 0sl4=A, 01T=0"

(2.e)

22
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t"

l-

I

I
l

-'T

I
I

^I

I

-t

MAr l945.Gu[LM^

=rt;

par lF systEme d'6quation devient

Ydq de continuitd

l'drquation de bilan de l'6neq;ie devient

1d:o,egw,.)+5i(ous)=0.

de la quantitd de mouvement

^(-.. 0w, -..2t . _. lwr\ . 0pal*,T-w'67** *r)*#=

{lf ,i;v*,t).*(l*o*,,)).€.4(*(}fi v*,tJ.;}(}fi r,"a)).

+Zpatws - nff,

,t+*rwot+eLt*et)=

=,(*(i *, -^) ..# ft *, *t)) - ze, *,,

n(*,#"*#)*ffi=

D{PNTEMTNT D[ MA?HPJAT'QU8S

(2.1s)

(2.16)

(2.rn

(2.r8)

ff*,tH . i* ('#)) . (3 . 4 (#. iH. #;l- nffi ,

24
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(2.le)

=

.{'t

(i*v#)
.4([#

i*vffi ) 
.' ((# - *,)' .(# . w\'. (#)') .

.(#)') .(+ *,\(Y.ffi) *'*('r-i4WWr

.(\:#,.#)*t

25



Chapitre 3

rfldtds des termes de transport

Chpngqment de varlables, diff€omorphisme, trans-
formatf,on de l'intQpale

obtBnir dps caract€risations significatives des 6quations (2.15)-{2.19), nous

aMant tput d'6tudier la propri€td du terme de "transport" sur le$ caract6-

ues. Enreffet le champs de vecteur

(:: 
)

it sur notre domaine, sous certaines hlryothlses, peut d€finir une familles de

(caqact6riFtiques) qui nous permet d'6crire notre domaine dans une autre

et d obtenir par cela des propri6tds intCressantes.

r€afieer dette 6tude, il nours convient de clarifier avant tout la nature du

de coprdonndes que nous allons introduire et I'id6e gdndrale des chan-

de poordbnndes qui seront des diff6omorphismes. Nous commengons par

616{'rentaires de chary;ement de coordonn6es et leur propridt6 et en-

nous a[ons Saiter une certaine classe de diffdomorphismes; dans le cadre de

26
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noqs allons dffinir le changement de coordonn6es der notre domaine

et des cons6quences utiles.

Exr PL]E 1.

Sur

a,b,hB e R tels que 4 <b,A< B. On considere le domaine

D1= l(xr,rcz) € $8/A ( .t1 ( Bi a < xz < bl .

donnaine D1 on considEre le champs de vecteur constant

+ r0\
'=[r J'

considbre l'6quation des caractdristiques relative dce champs rde vecteur, on a

ftru,=r(7(s)r=(i),
qui rdrduit i

dd
;ftttt=0'AIz(s)=l'

Ir(0)==sA+r, 0<r< B-4, Tz(O)=a

Tr(s) =Tr,r(s) = A+r,

TzG) =Tr,zb) = dI st

d6fuiit l'applfication T de

f = {(r,s) e R2/0 < r < B - A,0 < s <b - al

T(r,s) = 1y"1(s),|r,z(s)) = (A+r,a+ s),

27



de coordonndes (qui rt'est qu'une translation), qui est un dif-

trivial).

une fonction q(h,xz) de classe Cl(Dr) et on d6finit une

V(xutcz)=i'Yg'

comme on le rcit immddiatemment la fonction ty(*r, *z) n'est

quela partielle de ep par rapport d xz, c'est-i-dire

d4nsce

QT,

{ (9, tc2) = d xzg(xt, xz).

* =i'v,ds

0(h,xil
/=Get711;i-=r,

- q(Jcr(r, s),xz (r, s)), fi tr, s1 - rlt (ht, s), xz{r, s)),

rr(r,S) = A+ r, rz(r'S) = 4* $r

28
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Ior*r*r, 
*r)d.xtd.xz = frfio,s)l]ld'rd's

= Ir*rn,s)d,rd,s

= {o*" fou-o *rr,s)drd,s

= 
fou-^ Ioo-'ftet,aasar

= f ou-^ 
,orr,b - a) - Qi,o))d,

= 
fou*o 

,rro* r,b) - e@+ r,al)d,r

= lt ,*r*t,b) -q(xr,a))dxt.

et si

que dals cet exemple la transformation de l'int6grale ne nous donne au-

rdsultat significatif ; cette transformation niest autre qu'une transfor-

n liorrmelle df un calcrrl bien cormu.

exemple oervira h faciliter larcomprdhension des exemples suivants.

PLE:2.

le domaine

D2= l(h, xz) e d lo < fi + 4. a'!.

il est bien connu, si on pose

I = {(r,s) e R, l0 ( r ( R, 0 s s < 2rnl,

cldfinit I'application T : I - D2 Par

I(r,s) = (xr,xz), 
", =,.o,(i), ", = tti"(f),

29



alors

par

peut definir I'inverse ?"-l de l'application T, qui sera d6finie expliciitement

MA III4s.GUEM

condition initiale

-it-dire

considdrons le chamP de'vecteur

T-r(xt,xz) = (r,s), r = 1f x!+ $,

s = raxcte(?l ti .f1 ) 0, rc220

7t \rl ''

t=rt sixl = 0, xz)O
( xt\

s = rarctgl ]l+o si xr < 0

7r \rl /

t='; sirl=o' xz<o

s= rarctsf 9l+zn si x1 > o, xz < o-frr/
que I et f-l sont diffdrentiables dans I et D2 respectivement'

(_ x2 \

'=l wl,lW,)
ftrur= r(r(s))

Y(0) = (r,0),

la famille de courbes y =.Tnqui constitue la base de coordonn6es dans

7r,r (s) = xr (r, s), T r,z3) = xz(r, s),

r(r,s) = (xt,xz)= (Tr,r(s),Taz(s)) = (t*t(i),tt*(;))'

30
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nolrs ddterminons le jacobien de cette transformation. Comrrne

r(1) = ff#l
*('*'(;)) *;('""'(i))
*("'[;)) i;("*[;))
*'(i). () ('*(i)) -'*(;)

'"(;)-(;)("*(;)) *'(i)
= .o*, (I). {i)*'(;i}.*() +sin2 (i) - (i)*'(i}'*(i,l
=1.

ry [;ji' )
onvoitque

ldv.(s) | .lJr 1=''
on consid0re une fonction q(h,xi de classe Cr(nil ert on dd:finit une

rlr(x1,x2) -i .vE

v(xt, xil 
Wif,rr*r,*r, 

- 
ffift*r*r, 

*r,

f
= JrVtf,ttll' lIWr(s))ldrds

rZnr fR
= J, Jo vtr,tt'ndrds'

L, rydqdx2

31
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Qt,s) = tg(yr(s)), &(r,s) = E(yr(s)),

ft*",'*,'

**r*,,*",

dr 0Q npt aq
6x1 0r ' 0x1 0s

*'(;)#-'"(il#

0rAQ*dsAQ
Ax2 Ar ' dx2 0s

''(;)#.*'(f #

:: -,'[;) (*'() $|-,*(i) #).-*'(;) ('i't) #.*'() #)
:: 

'*'(*) ffi*"o&(;)gf
aq
ds

te que

[r,va*ra*, = 
{o^ Io*'fft,$asar

= J" lotnrllT' a,.

7r,(0) = "f r(Znr) etdonc Qt,'})=@(r,Znr),ona

rfR
J*Urdndxz = Jo 

0dr =0.
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Donc

etun

Donc

D un. ensemble ouvert simplemrent connexe du plan cartdsien [Q2. Nous sup-

qure .l? e$t l'funage d'une applica,tion bijective I de

1= {(r,s) e R2lro 1r 4 r11ss < ,li < sr(r)}, 0 s ro < r1,0 s ss ( sl'

c,haque ppint (h, xz) du dornaine D il existe un point (r, s) du domaine I

'tel;que

(h,t:z) = T(r's)'

D = T(f), r = r-r(D).

T ecr(D), r-1e cl(f).

application T est un diffdomorphisme de f h.D. Pour les d6tail. sur les 'diff6o-

on peqt consulter Par exr:mple [6].

cld1firaissong la famille de courbes T = T16) par les relations

7r(r;) = T(r,s).

Donc, on 6crit

T(r, s) = (s1 (r, s),.r2 ( r, s)), yr (s) = (7rl (s)' 7r2 (s)),

rr(r,s) = Trr(s), xz(r,s) =TrzF).

6yr(s) f0Ir'(s) dYz'(s)\
dr = tl;-' os J'
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li(n,xill _
I a('r) | 

-
dlrr (s) dl.r(s)

Ar ds

0Trz:,6) 0T rz(s)

dt, ds

=,I(yr(s)).

u1(x1,x2)= Y1(7r(s)) = #',
que

ry = (u1{tfi , x2), uz(h, xil)= (u1 (y,. (s)), tl(T r {s))).

maintenant une foncrtio n q e Cr {D) et la fonction

!/(xt, xz) = ur(xt, xz)fi;Oor*r, rr) + uz(xt, xz){OVf*r, *r'1.

la d.€ffnition de ut(h,xz) etuz(xt,xil on a

tlt(xr,xil= r/(Yr(s)) = ftVrlr$)
r dang la d€riv6e comme un parambtre), si on pose

&(r, s) = ry(y7$)t), Qt, s) = tp(yr{s)),

le changerqent de variables dans l'int6grale double

f f _
I y\r,xildxtdxz = I frt ,s)llWr?Dldrdsrn' 

1),, r,,r,t d= Jn J,, ftw$'ts))llTr6Dld'sd^

que, si porrr chaque r e I re, rr t l,I(7r (s)) | ne ddpend pas de s' on a

I rrrt, t*r, *il d x1d x2 = r[:' f '' ftv v, trtttl W rgDld,s d r

frl
= I @V,$t(r)))-9(7r(s0)))l/Vr{ ,)ldr.

.I ro

uz(xt,xz)= uz(yr(s)) = 
q#,
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g(yr(sr(r))) = g(Tr(s0)) r €lro,rtl,

V(xt,xz)dxrdxz

de citer le quatribme exemple qui s'applique bien i notre cas' nou$ citons

importante de la condition pour que pour chaque r elrs, n[

lI$r ))l ner ddpende pas de s.

T, l:' {'"' fi*,''""'r.,'GDtd sd r

{" tv{r,t r(r))) - qtrr(s0)))l,r $,o)ld,

0.

une

alors

Soit

eta

3.1. si

V.u= 0 dans D,

jacobien I(Ir(s)) est constant sur chque courbeyr.

Nous ddsignons par lI le diffdomorphisme de I sur D ddfiniit par la

yr(s) = T(,r,s) - (h,x) € D.

,11) =TrGJ Un point appartenamt i D. On considbre un voisinage U de 6,7il
point (sr,rz) e U on assode I'expression 7r(s), c'est-i-di:re

(h,xz) = Tr(s).

u' = T-L(tJ),
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Mais,

Uf = { (r,s) e Ilyr(s) e U}.

la traqslation de U'donn6e par

u[ =.{(ast) e f l(r,s'+3) e u'l=l(r,s') = (r,s-O e rl(r,5) e u/}.

En pour Tr (t) e U, le point 7, (s - 3) n est pas ndcessairement d6fini, c'est-i-

dire (r,s) e Ut, le point (r,s-TJ n'appartient pas ndcessairement e f = f-i(D).

fur,pothbse, Ir(0) est bien ddfini et appartient h D et, dans l.ous les cas, U[

est vojisinage de F,0). Pour notre raisonnement il suffit de consid6rer un voisi-

nage de ffi,E) = TrG) ; par exemple le voisinage de (3i,6) = 7'G)

T({ (r,s) e f | (r,s -9 € UJ}).

raison, pour simplifierl'expros6, nous supposons que

(J'=l(r,slef l(r,s;-O e U{}, U=T(U').

IJg= T(4). (3.r)

On ajsdiment qUe UO est un voisinage du Tr(O) dans D, caractdrisid comnte I'en-

des points (te,xz) tels que

(h,xz) =7l(s-9, (s,r) e U'.

rarppelons la construction des ensembles [J' , (J6, Uo, IIoUS po]uvons sanrs dif-

nous; convai$cre que Ir (s) * Ir (s - 9 est une bijection de U sgr Us et dffinit

Donc, enposant

Gu{il = Tr(s_D,
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la matrice

[ 0*t a"t \
O(h,xz) | d{t )tz I

-:=l 

l.0(€r€) | 0*, lxz 
I\ d{r dtz I

on le cOnnalt bien dans le cadre des relation enffe les coordorutdes la-

et les coordonndes euldriennes (voir le lemme (3.1))' la condition

'V.u=0,

' 
, ^,d(x1,x2) -,oet-ic]J{t = r.

maintSnant Uo ddfinit ptu(3.1), qui est un voisinage de

7r(t)) = (f?,{b.

point {f r,{d de Uo nous posons (r, s') = T-t(*,lil, c'est-i-dire on a

({r,fz) = rr(st).

. 0(h,xz)cr€,t;Iilt

est

On

dt6lini.

que U'nlest autre qu'une translation deuts, de sorte que I'on a

o"##=aet( ll)='
de$ ensembles(J,(Jt, Us, U{, on a

0(h, x) _ 0(,h, rcl.) A({b t) d(r, s')

d(as) O('{r,tz) d(r,s') d(r,s)
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relirtions et des relations ddmontr6es ci-dessus on d6duit que

6",$('',"11 = ^"|iffiaoffi o*ffi
=,.au,ffi.r

, 6t({ytz)= oet-aG;t.

o"ryr# = aetffi lr=F,d=o = a*ffi lrr,,r,r = 7?(0),

(3.2)

sur les coufies yd.) on peut choisir quelconque s appartenant au domaine

d* Ir(t, la relation (3.2) implique que pour tout point sur la courbe 6,

la ddrfionstration de la proposition. tr

s,l, $i y .u =0, alorsdetH,B = t

der

On

Soit (fr,{z) e U6 et soit (xr,tz) e U. En rappelant coulment on a

Us,, on peut {ffinir {h,xz) con1me fonction de ({r,{d e U6 de la manirbre sui-

{h,til e Uo il existe (r, s') e U; tel que

({r,{z) = yr(,s') = (yrr (s'), rr2(s'));

(xr, xi = T r$' +3) = (Trr (s' +B,Trz(s' + g),

que, pour 3 fix6, (xt, xz) peut €itre considdr6 comme fonction de {h, 1) e Uo.

eErrirner y, (s' + 3) = (7rr (s' * 9, 7rz (s' + 3)) dans la forme

(x1, xz) = T, {s' + f) I r=l = (T rt(s' + t),n{ rz$t + r) I r=r.
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(3.3)

peut

c'est

Or' nous l'avons remarqud en haut, (r,s') est ddtermind par ({r'{z) € Us, orl

"f r $t + t) comme fonction de { et de f , que nous d6sigrrons pal y (t, t),

T(( , t) = y1(s' r- f) = (.rl ({, t), rq (f, t)).

U t + T {Uo, fl = l(x1, x2.} € R2 | (h, xz) = y(t,f), f e Uo }.

pt V t le diffdomorphisme de Us sur Ur ddfinit par la relation

(h,xz) =y({,,t).

. A /d(ri({, t) \ a(nG,t),x2({,t))y=y(f, t) = 6g;V= [ a{, )= W,
que cetle application est tu:l diffeomorphisme, c'est-i-dire une arpplica-

tion ve telle que Y1 ainsi que {rf l soit de classe Cl.

En la d6riv€e de Y par rapPort i t, on a

frvte, D = *(W) = &(*)=W, i, i =,,2

frvc,a=W=HW, i,i=r,2.

si on iqtrodu,tt la matrice

auiG=fr;, i, j=r,2,

^0{h,xz)I f 

-

- O(trtz)
GV.

**=
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en va bonsid6rer la d6rirr6e par rapport h r du jacobien / = detY(en

ce dem]ier en coordonnders lagrangiennes).

( arc:Lc,,t) dxr(f,r) \. I rlfr 0{z 
Idetl 

dx:z(t,t) oxzi,t) |

\ .rf, ah l
d n(€, t) lxz(t, t) _ 0 xz(t, t) d nG,, t)

d{r d{z d{r d{z

9ab,vdt
0 (0x10x21 0 (0x20r'ill
otlJr'ol'-l-a\no*l
0 (dn\ixz 0n 0 (flxz\ 0 (0x2\0x1 ilxz d fdrr\
0rta{r J a€z' 0hat\,d,tzl dt\0€;l 

^tz 
att0t\0(,zl

0 lln\dxz 0h 0' (lxz\ 0 (0x2\0x1 0x2 0 (0x1

dfr I dr J 0(z ', 0h 0t'21 0t ) 0h\ 0t J 0{z 0$ 0(z\ 0t
0v10x2 . 0x10v2 61t2ira dxziut
de, ah- ah ah- ae; ah- ah ah

( dq 0n 0x2 0u1 \ dr:2 . 0x1 ( 0q 0u2 . dx2 0u2l

tAfr dxr ' Ah|xzl0l'z dh\dtzdxt 0€zdxzl
(0nduz 0x2du2\0t:1 0x2(0x1iut , dxzOut\

ta{r dxr ' AhArcz) A{,'z 0h\d{z0n iltzdxzl

a
V. iu = 0 far hypotBse, on a ;rI = o.

l=a"fiffi=constant'

)o,
XZ

{z

,

,d{r
det{

IV.
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qUe lorsque f = 0 alors x1 := f1, x2= {2, donc on a

o"ffi1,_o=a"tffi=r;

(a
l6,I=o imptiqrueque

[ /ffi)lr=o

la d6monstration .

l=a"tffi=t
n

rt'est

de

par

considdrons un ouvert D de Rz (on suppose que sa frontibre dD, si elle

'virle, est de classe Cl). Nous supposons que sur D un charlp de vecteur u

Ct est dorpn6. Ddsignons, pour (xr, rz) e D, p?lr f 1x1,x) la courbe d6finie

duppobllme de Cauchy

d
*ftsl = u(y(s)),

T(0r) = (h,xz).

qqeV.u=0 etque

u(h,xz)#0 V(xr,;uz) e pt{d,}8)}, (4,f!l.n

existe une courbe ,1, de classe Cl contenue dans D et reprdserrtde par

h= l(h,xz) = ()11{r),hz(r)) l0 < r 1Rtl,

les conditions
---

,l )L\t;,.r)z + L\(r)z = t vr elo,.Rl [,
V I'- .r -

4l
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I$r

u{h(s)Vt (rl# u2o6)lhlttrl vr el0,Rl[,

hfiTwr,xila un point et un seuil pour tout (h,xz) e D sauf pour O4,f3l.

l rv&r, 
*r)o&dxz = {r,'Y 9d.x1, dx2 = e,

{Trt,r(s)}

s0rte que, 6crivant

Ir(s) = 7,1,,, (s),

dldfinirle I par la relation

T(r,s) = ?'r(s) = (h, xz) e D.

) ne ddpend pas de s, et d'aprEs la proposition (3.f) on peut conclure que

I$rtt;)) = constant.

qn une foncticn g(x1,x2) de classe Cr(D), et on ddfinit une

'w(q,xz) T .vq.

lambnre que nous avons vu dans (3.1), on d€duit que

r= (
)

aux teflrnes de transport du qrstbme d'6qua-
tiions

chapps vecteur est

rQwr
rQus
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Enm

sur I
lopn

LV

ler

L

(,2.15) on a

den mqmbre de (2.18) devient

,Q,,#.rn^#)drdxs =:

v . tt = fiVe,*,1+ frtrpud = o.

- Lb*rr Q w ) *,u*v B,,t) a, a*,

- [r*o'ud'rdxs
0.

- [ o*, (fto n *,t * ftt e,utl a, a *u - toe*|a, a ru

- I r*,r . udl dxs - [ ror&rara*,

- [oou\ara*r.

I rF n*,Y * QW7 ws *, eurffi + puswe) dr dxs

- I o*r(fi, n*,, * ftt nr,t) * [ re*r(wr 
+ w) dr dxs

- I o*r, 
. udrd,4 * !re*et*, + vs)drdxs

Ion*rt*r+ vs)drd4.

les dfiuations {2.L6), (2.17), (2.18) et (2.19) par r puis on fait I'integrale

rcha{ue te4'me de ces dquations, on obtient

mgmbre de (2.16) devient

f"
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et le prenferr mernbre de (2.19) devien.t

rt o"t: dr\, r{^6'. ';r \
,, 

]olrrrr,,7,: 
, rnru;-)araxt :: -t" Jr\r u,-trew.) 

+ r;--(r puttJdrdx3

f:: -tu J"TV 
'udrdx3

:: 0.
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Ch;apitrc 4

lQuelques car:actdrisations dlu

rdc hrauffement et du refroidissermerrt
dan$ la circulation gdndrale

tii on rn€glige le second membre der (2.19), on a

nrll3,#. ^#,)+ 
Rlsr(i*rw,t+Ift(rus)) = c,

en multipliimt lpar r on aura

( ar dr\ ^ _( a. d. \
c, r elw,"fi . 

^ u o) 
+ tupr lfi{r 

w,) + f' t 4) 
) 

= rt,

en utilisant l'6q;uation de continuit6, on obtient

o,, n(*,ff . 
^#:;l 

- R1r r (*,H*,,ff ) 
= o

Main@nelrrt au second membre, au lieu de 0 on considere le terme der la sourcer de la

chaleur Ii et la rlissipation de la chalerv -aT; pour la nature physique du probldrne,

E dewait repr€senter le rdchauffememt par la radiation du soleil et,Otre concentr6

dans les zones rtnlpicales, d'autre part, dans ce contexte m6rne la disri:ipation d,evtait
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qe[e d|e i l'dmission de la radiation de la part de l'air, qui d6pend di-

de fa terr{pdrature T ; ici norrs adoptons une approximation lin6aire de cet

refroiflisserpent reprdsent6 par

-sT (a ) 0, constant)

avpnsl'(quation

(4.L),,,e{*,ufi. *#)- Rlrr(*,#* *#) = E- ur.

l'€quation (4.1) nous faisons deux caract€risations.

Fnemibte caract€risfltion

premiEne carfctdrisation s'obtient, en transformant (4.1) dans la forme

( ar A7'\ t aT. dr\t rel*,; * * a"J- Rrrel*,i * u, anJ= @'2)

d

frrttl = fl(I(s))

forme

o,- nnftr =' -R e*(;). E - ar.

lidqua{ion (4.3) le long derla courbe y et en tenant compte que T est une

ferrm6e, on 4

- 1,*,n*(Ilo'. [,Eds-a {,ras=a.

= -R,rQ2(*,*(;) .,,*(;)) . E - ar

dquAtion Seut Otre r66crite sur chaque caractdristique 7(s) ddfinie par l'€qua'

(4.3)

(4.4)
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d, T'c, E I
;?'og*n;= *-"n. @.7)

peut Qtre interpr6t6e connme la loi adiabatique avec le rdchauffement
(rapiative)- qT.Eninrtdgrant surla courbe f(s,), on a

fr(#-"+)ds'=o'
en,'$ (a.a) et (4.9) est orue au fait que dans (4.+) les fonctions int6-

consid6{6es comme fonctions de I(s), tandis que dans (4.8) les fionc_

DfudTEMuT DE Mf Hf,rlA?lQUFs

(4.8)

tions

de s'

que ds

pmdgs son{consid6r6es cooxne fonctions de F(s,), m€me si Xs) et F(s}
les m$mes lie*x g.om€triquesr dans le domaine. si on consid.re les fonc-
ramdep dire{tement conrme fonctions de s dans (4.4) etcomme fonctions
(4'8;, pstts 

{ifrdrence peut 6fie consid6r6e comme consequence du fait
s',
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Perspectives

Dans lia sectio.n 3.2 nous avons remarqu6 certaines applicationsr des propriri-

tds des termes cle transport i nos 6quations de la ciirculation g6nC*rle de I'atmo-
sphbre. Les dgalirrds int6grales obtenues pourront 6tre utilisdes pour le rsystbme com-

plet d'dquatircns pour la circulation gdn€rale de l'atmosphOre. En effet, lles 6quatjionLs

(2'16)-e.rg) sont clu type elliptique, mais elles comprrennent des termes de transi-

poft' qui souvent emp€che d'utiliser les mdthodes usuelles pour les 6quations du

type elliptirqu:e. Ivfais, nous pouvons espdrer que les 6galitds obtenues dans la sectio:n

3.2 serornt tttiiles pour surmonter cette difficultd. Donc notre premibre perrspeetive esit

d'approfondir les r6sultats obtenus dans la section 3.!l et chercher i les appliquer h
la r6solution des 6quations (2.16)-(2.19).

D'autre piart, comme nous l'avons dvoqud plusieurs fois, nous nous int6ressons

en particuli.er i des caract6risation du r6,le de la circulation gCndrale de.l'atmosphrbre

dans le bilan dnergdtique de la Terre. Irlous avons fait quelques remanques dans 1:

chapitre 4' Nous voulons d6velopper ces analyses en rutilisant les rdsu,ltats obtenus

dans la prdsente titude.
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