République Algérienne Démocratique et Populaire

. /q
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche N / }f ) (ﬁ,ﬂ\‘[

Scientifique

Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de I'Informatique :
et des Sciences de la Matiere V9
Département de Mathématiques

/'«/5‘5;_7; Lo
g
/ / -~ -~

/ : }é» / i_%i‘% ‘v’ 3
/ gt ey ) \:
r ° ‘ ;_; ‘;"‘ < .
Mémoire \& \ 5w, %)

N

SIS
Présenté en vue de I’obtention du diplome de \:g’iﬂ,:_,\ ,‘,-a\é?

Master Académique en Mathématiques

Option : Mathématiques Appliquées

Par :
Mile . Aifa Sana

Intitulé

e o e e e e e e e !
—-—I-I-—--l-—-l-_—- -_III-__I-II-—III—-I-

Equations de la circulation générale de ’atmosphére

10 A . 15 U T -_—-———III-—_I-II-—III—-I-

Dirigé par : Pr.Hisao.Fujita Yashima

Devant le jury
PRESIDENT Pr. M. Z.Aissaoui Prof Univ-Guelma
| RAPPORTEUR Pr. H. Fujita Yashima Prof Univ-Guelma
EXAMINATEUR Dr. H. Guebbai MCA Univ-Guelma

Session Juin 2015

S




Equations de la circulation générale de
I'atmosphére

Aifa Sana
Mémoire de master en mathématiques
Université 08 mai 1945-Guelma

23 juin 2015



Table des matieres

Introduction 2
1 Description de la circulation générale de Patmosphere 5
2 Formulation des équations dans les coordonnées cylindriques 9

2.1 Equation de continuité en coordonnées cylindriques .......... 11

2.2 | Equation de quantité de mouvement en coordonnées cylindriques .. 12

2.3 | Equation du bilan de I'énergie en coordonnées cylindriques . ... .. 20
2.4 | Systeme d’équations stationnaire . .. .......... ... ... . 20
Propriétés des termes de transport 26

3.1 | Changement de variables, difféomorphisme, transformation de l'inté-

Quelques caractérisations du réchauffement et du refroidissement dans la

circulation générale 45
4.1 Premiére caractérisation . . . .. ............. .. ... .. ... 46
4.2 Deuxiéme caractérisation . . ................. ... ... . 47



Résume

Le but de ce travail est de modéliser le modele de la circulation générale de I'at-
mospheére : on écrit le systéme qui décrit le mouvement de I'air dans I'atmosphere,
puis on rend ce systéme d’équations en coordonnées cylindriques suivant les direc-
tions radiale, tangentielle et verticale ; ensuite on étudie les propriétés du terme du
transport du systéme obtenu par la projection sur le plan radial-vertical. Enfin on
donne quelques caractérisations pour le réchauffement et le refroidissement dans

la circulation a partir de I'équation du bilan de I’énergie.



Introdution

Le théme principal de notre travail est la modélisation par des équations aux dé-

rivées partielles de la circulation générale de I’atmospheére qui se réalise globalement

dans la couche atmosphérique de la Terre. Nous devons tenir compte des causes pri-
cipales du phénomene comme les différentes sources de chaleur, la force de Coriolis
et la structure verticale de I'atmosphere.

Du point de vue mathématique, les équations fondamentales du modéle seront
celles|du fluide compressible visqueux et calorifére. Comme le modéle général sera
assez \compliqué, nous devons proposer certaines simplifications comme [’hypo-

theése|de la symétrie axiale. Nous devons étudier quelques propriétées fondamen-

tales du systéme d’équations de ces modeles.

Du point de vue énergétique, le systeme Terre-atmospheére est globalement en
équilibre (le rayonnement infrarouge émis vers I'espace est compensé par le rayon-
nement solaire absorbé). Les pertes sont donc égales aux gains. Mais les différentes
zones de ce systéme ne sont pas séparément en équilibre :

« entre I'équateur et les Tropiques, les gains sont supérieurs aux pertes
« des latitudes tempérées aux poles, les pertes sont supérieures aux gains
De méme, les différentes parties de ce systéme ne sont pas séparément en équilibre :

« 3 la surface et quelque soit la latitude, les gains sont supérieurs aux pertes
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® po it I'atmosphére, aux latitudes inférieures a 40° les gains sont supérieurs aux
pertes alors qu’aux latitudes supérieures, c’est le contraire

Or, en moyenne annuelle, la température est partout a peu prés constante.

Il est donc nécessaire que des transferts d’énergie s'effectuent :

» del'équateur vers les pdles par une circulation méridienne permettant le transport
d’énergie excédentaire des basses latitudes vers les zones polaires. Ce transport est
réalisé par I'atmosphere (60%) et par les océans (40%)

ode l.}‘ surface vers I'atmosphere par les flux de chaleur sensible (convection) et par
les flux de chaleur latente (évaporation-condensation)

Tout ¢ela contribue aux mouvements de I'air atmosphérique et donc a la circulation
génér#de.

iDéns le présent mémoire nous voulons étudier le systhéme d’équations qui mo-
dilise la circulation générale de I’atmosphere suivant le plan :

Dans le chapitre 1, nous allons considérer le systeme d'équations qui décrit la
circulation générale de I'atmosphere formée par des équations qui représentent la
loi de ha conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie.

]D#ns le chapitre 2, nous allons transformer ce systéme d'équations en coordon-
nées c;Tylind.riques et nous supposons que le mouvement est stationnaire et symé-
t:r'ique} autour de I'axe x3, ainsi que toutes les grandeurs physiques ne dépendent
que de r et x3 et sont indépendentes de 6.

Dans le chapitre 3, nous allons étudier la propriété du terme de transport sur les
cara.cn%éristique:s pour obtenir des caractérisations significatives du systéme obtenu.

Dans le dernier chapitre, nous allons introduire quelques caractérisations du ré-

chaufi@ment et du refroidissement dans la circulation générale .



Chapitre 1

Description de la circulation générale

de 'atmosphere

On va considérer un modele mathématique qui décrit la circulation générale de

l'atmosphére, en particulier celle principale qui est engendrée par le réchauffement

del'air dans la zone tropicale et I'abaissement de la température dans les zones éloi-

gnees de I'équateur. Pour modéliser ce phénomene on utilise les équations aux dé-

rivées partielles du mouvement des gaz dans une version adaptée 2 la structure de

I'atmosphere.

Avant d'écrire les équations que nous allons étudier, nous rappelons les proprié-

tés du geopotentiel ® = ®(x); ona

G'WD dD g

q) == @g""‘@cf,

G 1
= —— et Oy = —=|w?(x + x2), ici G est la constante de la gravitation, M
|x] f 9 1 2

est la masse de la Terre et w est la vitesse angulaire de la rotation de la Terre. O

représente le potentiel gravitationnel, tandis que @, £ représente le potentiel de la

force ¢entrifuge.
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Nous allons considérer le domaine

‘ Q={xeR3/|x|<Ry,c; < D) < cs}. (1.1

La :suFface {®(x) = ¢1} devrait correspondre a la surface du niveau de la mer, tan-
dis q&e la surface {®(x) = c,} devrait correspondre 2 la limite supérieure de I'atmo-
sphéxJe, la constante R, est introduite seulement pour que () définit par (1.1) corres-
pondau domaine deI'atmospheére autour de la Terre. La limite supérieure de I'atmo-
sph.élr‘e, en réalité, n'est pas bien définie, mais les phénomeénes qui nous intéressent
se trouvent seulement dans la couche que les météorologues appellent troposphere

et qui se limite a 11 - 18 km de hauteur (I'épaisseur dépend de la latitude). Pour un

modé‘le mathématique il est convenable de définir une limite supérieure de I'atmo-
sphénF,

Nﬁ)us rappelons d’abord le systéme d’équations du mouvement d’un gaz vis-
queux, que 'on peut trouver par exemple dans [4]. 11 est formé des équations qui
repréT‘entent la loi de la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et

de I'énergie. On rappelle d’abord I'’équation de la continuité écrite dans la forme

|
\
‘ d:0+V-(pv) =0. (1.2)

L"éq_u#tlon de la quantité de mouvement peut étre écrite dans la forme

| 3. 3
00V +e 2., Vk P = (1.3)

‘ tvy j,%:l Ox J axj

|

]%:] axk(n Bz romd| a_xj Vk 3 jkv-v ) "—'ax «KV-v), s ,2,3,

t:andlq que I'équation du bilan de I'énergie aura la forme
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ecy(@:T+v-VT)+pV-v= (1.4)

3. (0vj v 2 0
VkVT+n ¥ [+ X 260V v ——v; +{(V-0)%, jk=1,2,3,
1 ’chZ=1 oxe ox; 3 V) ox L /

ol

o = p(t, x) : estla densité de I'air.

v = v(t, x) : est la vitesse moyenne de l'air .

T = T(t, x) :est la température de I'air .

p = p(t, x) : est la pression .

7 et {: sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique de l'air.
¢y : est la chaleur spécifique de !'air.

% : est la thermoconductibilité de I'air.

Les équations (1.2)-(1.4) (en particulier I'équation (1.3)) sont écrites, en principe,
dans les coordonnées inertiales. Mais dans I'étude de I'atmosphere il nous convient
d’utiliser le systeme de coordonnées attaché a la Terre qui fait la rotation chaque
jour. La rotation de la Terre cause dans le systeme de coordonnées qui tourne avec
la Terre, la force centrifuge

Fep=-pV®

et aussi la force de Coriolis

F.=-2p0wxv,

ol @ = (0,0, w) de sorte que 'équation de la quantité de mouvement se reduit a
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6v+>3v v+a = (1.5)
Qtjékﬂkax’ax,” -

3 0 a 0 a - 0
_k;laa(;(axkv +0 Vi — —SJ,kV v))+a—xj((V.v)—-29(w»xu)j..pb;;dl,

J = 1,2,3. Comme v = (v1, V2, v3), nous pouvons écrire I'équation de la quantité de
mouvement pour chaque composante. On a

0r vy + (v@v_+v6v1+vav1)+6'p — (1.6)
el ve 10 X1 20x2 36.X3 @.xl - '

3 - 0
= A, + (g +() 62, (V-1)~20(@ x V)1 ~ 05 =,

0 1] 0 1] 0 2] ) 6,0

0,05 hid 1.7
i +9("10 T g R e LT}

y 0
=NAvy + (g + C) 0y, (V1) =20(w x V)2 ~ 953—6;61,

— = (1.8)

ooy ?_'13_) .
0x3

O0vs
9 —
(o] tv3+p(v163 + Uzaxz + ll3ax3

— 0
=1Av3+ (g +C) 0y, (V-v)=2p(w x V)3~ pagdtb.

Dans’étude dela circulation générale de I'atmosphere il est important de prendre
en considération le réchauffement dii a la radiation du Soleil et le refroidissement
dansles zones éloignées de I'équateur. Toutefois les transformations fondamentales
des équations peuvent étre réalisées sur la base des équations (1.2), (1.4), (1.6), (1.7),

(1.8).



Chapitre 2

Formulation des équations dans les
coordonnées cylindriques

Sinous rappelons la structure géométrique de la Terre, nous constatons que l'uti-
lisation des coordonnées cylindriques aura une utilité particuliere pour I'étude de la
circulation générale de I’atmosphere. Nous rappelons d’abord les relations entre les

coordonnées cartésiennes (x1, X2, X3) et les coordonnées cylindriques (r,6, x3)

x1 =rcosf
Xp=rsinf ,

X3 = X3
_ 2, .2
r=4/xy+x;
X2
G= arctan(—-)
X1

x13 = x3

En fonction du changement de coordonnées, les composantes de vitesse peuvent

étre écrites sous la forme suivante

Vo = wysinf + wycosf 2.1)

V1 = wycosf — wysinf
VU3 = U3
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2.1 Equation de continuité en coordonnées cylindriques

Comme I'équation (1.2) peut étre écrite dans la forme

0 ad ad
010+ 5};(9111) + 5x—2(9v2) + a—)@)—(@Vs}l =0,

en substituant (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4), on a

0 sinf o0 .
d:0+ (co 95; - —;'_"670_) (Q(w, cosf — wy s1n9)) +
6

* (Slntg(—?’? + _—9:,—_ 6_69’) (9 (wy sin@ + We COSH)) + Eb_‘% (9113) =0,
ce qui nous donne

0 0 in6 Osinf 0
0;0+¢cos?0- 5, ewn)- cost931n9—(pwg)+sm (owy)+ COE:'—;;%—(Q wg)+sin® O=-(owr)+

a cos? cos@sinf a
c0s0sinf— — )+ ——(pva) = 0.
+cosé smear wy + (pw;) p (owg) + Fr (pvs) =0
Il en résulte que I'équation de continuité se réduit a
0 +16(r)w)+ a(1/)'-0 (2.5)
thrC,r 0):393_' .

11
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2.2 Equation de quantité de mouvement en coordon-
nées cylindriques

Calculons chaque opérande des équations (1.6),(1.7) et (1.8), en utilisant les re-

lations (2.2) ,(2.3) et (2.4), nous obtenions

0
v-V = v—+Up—+U3—

6x1 0x O0xs
= (wycost — wysinb) COSB;;V'—-S—H;I-Q% + (w, sin@ + wy cos ) sinB-a-C-i; +%€5%- +v35%
¥ w<c0<;2¢l9’—c?——w W_@___ w, sinecosH—Q- + W, s_l_r_af_q_(?_+

ey T T a8 ? or T r 06
+  wy sinzé?—a— + w,wé'— -+ WQSiHBCOSH—?- + W, _cgsz_qi?_ + Ug-—C:L

or r 00 or r 00 0x3

¥ wv—a—+w-— 4 + v g

"or T80 oxs

0 141 0 1] 0 4]
Ui—=r + == lg=

] U . ‘V i o
( g (9.761 axz

(w g +w li+v -2—)(w cosO — wy sin#)
"ar  PTa0 " Coxs) T ¢

0 10 0 d .
wy E;;(wr cosf) + wg-r- 5§(wr cosf) + V3',(E(w';r cost) — w, 5 (wy sinf) +

-

] )
- Wy Jl: % ('wg sinf) - v ‘ig (wgsinB)

ow . Owy sind cost ow, . 0w,
= COSOW,— —sinOw,—23 — Wy We — e W2 + V5 €08 @ — V3 SINO——D..
]
or or r 0x3 0x3

12
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De maniére analogue on a

C'Uz aVZ 6112
(VW2 = U+ Uy + Yy
(v-Vv, V1 I V2 . V3 s
= lw i+w -1——6—-+v 2— (w, sinf + wg cosB)
= rar (7] F ol 3 g (v}
0 1 6 5} 0
= Wy —-(wr sinf) + wg——-(w, sinb) + v3——(w, sinh) + Wy —(wgcosl) +
96? 0x3 or
1
+ Wy .,_;‘2_( weg cosB) + v 5—-(11)9 cosf)
) ow, 0wy cos6 sinf . dw, ow
= sm@*w, ar +cosfw -5;Q+ . w,w g——;;—--w(;+us smeggﬂigcose—é;f.
Et
ovs ovs 0vs
o(p-\ = ki i~ | ———r
(U 7) (2] 4] axl + Us axz + U3 6x3
w0, 2%, 0
T T or T Poxs
Maintenant, nous déterminons I'éxpression de I'opérateur laplacien, on a
a 06 0 0 o0 0
A = V.V= ey e e | e
(axl aJCZ Oxi) (axl dxz 6x3)
= (co 9_0__ ..k sin9—€+cosg 8 1 ) ( L. sin _6_+<,os6 4 0 )
a or r 06’ or r 00 dxs or r 00’ or r 00’ dx;
~ (0159 sind 6) 66 sinf 0) (in06+cos6 r')(_n 6_}0036 6) 02
- or r 00 ( or r 00 or r 40 or r 00 6x2
I e 0 cosfsind @ cosfsind & & sin?0 @ sinBcosh 0 9 sinfcosh 9 .
B T 1z 20 r oroe 5 or r 060r 7z 60
. $in?6 942 +sin28 8 cos’H a cosfsing 0 9 sinfcosf 9 cosfsing 9 &
2 002 SN UeE T T r r o0or 72 a0 r 300r
cosfsing o I cos’@ 02 . 3?
rz 09 r2 002 0x3
0 10 10 o2

o T e o

13
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Par I'application de cette formule au vecteur vitesse v, nous obtenons

7 10 1 6

oAV = ]ﬁ+ = +r2692 63 (w,cosf — wysinh)
0? 10 1 62 . & L
= = — (wr cos0)+-);5—(w,cosa)+ zaez(wrcosBHag(lw,cose)—b—ﬁ(wesmow
2 02
- —-—(wgsinf) - zaez(wgsme)-gg(wgsme)
#Pw, . 0wy cosO0w, sinOdwg cosh sind w,
= cosé 372 —sinf 3,2 + o T a2 wy + = w9‘+cos6-é—;g-+
52
- sinﬁf—@.
6.:(%
De maniere analogue on a
# 10 16 &
eAv, = Ei_r_i-'-',i:5;+r2602 63 (w,sin@ + wy cos0)
02( 0) 16( 0) + 2( &)+~ > 0) + 62( 0) +
F w, sinf) + - —(w, sin w; sin - (W, sin —=(1g COS
oz ror 12967 52 arz?
14 i 0?
+ —;—a—‘(IUQCOSH)-F 2092(w90<389)+a;(w9c050)
. 0w, 0wy sinfow, cosOowg sind cosd O w,
= 511149—,5;2—+cose 372 + —— e T w,—-—;——»wlg-l-sm() 6x§ +
6% wy
+ cosf—s
@J&%

et
62 . 2
Vs +_1_2v_3+___6 Ug'
or? " ror  ax

14
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Calculans la divergence de v en coordonnées cylindriques; on a

(V 3 v‘) ZZ e [ o e Py - _a._ v
1T 0x N oxg 2 ok D

d sinf 0 0 cosf 0

- | b= s 6 — inf) + | si [ P T

cos ar 3 6’) (wy cosO — wysinb) + | sin 3 3 6)

] 0 sinf 0 sinf @ 0
_— 2 e e o i e e c— ——— - e ———— - ————— i ] 1 2 —
= COS Hc’fir wy schosGar wy " ae(w, cosB) + . 66'(w6 sinf@) + sin Bar wy +

. 0
(wrsinf + wy cosB) + — v3
OX3

+ sinfcosf -?— wy + 3932 i (wysinB) + %‘2 5% (wg cosB) + r’é— U3
{

or 00 X3

dw, sin®0 sind cosf . 5 0w, cos?6 cosfsinf 0
+ wy+ Wy +sin“ @ + Wy — Wy + -—Vs,
r r r or r r 0x3

= cos’0

donc on obtient

0 1
Vv)=—uw,+—-w, +—us.
( ) ar " r T 0x3 %

Comme w; et v sont independants de 6, et par I'application de la formule precé-

dante on obtient

(cosH-?—-f;—i—rl—aii)(iw +lw +—a—v)
or r a9)\or " r " oxs °

o _‘_0_ (V-v)
0xy

cosO i w +cosBa (lw )+cos96— g %
or2" " or\r ' " oroxs

c'est -a-dire on a

0 0w, cosH cos dw, vy
== (V- v) = cosf - i,
Gx-l( s ar2 2 Wrt T, teos Ordxs

De manieére analogue on obtient

0
- (V.
0x2 ' it

1]

(sine—(l+f:—(—)-s—9-9—) (—a—w + —l-w +-(—3--v \|
or r 80)\or " r 7 oOx; BJ

sin@ 2 w, +sinf g (1 w )+sin(' 9 9 v
s v — ’—-—-—- L ,
or2 " or\r ' or dx3 °
c'est-a-direon a
0w, sinf . sinf dw, —_ 0%vs

- in@—-—.
a2 2 T or Ordxs

a‘
wemee (Vo 1)) = 81
63(72( y) = sinf

15
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On a en outre

a(V;v) = a—a—w+ 0 (lw)+@2v
dx3 T dxsor | ow\r ) ox2 >

3
Pw, 1w, 0%v

0x30r  rOx3  0x%

Calculons le terme w x v

Ona

WoV3 — W32
WXy = W V3+w3l
\ Wil —w2n
( —w3v; —w(w,sinf + wgcosO)
= w3 ) = ( w(wrcosf - wysind)

0

L o

Maintenant, calculons le terme V®

Ona
0 (0]
_...___(D by 9-—.—,
0x; cos or
0 . 00D
B_ch(p =sinf 5
0 oo
—®=—.
OXE; 6x3
De maniére analogue, on a pour Vp
0 op
5;; p= cosf 5;' ,
o = sinB%—’},
2 e
dxs"  Oxs’

16
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Maintenant, en multipliant I’équation de la quantité de mouvement par e,, nous

obtenons

0 ((0:v1)cosf + (0;v2)sinf + 0, v3-0)

¢ (00,v) e,

0 (0:(wycosB — wygsinf) cosO) + (0;(wy sinf + wg cosd) sinb)

Qa[wr.

o (((v-V)v1)cosf+ ((v-V)vp)sinb + ((v- V) 13).0)

Po((v-V)v)-er

0 . 1 . 0 0 .
= Wy — Wy c0s” 0 — wy— wy sin6 cos O + v3—— wy cos* 8 — wy——wg sinf cosd +
Q (]
or r Oxs or

1 0 . a . 1 .
- wg—wygcos®0 — v3— wysind cos@) + (w, ——w, sin® 6 + wg—w, cosHsinf +
r 0x3 or r

i . 0 . 1 . 0 .
+ U3— w, Sin®0 + wy— wpcosOsind — wg—wysin® 6 + v3—— wy cossinf
0x3 or r 0x3

T ow, 51 0
= p wr————we-);+v3—wr .

or 0x3
] op . ,,.0p)
. = 2 —— 2 ————
®(Vp)-e, (cos Gar + sin’ Ba”'
_ op
T
] 0P 0P
— . i — 2 —— 12 [—
$-po(VD)-e;, g(cos edr +sin“ 6 ar]
i - 02
= T0%

17
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O(nAY) -e, (nAvy)cosf + (nAv,)sind + (nAvs) -0

Il cosBazw sin 90 We cosf@ow, sinfdwy cosd I sinf e cosHazw
! or? or? r or r or p2 T T
0w ’w Pwy sin@ow, cosfdwg sinf
- mt’)—éJ cosf + (sme Yr o+ cosO 20 $ —L 4 g _ S— Wy +
ox2 or? or r ar r or r

2 2 52 2
e — ewg -+ smea L +c059a 20 sinf + 5——'@ + _01}3 o e g ) -0
r2 ox2 orz r or ax2

e c— s oot

Wy +
or2 ror r2 " 0x5

il 17(62% 10w, 1 Ozwr)

¢ (2 +) V- e = (-g- +¢) ((éf%v. v) cosf + (a—azv v) sin@ + (59;\7 u) 0)

. (g +C) ((cos@asizr - C(;ZH wy + c::orsB é';;r + coseaé%%) cosf +

+ (sine 6;;? - Si:lze wy+ sirrlf) 6awrr + smeé—‘;%%) sin@ +

e e

- (o2 22
O-20wxv)-e, = =2p(—w(w;sind+ wgcos)cosh +w(w,cosb ~ wysind) sinf + 0) = 2pw wy.
Doncl'équation de quantité de mouvement se réduit a

e0:w; +p (w, 3 - wf% - Usa—a; wr) + (;'5 = (2.6)

0o
+29wwg—g-5;.

Pw, 10 wy 1 Pw,\ m Pw, 1 10w, 0% vs
'——-—--4——- Wy — (—- ) e 7
or2 r ar r2 0x? arz 2 r or  Oroxs

Par la meéme methode précedante, multipliant I'équation de quantité de mouve-
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ment par eg, nous obtenons

¢ (@6, v) -ep @ ((0¢v1) (—sinb) + (0;v2) cosH +0;v3-0)

1l

00 wp.

1l

do((v-Vv)) e e (V) vy)(=sinf) + ((v- V) vp) cosO + ((v- V) v3).0)

= w%#wlw +v—g-w‘
T e\ TR TR )
4(Vp)-eg=0.

¢-0o(VD)- e =0.

¥(MAV)-eg (nAvy)(—sinf) + (nAvz) cos + (nAvs) -0

Pwy 10wy 1 i Wy
n —_—_—+ [ —— ] ] Y Lp— ——
or: r or

Il

9 +
r2 dx3

]

74¢) 0 9 T TN AU _9_)
. 41}(-§+é,)(V(V-v)-eg) (—+C)((————V-v)( sm9)+(&xzv chosB+( v v) 0

0x 1 0xﬂ;

o

= 0.
420w x V) eg=—-200Wr.
Dong, I'équation de quantité de mouvement se réduit a

ow, 1 0
0wy +9(wr—6rﬁ + w,;we + vsa—xswg) = (2.7)

3 62w9 1 10wy 1 —_— 0®wy Retsip
— PR— — S— . —— I‘V .,
Moz "7 or 2" 0x2 eOWr

et 'équation (1.8) devient

ov3 61}3) op
e o Pt | - 3 2.8
96tv3+9(w1 ar v30x3 o (2.8)
_ [0*vs 1dvs  Pus| (m 2w, 10w, 0%vs\ 09
- (-5;—’;5"+ ror 0x3 i (3 +C) 0x30r 7 0x3  Ox: an3'

19
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2.3 Equation du bilan de I'énergie en coordonnées cy-
lindriques

Calculons chaque opérande de 1'équation (1.4), en utilisant les relations (2.2),

(2.3) et (2.4), nous obtenons

op-VT = VIB—E+U2££+U35;;
, oT . . 0T
= (wycosB - wysinh) (COSBEF) + (wy sinf + wy cosf) (sm@-a—r—) +
+ 123-(?—2
6x3
or oT
w,--a-;-+U35x—3.

0 1 0
op(V-1) = o - -—U3l.

0°T 10T &*T
oV VT = | s s imnims i i |,
K K(arz ror 6x§)

) 2
(V)P = ((;— wr + lwr+ e Vs)
r r 0x3

((Ow; | s 20wy (01)3)2 dvs 0w, 20vs
= e —— — D e e —
C(( 6r) Rt Ty WY 0x, "

’ - - Wrl.
dx3 Or roxs

20
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maintenant, pour calculer le deuxiéme terme du second membre, nous introduisons

I'expréssion suivante

3 [0v; Ov; 2 ] 1 3 (0v; v P
s AR C S| ==y = et el o o o N
jjél 6xk l‘(.'?xj 36]k v)axkv’ 2j,k:1(axk 6x‘ ik v)
1(4 4 [ 0y 6v2
= =|=(V- 2.__\7. R
2(3( =3t ”)‘L o 2o
b o . (av! 5Vk‘2
2]k1 Ox 6x,
61)1 = ravz o 61»3
= 2.2 -_:-) +_-_) +(_—_
3 ( ‘ ((6361 l\ axz 0.7('3
(?ﬂ+%)z+(f?jﬁ'_%_?£!2 (?ﬂ+
0xy, O0x; Oxz 0xy| 0xy
ol
| | 1) * 26 S o 0 2
o g,—b—l- = c:oszea—ui«cosasinaaw +Sm w,,+mses}Ln wg)
\dx; or or r
v, d 20 sOsind |
e :33 = s‘in26%+cosesin6' o +COS wr—cosgSIln 100)
0xp or or r
ovs f.)l)3)2
@ o | = | e |
L@.’XB f)X3
vy 8 dwy 2cosfsinf
.(9—1’—- avz = 2cos()sin9%+(cos‘29—sin26) e wr
0xo 6151 or or
dvy Ovz)\? ow ow, dvs\?
{:—L— + i sin()-——r+cosl9——6+sin0—’§-).
0x3 0x 0x3 0x3 or
dvs 6111 - ovs ow 6w3)
B [t R = [ cosBe 2+ cosloge=dinh—2
(axl P Il Ny PR P el T

21
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or

. . 20w, 2 1 20w s\  dvs 0w, 20v
u—-—(’V-U)“::-—-—(( ') 2w$+-——rwr+( 3)+ 2 2 )
r r or

p— s o o e conm—
3 0x3 Oxg Or r0x3

nous faisons la somme des termes precédants et nous ajoutons le terme

{(V-»)* nous c»btenons

3 dvi ov
n }_ ( e

. i - 6 V- v)-—?—v +{(V-v)? = ((aw0)24- W — ——w +(_..__)2+(_...-
Pyt oxy  ox; 3 0 )ox M\ ar 6" r 0 \or ax3

dwy\” 0wy 61)3) (4 )(aw,)2 (4 )(61}3) 6r2 -2 (.) (2( i)
F[axq) cm"x;; — 31 5] T3¢ \ow) T e 1 e wke| ===t

‘ngc‘?wr (2{ 4 ]6U3w

r 0x3

dong, 'équation de bilan de I'énergie devient
or 6x3 6x3
[T, 19T &°T) ((éﬂz)zwz_%&w +(£§’E&.)2+("wr) .
1T\or2 ror o2 M\ or 8" ar 7\ or dx3
"aw‘,)z aw,avg) (4 )(aw,) ( )(am) (!Br -2 c) ”
+(6x3, H dx3 Or *\3n*e or n+¢ 0x3 3r2 n+r2 By

20 4 \ow, ( 4 )61}3 ow, (2( 4 “] ’)Ug
4| = —n| —w,+ 20— =] — +| == =—n|—w;
(r 3rn,1 or ¢ 317 dx3 Or r Srn dxs

T oT i} )} 0
QCy (atT + w,g—- + V3= ¢ ) +p [5; wy + - wy -+ .- vg) = (2.9)

2.4 Systeme d’équations stationnaire

Maintenant nous nous intéressons au systéme d’équations stationnaire, c’est-a-

dire systéme d’équations qui ne dépend pas de ¢. Nous supposons donc que

6;Q=0, 0,w; =0, 0;wg =0, 0:v3=0, 0:T=0.

22

ow,
. w,-+
or



UNIVERSITE 08 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

par simplification, le systéme d’équation devient

L"équation de continuité
—0,(r w,) + (or3) =0 (2.15)
rirgwy ) ev3) =0, ok

Les équations de la quantité de mouvement

ow, L1 dw,\ dp
Q(Wr or u9r+v 0xs3 ) or

0 (14 0 (190 10 d (1o
ok om oo 2 Lo £ )

+20ww, QG(I)
(sl e
or

= (2.16)

et
wr 6 v3 0 e CRE
0( - ar(rw0)+ " axs(rwe))— (2.17)

d(1a a (14 "
-ﬂ(a (;5—( e)) @xs( s (rwo)))—.Zwar,
et

Ovs duvs) dp '

Q(wr ar + U36x3)+5}; (2.18)

- (_1 a’( an+1 0 (Q_T_)]+(Q 0 O w, 1awr+62v; oD
b ror\ or) roxs\ oxs 6x36r r 0xs 0‘,3 deg

tandis que I'équation de bilan de I'énergie devient

24
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or orT 10 10
ch( 6 +vsax3)+p(ra (r w,)+—a—~;(rv3)) (2.19)

__K(.l 9 ( f’lﬁ)ﬂ 9 ( QZ])H ((?ﬂ_w )2+(i'{§+9’_‘£c) +(2¢£§.)2)+
ror\ or) roxs\ 0xs L or or 0xa 0x3
2 2
wy Ovs 20 4 ow, Ovs 4 \O0vs aﬂ
[ n_,.(,((_____) +(6x3) )+( r -_3rn)( or +6x ) '+(22: 3 )6x3 or N

2_2
# (-61-——-17+ i) w?.

3r2 r2

25



Chapitre 3

Propriétés des termes de transport

3.1 Changement de variables, difféomorphisme, trans-
formation de P'intégrale

Pour obtenir des caractérisations significatives des équations (2.15)-(2.19), nous

]

proposons avant tout d’étudier la propriété du terme de "transport” sur les caracté-

ristiques. En effet, le champs de vecteur

(]

U3

définit sur notre domaine, sous certaines hypotheéses, peut définir une familles de
courbes (caractéristiques) qui nous permet d’écrire notre domaine dans une autre
forme et d’obtenir par cela des propriétés intéressantes.

Pour réaliser cette étude, il nous convient de clarifier avant tout la nature du
changement de coordonnées que nous allons introduire et I'idée générale des chan-
gements de coordonnées qui seront des difféomorphismes. Nous commengons par
des exemples élémentaires de changement de coordonnées et leur propriété et en-

suite nous allons traiter une certaine classe de difféomorphismes; dans le cadre de
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cette

catégorie nous allons définir le changement de coordonnées de notre domaine

et en tirer des conséquences utiles.

EXEMPLE 1.

Soient a, b, A, B € R tels que a < b, A < B. On considére le domaine

Dy = {(x1,%;) eR*/ A< x; < B; a<x, < b}.

Sur ce domaine D; on considere le champs de vecteur constant

Si on considére I'équation des caractéristiques relative a ce champs de vecteur, on a

;id—s?f(s) =T(Y )= ( (1) )
qui se réduit a
d d
—_— ) =0, — =1,
dsYl(S) dsYz(S) 1
sionprend y1(0) = A+, 0<r<B-A, Y20) =a

ona

Y1® =y =A+r,

Y2(8) = vr2(s)=a+s,

Si on définit I'application T de

F={(r,s)eR2/()< r<B—-AOQO<s<b-a}

sur D; par

T(r,8) = (Yr1(8),Yr2(8) =(A+r,a+5),
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on a un changement de coordonnées (qui n’est qu'une translation), qui est un dif-

féomorphisme(presque trivial).
Matinrenant on considere une fonction @(x;, x2) de classe Cl(D;) et on définit une
fonction

Y(xy,x2) =V -Ve.

En réalité, dans ce cas, comme on le voit immédiatemment la fonction g (x;, x) n'est

autre que la dérivée partielle de ¢ par rapport a xp, c’est-a-dire
W(xlr X) = axz(p(xlv X3).

Or, comme on a

d .
—_ =TV,
ds v
et
0(x1, x2)
=det———- =1,
J=det 50
en posant
(1, 8) = @(x1(r, 8), x2(1, 5)), w(r,s) =yxi(r,s), x2(r,5),
avec

xi(ns)=A+r, X2(r,8)=a+s,
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on a formellement

Il est

jD W (x, X2)dx1d X, jl:tTl(r, | \drds
Dy

d
fra-;q)(r, s)drds

b-a rB-A g _
fo j(; E-s-(p(r,s)drds

B-A pb-a g _ ;
fo j; —d—gtp(r, s)dsdr
-A

B
f (@(r,b-a)-@((r,0)dr
0

B-A
f (@(A+1,b)-@(A+r,a)dr
0

B
fA (p(x1,b) —@(x1,a))d x1.

clair que dans cet exemple la transformation de I'intégrale ne nous donne au-

cun nouveau résultat significatif; cette transformation n'est autre qu'une transfor-

mation formelle d'un calcul bien connu.

Mais

cet exemple servira a faciliter la compréhension des exernples suivants.

EXEMPLE 2.

Considérons le domaine

Comu

et siq

By {(xl,xg}lER2|0<xf+x§'<Rz}.

me il est bien connu, si on pose
F={(r,seRél0<r<R0ss<2rm},
on définit I'application T : ' — D, par

| s . (S
T(r,s) = (x1,X2), X1 =TCOS (-—), Xo = rsm('--),
r r
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alors

par

Il est

on peut définir I'inverse T~! de I'application T, qui sera définie explicitement

] i /
T (xltxZ) = (.r)s)l r= x%"'x%,

X2 .
s = rarctg|{— six; >0, x2=20
X1
n ;
s= > six;=0, x>0
X2 .
s=rarctg|—|+7 six; <0
X1
1 .
S=r— six; =0, x<0
2
X2 ;
= rarctg x_ +27 six; >0, x2 <0
1

clair que T et T-! sont différentiables dans I' et D respectivement.

Si nous considérons le champ de vecteur

X2

'équation

avec

nous

B, (s) = v(y(s)
dSY =V Y

a condition initiale

7(0) = (1,0),

donne la famille de courbes y = v, qui constitue la base de coordonnées dans

I, c’est-a-dire

ou

¥r.i(8) = x:1(7:8); Yr2(s) = x2(r, 8),

T(r,9) = (01, 32) = 07t (9, Yra(9) = (reos 1) rsin( )
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Maintenant nous déterminons le jacobien de cette transformation. Comme

0 0
) E(rcos(-i—)) b—;(rcos(é})
e T
5 (rsm(;)) 5‘% (rsm(;))
S SY(. (S . ()
e+ E)n() -sm()
wll)-Qeolt) ()|
= cos® (7) + (;) cos (’;) sin (-r-) +sin? (;) - (;) cos (;’ sin (—r-J
= 1
on a aussi s
oy,(s) _ ‘Sin[F)
| eos() |
dong, on voit que
0y, (s)
Maintenans on considére une fonction ¢(x;,xz) de classe CY(D,) et on définit une
fonction
W(xy,X2) =TV -V
donc
X o X 0
Y(xy,X2) =~ x%2+ x% a-x—l-(p(xl, Xp) + — x:f:_ xg "a_x;:'(P(xly X2)
alors

Dy

il = fr W) - e (s)ldrds

2nr prR
= f f w(y,(s))drds.
0 0
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Or, en posant

Prs) =@y (s),  ¥rs) =yl (9),

ona
0 _ Or 0p 0s 0p
Oxl(p(xl'xZ) T 0xy 0r * dxy Os
_ $\0p . (5\0p
= cos(;)—é; sm(; e
0 _ Orop  0Os 0P
axqu(xl,xz) © 0Oxp Or - 0xy 0s
. (5\09 s\ 0p
= sm(;) ar +cos(;) 3
On adonc
. . I8 $\0p . (5\09 ( s\ 0¢ $\ 0¢
v(ns) = —-sm(;) (COS(;) o7 -sm(;) —6-;)+COS(—) lS.ln(';_') -5';+ (;) 'b--)
w2 (5)99 2(5)0p
= sin (r)~6—s+COS (;) —a"s-
_ |0
T as’
Il en resulte que
R p2nr @
vdxidx; = f —(r,8)dsdr
D, o Jo 0
R
= f [, 912" dr

Comme ¥, (0) = v, (27r) et donc (r,0) = ¢(r,2nr), on a

R
wdxidxy = f 0dr=0.
Do 0
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EXEMPLE 3.

Soit D un ensemble ouvert simplement connexe du plan cartésien R?. Nous sup-

posons que D est 'image d'une application bijective T de
I'={(r,s)eRrn<r<r,s<s<sn} 0<srog<r;,0<s<s$.

Donc pour chaque point (x3, x2) du domaine D il existe un point (r, s) du domaine I
et un seul tel que

(%1, x2) =T (1, $).

On a évidemmemt

D=TM), T=TYD.

On suppose que
Tec'(D), T 'eC'D).

Donc I'application T est un difféomorphisme de I' a D. Pour les détail sur les difféo-
morphismes, on peut consulter par exemple [6].

Nous définissons la famille de courbes y = y,(s) par les relations
Y- (8) = T(r,$).
Donc, si on écrit
T(r,s) = (x1(1, ), %2(1, 8)),7r(8) = (Yr1(8),Yr2(s)),

ona

x1(r,8) =vr1(8), X2(1,8) = yr2(8).

On adonc

0yr(s) _ (671r(S) 6er(s))
ds as ' s )
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0yri(s) 0yr(s)
0(xy, x2) or ds
e | = = ] S)).
a(r,s) 0yrz2(s)  0yr2(s) i
or 0s
On pose
0 » _ _ Oy
vy (X1, x2) = v1(y,(8) = _’Y_g_;__(s)_, Va(x1, X2) = U2y, (8)) = —léiﬁl,
de sorte que
0y:(s)

L = (11 (x1, X2), V2 (x1, %2)) = (V1(y 7 (8)), v2(yr (5)))-

Considérons maintenant une fonction ¢ € C*(D) et la fonction

0
W(xy,X2) =11 (xhxz)é;l-(,ﬂ(xbxz) + vz(xbxz)-é%tp(xu X3).

D’apres la définition de vy (x1, x2) et va(x1, Xp)ona

da
w(xy,x2) =yw(yr(s) = 'd-S‘(P(Yr(S))

(considérons r dans la dérivée comme un parametre), si on pose

¥(r,8) =wy,(s),

@(r,8) = @(y-(s),

on a par le changement de variables dans I'intégrale double

f w(x1, x2)dx1d X,
D

1l

jl,‘ﬁ(r' I yr(s)ldrds

s g
j f _(P(Tr{S))'}(Yr(S))jd'Sdr.
Ty S0 dS

11 est clair que, si pour chaque r €]rg, 11[ |J(y,(5))| ne dépend pas de s,ona

Il

rn opsin) 4 .
f f —@yr (NI yr(s)ldsdr
To 0 dS

Si

fDV’(xl, X2)dx1dxp

rn
f (@(yr(s1(r)) = @y (SN (yr(Dldr.
o
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En outre, si

@y (s1(r) = @(yr(s0)) rElro,nl,

alorsona

rn psir) d
f w(x1, x2)dx1dxs f f — @y (NI (y () |dsdr
D o JSo dS

n

f (@ (517 = @y (s Ty (D
To

= 0.

Avant de citer le quatriéme exemple qui s'applique bien & notre cas, nous citons
une caractérisation importante de la condition pour que pour chaque r €]ro, 11l

|7(y,(5))| ne dépende pas de s.

Proposition 3.1. Si
V.v=0 dans D,

alors le jacobien ] (y,(s)) est constant sur chaque courbeyr.

Démonstration. Nous désignons par T le difféomorphisme de I sur D définit par la
relation

Yr(8) = T(r,s) = (x1,x2) € D.

Soit (7, %2) = ¥7(3) un point appartenant a D. On considére un voisinage U de 31, %2)

et & chaque point (x;, x2) € U on associe I'expression y, (), c'est-a-dire
(x1,x2) = Yr(8).

On pose
U'=1'),
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c est-a-dire

U ={(r,s)el|y (s)eU}.
On considére la translation de U’ donnée par
U,={(rns)eT|(rsd+9eU't={ns)=rs-Dell(rs) €U’}

En général pour v, (s) € U, le point y,(s —5) n'est pas nécessairement défini, c’est-a-
dire pour (r,s) € U’, le point (r, s —5) n'appartient pas nécessairement a I' = TYD).
Mais, par hypothése, y7(0) est bien défini et appartient a D et, dans tous les cas, Uy
est un voisinage de (7,0). Pour notre raisonnement il suffit de considérer un voisi-

nage U de (37, %;) = 77(3) ; par exemple le voisinage de (X1, %z) = y7(5)
T({(r,s) €T|(r,s=3) € Up}).
Pour cette raison, pour simplifier 'exposé, nous supposons que
U={(rs)ell(rs-3elUy}, U=TU).

Enfin on pose

Uy = T(Uy). (3.1)

On voit aisément que Uy est un voisinage de y7(0) dans D, caractérisé comme I'en-

semble des points (x3, xz) tels que
(x1,%2) =7, (s=%), (s,n)€eU.

Si nous rappelons la construction des ensembles U’, Uy, Uy, nous pouvons sans dif-
ficulté nous convaincre que y,(s) — v,(s —3) est une bijection de U sur Uy et définit

un difféornorphisme. Donc, en posant

&1,82) =7, (s—%),
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nous considérons la matrice
0(x1,x2) | 061 0%
0(¢1,E) | 0xp Oxy
06y 0&
Comme on le connait bien dans le cadre des relation entre les coordonnées la-

grangiennes et les coordonnées eulériennes (voir le lemme (3.1)), la condition
V-v=0,

implique que
E‘)(xl » xZ) _

0¢1,E)

Considérons maintenant Uy définit par(3.1), qui est un voisinage de

det

y7(0) = (&3,89).
Pour chaque point (¢1,¢2) de Up nous posons (7, §)=T7Y(¢&,, &), Cest-a-direon a
(611 62) = Yr(sl)-

1l est clair que
o 21 %2)
", s)

est bien défini.
On rapelle que U’ n'est autre qu'une translation de Uy, de sorte que l'on a

a(r,s) 1 0)_
det 309 —det( 01 )—1.

Par la définition des ensembles U, U’, Uy, Uy, on a

0(x1, %) _ 0(x1,x2) 0(é1,¢2) A(r, )
a(r,s)  0(£1,&) A(r,s") ars)
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De cette relations et des relations démontrées ci-dessus on déduit que

d(x1,x2) 0(x1, %) ,  0(1,82) , 01 s)
e ars) dEté'(El,éz) de o(r,s") et o(r, $)
0(¢1,62)
1-det ) -1
3 0(51,52)
= det— "2 (3.2)

Comme sur les courbes y5(-) on peut choisir quelconque s appartenant au domaine

de définition de y5(-), la relation (3.2) implique que pour tout point sur la courbe 7,

ona
a(xl,xg) 6(61;52) a(fl;fz)
det a(r, 5) =det———— ar, /) |1=T,S'=0 et— ar,s) l(fx.fz) = ¥7(0),
ce qui acheve la démonstration de la proposition. O
0(x1, x2)
Lemme 3.1, SiV-v =0, alors det———— =
0(¢1,62)

Démonstration. Soit (é1,¢€2) € Up et soit (x1,x2) € U. En rappelant comment on a
défini Up, on peut définir (x;, x2) comme fonction de (¢1,¢2) € Up de la maniére sui-
vante :
pour chaque (&1,&2) € Up il existe (r, s') € U] tel que
(€1,62) =7+ (s) = (¥r1 (), Yra(s);

on pose

(x1,%2) = ¥r (s +3) = (18" +3), Yr2(s' +9)),
de sorte que, pour § fixé, (x1, x2) peut étre considéré comme fonction de ({1, &) e Up.

On peut exprimer (s’ +3) = (y1(s' +73),Yr2(s' +73)) dans la forme

(X1, %2) = Yr (8" + 0| ;o5 = (8" + 0, 7r2(s' + D) 5.
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Or, comme nous ’avons remarqué en haut, (r, s') est déterminé par (¢1,¢>2) € Up, on
peut considérer v, (s'+£) comme fonction de ¢ et de ¢, que nous désignons par Y, 1),
c’est-a-dire
Y& D =75+ 1) = (x1 (& 0,8, 2).
Posons
U = y(Uy, t) = {(X1, X2) € R?| (x1, x2) = v(&, 1), § € U}
On a évidemnment U = Us.
Désignons par v, le difféomorphisme de Up sur U; définit par la relation

(x1,x2) =y, ).

On pose

»

i'{[/ _ (a(xi (5; t)) _ a(x]. (6» t)» x2($) t))
¢ a¢; 0(¢1,42)
supposons que cette application est un difféomorphisme, c’est-a-dire une applica-

Y=Y, 0=

tion bijective telle que ¥, ainsi que \I’{l soit de classe C.

En faisant la dérivée de W par rapporta ¢, on a

ad a(xl(ért))) 0 (6.761) aVz i 3
—Y(E ) = | ———— | = — | —| = J=1,2
ot ¢ 6t( ;) a¢;\ ot ag;’ "
On a encore
0 avl 0v; 0xy. .
\I’( . = e —— 1,1 =1,2.
SD=58 “omeor;
Dong, si on introduit la matrice
dv; G @
G= 5}"}' l,]-—].,&,
alors
0 0(x1,x2)
—¥ = G
at a(‘fl)fZ)
= GV. 3.3)
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Maintenant, on va considérer la dérivée par rapport a ¢ du jacobien J = det'¥(en

considérant ce dernier en coordonnées lagrangiennes).

On rappelle que
oxi (&, 1) 0xi(E, 1)
0] 0
dety = 3] 2
0x(E, 1) 0x2(, 1)
d¢1 0¢s
- 6xl (f) t) axZ(fr t) _ axz (6: t) axl ({r t)
- 0¢, 0¢> 0¢1 0¢o
1l en resulte que
0 0
= —det
ar] aarde i
B 2_(%6)62) 0 (dxzaxl)
T 01\0&, 08;) 01\ & 0¢;
_ _6_(6_36_1_) 0.762 6.7C1 0 ‘faxp_) 2(%) 6.761 _6.7(32 0 @xl)
—0t\0¢, ) 8¢, aflat \0¢,)  0r\aE, ) ag,  9g; ar\ag,
NIRRT L e
TS 0, 06,05\ 0t ) 08 \ 0t ) Ocy 0 0E,

01 }1 axz 6x1 allg dvg Oxl axz 61/’1

8¢ 08, % 0, 08,  0¢, 08, 0&, 0é,
(E’ﬂal}l 6x2 0111)0)2 +6x1 (6x1 al}z Q{ia_v%) _
€, Ox, | 081 Oxz) 08,  0F; \0&; 0x1  OF» 0%
B (ém%+axZ avz)all axz (axl 6’1/1 _(216_2921_)
OE, 0x,  0F,0xy) 0, 0&, \0E, 0x,  0&, 0x;
= dvt(a 1’xz)V v

0¢1,¢2
= JV-p,
R 0
et comme V- v =0 par hypotese, on a 3 J=0.
Donc
0(x1, X2)
J=det = constant.
3E1,¢2)
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On rappelle que lorsque ¢ = 0 alors x; = {1, X2 = 2, doncona

0(x1, x2) —d 6(51,5221,

det—————| =det : ;
a(élr‘fZ) =0 6(61) 62)

par conséquent

0

o 0(x »

') t] 0 implique que  J=det ——(}'—lﬂ =,

J(8)| 0 0(£1,62)

ce qui acheve la démonstration . O

EXEMPLE 4.

Nous considérons un ouvert D de R? (on suppose que sa frontiére dD, si elle
n’est pas vide, est de classe Cl). Nous supposons que sur D un champ de vecteur v
de classe C! est donné. Désignons, pour (x3,xz) € D, par y(x1, X2) la courbe définie

par la solution du probléeme de Cauchy
d
a—sy(S) = v(y(s)),

Y(0) = (x1, Xp).

Nous supposons que V- v =0 et que
v, %) #0  V(x,x) € DG, G eD
et qu'il existe une courbe A de classe C! contenue dans D et représentée par
A={(x1,x2) = A1 (1), A2(r)) |0<r <Ry},

qui vérifie les conditions

i) \/A] (r?+ A’z(r)z =1 Vrel0,Ryl,
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if) v1(A()Ay(r) # va(A(s) Ay () Vrel0,Ryl,
iii) ANy, x,) aun point et un seul pour tout (x1, x2) € D sauf pour ('JE(I’ ,'ig) ,
La condition iii) nous permet de définir la famille de courbes
Y ag ()}

de telle sorte que, en écrivant
Yr(8) =7y (),

on peut définir le difféomorphisme T par la relation
T(r,8) =7v:(s) = (x1,x2) € D.

Pour ¢e changement de variable de (x;, x2) € D a (1, s) € I'(T" sera définit de maniére
d
naturelle), si on définit les courbes y,(s) par ay,(s’) = v(y,(s)), alors le jacobien

J(y,(8)) ne dépend pas de s, et d’apreés la proposition (3.1) on peut conclure que
J(y+(8)) = constant.

Maintenant on considére une fonction ¢(x;,x2) de classe CY(D), et on définit une
fonction w(x1, ;) = U - Ve.

Et par la méme maniére que nous avons vu dans (3.1), on déduit que

f W(xy,x2)dx1dxo =f T ‘Veodx;,dx; =0.
D D

3.2 Applications aux termes de transport du systéme d’équa-
tions

Notre champs de vecteur est
- row
P= ( eWr )
rovs
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D’apres (2.15) on a

(0]
En multipliant les équations (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19) par r puis on fait I'integrale

. a 0
V-i= E(rpwr) + ———J—C-B-(rpvs) =0.

sur D de chaque terme de ces équations, on obtient

le premier membre de (2.16) devient

P ow ow 0 0 . ]
jD (rgwr—é'r—’ —owi+rp U3F;:f) drdxs -—‘[D w, [E;(rgw,) + 2)—";;(7‘91}3)) drdxs —ijwsdrdxg

—f w,V-vdrdxg-—j owidrdxs
D D
= —f pwidrdxs.

D

le premier membre de (2.17) devient

n a i
]D (gw,- E% (rwg) + QV3a—xs(r LUg)) drdxs fD (rg wy %u::@ +ow,wg + erg%% +pvs3 wg) drdxs

-~

0 9]
= fD We (atr@wr) * a.ig(rQVS)) +fD owg(w; + v3)drdxs

~f wg‘Vovdrdx3+f owe(wy + v3)drdxs
D D

f owg(w; + v3)drdxs.
D

le premier membre de (2.18) devient

—f (v —?—(r wy) + v ﬁ-(’rov ))dralx
” Sar ewr 3ax3"‘ 3 3

= —f v3V-vdrdxs
D
= 0.

ov: ov:
j;(rpw, —a—r‘i +rovs -a—J-C-:-) drdxs
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et le premier membre de (2.19) devient

c [(r)w aT--i—r v -(?I—)drdx =2
v.D ¢ rar 930x3 3 =

0 d ,
—cva(Tg;(rpwr)+ T(—a-.;;(_;rgv;;))drdxg
—cvf TV -vdrdxs

D
0.
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Chapitre 4

Quelques caractérisations du
réchauffement et du refroidissement
dans la circulation générale

Si on néglige le second membre de (2.19), ona

(0T oT 10 140 )
jp=— + Vg—— | + R1pT | ==—(rwy) + = =— )==|0,
‘”“’ar v36x3) 10 (rar(r“’"” r 0x3 (TUg))

OCy

en multipliant par r on aura

oT oT a 9
cyrp| wr— +v3— |+ RipT | —(rwy) + —(rvs) | =0,
' Q( "or 30x3) 10 (ar( r) ax:_}(' 3))
en utilisant I’équation de continuité, on obtient
oT oT’ op dp
|CVTQ(lUr'6-F + Vg-a—yg‘) -RiTr (wr.é.“;_.. L US(E‘;;) =0.

Maintenant au second membre, au lieu de 0 on considére le terme de la source de la

chaleur E et la dissipation de la chaleur —a T ; pour la nature physique du probléme,

E devrait représenter le réchauffememt par la radiation du soleil et étre concentré

dans les zones tropicales, d’autre part, dans ce contexte mérmne la dissipation devrait
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étre comme celle due a ’émission de la radiation de la part de I'air, qui dépend di-
rectement de la température T ; ici nous adoptons une approximation linéaire de cet

effet de refroidisserment représenté par
-aT (a > 0, constant)
Ainsi nous avons |'équation

Cv’"Q(wr%“'f“'Ue.gx];) R]Tr(wrg—g-+l/3§03) E-aT. (4.1)

De I'équation (4.1) nous faisons deux caractérisations.

4.1 Premiére caractérisation

La premiére caractérisation s’obtient, en transformant (4.1) dans la forme

Oyl (w 53-—]—1-+v ﬂ-) Ryr (w EE-&- OT) (4.2)
vIQ " ar 30x3 1re "By deg = 3

= —Riro? i(Z) _9_(11” _
=-—Rirp (wrar 5 +v36x3 5 +E—-aT.

Cette équation peut étre réécrite sur chaque caractéristique y(s) définie par I'équa-

tion
d ~
Es-y(s) = U(y(s)
dans la forme
(c —R)-é—T:—R —d—(z)+F-aT (4.3)
v 1 ds 10 ds\o - . .

En intégrant I'équation (4.3) le long de la courbe y et en tenant compte que y est une

legd ( )ds+fEds—- de& = (4.49)

courbe fermée, on a
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ou
d I E 1

T —— (4.7)

—log— a—.
O LY
Cette équation peut étre interprétée cornme la loi adiabatique avec le réchauffement

E etla dissipation (radiative)~a T. En intégrant sur la courbe B(s), ona

fﬁ (p—i - a—;-) ds' =0. (4.8)

La différence entre (4.4) et (4.8) est due au fait que dans (4.4) les fonctions inté-
grandes sont considérées comme fonctions de y(s), tandis que dans (4.8) les fonc-
tions intégrandes sont considérées coorne fonctions de B(s"), méme si r(s) et B(s")
désignent les mémes lieux géométriques dans le domaine. Si on considére les fonc-
tions intégrandes directement comme fonctions de s dans (4.4) et comme fonctions
de s’ dans (4.8), cette différence peut étre considérée comme consequence du fait
queds#ds'.
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Perspectives

Dans la section 3.2 nous avons remarqué certaines applications des proprié-
tés des termes de transport 4 nos équations de la circulation générale de 'atmo-
sphere. Les égalités intégrales obtenues pourront étre utilisées pour le systéme com-
plet d’équations pour la circulation générale de P'atmospheére. En effet, les équations
(2.16)-(2.19) sont du type elliptique, mais elles comprennent des termes de trans-
port, qui souvent empéche d'utiliser les méthodes usuelles pour les équations du
type elliptique. Mais, nous pouvons espérer que les égalités obtenues dans la section
3.2 seront utiles pour surmonter cette difficulté. Donc notre premiere perspective est
d’approfondir les résultats obtenus dans la section 3.2 et chercher 2 les appliquer a
la résolution des équations (2.16)-(2.19).

D’autre part, comme nous I'avons évoqué plusieurs fois, nous nous intéressons
en particulier a des caractérisation du réle de la circulation générale de I'atmosphere
dans le bilan énergétique de la Terre. Nous avons fait quelques remarques dans le
chapitre 4. Nous voulons développer ces analyses en utilisant les résultats obtenus

dans la présente étude.
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