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e m6moire, nous sommes pr6oc,cup6s par I'application de Rorthe schdma de discr6ti_

Tmps Pour [rouver une solution. approchde parabolique digdndrde dquation integro-
:lle avec I'irjitiale, Neumann et condition integrale non local. Existence et unicitC de
aible ainsi {ire certains rdsultats de r6gularit6 sont obtenus.

ProbldmQ non lin6aire de la valeur limite, lalbldml non lin6aire de la valeur limite, la m6thod,e de Rothe, Equation
solutifn faible, probldme discret.
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zerouk foumiia

llrltrorlur:t;ion

Danp ce mernoire on est intdressi! i I'application de la m€nhode de discrrerisation.

en tem (meth,oile de Rothe) pour tne sslution approch€e dllne equarion prarabollic

ddg;dnL6 intdg:ro-diff€rentille de typis non local, Existence et uniicit€ de solution faib'le,

a:n:sl certtains r€sultats de rdgularitd condition int€grale narr local sont obtenus.

dtudier l'existence, I'unicitd, la ddpendance ccntinue r:le la solution par rap-

P'ort don:ndes, l'erreur d"estimation du procddure d'approxfu:nation , La methode de

On

Rothe

d"evol

resu

dlnne

, hype:rbolique, pseudo paLrabolique cette'metfiod iof lines'.
Rai lons quer I'effet de lissage se produit pour les €qt;ations paraboliques li-

oear€)s, mais pas pour ltquation pa::abolique ddgdndrde non lin€aire, c-)-d la solu-

tlr0fl cofllln€rt,c€r ir partir d'une fonction initiale r€grrlidre mais elle devjent non
f€!8jI en. temps"

il de nonibreuses mdthcdes de r€solution d'€quations :r1rx ddrivdes partielles,

lline
oii.le

des cel; rn€thodes est dite lia m€thode de rothe ou dil;er€tisation efi temps,

r€:nt::e q i conduisent finalement i des systEmes d'dquatians diffri:rrentielles, La rndthorte

de conlme une approche approximative est bien adaptir'r: noa seulem€rnt pollr

Pfouver les rdsultats d'existence, mais aussi pour diverses appli*rtions cette m(lthode a
4t:4. par Rothe en 1930 pour resoudre second ordre dqiuation lindaire parabo-

lique une varj.able d'espace plus tard {voir[10]), cette m€tlhode a €td adoptde prr
Lad (11.7,18,]), pour rdsolldre lindaire et quasi-lin&riire problEmes parabo-

liques d sec<lnde ordre et dquations.tin€aires d'ordres snp,€rierurs. Le ddveloppem€[t
esit (::oil avec lRektorys (voir[13,14]], qui a obtenu des solutions, qui ont plus dte

Rdcemment la m6thode de Rathe a 6td ddveloppde pour couvrir d'aurnx
rypes d' lons on peut voir dans {[3-5],iS,12]).

lIe i.re r:sit organis€ comme suit : le 1 ere chapitre est.llntroduction lle 2emie

contient quelques notions drl bases qui seront utiles ,clans la suite. dans lle

3e:me re on trouve le cadre fonctiannel du probldme posd idnsi que le scbiema d.e

d tio.n et quelques estimarions a priori qui vont utitis€ pnur obtenir quelques

de conrrergence . le dernier chapiter est consacrd i l.'etude de Ijexistence
ution faillrc du probleme por;d est aussi g I'unicitd ce ceratins hypoth,eses de

averd un outil th€orique et numCrique efficace daru; fetude des probldmes

onir rit6 etudids par plul;ieurs aut€urs pour diff€r,ents fypes d'equaticn :

les p,ar rapport A une variable sont remplaces par dies quotients de ditrd-

pc,sr

,Iuin 2015 lUniversit€ de t3uelma
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zelork soil Md:moire de Mastdre

2Ra le D'ianalyse fonctionnelle

2.1 ce de Lebesgue lp{f,l)

Soit p nt de [],, oo], et CI un ouvert de Rn, on appelle espace de tebesgue, et

on note' IP( ), IJespace vectoriel des fonction num6rique u de f,l dians C,

bles, vdrifaint :

Ddifinition

Ttut e;1

l,elbesgre

l,si I

Z,si )?

ori:

ment et t'o

par :

ff(n):< iq(

pO'Ur tcrUt

gique i.I'P(

on dit rlurl

Ttrdorflme

Iksparc

to1:rt'.L :< p

rp< i-oo, I lu(x)lPdx
Jn

*6, zup lutx)l

suPlu(x)l : inf{M\lu{x)l SM''P'}'

.1.1" (Iisgrcce de Banoch)

vetor;ieli"normd complet est appet€ espece de Banach.

ue propri6t€

de.tl(f,;) dans R+ :

me sur lp(n), norme par laquelle Ip(A) est un espace de banadr

tout r6el p dans [1,+m[, le dual de tp(A) est isoutorphe algdbrique-

t rr \1/p

u ___, { tt"tt" : 
[J" 

t"l'lt'a*,,; ,1 s p < -l-oo,

I llull* : zuplu(.r)1, p: -l'oo,

t I ro{o}, *o ,l* i : 1, lapplicatien de du*lit€ est dd:firit

) * Cjn,

f
(u, v) -* I u{x)v{r}dx,

J,n

,l p dan,s [1, +oo[, le bidual ,de lr(CI) s'identifie alg€b:niqument et topolo-

)

l:P(O) est rdflexif.

.1.1. tlle densitd)

C.(fD dts fonction continues ri support campsct at dense dcns Lp{Q) pour

*m.

Mathdmatiques
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f ,ror,

deM

Espace pe Hlibert

I un ev srlrtiR-
I

rn 2.2.1. (produit scolnire)
t

'oduit scafifre sur v est une a,pplicetion bilinlairesur I/, nat6e
V -' m, 

ff 
virtfrcnt les tro& prapri€tds suivcnres ..

trie :Yv,"l F u, {v,w),: (w, v,)n,

z.z.s. ltrtwpacer2(n)]

:tr -+ f{x): Jg

lfxll" s lwffxffs, Vx e E'.

zerouk soumia

E c F (ln dit que E Slnjecte

Un

{.,.)v

{i)

{ii}

{iii) (w
vit6, :Vv f f, (v, v)" > 0,

)u :0 effi v:0.

llxllv: VGr->
DCfiin 2.2.2" 

ftasfcce 
de Hitbert)

re de l{Iffan e$un espscevectaielmuni dlunpraduit sw.Isire tdanc narmd),
liJn

et pour Ia 4qr*, induite. {fn esltace de Hlibe.l- ut donc un t:as particulier d,xpace
de Ba (Ia nomtE est ddfinie d. partir il,un produit scalaire).

D€fini

l8s

conti.

dire

r2(fI) un espace de Hilbert.

Difin 2.2.4. (ff.srace Ck[a, bD
.Dles ;on t/iri continument ddrivables sur [s.,b] de norrne :

k

f 
l"lf : !marlxil,r)i, tetle que xa(t): r(r).

t=S

D€fird t 2.2.5. (triinjection cantinue)

(8,ll.llr) 
PF 

(4ll.ll") deux espace narmds avec :

nf dans F ji :
i : (8,ll.llr) tF,ll.llr)

(f,s) : f ,rulr{x}dx.

est canti si lM

Jidn 201.5 Universitd de Guelma



2.3

D€finition 2
lf{4K) des

subardonnde

2. c$,

3. r:e(r, ;={f:r

4. L2t(1,

5. L2(1,

de Boschner

1- {i{r, 2(n)) : {.f r J -* r2(a) qui associd i t --*/(t) e r21n; conrinue } munit
de la

Mdmoire de MastEre

ll-f llcs,1'1,o)) : ry; ll/ | lrzrn:.

B qui associ€ a tf{r} e I continue } et munit la norme :

ll,f lLc"*r : m€x ll/lls.

a qui associd e t f {r) e B} et munit du produit scalaire :

y,g)1z6r,a) - Lu,s)adt.
it la norrn*i

f
ll/ lli,(r.,) : 

J,ilt 
ll:,at.

'J : {f : I pB* qui associi a tJ(t) €g*} munit du produit scalaire ;

f
U, &)Lre p", : 

Jrff, 
g)a-d r.

t de la norlrne :

f
Hf lll,t,,s.,t : 

J,llf 
ll|.a r.

: u : r -+-* v qui associ€ at f (tle v] munit du produit scaraire :

{
Y, g)rz1r,!,) : 

J,U, 
glvdt,

t la norme t 
,, f lr?r{,.r1: f ttrt?or.

Jr

1. si g' u! apace vectoriel norm6, sur K = IR ori c Ie dual de E ut l,upace
indlires continue sur ltr! on le note E' et on munii"t E, de la norrne

Univenitd de

lanarme de E.

Juin:t015 Mathdmatiques
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?..4 Convr:gence Faible

2,4.1, {xo) converge faibbnent dans E yers x si l,on cr :

" 
liry* 1 x' rxo)=( x'rx >===g 

" 
li3* 4 xt,xn--x >::= e Vx, e Et.

ave:c E 'espo;"ce dual de E.

.f,n --.r, ou xn I r pour €tre pr€cis, la convergence faible dans Ii.
de mrdme ro 

- 
x, ou rn 5 x po'r €tre pr€cis, la convergence forte:

D6fini

ctr+cfty

7

Elcrn

/t{ln

est.fs t comPlet si taute suite de E gui est faiblment de cat::ilty converge fgiblment
duns E.

2"4.7.. r Si x,, + x fartement {f lx" - xllr ' 0} -:i} xn -* .r car ..

Vx'€.8' :< x',xn - x >S llx'llllx, -xll -" 0

darrs E c'est d dirre la convergenc€ €ni norme).

2,4.2. on dit qu'une suite .xn wt faiblment d.e ceuchl, si lc suife f (x^) ut de.

r tout.e .forme lindaire confii'laie f e E'. on dit qu,un e\sipace vectonel normi E

imE -,n < oo on a d,quivalence de deux natians :

l,Jc*: {ixi,xf, ..,,*f} dinzF':& {er, €z,...,enlbasede
{ui}t, b'ase dual tq:

u,: Il i]"
x : (x:i, )Yz, . . ., r*) 4 Vi == IIi, x' : el

x* - xl):= 1m - x, 5Y 0 :9 f 
'r,* 

- x,l 5f; g

* - xllr '-r Q ce qui donne: l|.l; - xll * 0 car roui: les normes de E sont
fes.

rsi
;m-
.E'

t7 tir.:,

-Y*

.( eTI

2.4.1. Soient E et F deux ,rspcces de banach. ssir T une applicc tian lin€a*e
colrtt,i de E dans .F et soit {xnl une suite de E telle que xn: x. alors, T(xnl J. r(r}-

Proposi 2-4-2- soir .E uft espace de Banach. si x,, * x dsns Ii,, alors Ia suite {llx"ll}

llxll :s liminfllx"ll.

est

Juin 2015 llJniversitd de Guelma



.4.2. Ia

2.4.3.

lr"ll -* |

Inega

lit6 de

Itx

v)+(u
u)(u, v)

eT

zerouk sou

Remarque

cottsidirer

montere qu

saife

alors,

xr, *

Le

M,6moire de Mastire

failbe n'implique pas la convergen{e fa*e. On pourra
hanarmd'e dans utt espqce de Hlibert de dimension infinie puk
faiblement uers 0; mois que I'on ne peut sxrra ire aucune sous-

H un apace de HiJfiex. solr {x,,} une suife de H telle que

"n 
{ x er limsupllx,ll S llxll.

fortement vers x, *o L x.C,est en ptartianlier le ccs si

un rdle fondame*tal dans I'etude des prabldme variationnels.

e de campacit€ faible des espaces de Hilbert)
si (rrr)rr* une suite bornde de H, clors {.r,r),*r* admet une

utilis6

'"0.1 =

le trindme duLsecond degr€ p{l) : {u.f i,v,a * i.v) :
ir). comme p(i) :: oV e R, n€cessairement le discrimnant

t 6tre ndgatif ou nul, soit l(u,u)l S {u,u)t/z{v,y1t/2.

2.5

NZsoit

2.5.1

Vu,

preuve:

a

12{v,v)

A: (u,

(/,",',,') "' {,[ tol'd*)

I ff n \t1tlr n \rruvrarf 
= U,,,E*o-J lJ,,f 'd*)

\
)

Uni Juin 2015 Mathdmatiques



A:0
0donu

2.5.1.

flfo

vtt) I

o *.,[

continu

enffe to et

est ufte

catian

2.5.2

2.5.3

Si pour

7.

2- u(

alors:

preuve

rle

zerouksoumia

le polyndme p(,1) :0 admet une racine double, ils existe trr tQ
v colindaires. I

indgalitd montTe que l'appliu.tian biliniaire v,w € V _+ tv, w),
cantinuq, autrement sit que Ie praduit scatire esf urze appli-

lxvl s i*" * *r', ve > ovx,y

de Gronwall

fonctions condition et u{r) } 0, v(t) > 0.

q(s)y(s)ds, I( > 0.

V(s), t > to.

d'apres (2) on a :

u(rJr.u(r)

k + f.' u(s)v(s)dsJto

f les deux membrres :

< v{f)

u(t) < *."01"

f'" (- 
+/'uG)"G)d,)] 

,' = J'"r,:,,

* (-.I:u(s),,(s)ds) -r- 
= J:v(s)ds

=+ tc * f' ,Ur"Ulds < t. **p 
J'o{r)a,

fi:dn 2015 Urniversitd de Guekna
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Mr{moire de MastAre

r'(s)ds.

{xo} une suite des nombres rdels positifs tr1 :

&i 1a

i-1
a; < bhlc1, Vi:2,...

k:1

ai < exp{b(i -- 1)h), i :2,...

,q €11,*oo[, i * i : 1 alors

_ rrp bsa.D(--+-.pq

S) est convenxe {de }R dans IR).

gz € R. et tout r e [0,1]
exp(0i) + {1 - t) r=xp(02)

cas sont travaux)

{1 - r) - i), 6L - p ln(c) et 0z - q lntb),, on obtient :

_ a:.P bca.b<--+-.
lrq

) < k+ 
J'rUruU)ds 

s * .*,[:

et

avec a, b et

Preuve:
la

on a dong

exp(t0, + (1

soit {c, b >
on prend f

tl
U

sont des

€ iR+, et

0 ----+
tout I,

t)o) s

f {ae sort

Universit€ Juin 2015 Math€matiques



de Mastdre zerouk.soumia

2.6 Quelque Th6or6me lJtilis6es

2.5.1. soitH un esryce de Hilbert an note :

H' : If : H *+ @ flineaire cantinue l.

I{'esf dual Wpologique deH sf I e ff' on nofe l{x} :( xnl > Vx € I{ on appelle:

ct? t, le crochet de dualit6. entre Lf et Ht.

ion 2.6.1. pour I e H' on a :

- sup lll{x)l etona" lll*: ;sup ll{x)l- sup lt{x)|.llxll=l llrllilxll*o ll'llii
esf un espace complet par raplraft d 1.1..

2.6.1' (DeRiez) softff unespacedeHihe*,soif .E{,srrnf ducl, alors
H'1lueH lqYv eH,l(v):.q &,v >.

lllll.: ll"lls.

2.6.1. vo * v <--t Vu e E : lim{vo,u) - {v,u)

y <=:+ vf e E,: f (v") - f (v) 
theoraffie Ri*f{u") : {u, vn).

2.6,2. (De lax-Milgram) Soir y un espace de Hlibert et e: V x V 
--+ 

lR une

V 'x V :3M > O V{u,, v) e V2 ,f c{u, v}l S twllulf llvll.

elliptique (ou coercive ) c'est-ii-dire.. sf Jc > 0, Vu e Va(u, r) > allull2, ef sf I :

at une farwte lin1.aire continwz, a.Iors le probldme :
eV tel que Vv e.V, c{u,v) == I(v} admet une solutianurcique.

: V -- V I'op€rateur lineair,e, d€fini par :

a{u, v) pour tout v dans v, IJexistence deAu r6sulte dlu thdordme de Riesz,
ear v a{u,v) est lindaire continue rsur V.

IJopdra

VI

de

si a est

11 -+
Trouver

preuve

Soit

<.Attrv

D'aufre

bru > V

A est lindaire continu car :

lldull : ,,rp l5Au." tJ . Mllullllvll : Mllrullvev{o} llvll llvll " "

toujours d'aprds le thdor€me de Riez, il existe b r= v tel que I{v) :*1
e v. Le probldme revient donc i monrer qu'il existe u e v tel que kt - b.

Juia 2015 [Jniversit€ de Guelmil



Mdmoire de MastEre

On va de ma4ridre it6rative en parta&t d'un us e v quelque et en d6finissant,
pourp > la suite rd$urrente uft+l = ur - p{Aa* - b) : 3'{ur}
Montrons pour p | 0 suffisamment perit, F est contractante, On a

F(u) - F(v) - u - v - p(Atu- v))

donc lfF{u -r(v)ll < flu- vllz + pzlQ{u-v)llz -Zp <A{u-v} }, u-v >: llu-
vllz + pzl - v)l l2 - }p o(u - v, u -v) < 

| lu - v ll, + wt, prlli" - u)l I't - 2p ellu- vl 12 <2W')llu+ vll2{t-2po'
donc p tel que p < 2# Alorrs F est conrractante et le r;chima itdratif est
ce qui progve le th€or6me. I

Th6ordme .3. fDe {ubini) On snppcse F € tl{fil x Or),
alors pour

F(x,y)

De mdme,

squetoutE€O
f

r|(nz) er I F(*,y)ay e rj(ar).
JO,

r presquepout y e.dl"
.l

tj(CI11 et I F(r,y)dx € rl(n2).
Jn,

r

JN,

2.7 Le

F(x, y)

De plus on

r0n
f _ fL-Li.

rOn

* 
I, ",*, y)dt : I ,,o" I, 

F{x, y)dx : 
J I, ,,,"

F{x:,y}dxdy

ch6ma de la mGthode de Rothe

t un sysfdrne formd de n La fonction u, fi par 5u; =, ? pour tout

un sysfdme formd de n equations en x oh l'inconnu est u,(r) donc

les ftnctions u" soluticrn du systdme obtenu.

t les fohaions de Rothe olmme suit :

rOn I'intervplle du temps en n sous intervalles {tr_r,t,), i : 1...,n oi
fi: ih et h i. o" notF par ui : u;(r, ihi les approximations de u.

on le probld{ne posd } tout poirrt r = t,,i - fn. par un niollv€Blt probldme
discret.

rOn

rOn

un:ujtr +(t-tr_r)du, te [tr_r,t,] i: 1,,,.,n

Universit€ Juin 2015 Mathdmatiques
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a

de MerstBre zerouk sourniaL

vars approximd la solution u par une suite
x sur chaque sous intervalle Ifi_r, f;].

de polyni+me de degrd t u" par

fonctions test correspondantes :

o"r,l:{ il'*,":;f', i:1..",n

"6s avoi.r ddmontr6 quelque estimations pour la s.lutiarn approch€e, nous €ta_
la c'nvergence de la sarution approchde u"(tJ vers kr solution du probldnner

2.8 lassiltication des 6quation int6grales
@ur,. uation int€grale peut €ue calssde comme dtat soit une dquation i:nt6grale

r bien 'colrrn€ une dquation intdgrare non rin€airg il y.a'ne sirnilinrde par-

blisson

posd.

li:r6aire

faite la classification des dquation intdgrale diffdrentielles orrdinaires ou celle aussi
des dq tion au:r d6riv6es partielles, les equation int6grales d€] volterra et celles dLe

, qui consituent donc les deurx principalles cat€gories, ,& ces deux carr€gories
d'r:quat int€g;rale, nous pouvons r:onsiddrer encore deux aurtre type, ir savoir les
6q intdgro-diffdrentielles res dqrration intdgrale singulidre,sr

sommes seulement intdressds par:

2.18.1 quatio,n int6grales de volterra

2'B' 1' on appele 1quation itztdgrale de wterra nem tineiatre de secondg espd.c'
n d.e larfarme :

s(x): f (x)+- t {' r6,t,9ft}}d"t,
Ja

une fonction inconnue ef f{(x, r) er f {r} scnt desJonii:fion cannues c:t A un.
o* e{x)
paramd redL

.t. une uetion de lafarme :

K{x,t,g{r})dr: p(xJ,

(x) ,esr une fonction inconnue est appel6.e lquati*tt inte,g:rate de valten.a non
ire de prernidre esp6ce.

r*
J,

ou
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Mr6moire de MastAre

2. On {quatiqn integrale de volterra lindaire de seconde espice une equafion de
Ia

p(r) : f(x) + r f-r1*, t)e{t)dt,
Jo

) est une fwtction inconnue e:t K(x, r) et f {x}sont desJ'on ction mnnues etoi
hun

3. sif{

Exemple 2.

I.
ap6,ce

u{x)

une

varaibles i
sr u e$ une

" f* f*x'+sinx+ 1+.e | (rr- r)u(r)dr,0:x2+ 1+t | (*r- t)u(r)dt.
Jo Jo

s{r)- t {. x1*,t)e(t)dr,
.Ja

dquptton tntdgrale lindaire homog4ne de volterra. de seconde esp6ce.

d uneinconnue p{x), tlelafarme:

f 
-*(*,r:]g{rJdt 

-,f (xJ,
J"

6quation inti.grale lin€aint de Votterra de premidre es1p6ce.

u(x) - lJ't*'- t)u{r:)de,o: aJ tx2 - r)u(rldr.

reil-

): Q I'equqtian s'ecrit :

xr.,xz,...,xa la fornction u est ddriv€s partiel,tes. par exemple,

integrale lin€aire non homog€nes de votterra de la seconde et premi*re

int6.grale lin€afres homogdn:.es de volterra de la secontte et premidre es-

2"9 C ificatiqn des 6quations aux d6riv6es piartieiles

aux ddrives partielles (E D.F] est une relation faiszrnt intervenir les

de deux varaible, une E.D.p peut s'ecrire par Ia lelation

0u 0u ,?uz 0u2
I lx, I' u' T; fi '',#, &,,. . .) : 0.
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2.9.1

Ce

et ArB,

des

1.

2.

3.

de trok
aO
l. :

de MastAre
zerouk soumia

Classification Math6matique des E.D.p des second ordre

de la forme :

A :.B2 - 4AC.

et L'E.D.P sont dits :

ique si A = 82 - 4AC >,O,

bolique si A: Bz - 4C - t3,

ique si A:82 - 4AC <A.

2'9'l' igoient a(x,yJ unefarrction de deuxvaraibre et v{x,y,t) unefonctian

+ #:0, esf une E.D.p elliptique.

: * + #, est une E.D.phyperbolique.

fr + ffi, est une E.D.p parubolique.

+ & == 0 esf une E.D-p elriptiquep'ilr .r > Q er tr,par$olig ue pourx < Q er
pour x:0.

ification Physique des E.D,p

breux phdnomdnes physiques se rangent dans l,une des elasses suivantes :
lbldme d'equlibre €tudient llrtat stationnaire d'un ph€mommm€ne {c}ramp"
'.) dans un domaine bornde ou non, ils sont gouvernds par des E.D.p elrip_

obldmes de valeurs propres riont en gdndral des exten"sions des probldmes
dans le'squels les valeur critirque de cetains paramdtres doivent dtre ddter-

mindes, C t le cas par exemple de ra rdrssnance des cicmi* dlectrique.

s(x,Y,*,#, =A#*t#*rfi!
, . - -, F sont les coefficient de: EDH ils sont fonction de ;r et y et peuvent €re
antes, selon le signe du dicrimiaaat

^ d'v
ot'

o0v,J. 
-ot

4-*5

2.9.2

De

r les

chaleu4

tique

r les

d'eq

r les

chaleuq,

E.D.P

s d'evolution €tudient l€volution avec le temps d,rm ph6nom6ne{champ,
, etc-') i partir d'un ctat idtial donn€, ils sont gouvern€s par des

ue ou des E.D.p parabollique.
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zerOuk so M4mcire de MastEre

Exemple 2 .2,

1. Eq de Caudry-Nemann dans nR2 ;

0u Eu

- 
*i7:0,ox oy

dvs^leurs complexes et i: V:rL

de Laplace dans Ro ;

t ddsigne le temps et l\* ddsigne telaplndend$rr Rtr pour les coor-

Au =, 51* :0.
H a*!

de la chs.leur dcns iRo+' fcrn prend (i, rr, . . ., rJ poar coordo nndt*x oit,

0u
At - Aru:0.

des ondes dcns lR"+l :

02u

W - A*u:0'

de transport dans Rn+l ;

Au_0ug0u
Ar+ 6.V,u ==il*aii;;:0,

ori {
6. Equa

8. Equa

dTletmhola dcns IRn ;

de schr(dinger dars gn+1 
..

0ui,-'fA*u=0.

de Kalrnagorov darx Pn*l ..

0u *\ itzu +- 0u
at- ,h"''' *,rur* hb'q:o'

ci,j)rsi,j"o € M"(R") ef b € IR,o.

Au * hu:O,

Universitd Juin 20L5 Mathdmatiques



de MastAre

tion du t4ligrqhe dans IRz :

?ttu Au 02u

7,F + at -aF - o'

des ondes gdndralisde ehns IR"+l :

zerouksoumia

02u*02ugau__ \ n..__r_).bi_:0,ot2 ?.,:r*"t ox;ox, A"t Exr- "

4: (ai,;)rsij<o € Mr(K') et b e lRr.

11. ion dAlry dcns IRz :

Eu 03u

tu+aF-o'
de rayonnernenf dans nRz :

Eu ?au

at+ F:o'

0u \q az, , ga
a t - ,,4,nqtat'iu) 

* * b!(biu)': o'

A : {a;;)r <i,j<n €st une application d valeur dcns Mr{lR.) de classe Ct et b est

de Liouville dsns IRo*1 :

,on de Fokker-Planek dara Ro+1 :

applimtion dvsleurs dans lRn de classe C1.

ian dEikonal

llvull : r'
tion de Podsson nanlind,aire :

Au *f (u) : g,

Y -y3,E,u):0,6t fr axi"

unefonatbn d.valeur dans IR.t de clcsse Cl.

f ut une function cofttinues.
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Mrlmoire de MastAre

n dup-Laplacien

div{ll\rullu-tvu; - s,

ut une fonction de classe ct ddpnie sar un ouvert de R'u et i valeurs dansori, si
TDN

22. Equa

23. Equa

25. Equa

divF: T ut'

?l c*'

'frL+ 
ilvJit

est Io. vergence du champs de vecteur F.

78. Equa deVibration de plaque mince :

ug - vgtt* - outrtx - bur*r.

de surfaceminimole :

Ot, I -0.
vu

de MongeAmpdre en dimension 2 :

u*"u'y --u"*r:f .

ur *FI{V*u,x): g.

de laloi de conservotian scalaire :

u, * div.*F{u):0.

de Burger (non dissipative) .:

u, -F uu* = Q.

de Burger {dissipative} :

ur*uu*:FU**.

de rd.action-diffusion scalairet :

u, - l\ru :,f (u).
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27.

3L. Eq

de Mastdre

de ln porositd :

ur-A*(u")=0.

uation da pnd"-s non lin{aires :

&tr. - A*u :f (u).

da ondes sphdrtqucs :

.- 2
urr : c'lur, *;ur).

de kq*eweg-de-wies Krly) :

Itstuun*u"*r=0.

tion d'ila.sticitd lin{aire en lq,uilfbre :

1t4,fr +{f + uJv{divr?} : f.
tion d'4lqsticitd lineaire en dvolution :

4, - $Ad - (i+ u)v{divd} _ g.

4 -t- divF{4 : d.

d.e rdaction-d#rsion :

4 - ari:1q*=4

dEuler pour un fluiile inco,mpressible

! t,+-il.vfr _
I divrT _

zerouksoumia

{-
lf,'
{8,
I aivd'

des lou de coruervation :

r]o?f
--l 

+
-ratE
divE = A.

V-
P

0.
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3,1

zerouk soumia

ion du probl6m6 et estimations a prriori

Espace fonctionnels

introduiqons les espaces fonctionnels, dont nous avons besoin dans notre
, nous doqqans quelques d€finitioas de base.

[0, r] et ]f : L2{o,1} 6tre I'espace habituel de carr€r int€grables Lebesgue
rdelles srpr (0,1) doat le produit produit scalaire et la norme seront designds

l l.l l reqpectivement.

donc I'iprjection continue : tr?(0,1J * B(0,1).

par (, )

'':
l

- ,.vdr'

l

,l:

,Juin 2015 Universitd de Guelma
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I
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I

I
I
I

M.dmoire de Masttre

Hilbert H = r2(0,1), peut 6tres injectd continument d;ans un aurre espce
(0,1).

IJespace

de Hlibert

Dans ce

Oi p{uJ est

comprennen

transport

dans la mod

I'air dans les

Un

dquation:

:':{:.":.'::;,"'r.*:o}

3.2 ition dq probf6me

paraboliqu

nemoire on eonsid6r6 le probldme {p} pour une equation. integro-differentielle
ddgdndrd :

donndes du problirne :
conditipn initiale :

u(0,x): uo(.r),x e {0,1).

ition deNeumann:

0u

t{r,o) :0, r € r: [0, r].
conditian lntdgtante nan locel :

p1

I u(r,r:)dx - 0.
Jo

fonctio4 non lindaire.

le moddle mathdmatique de grande classe de probld:mes. il decrit le
contaminafs dans les milieu* poreu( {voi[z]). ils se F]senr €galement
isation du flux d'huile et de I'eau dans Ie rdsenroir pdr.role et le flux de

agricoles (voir[l1]).

: 
,[' 

c( t *s)k(u(s, x)]ds */ {t, x, u).

de la fo{r*ion p est donnd dans la diffdrentiele parrielle suivanre

a ("*4-"\ ^ozc oc
ar [t 

* e '" )- '' a*r+qil:

{1)

(3)

Universit6 de
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zerouk s0umia

l'dcoplement d'un fluide incompressible i ffavers un milieu pareux uni-
ionnel, otr [e fluide esr conrarmind par un solut€ dans le cas d,equilibrium rd-
d'adsorpti$n au moyen de Frcundlich isothenne, c ici rst la concentration du

fluide, 6 est la dgnsitd apparente du milieu poreux, est 0 > ,0, la porosit6, D est le
de dispplsion, g est la vitr:sse moyeane du ftuide er p € (0, r), tbpdrateur
e est obfienu par la moddlisation du fiux dans res mirieux poreux drastiques

Dans cas du mil{etrr A mdmoire, la loi de Darcy prend la forme :

k(t,s)Vo(s,x)ds.

de

orl g

la loi
le flux volumdtique de lkau et p est la pression cap,illaire.

q(t,x): -ft(r,x)rzo{t,r) - f

ftv(t,x): vo(x) + |
Jc

Darcy gdnfralisde :

'4(t -sxf - VoXs,x)ds.

3.3 ypoth$ses et sch6rnra de discrEtisation :

&dn 2015 Universitd de Guelma



zerouk sou

D6finition

O ue tr

a 0,fr{

en
{$ pour

Mr$moire de MastEre

3.1. une solutionfaible du prabl*me (p) rst unefonctiorn satisJaisant:

I,V) ave4 F(u) e C(I,8J.

€ r2(I,Br).

(1) et (3).

t Q eVlalars :

linter{al f en n sous intervalles de longuew It : ;f et on rrot€ u; :
ih, 5u; : T*, f : 1,. . ., r?.

,f par souci de simpllicite, le probldme discrdtisrd associd est :

c{t - s}{(r.l{s, x))ds, *),

3.3.1

oOn
u{x, tr), t;

r Nous

milgram,

rmsd

{ul',0)e

(u1(0)'= 0) il s'enzuit :

t-1

-,(u, - ui-t,6)B -h{u': d)p = h{f;,$)t+nzf{cuk{rt},d)8. &}
i:'l

rL d'une solution faible u, e: V est garantie par le le llheor€me de Lax-

{7}

t *]'

,_.,7

: ui(x)#,dl:l - rlt 
uigd,x: -(ui, S]ear,,].

(4), nous obtenons finalement :

i-1

), d)B *h(u,d) '= h{.fi, d}B + n2f{a;rk(u,,}, d}B.
i:1

.1,-t Satisfaisant ii : fi{ur).

ui?),$.Qdx. (s)

{6)

#*gdx: 
J'iu;,,,, 

- u!(o)J #,gdx: 
,[tI,' 

*
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de MastEre zerouksoumia

3.4 ima'tion a priori

cette section ori va d6montrer quelques estimafions a priori obtenir quelques

resultat convergence en basant sur la compacitd faible dans r:m espace de Hilbert.

lemme .4.1. les estimafions suivsnfir sont vdrfdes de mafti€rc, uniforme par r{tpport

t?, l, J h:

jt
h'I Hlo",ll! s c, lllurll s c, I llui - ui-rll2 < c' ts)

i:l f=1

On pose d: ui -u;-: dans (7) et en sommant pour i : L-'.,1, 11ous obte-

fdsali (9) est britvement notde par

(e)

: & +Jc : Js *Ja maintenant on va estimer

draque rme i cotd :

IT/-)
i"=1

a h*Iallau,lli.
i=1

rr>fff 1414u,11fi.

i=1

XnB;to,llldu,ili
f:1

a

rf a;;4u,11[
i=1

preuve

nous:

Eo(^,-,
{u,-u'l ,\ \
I _+= 1,6u, | >
\ N J )B

tl0)

1du;, du;)B +ftu,, ui -ui-r.l : *uu,,u',lu** {u' 
g,',,k(u;), 6"')u) .

Juin 2015 Universitd de Guelna



M€moire de MastAre

(11)

I

llr, - ll"ollr, * X llui - ui-rllrr. on utilis€ :

i=1

2. 4L- y

3' l,r l

(x,x -y) :

zI2 :

{fi,Eu)p

1_

; ltt*tt' - llyll'+ ll* - yll,]
I

zf(u,,u, -ur-r)
i=1

f [fh,llr, - llu,-rlfrz * llui -ui-rllr,]
i=1

l-.. J- I
I llurllr' - lluollr, + f llui - ui_rlll" 

IL,=TJ

I

llurll., - lluollr, +I llui - ui_rllr".
i=1

iliJ

lr I

llcn, su,)ul
li=l I

I

f otf,lul6uills
i=1

L

cf n11ou,;;u
i:1

.io (;. rflu",;,';
g, e 1 -L
t'nr* r"ltrllaulll'u
['l
lctn;+ *cIrua",ltij

I
cr; + *.uI llou,ll}

i:1
fr

mar(cr,r) l;+f,nf llou,
L i:t

J"i" r{}15

r-u3

c.s
s

e.I

MathdmatiquesUniversitd de



I

de MastAre

usr: 
i5'u,u,,,i=, {.* }fouu",,;}

zerouksoumia

t12)

a. liq

sons e su

Soient les

peut 6tre estim€e comrnre zuit :

lrol : l[oI,";;ft(u;), au;unl
ll= j=r' 

It i_l

c.s
s

eI

i:l j:r
I i-1

cIh')f ua",11g
i:l i=l

cra,iif:*-1 - ^\u +" f= [; 
+ 

ullauil'e )
Icf i,'6i - l]e * rf 5,r- r)f ldqtf!

-.\ h 3,
c /her-r;lllaurllfr

f ; i-l 
| ( 1i \lr+l: 

l$r}*i;k(u,),u"-,ol =. l,* 
liolr ,'"&). (1s1

ltoutes ces consid€rations, eB tenant compte de {10)-{'11) et, en choisis_
ment petit, alon d'apres lle lemme de Gronrnrall on conclut la preuve.
ions auxiliaires iin, p(u") rldfinies par :

a"trl:{ J" 
t'j1;t'l i:r...,n 6r+)
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M€rnoire de MastAre

On note par

a) lli.,S"{*"}l

bJ lhl"llre(r,v)

c) llp{u") - p
d) llr" - fi"ll

(
{ri.(r)): t u",o"rf1(|lF(a,o) 

t'ri3ilt'l i: r...,n
o et K* les fonctions :

f"{r}={ i;,*jl*"r i:1..,,n

(1s)

(16)

(17)

(18)

(1e)

i : 1...,n

on d€finit les de Roth sur I'intervalle ,[ par :

fi"(u"

{rn(t):ui_r *(t - t,_r)fu,, r e [r,_r,r,] i:1...,n

)p=B{u,-r)+.lu*r1r-r,*r)iiu,, r e [r,_r,t,] i : 1...,n

lemme 3.4.2. a priori

ll4-tdurll- < c.

est satisfaite l i 1n, oit

Corollaire 3
vanfes.'

|l.ti_,6u;|f. :,,r,,jln*nn l{ii_rdui, dJf l.

1p D'apr* Ins lemmes (5.4.L) et {5.4.2} on ddduit Is tstimatioru sui_

F.) s c,

lrl')lfrtr,Bt < #,
;s) s i-,

e)ffu'- ri"llla6lsatgl., S l.
't - rfr'

(20)

{zr}
preuve:

a) ll4f'(rr"lllr
On d€

?

,$-l s c.
rapport i t :

E fi"{un{t}) : li-rdui r' € [r,_r.r,] , i : I, .. ,, n

Universitd de G Juin 20115 MathdmatEues



Mastdre

lrquat le lemme (3.4.2) on aura :

zerouksaumia

ll0 F"Gt"{r))ll2 : ll,?4-16u;lll < c

parrapporrat:

J' ttrrxo"{r)}llr : 
.,['

Itl;-,dqlfl 
= I''.

par rapport ir t :

|'lf(r.]lr 
:,['lluull, 

= .,['.

b) lln',l
?

,vt S C.

llCI, F" {il")ll1z11,B.y ( C.

ll*ll: llu,ll < c

-+ llfr"llqi.Bl S C.

?ofL'1r,B) $ F
-' t"ll = llq - ui_r - (e - r,_r)du,llp

s hll6u;llB

tr-+lll5u1ll| < C

d) llu" -

h*+1ll6a;llfr

hllsu;llp

c
tf
m+I

k-z-
+T : *- avec h- Jl
f :-l--f n-2- rl

f lu" - fi"llss,B)s +.
n-T
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e) llu'- uoll

ona:
u'{f)

donc:
Ui

f lq-'

1)du; - u;

ui -uillz

t;-1)5q, f € [fi-1, fi], i :1 . ..,n

-h fstf*J * tr - ti_)fiu<
-ft6u;+{f-f;_r)6u,
lf - hdai + (r - r,_,)dqllz
l-h+r-r,_,l2lldu,ll2
4tr2ll6qlf2

*

lfu'- uftllps;z1nu 
= *.

?

2cf,r2rn11 5

'tft-r * (r

f(t-Q
(r - ri-r)
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I
I
I 4L'

Ina
bllme

4.1

Selon

D'autre

bornde

telle que

Il nlsulte

par suite

zerouk soumia

et I'unicit6 'de la solution

montrer que Le probleme discrdtisd va contrerge vers notre pro-
continue

de convergernce de la solution

4.1.1) dans [14] 0.n a :

h'llp(u) - F'(t)"llr,(r.pi S C{h + lrt-zn1 (22)

f"{t"J f{u} dans LzU,p} {s3}
n -+ {)o

le corollaire (3.4.1) on en ddduit que la suite {[n]" uniformdment

, par la suite nous pouvons exrraire Ene sous zuite {ud}u.*

frnk u dans L2{I,v)

k --- q>

lf'(r) -/(r)ll;
t) -/(t)ll?rr,rl

t24)

t)-j
-rl_rc-

=;,
Jo

. {'-Jo

ittut

llf '(r
7T

lru

,

llf
o7

4t,n.T

tf,
Ll
LI

.,}

:

1_(

:!

;t

il

t7

r.S

v)-

l,at

It

rl

vJ

,2

ry

t:

{t

. ri_

f{
C

7

2
l-U,

.r)l

.r

.t

]l

f

€l

)-

l

']llj

f(

,t (

(rl

lx'

'(r

r)1,

;

cnllf "r

C
3dn'

itz

r- f
"(r)

dt

f
:)

,'(r

:j

f
ilili

,d
-n'

llr,

t-
f"(

:di

f{
I

rf
tl
tl

o-{

o;

ullt

.rl'
lcn

tr.

uf

C

F

4rsulta

lemme

t2(r, y
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donc:

D'ou :

lernrne 4.1.1
telle que :

I4tsuite {

preuve : la

lemme ,4.1,2,

preuve: Di Ie

ment bornde fr{a,t

i I'aide clu rme de

1r* r k drrns L2{1, fr}

k-*oo

oo, cette dernid:re donne :

{26}

(28)

(2e)

(30)

(31)

Mdnaoire de MastEre

llf "{ t) - J(t)llr,rr,pr

J'(r) _-___+ J dans LttI,#).
n -'--, o()

ln 6t uniformimtnt borndeet possddeaf une sou-s uite fK"kl o

milaire A celle de f2l.

suiycnfe ut vdrifiiie :

(fr"*) + a,,fr{u} dans L2{1, fi*J {27}
lc --* oo

(3.4.1) il est fucile de voir que Org"{nn} est uniformd_
et donc une sous-rmite lZrp"k{u"k}} telle que :

4p,,&(aoft) q

ft --- oo

bini, on obtient:

prenons,la

tF"*

quad K

- Fnr tuo), ol : I ota, 
B,k (u,\, +)

sachant que d

{F(u) - F(uo), ol : 
J 

ic, d)ds

fi{u) -,fi(uo) - 
{'{{s)ds, 

*) : o

{0o} alors :

f'
F@)-F(uo): | {(s)ds

Jo
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,ent on a :

a,p{u:) - {{r) p.p

o,P{u):1,

I
p.rin.cipal de ce memoire est donnde dans le th€ordme:;uivant :

'T$'r6ordme

cQnverge uers u.

:

l

vertu rte (14)-(19), identitd {D peut €tre ecrite comn:Le suit :

zerouk soumia

par la sui

Le rdsu

4.it

dei
{u"

.:1T". 
1.2.1 

.^I::i*i:: u wt a solution faible du problirne (p) dans te sens
difinition (3.3.1) si la solutrrnfaible u est unique alors: la suite origin.ale

donc u sa

u(0): 1.io

maintenan

{4.1.1), et

Donr:u est

la sollution

{32)

selorr (24) a u e Lz{I,V) et que u{t) {= y presque pour tout f € f
(31t, D'autre parr (30) implique que S(u(O)) : fir(U') ce qui donne
c€rque p est fonctioa eroissante continue).

solution faible de {p} dar:Ls le sens de la d€finitior} {:.3"S.1), Uunicir€ de
plique Qiue la suite origiaal {un}n est convergente ve*si u voir t5] [

Dans

Notet: que

[,tu'F't \,$)B+ t,t ^,o= 
t,tr,,d)B+ I,r*-,&)B,,vgev

remplaqant n par rk * oo clans {32) puis en prenant {24), (26) le lemme
4.1.2) €t €fl corlsid6ration, il s'ensuit :

r.^., r. r r
,1,(0, 

fr {u)' 6) p + 
J,tu, 

il : 
J,U, 

Q) B + 
),r*", 

6} p,v,f e v

4.3 U icit€ de solution faible

I'hypothese

H5)

secticrn, on va d6montr€ I'unicit€ de solution f.aible, pour cela, on;. fatt
ppldmrentaire suivante :

llF(u,) - F(urJlle ) csllu, -uzllB.
monoton[e de S implique {Ft{ur} - S(ur),u, - ur}u > r}.
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Jramr",r-
(uz)), ohat+ 

J,ru, 
$)dt: 

J {r[' 
sir - s) ilc(s, ur] - rc{s, u2)lds, 

lJ, 
o t

f'
maxla(t)l | [(t)df, on divise lnintervalle I en sous-intervalles avec la, 

JO

posons lA/:
longueur p que W.P < 1 est on choisissons la fonction $ dans (3if) comme

4.4 Le

preuve: On

il est facile de

{F(u'{p))-f(

En utilisant

csllu(p)llfr:

alors :

soit r* e [0,p]

'1, ', 
r ' ,' ,

,],' 1,"

qrre le probldme (p) a deux solutions faibles tlr,ttzpuis u : r!1-nz

{ u{t} re[o,p]
d(r) _ tr 0 r e]p,T[

que O e L2(I,V) on obtient :

(34)

cc,nclitions (H+), (Hr) et I'indgalitd de Cauchy-Schwarz on obtient :

(3sl

(36)

collu(p)lli < mElc(rff f rtrXr.p.,:lffir ll,,(r]ll3

quu 
,glfrrr 

: 
f lu(r*llB, il s'ensuit :

I'. *,,,, t)ttzudts 
J" i;tr*,lt3ar * nu(p)n?
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I llu(t)llfi - lllu(t.ll| < ltr.Pflu(t.lf|

JO

zerouksoumia

t3n

< 1 il rfzultat :

u{t):0, Vt € [0,P]

sur les intervalles [ip,(i + 1)p], i:1... on obtient :

u(t): O, Vt e f

llll : U2

n
U
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