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Résumé;

rd z 3 1 » » Vs > pow
" Dans ce mémoire, nous sommes préoccupés par I'application de Rothe schéma de discréti-
sation de temps pour trouver une solution approchée parabolique dégénérée équation integro-
différentielle avec l'initiale, Neumann et condition integrale non local. Existence et unicité de

solution faible ainsi que certains résultats de régularité sont obtenus.

Mots cLE Probléme non linéaire de la valeur limite, la méthode de Rothe, Equation

parabolique, solution faible, probléme discret.
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1 Introduction

Dans ce mernoire on est intéressé a Papplication de la méthode de discretisation
en temps (methode de Rothe) pour une solution approchée d'une equation parabolic
dégénérée intégro-différentille de type non local, Existence et unicité de solution faible
ainsi que certains résultats de régularité condition intégrale non local sont obtenus.

On va étudier I'existence, I'unicité, la dépendance continue de la solution par rap-
port aux données, l'erreur d"estimation du procédure d’approximation , La methode de
Rothe clest averé un outil théorique et numérique efficace dans I'etude des problémes
d’evolutions, ont été etudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’equation :
parabolique, hyperbolique, pseudo parabolique cette "method of lines”.

Rappelons que leffet de lissage se produit pour les équations paraboliques k-
néaires, mais pas pour 'équation parabolique dégénérée non linéaire, c-3-d la solu-
tion peut commencer a partir d'une fonction initiale réguliére mais elle devient non
regulieuse en temps.

Il existe de nombreuses méthodes de résolution d’équations aux dérivées partielles,
I'une des des ces méthodes est dite la méthode de rothe ou discrétisation en temps,
oti le dérivées par rapport A une variable sont remplaces par des quotients de diffé-
rence qui conduisent finalement a des systémes d’équations différentielles, La méthode
de Rothe comme une approche approximative est bien adaptée non seulement pour
prouver les résultats d’existence, mais aussi pour diverses applications cette méthode a
été présenté par Rothe en 1930 pour résoudre second ordre équation linéaire parabo-
lique avec une variable d’espace plus tard (voir[10]), cette méthode a été adoptée par
Ladyzhenskaya ([17,18,]), pour résoudre linéaire et quasi-linéaire problémes parabo-
liques de seconde ordre et équations linéaires d’ordres supérieurs. Le développement
est connecté avec Rektorys (voir[13,14]), qui a obtenu des solutions, qui ont plus de
regularités. Récemment la méthode de Rothe a été développée pour couvrir d’autres
types d’équations on peut voir dans ([3-5],[8,12]).

Ce memoire est organisé comme suit : le 1 ere chapitre est I'introduction le 2eme
chapitre contient quelques notions de bases qui seront utiles dans la suite. dans le
3eme chapitre on trouve le cadre fonctionnel du probléme posé ainsi que le schema de
discrestidation et quelques estimations a priori qui vont utilisé pour obtenir quelques
resultats de convergence . le dernier chapiter est consacré a l'etude de Lexistence
d'une solution failbe du probleme posé est aussi ¢ I'unicité ce ceratins hypotheses de
positivité.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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2 Rappelle D'analyse fonctionnelle

2.1 Espace de Lebesgue LP(Q)

Soit p élément de [1, 0], et Q un ouvert de R", on appelle espace de Lebesgue, et
on note LP (), Lespace vectoriel des fonction numérique u de £ dans C,

Lebesgue mesurables, vérifaint :
1si 1 8 p< 400, flu(x)lpdx < o0,

Q
2s5i p = +oo, suplu(x)l < +oo,
xX€N
ou:
suplu(x)] = inf{M\ [u(x)| <M p.p.}.

x€N

Définition 2.1.1‘. (Espace de Banach)
Tout espace vetoriel normé complet est appelé espace de Banach.

2.1.1 Quelque propriété
e Uapplication de L?(Q) dans R" :

1/p
lull, = (J lw[xnpdx) 1% p< oo,
y)

“u”oo = suplu(.x)i, P= "!"OO,
x€N

U -

définit une norme sur L?(£2), norme par laquelle L?(2) est un espace de banach

e Dual-pour tout réel p dans [1,+oco[, le dual de L¥(2) est isomorphe algébrique-
ment et topologiquement & L(£2), avec JE + § = 1, Papplication de dualité est définit
par : |
L) x li(Q2) — C",

(u,v) — { u(x)v(x)dx,

Ja
pour tout réel p dans [1,4o0o[, le bidual de L?(Q) s'identifie algébriqument et topolo-

gique a LP(Q2)
on dit que Pespace LP() est réflexif.

Théoréme 2.1.1. (De densité)
Lespace C.(£2) des fonction continues & support compact est dense dans LP(Q2) pour
tout 1 < p < +o0.

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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2.2 |Espace de Hlibert

f Soit V un ev sur R.

Définition 2.2.1. (produit scalaire)
Un produit scalaire sur V est une application bilinéaire sur V, notée
(., )V XV — R, et vérifiant les trois propriétés suivantes :
(i) symétrie :Vv,w €V, (v, w), = (w,v),,
(ii) posifivité YveV,(v,v), >0,
(iii) (wv), =0<=>v =0, |

Remarque 2.2.1. Un produit scalaire sur V définit une norme sur V par la formule

Hxlly = < x,x >,

DéﬁiniteiLn 2.2.2, (Lespace de Hilbert)

suivante.:

Un espace de Hlibert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (donc normé),
et cc»mpl%t’ pour la norme induite. Un espace de Hlibert est donc un cas particulier d’espace

de Banach (la norme est définie a partir d’un produit scalaire).

Déﬁnititi‘n 2.2.3. (Lespace L(2))
les fonction de careé sommable sur ), ou £ est un domaine ouvert de R? ou R3 cest ¢

dire telles que lintégrale : f If (O)J? < 0o muni du produit scalire :
| Q

(f.g)= f flx)g(x)dx.
a

L)) es un espace de Hilbert.

Déﬁ]ﬂiﬁ(l’l 2.2.4. (Lespace C*[a, b])

Des fc%nction k fois continument dérivables sur [a,b] de norme :

|

| k

| lxll = Zmaxlxi(t)i, telle que x°(t) = x(t).
i=0

Dé:ﬁnitio*l 2.2.5. (Ilinjection continue)
Soienlﬂ (E, [l-1lg) et (F,1|.llz) deux espace normés avec : E  F On dit que E S’injecte
continument dans F si :

LHE D — (ELR)

X — i{x)=x
est contin#es sidM >0tq:

llxllz < Mlx||g, Vx € E.

Mat:hématiziques Juin 2015 Université de Guelma
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2.3 Espace de Boschner

1.

CUL,I*(N)={f:1 — L%(Q) qui associé A t — f(t) € L*(f2) continue } munit
de la norme :

IIf ”c(z,LZ(.n}) =max||f ”L’Z(ﬂ}'
tel

. C(I,B)={f : I —> B qui associé a t f(t) € B continue } et munit la norme :
|

“f”c{f.,s) = n}gX”f“B

. L:Z(I,ﬁj ={f :I = B qui associé a t f(t) € B} et munit du produit scalaire :

{ (f.g )Lz(z.,B) = f (f,g)pdt.
I

et mu:fxit la norme :

”f”iz(l,B) :f “f”gdt'

. L3(I, H*) ={f :I—sB*quiassociéat f(t)e B*} munit du produit scalaire :

(f> 812 =j(f,g)3*dt.
I

\
et munit de la norme :

1 ”f”.iz(I,B*) :ff'ftlg*dt~
I

. E2(I, VD ={f:I1——>V quiassociéat f(t)e V} munit du produit scalaire :

> izgy = f(f, g)ydt.
T

et munit la norme :

1 Paggyy = f If I de.
I

Définition 2.3.1. Si E un espace vectoriel normé sur K = R oi: C le dual de E est 'espace

Z(E,K) des formes linéaires continue sur K, on le note E’ et on munit E' de la norme
subordonnée a la norme de E.

Université de

Guelma Juin 2015 Mathématiques
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2.4 Convegence Faible

Définition 2.4.1. (x,) converge faiblment dans E vers x si lon a :

lim <x,x,>=<x,x>= lim <x',x,—x>=0, Vx' € E

n—:+00 n—s-+co
avec E' Uespace dual de E.
Notation

E
mCIn notera x, — X, ou x, — x pour étre précis, la convergence faible dans E.

E
/ On notera de méme x, — x, ou x, —> x pour étre précis, la convergence forte
dans E (c’est & dire la convergence en norme).

Définition 2.4.2. on dit qu'une suite x, est faiblment de cauchy si la suite f(x,) est de
cauchy pour toute forme linéaire continuie f € E'. on dit qu’un espace vectoriel normé E
est faiblement complet si toute suite de E qui est faiblment de cauchy converge faiblment
dans E.

Remarque 2.4.1. o Si x,, — x fortement (||x, — x||; —> 0) == X, — X car:

Vx'€E i< x',x, —x >< ||x'||l|x, —x|]| — 0

» Si dimE = n < 00 on a équivalence de deux notions :

m> ‘1 x™ = (g, x7, ... % g 1 dimE =n, {e,ey,...,e,} base de
E=p {e _, base dual tq :
1 i=j
€0 [~ B {0 i#j
X" x=(x,X,..., ) = Vi=1,...,n, x'=e}

8 ™~ x >=x —X; - O—:le —x;| — =y
alors : llx — x||; = 0, ce qui donne Hx — x|| = 0 car tout les normes de E sont

équivalentes.

Proposition 2.4.1. Soient E et F deux espaces de banach. soit T une application linéaire
o ; . . E E 3
continues de E dans F et soit {x,} une suite de E telle que xn, = x. alors, T(x,)— T(x).

Proposition 2.4.2. Soit E un espace de Banach. Si x, — x dans E, alors la suite {11}
est bornée et

[lx]| < liminf||x,]|.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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Remarque 2.4.2. la convergence failbe n'implique pas la convergence forte. On pourra
considérer une suite orthonormée dans un espace de Hlibert de dimension infinie puis
montere qu'elle converge faiblement vers 0, mais que l'on ne peut extraire aucune sous-

- suite fortement convergente.

Proposition 2.4.3. Soit H un espace de Hiibert. soit {x,} une suite de H telle que
H :
X, = x et limsup ||x,|| < []x||.

alors, la suite {x,} converge fortement vers X, X, — x.Cest en particulier le cas si

X, — X et Si”xn |- ”JC”

Le théoréme|suivant joue un rdle fondamental dans etude des probléme variationnels.

%‘{“ Théoréme 2.4.1. (Théoréme de compacité faible des espaces de Hilbert)

\ H un espace de Hilbert, si (x,),ey une suite bornée de H, alors (x,),ey admet une

sous-suite faiblement convergente.

2.5.1 inég

Vu,veL?:

=} :

1/2 1/2
uvdx| < (f Iulzdx) ( lvlzdx)
Q Q
. . 1/2 . 1/2
!f 1ul.vl.dx < (f Zuidx) (f Zvidx)
n i=l1 §1 =1 2 i=]

preuve :

® pour A € R, definissons le trindme du second degré p(A) = (u+ Av,u + Av) =
A (v, v) + 2A(u, v) + (u,u). comme p(1) > OV e R, nécessairement le discrimnant
A = (u,v)* — (u,u)(v, v) doit étre négatif ou nul, soit [(u, )] < (u,u)V(v, v)1/2,

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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® Si A = 0 alors le polynéme p(A) = 0 admet une racine double, ils existe A, tq
p(A;) =0 don u et v colindaires . 0

Remarque 2.5.1. Cette inégalité montre que Uapplication bilinéaire v,w € V —- (v,w)

v
est une application bilinéaire continue, autrement sit que le produit scalire est une appli-
cation bilinéaire continue.

2.5.2 |L'e-inégalité

€ 1
_x2+__.

<
yl= 2 2€

Y, Ve>=0Vx,y

2.5.3 |l'inégalité de Gronwall
Sipourtoutt>t,ona:
1. u(t) et V(t) deux fonctions condition et u(t)>0,v(t)>0.

2. u(t) <k+ j u(s)v(s)ds, k > 0.
to

alors : .

u(t) < kexpf V(s), t > t,.

12

preuve :
ole cas continu : d’aprés (2) on a :

uEt]t.v( t) <)
k+ fto u(s)v(s)ds

intégrons entre t, et t les deux membres :

[ln (k-&—f u(s]v(s)ds)] Sf v(s)ds

tp

=1In (k-{- f u(s)v(s)ds) —Ink < f v(s)ds

t t
=k+ f u(s)v(s)ds < k.exp j v(s)ds
to o

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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ol

t t

u(t) <k +f v(s)ds.

to

u(s)v(s)ds <k. expf

tp

d’ott le résultat.

eoLe cas

et

aveca,beth

254

Soient a,

preuve :

la fonctia
on a dong, p¢
exp(t6, + (1|
soit (a,b >0

on prend ¢t =

discret : soit {x,} une suite des nombres réels positifs tq :

a;<a

i—1
a; < thak, Yi=2,...

k=1

sont des constantes positives, alors :

a; <exp(b(i--1)h),i=2,...

3

Inégalité de young

beR", et p,q €]1,+oo], i—#- i =1 alors

n 6 — exp(0) est convenxe (de R dans R).
pur tout 6,,0, €R et tout t € [0,1]
— t)8,) < texp(6;) +(1 — t)exp(6,)

) (les autres cas sont travaux)

i— (desort que (1—¢t) = é), th =pln(a) et 6, = qIn(b). on obtient :

a? bl
ab<—+—.
P g

0

Université de

Guelma Juin 2015 Mathématiques
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2.6 Quelque Théoréme Utilisées
Définition 2.6.1. soit H un espace de Hilbert on note :
H' ={f : H —> R, flineaire continue }.

H’ est appelé dual topologique de H si 1 € H' on note I(x) =< x,1 > Vx € H on appelle
ce crochet, le crochet de dualité entre H et H'.

Proposition 2.6.1. pourl€H’ ona:

1. |l]= sup [I(x)|etonalll,= sup |l(x)]= sup |I(x)].

[lxll=1 [xlllixli0 lxli=1
2. H est un espace complet par rapport a |.|,.

Théoréme 2.6.1. (De Riez) soit H un espace de Hilbert, soit H' sont dual, alors
VieH'JlueHtgVveH, I[(v)=<u,v>.
de plus :

N2l = [lullg-
Remarque 2.6.1. v, ~ v <= VYu€E : lim(v,,u) = (v,u)
i andv o]

théoréme de Riez
car: v, vV €E': f(v,) — f(v) eorelgi}e Iezf(vn):(u,vn).

Théoréeme 2.6.2. (De lax-Milgram) Soit V un espace de Hlibert et a : V XV —- R une
forme bilinéaire continues sur :

VxV:3IM >0, Y(u,v) e V3 ]a(u,v)| < Mlullliv]].

st a est V, elliptique (ou coercive ) cest-d-dire : si 3a > 0, Yu € Va(u,v) > allull?, etsil:
V —— R est une forme linéaire continue, alors le probléme :

Trouver u €V tel que Vv € V, a(u, v) == [(v) admet une solution unique.

preuve :
Soit A: V — V l'opérateur lineaire, défini par :

<Au,v

car v

=a(u,v) pour tout v dans V, Lexistence de Au résulte du théoréme de Riesz,
a(u, v) est linéaire continue sur V.

Lopérateur A est linéaire continu car :

<auv>| Ml
Al = s — o = h

= MJul|

D’autre part toujours d’aprés le théoréme de Riez, il existe b € V tel que I(v) =<

b,v > Vv € V. Le probléme revient donc & montrer qu'il existe u € V tel que Au = b.

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma




zerouk soumia 12 Mémoire de Mastére

On va procéder de maniére itérative en partant d'un u, € V quelque et en définissant,
pour p > 0, la suite récurrente uyyy = 1 — p(Auy — b) = F(uy)

Montrons que pour p > 0 suffisamment perit, F est contractante, On a

Fu)—F(v)=u—v— p(A(u —v))

donc ||F(u) ~ F(WI| < [lu = v|> + p2|lA(u — VI — 2p < Alu—v) > u—v >= ||u—
vIE+p? A~ ~2palu—v,u=v) < [lu—v|P+M2p?||(u— V)2 - 2pallu—v|]2 <
(1-2pa-+p*M3)||lu—v|?

Choisissons|donc p tel que p < 2% Alors F est contractante et le schéma itératif est
convergent, ce qui prouve le théoréme. []

Théoréme 2.6.3. (De Fubini) On suppose F € L1(Q; x (2,),
alors pour presque tout x €

F(x,y)¢ L;(Qz) et f F(x,y)dy EL;(QI)*
a
De méme, pour presque tou?i: y €,

F(x,y) €L (et | Flx,y)dx € L1(Qy).
| o :
De plus on a

f x J F(x,y)dy = J dy f F(x,y)dx = J J F(x,y)dxdy
| Jo, Q, o, 0, %0,

2.7 Le Schéma de la méthode de Rothe

o On divise lintervalle du temps en n sous intervalles (t;_,t),i = 1...,n ol

t;=1iheths= -Z- On note par u; = u;(x, ih) les approximations de u.

. Y

» On obtient un systéme formé de n la fonction u, % par du; = ;:‘—*i pour tout

le probléme posé a tout point t = t;,i = 1, n. par un nouveau probléme
discret.
¢ On détermine les fonctions u™ solution du systéme obtenu.

® On construit les fonctions de Rothe comme suit :

U= g+ (-t )6u; telt_;,t] i=1,...,n

Université dq Guelma Juin 2015 Mathématiques
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c-a-d qn vas approximé la solution u par une suite de polynome de degré 1 u" par
morcedux sur chaque sous intervalle [t;_,, t,].

o les fonctions test correspondantes :

u; teft,_,,t]

i=1....,n
u, t=0 ’

(1) = {

© Ap?rés avoir démontré quelque estimations pour la solution approchée, nous éta-
blissonq? la convergence de la solution approchée u"(t) vers la solution du probléme
posé. |
|
i

2.8 (Classification des équation intégrales

@'Une f?quation integrale peut étre calssée comme état soit une équation intégrale
linéaire Pu bien comme une équation intégrale non linéaire, il v a une similitude par-
faite avec la classification des équation intégrale différentielles ordinaires ou celle aussi
des équ@tion aux dérivées partielles, les equation intégrales de volterra et celles de
fredholnjxy qui consituent donc les deux principalles catégories, A ces deux catégories
d’equatiﬁj;ms intégrale, nous pouvons considérer encore deux autre type, a savoir les
équationj intégro-différentielles les équation intégrale singuliéres

»Nous sommes seulement intéressés par:

2.8.1 tquation intégrales de volterra

Définition 2.8.1. On appele équation intégrale de Vlterra non linéaire de seconde espéce
une equa#ion de la forme :

X

| ()= f(x)+ A f K(x,t, ¢(£))dt,

a

< \ s
Ou p(x) ‘est une fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonction connues et A un
paramétre reél.

1. uneequation de la forme :

f K(x, ¢, p(t))dt = p(x),

ott @(x) est une fonction inconnue est appelée équation intégrale de volterra non
. linégire de premiére espéce.

Mathémaﬁﬁques Juin 2015 Université de Guelma
|
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2. On appele équation intégrale de Volterra linéaire de seconde espéce une equation de

N la forme :

X

e(x)=f(x)+A f K(x,t)p(t)dt,

a
Ot ¢(x) est une fonction inconnue et K (x,t) et f(x) sont des fonction connues et
A un paramétre reél.

3 8if (.xﬂ = 0 lequation s’ecrit :

| X

p(x) = Af K(x, t)p(t)dt,

f va
|

ell est appélée équation intégrale linéaire homogéne de volterra de seconde espéce.

4. Une équation & une inconnue @(x), de la forme :

f K(x, t)e(t)dt = f(x),

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.
|

Exemple 2.$.1.

1. Equation intégrale linéaire non homogénes de Volterra de la seconde et premiére
espéce ;

X

u(x) = x*+sinx+1+ Af (= u(t)dt,0=x2+1+ Aj (x? — Du(t)dt.
‘ 0 0

2. Equation intégrale linéaires homogénes de Volterra de la seconde et premiére es-
péce : |

| u(x) = '/‘Lf (x* = u(r)dt,0 = Aj (x? — t)u(t)dt.
0 0

2.9 Classification des équations aux dérivées partielles

- une équation aux dérivés partielles (E.D.P) est une relation faisant intervenir les
varaibles ind%pendam:es X1, X3, ..., X, la fonction u est dérivés partielles. par exemple,
siu est une fonction de deux varaible, une E.D.P peut s'ecrire par la relation

| du Bu du? au?

flx,y,u

| S P S e N R T 20.
- : dx a_)f dx? 3y2 )

Université de Guelma Juin 2015 Mathématiques
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2.9.1  Classification Mathématique des E.D.P des second ordre

Ce sont de la forme :

( du du __Aazu B 8%u " A%y
s Ix’ dx’ T ax2 dxdy ~8y?

etA,B,C,...,F sont les coefficient de EDE ils sont fonction de x et Y et peuvent étre
des constantes, selon le signe du dicriminant

A =B?—4AC.
le polynéme et L’E.D.P sont dits :
1. hyperbolique si A = B2 — 4AC > 0,
2. parabolique si A = B2 — 4AC =0,
3. elliptique si A = B2 — 44C < 0.

Exemple 2.9.1. Soient u(x, ¥) une fonction de deux varaible et v(x, y,t) une fonction
de trois varaibles

T Z—i—';- + %% = 0, est une E.D.P elliptique.

22 2% 92y .
2. 53|= ax2 T 553> est une E.D.P hyperbolique.

2 -
3 2= =+ ‘L—‘;, est une E.D.P parabolique.

4. x% + 5% =0 est une E.D.P elliptique pour x > 0, et hyperbolique pour x < 0, et

parabolique pour x = 0.

2.9.2 Classification Physique des E.D.P

De nombreux phénoménes physiques se rangent dans 'une des classes suivantes :

® les probléme d’equlibre étudient Petat stationnaire d'un phénommmeéne (champ,
chaleur, etc..) dans un domaine bornée ou non, ils sont gouvernés par des E.D.P ellip-

tique

® les problémes de valeurs propres sont en général des extensions des problémes
d’equilibre dans lesquels les valeur critique de cetains paramétres doivent dtre déter-
minées, C'est le cas par exemple de la résonance des cicruits électrique.

o les problémes d’evolution étudient lévolution avec le temps d’un phénoméne(champ,
chaleur, vibration, etc..) a partir d’un état initial donné, ils sont gouvernés par des
™ E.D.P hyperbolique ou des E.D.P parabolique.

Mathématihues Juin 2015 Université de Guelma
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Exemple 2.9.2.

1. Equation de Cauchy-Riemann dans R? :

du du

—+i=—=0,

dx Jy

ol u est a valeurs complexes et i = +/—1.

2. Equation de Laplace dans R" :

3. Equatﬁn de la chaleur dans R™ (on prend i 35—

physiq
données (x,,...,x,)) :

du

x,) pour coordonnées oty

ement, t désigne le temps et A, désigne le laplacien dans R" pour les coor-

5; - Axu = (.
4. Equation des ondes dans R"*! :
2%u
- il =
ar?
5. Equation de transport dans R™* :
du du
— v, — =0,
at +EVeu= Z; @,
ou £ €R"
6. Equation d’Helmholtz dans R" :
Au+Au=0,

ot A €R.

7. Equation de schrédinger dans R™+! :

at

8. Equation de Kolmogorov dans R™*! :

;) n
5
i,j=1

d%u

- axlax}

ot A==(a; ;)1<; j<n € M(R") et b €R".

—~ _ Ju
+;be? =0,

d
i—u + L m=1.

1
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9. Eguation du télégraphe dans R? :

J%u

aﬁ+

Ju
at 9x2

d%u

10. Equation des ondes généralisée dans R™! ;

Fa &

11. Equation d’Airy dans R? :
du

§;+

12. Equation de rayonnement dans R? :

du

'5"{-?*

ol A= (a;;)1<ij<n € M,(R") et b e R™.

9* .

u du
e o — b-——- o O’
ar A=t a"’axiax}. +Z "9x;

d%u

I

23411_0
ot

13.

14.

i5.

16.

Equation de Liouville dans R™™ :

du 0
— =Y (=0,
at ; dx;

£ est une fonction a valeur dans R" de classe C*.

Equation de Fokker-Planck dans R™**

du - 82

gt £ 9x,0x;

0
(a; )+ » —(bu)=0,
4 ; ox;

ott A = (a; ;)1<i j<n st une application & valeur dans M,(RR) de classe C' et b est
une application a valeurs dans R" de classe C*.

Equation d’Eikonal
[[Vu|] =1.

Equation de Poisson non linéaire :
Au+ f(u)=0,

ol f est une fonction continues.

Mathématiques
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17. Equation du p-Laplacien

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25,

div(||VullP~2vu) =0,

ot, si F est une fonction de classe C* définie sur un ouvert de R" et a valeurs dans

R",

est 1

Equati

= JF;
divF =) —
= dx;

a rIjver,gence du champs de vecteur F.

n de Vibration de plaque mince :

u, — vou, = auu, — bu,,.

Equation de surface minimale :

vu
div (—"x = 0.
VIHIVIP

Equation de Monge-Ampére en dimension 2 :

2 _
uxxuyy - ux}, - f

Equation d’Hamilton-Jacobi :

u, +H(V,u,x)=0.

Equation de la loi de conservation scalaire :

u, +div,F{u) =0.

Equation de Burger (non dissipative) :

u, +uu, =0.

Equation de Burger(dissipative) :

u, +uu, = uil,.,.

Equation de réaction-diffusion scalaire :

B — = F{n}

Université deﬁ Guelma Juin 2015 Mathématiques
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26. Equation de la porosité :
u,— A (u)=0.
27. Equation des ondes non linéaires :

U = Dju = f(u).

28. Equation des ondes sphériques :

2
Uy = Cg(urr 4 ;_—ur)'
29. Equation de korteweg-de-vries (KdV) :

U tuu, +u, =0.

XxXx

......

30. Equation d’élasticité linéaire en équilibre :

BPAL+ (A +u)V(divid) = 0.
31. Equation d’élasticité lindaire en évolution :

@y — AT — (A +u)V(divid) = §.

32. Equation de Maxwell :

E rotB
B, = —rotf
divB = divE =0.

33. Systéme des lois de conservation
i, -+ divF(i) = 0.

34. Equation de réaction-diffusion :

-

@, — A= f(7)

35. Equation d’Euler pour un fluide incompressible

{ @, +4.vid =

VP
divil = [

Mathématiques Juin 2015 Université de Guelma
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3 K

3.1 |

osition du problémé et estimations a priori

Espace fonctionnels

No

s introduisons les espaces fonctionnels, dont nous avons besoin dans notre

enquéte, nous donnons quelques définitions de base.

Soit [
fonctiol
par (,)|

Nous avi

[0,T] et H = L%*(0,1) étre I'espace habituel de carrés intégrables Lebesgue
s réelles sur (0, 1) dont le produit produit scalaire et la norme seront désignés
et | |.|| respectivement.

Désigne I'espace de Hilbert V définit par :
1
V- {qs € LZ(O,I),f pdx =0} .
0

On dénote C%*(1,X) I'espaces suivant :
C%(1,x)={u:I-— X, u continue lipschitzien }.

ou X est un espace normé,

On note B(0,1) lespace de bouziani qui est le complété de
; Q}(O,, 1) L'espace des fonctons continues 4 support compact dans
(0, 1) par rapport au produit scalaire :

1
(u,v)Bzf B,uB vdx.
5
ol :
93,(11':"’ u(&)dé.
0

| et la norme :
el 2 = ().
1l est facile de voir que

1
lullf < —z-llullfz-

ons donc I'injection continue : L%(0,1) — B(0, 1).
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Lespace de Hilbert H = L2(0, 1), peut étres injecté continument dans un autre espce
de Hlibert B(0, 1).

'On dénote V;, par I'espace suivant -

i
Vy = {qs eB(O,l),f qbdx:()}.
0

3.2 Position de probléme

Dans ce memoire on considéré le probléme (p) pour une equation integro-differentielle
parabolique dégénéré :

2

Btﬁ(u)—sx '-:J‘ a(t—s)k(u(s, x))ds+£ (t,x,u). P)
0

les condition données du probléme :

avec condition initiale :

u(0,x) = uy(x), x € (0, 1). ¢))
condition de Neumann :

du .

5—-(t,0)=0,teI=[0,T]. (2)
dx

la condition intégrante non local :

1
f u(t,x)dx =0. 3)
0

Ou B(u) est une fonction non linéaire.
comprennent| le modéle mathématique de grande classe de problémes. il decrit le
transport des contaminats dans les milieux poreux (voi[7]). ils se posent également
dans la modélisation du flux d’huile et de Peau dans le réservoir pétrole et le flux de
l'air dans les ¢hamps agricoles (voir[11]).

Un exemple de la fonction B est donné dans la différentielle partielle suivante
équation : |
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qui modélise 'écoulement d’un fluide incompressible 2 travers un milieu poreux uni-
¢iimen$ionnel, ot le fluide est contaminé par un soluté dans le cas d’equiLibrium ré-
actions d’adsorption au moyen de Freundlich isotherme, ¢ ici est la concentration du
fluide, p, est la densité apparente du milieu poreux, est § > 0, la porosité, D est le
coefficient de dispersion, q est la vitesse moyenne du fluide et p € (0, 1), Lopérateur
de medloire est obtenu par la modélisation du flux dans les milieux poreux élastiques
Dans le cas du milieu & mémoire, la loi de Darcy prend la forme :

q(t,x) = —k(t, x)V,(t,x) ——f k(t,s)Vp(s,x)ds.
0

ot g dénote le flux volumétique de l'eau et p est la pression capillaire.
la loi de Darcy généralisée :

v(t,x) =vy(x) + f At —s)(f — V,)(s, x)ds.

0

3.3 Hypothéses et schéma de discrétisation :

On suppose que :

(H;) B une fonction croissante continue et lipschitzienne
felle que W* = B =« " oo m e (0 3), dans
le cas dégénéré‘ nous remplacons f' par B/(s) =
max{h™, min(f'(s),h"™)}.

(Hy) f(£) € L%(0,1), et |If(£) - f(t")ls <IJe —¢].

(H;) a une fonction continue telle que :
la(t) —a(t)| < ¢|t - ¢],
E} k:IxB(0,1) — L*0,1) est continue
k(e Wllp < [Julls.
(H,) pouru(t),v(t)€vona:
Ik(t, 1) = k(t, v)] < L(Ou(t) — v()|l5,

pour presque tous t € I ot L € L'(I) une fonction posi-
tive.

Dans ce cas: On donne une solution précis dans sens, On com-
prend la solution faible.
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Définition 3.3.1. une solution faible du probléme (p) est une fonction satisfaisant :
® uel*1,V)avec B(u) € C(1,B).
® J,p(u) € LX(1,B").
® u satisfaisant (1) et (3).

@ pour tout ¢ €V, alors :

f(atﬁ(u)s d’)ﬁ+f(u: ¢)=j(f»¢)8+f (j a(t-—s)K(uz(s,x))ds, d’) C
I I I I 0 B

3.3.1 Schéma de discrétisation :

» On divise l'interval I en n sous intervalles de longueur h = f et on note u; =
u(x,t;), t; = ih, du; =

Ui~y

. s L= Ty T

* Nous omettrons x par souci de simplicité, le probléme discrétisé associé est :
i1

(Rialt =1, $)p =, ) =h(f, ) +12 Y (a k(). 8)p. (@)

=1

o L’existénce d'une solution faible u; & V est garantie par le le Theoréme de Lax-
milgram. |

o vus & (2) (1(0) =0) il Sensuit :

1 1 1
(u’l.'",gb)ﬂ:f ,%xu;’%xqf)dx:f [ug(x)——u;(O)],%xqﬁdx:f u(x)B, . pdx. (5)
- Jo 0 0

‘ 1
e En tenant compte, f ¢dx = 0, une integration par partié nous donnons :
| 0

1

(/¢ = ui(X)QBxW‘i? ._f u;pdx = —(u;, ¢)ra- )

¢

e En substituant dans (4), nous obtenons finalement :
i—1
(Aima (w; — uyq), ¢’),ﬁ + h(u;, ¢) = h(f, Qb)ﬁ + 1 Z(aijk(uj)x ¢)ﬁ (7)
; i=1

® Ot le schéma de relaxation A;_, Satisfaisant A; = §;(u;).
\
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3.4

Estimation a priori

Dans cette section on va démontrer quelques estimations a priori obtenir quelques

resultat

de convergence en basant sur la compacité faible dans un espace de Hilbert.

lemme 3.4.1. Les estimations suivantes sont vérifiées de maniére uniforme par rapport
ni,jeth:
] -
hmZhnau I <C el <€, 3l —ual < C. ®
i=1
preuve : On pose ¢ = u; — u;_; dans (7) et en sommant pour i = 1...,1, nous obte-
nous :

. )
th(A 1,0u;,0u; ),;—l—Z(u,,u —-U_q)= Zh(ﬁ du; );ﬁ-}_‘ ( Z(auk(u ), Ou; )ﬁ)
i=1 i=1 j=1

- 9
Légalité (9) est briévement notée par : J; +J, = J; +J, maintenant on va estimer
chaque terme a coté :
? - "
1 Jy > ™Y hllsull.
i=1
alors :
‘1—1 ui - u;‘?——l l-‘ 7% 2
L R el -7 B T A
i=1 B i=1
1
> h™ Y hllsu]?
i=1
donc :
1
Jy =Y hl|suf2. (10)
i=1
atiques Juin 2015 Université de Guelma
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!
? i I 53 r "
2. Jy = lyllzz — lluollzz + Z“uf —U;_q]l;2. on utilisé :

1 =
Gox=y) = = [IxlP =yl +llx - yI?]

i
2.]2 = ZZ(ui,ui - uf_l)
i=1
1

= > Dlllls = lotallge + Mt = 2y 2]

i=1

!
= l:llullle = lupllz + Z fhu; — Uf—l“fﬁJ
i=1

1
letallzz = letollz + D ety = eyl 2. (1)
i=1

Js ’Z(ﬁ,fiu s

< Zhl!ﬂl!glwu A,

< thuouuﬁ

= th(—+—rlaufl|2)

< ch— —thHéu!

i=1

< [Clhf+ thH«Suﬂz}
i=1

< CT§+-§czzZ!15uiH§
i=1

<

I
max(CT,C) {g + él?h}: Hé’u,—![;é:’
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on obtient :
! 1 1
ljsl = ;h(fi: ou)| <C (E + -C_—;h!h?ui”}) . (12)
1 i~1
4. |jal = Zh:ZZ(aijk(uj): 5“&);3
Par l’ut!ili;atié:de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalités de young, le terme

mémoire peut étre estimée comme suit :

o~

5] = Zhi(aijk(uj),aui)ﬁh

=l =

< 2hi \(ag;k(u;), u;)gh
= 5

< j‘ﬁ“nan I?
=

< c§h2§;(§+2—|15uil1§)

562}ﬁ—9ﬁ€23&*ﬂ%ﬂ%
=

< Cghe-}-C-e-gﬂéuiHé

< Ce%—Chf> (153

=1

< c [e+ g:Zhnauin;]
=1

donc:

Wyl =

XJ: i(aijk(ui), Su;)h
e

i
<cC (e + %;hn.ﬁmiu;) .

(13)

En résumant toutes ces considérations, en tenant compte de (10)-(13) et, en choisis-

sons e suffisamment petit, alors d’apres e lemme de Gronwall on conclut la preuve.

Soient les fonctions auxiliaires i" , B(@") définies par :

—p u telt ,,t] .
= 1=1...

(14)
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B L B(u;) teflt,t] .
(@ () =1 ., -n e i=1m 15
fEeD {ﬁ(u(ﬁ))=ﬁ(wo) £=0 K=
On note par f" et K" les fonctions :
. fi telti,g]
o — ' ! i=1... % 16
£708) { i 16)
i-1
h k(u) relt . r
kn(t) s ;al}k(uj) [tz—h tz] i=1... n (17)
ha,yk, t=0
on définit les suites de Roth sur Pintervalle [ par:
u(t) =u +(t—t,_)éu;, te [t 1.t] i=1...,n (18)
B@"(£)) = Blus—y) + Ay (£ — ti)ou, te€(ty,t] i=1...,n (19)
lemme 3.4.2. Lestimation a priori
1Ai1dudl, < C. (20)

est satisfaite 1 €1 < n, ou

12;18ull.=  sup

ligli<i, ¢pinv

1(15—1511{, Al

Corollaire 3.4.1. D’aprés les lemmes (3.4.1) et (3.4.2) on déduit les estimations sui-

varntes :

a) Hatﬁm(ﬁn)”("zﬁ,p*) =c

b) “ﬂn“Lﬂ(f,V) - |

G,

c) l1pa™) - ﬁrﬁ(ﬁn)”ﬁ(z,ﬁ) < ;;1%;,

d) flu" - ﬂn”Lz({[,ﬁ) < -5

preuve :

a) ”arﬁn(ﬁn)”(p%ﬁ*) <C.

On dérive

e)llu® — fln”ﬁ(z,z.zm)) -

¢
Vi

?

parrapport at:

apMu"(t))=Ai_8y; te [tg.d i=1,.

.. N

2D
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en appliquat le lemme (3.4.2) on aura :

o1 1

On

e B"@" (NI = 121 8ull2 < €

*.._

ntégre par rapportat :

f lle @ (NI = j 121 6ul2 < j C

1o, pm(@" )”Lz(I g < C.

obtient :

b) Na"llzaqv) <C.

"l =llwll < C

On intégre par rapport a t :

donc :

f @i = f lud? < f c
4] 0 0

—— “&nuLz{Lﬁ} <C.

Lo

?
d) Hu™ — ﬁn“z,z(jr,ﬁ) = n%m .

et =a"ll = |Ju; =g —(t - fi—1)5ui“ﬁ
< |lhdu; — (¢t = t;_;)8u;llg
< |oulh—t+t;_1)llg
< h|loullg
etona:
Elsuly < C
alors :
hm+1“5uz‘”z i
hC
h“‘sui”ﬁ = hmg_l 1
= —Sr=—5avech=1~
O o .
done :
c
|l = &% lp2g ) < —=-
nz
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?
e) |lu"—an| 112(1,1,2(::}) < ‘};{

ona:

Un(t) = ui__l -+ (t i ti_1)5ui, te [ti_lg ti]; i === D 1 |

donc :

g +(t = _1)0u; —u,

oy + (8 =t )6u; — uy|?

alors :

I

_h (%) + (t - t!’_l)§ui
—héu; +(t — t;_)6u;

[| = héu; + (¢ — t;_1)5u;|)?
F—h+t — Bl 6wl
4h2”§ﬂi“2

o

]

IAIA

n

c
u' — T 2 2 N —
” ”L (1,L2(2)) \/ﬁ
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4 L’existence et l'unicité de la solution

Maintenant on va montrer que Le probleme discrétisé va converge vers notre pro-
bléme variationnelle continue

4.1 Reésultats de convergence de la solution

Selon le lemme (4.1.1) dans [14] on a:

ce qui donne :

R™1B(w) — B™(@) Il 21,5y < C(R+R'2™) (22)

B @")

B(u) dans L¥(1, B) (23)

n— oo

Dautre part, D’aprés le Corollaire (3.4.1) on en déduit que la suite {a"}, uniformément
bornée dans L*(1, V), par la suite nous pouvons extraire une sous suite (7. W

telle que :

T __udans L¥(1,V) (24
k— o0
Il résulte de (H,) que :
(=B = 1fi()=F(Ol e €[t;y,t;]
") =fOI < Lit;—¢]
&

par suite :

sachant que :

on obtient :

Lh=%=¢&
n n

@) = fFOllegyy = f!lf"(l?)—f(t)lfi

A

j'_ﬂx_

lulls < full

AF7O~FOIR < ()= F (Ol < S
”fn(t) =T f(t)HEZU,g)

Jllf () - F(O)llzde

< f ==t

7
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donc :
L
IF(e) —fOllzap < =
D'ou :
fMe)  __,  f dans L(, B). (25)
1l =3 O

lemme 4.1.1. La suite {K"}, est uniformément bornée et possédent une sou-suite {K"™},
telle que :
knk . kdans 1%(1,B8) (26)

k— 00
preuve : la preuve est similaire a celle de [2].
lemme 4.1.2. la propriété suivante est vérifide :
Gf™@) . 8p(u)dans L*(1, ) @7)
k— o0

preuve : D’aprs¢ le Corollaire (3.4.1) il est facile de voir que J,B"(i1,,) est uniformé-
ment bornée dans £(0,1) et donc une sous-suite {3, 8™(i")} telle que :

p™ @™y . ¢ (28)

k—

a l'aide du théoréme de Fubini, on obtient

(B™(@™) — B™(U,), ¢) = f (@™ @), ¢) (29)
0
prenons la limite quad K — 0o, cette derniére donne :
(Bw) - B(Uy), $) =[ (&, ¢)ds (30
0
ce qui implique : _
(ﬁ(u) — B(Uy) —f S(S)ds,qﬁ) =0 (31)

sachant que ¢ €V et V- = {0,} alors :

Blu) = B(Uy) = f &(s)ds
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par conséquent on a :
| 0.B(u)=&(t) p.p
par la suite :
o B(u)=¢&.
| 0

Le résultat principal de ce memoire est donnée dans le théoréme suivant :

4.2 Le Théoréme

Thépréme 4.2.1. la limite u est a solution faible du probléme (p) dans le sens
de la définition (3.3.1) si la solution faible u est unique alors la suite originale
{u"} converge vers u.

preuve : En vertu de (14)-(19), identité (7) peut étre ecrite comme suit :

| [(3.:/3"'[&"),45);3 +f(ﬂ",¢) = f(f",q'b)p +f(K”, Pp, V€V (32)

selon (24)|on au € L*(1,V) et que u(t) € V presque pour tout t € |

donc u satisfait (3), D’autre part (30) implique que B(u(0)) = B(U,) ce qui donne
u(0) = U, (parce ce que f8 est fonction croissante continue).

maintenant remplagant n par n; — oo dans (32) puis en prenant (24), (26) le lemme
(4.1.1), et 1;(4.1.2) et en considération, il s’ensuit :

‘ {(‘atﬂ(u)’ d))ﬁ + f(u) ¢) = f(f: ¢)ﬁ + f(Ku’ qb')ﬁ) V'ﬁ eV

| VI I I I
Donc u est une solution faible de (P) dans le sens de la définition (3.3.1), Lunicité de
la solution implique que la suite original {u"}, est convergente vers u voir [5] []

4.3  Unicité de solution faible

Dans cette section, on va démontré l'unicité de solution faible, pour cela, on fait
I'hypothese supplémentaire suivante :
H5)
1B (u;) - ﬁ(”z)”ﬁ = Collu, - Uz”,s‘

Notez que la monotonie de f§ implique (£(u,) — Buy),uy —uy)g > 0.
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4.4 Le Théoréme

Théoreme 4.4.1. Sous les hypothéses (H1)-(HS5) le probleme (p) a un unique,
solution (faible.

preuve : On suppose que le probléme (p) a deux solutions faibles u,, u, puis u = u; —u,

‘ )
f(at(ﬁ(ul)—ﬁ(uz)), ¢')ﬁdt+J(u,¢)dt=J ( f a(t —5)[k(s,u;) - k(s,u,)]ds, ¢ |
I I 7 0

T
posons W = Elor max la(t)] f L(t)dt, on divise Pintervalle I en sous-intervalles avec la

0
longueur p telle que W.P < 1 est on choisissons la fonction ¢ dans (33) comme

u(t) te[0,p]
d’(t):{ 0 te]lp,T[

il est facile de voir que ¢ € L%(I,V) on obtient :

p P t
(B (p))—B(uy(p)), uy(p)—us(p))p+ j llull*dt = j ( f a(t —s)[k(s,u;) — k(s,u,)]ds, U) dt
0 0

0 B
(34)
En utilisant les conditions (H,), (H;) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
Co““(P)”ﬁ = Cyllu,(p) - Uz(P)”?; < (B(ur(p)) — B(uy(p)),u, — uZ)ﬁ
i rt '
< f J’j a(t —s)[k(s,u;) — k(s,uz)lds|| JJu(t)]]dt
0 i ] B
alors :
T
Collu(p)Ilg < max|a(t)] j L(f)dt-p-txg[gg}nu(t)l!i; (35)
4] -
soit £* € [0, p] tel que max = |[u(t*||4, il s’ensuit :
t{0.p]
~t* d 4 dl
—l 24+ < e 29— 2 :
| siges [ Suconac= e 36)
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ce qui implique : .
J u(ONIE = lule™l2 < W.P|[u(e]]3 (37
0

|
comme W.P < 1 il résultat :

u(t)=0, vVt €[0,p]

de maniere similaire sur les intervalles [ip, (i + 1)p], i=1... on obtient :

u(t)=0,Vtel

donc :

i’.ll = U2
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