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R6sum6

m6moire, on traite probldme pour un systdmes de contr6les
discrets d'ordres fractionnaires avec une d6riv6e fractionnaire
Liouui,lle Dq d'ordre q (0 < q < 1).

ainsi quelques r6sultats sur I'existence de la solutiorr a-mild
fractionnaire d'6volutions en question, d laide des th6ordmes
de type de Leray-Schaulder, dans un espace de Banach. En

udie Ia contr6labilit6 et I'accessibilit6 des systdmes dynamiques

res de type de Soboleu, et on donne des conditions n6cessaires et

pour la contr6labilit6 et l'accessibilit6 par rapport aux ordres de

: Equations fractionnaires d'6volutions, semi-groupe analy-
ion mild, contr6le optimal, systdme lin6aire fractionnaire, temps

<ie l'6nergie minimal.
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uction
des op6rateurs d'ordres fractionnaires a 6t6 cl6filii a,ux 79e*'

Ri,emann-Li,ouuille et Lei'ti,nkou. Leur but est de prolon55er la d6-

u l'int6gration d'ordre fractionnaire entier et non ernrbier. Il d 6t6

m6canique de puis les ann6es 1930 et en 6lectrochimie clepuis les

. Plus tard, plusieurs math6maticiens et physicierls ont 'Studie les

diff6rentiels et les systdmes d'ordre fractionnaire'
Ie premier chapitre nous donnons quelques notionsi pr6liminaires

et plrnsieurs d6finitions et propri6t6s de l'int6grat;ion e't la d6rt-

r,ati ordre frzr,ctionnaire, n6cessaires dans les chapitres suivants dans ce

le chapil;re 2, nous consid6rons les 6quations fractionner,ires d'6volu-

6tudier l'existence de solution a-mild, en utilisant; .Le th€rordme de

du Bal,Lach et dt Leray-Schaulder pour d6montrer l'existence de

mild, pour terminer en 6tudie I'existence de contrdle fractionnaile

tre 3. L'objectif de ce chapitre est de donner la {brme int6grale

cle on de l'6quation d'6tat du systdme fractionnaire lin6ieire cle Soboleu

type retardsr dans le cas discret, on donne des conditions suffisantes et

I de la contr6labilit6 avec des entr6es born6es.



Chapitre 1

Out;ils de base

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces lbnctionnels, le concept

de d6rivltion et d'int6gration fractionnaire et certaines des leurs propri6t6s

principales. Nous rappelons ensuite quelques notions esrsentielles de I'arLalyse

fonctionnelle, la th6orie de semi-groupe, calcul fractionnaire, et nous e;:pli<:i-

tons les ,liff6rentes version du th6ordme du point fixe. l{ous commenEons par
un rappel sur la l'analyse fonctionnelle.

l-.1 Introduction d'analyse fonarbionnelle

l-.1.1 Les op6rateurs.

Op6rateurs lin6aires

- UrL op6rateur lin6aire est une application A : ,D'( A) C X --> Y lin6aire,

ot D (A) est le domaine de d6finition de l'application lin6aire .,1, qui

un sous-espace vectoriel de X, que I'on suppos,e ,:n g6n6ral dense dans

X.
- L'op6rateur A: D(A): X - Y est dit born6 si la quantit6

llAll : sup {llAzll" ,u € D (A) 
' llrzllr == 1} i

est finie.

- Dzms ce cas A est une application lin6aire continu,e sur D (A), et lorsque

D (A) est dense dans X, A s'6tend de manidre unique d, un op6lateur
born6 sur X.



IN TRODU CT I ON D' AN ALY SE F ON- C 1'I O.NAIELLE

t op6rateur A est compldtement d6fini par son graphe G ('4) qui est

sous-espiace vectoriel de X x Y d6fini par :

G (A): {(u, Au) ,u € D (A)} ,

urs born6s

L(X,Y) (resp.L (X)) I'espace vectoriel des op6relteurs; lin6aires

de X dans Y (resp. Des endomorphismes continus rle X.) muni de

de Ia convergence uniforme :

,B e L (X,Y), llBllr1","y :,j.iftr,ff

cornpacts

D6 L.L.ll Soi,ent X et Y deur espaces de Banach' Llne applzcati,on

J: \:

de
,Y) est. di,te compacte si I''image T (86 (0,1)) par-l'tt'pplicati,on iT

e uni,tE de X est relati,aement compacte, i.e., T (J3Btl0,--l)) est u,n

compact pour la topologi'e forte d'e Y H pou, toute su'ite bornEe

, la sutl,te (Tr") admet une sous-suite qui, conuerge dtr,ns Y.
e,nsi

1,.r")

'rh
'UTL

L.L.'.L Tout op1rateur compact A e L(X,Y) fazt c<trrespondre d'

bont| dans X un ensemble compacte dans Y.

remarque que A est compact si et seulement si l'image de toute
ie borrr6e est relativement compacte ou, de fagon €rquivalente si

seulement si, I'image de toute suite born6e possdde une sous-suite

vergentrs.

aprds le lemme de Reisz,l'identit6 d'un espace vecrt,rriel norm6 est

pacte si et seulement si cet espace est de dimensionL finie,.

ut op6ra,teur de rang fini est compact.
A : lrmoAn(au sens de norme de L (X,Y)), ou les l',, sorLt des op6-

compacts ou des d6mentions finis alors, A esb un op6rateur

A e L (X,Y) et B € L (X,Y), si I'un quelconqu,: (iau moins) de

denx op6rateurs est compact, leurs produit BA sont des op6rateu.rs

pacts.



CHAPITHE 1. OUTILS DE EIASE

tion 1-.1.2 On di,t que l'ensemble A est conue:re de E si, et seulement

Yr,y e A etY),€ [0,1], alors.\z+ (1 - )')y e A'

Lemme L.1-.L .9? {Cu}or, sont des ensembles conueres de E, alors fiia\l}i
est un ensemble conuere de E.

D6finition L.L.3 on dit queu est un espace topol<tg,,ique s6.par6 s'i poui" tout

n,A €U, si ils enistent deur uo,isi,nages X etY de n ety respect'iuemertt tels

que:X'lY:Q.

L.L.2 Les espaces LP

Les erspaces Zp sont des espace de fonctions dont; la puissance p -'i6me
de la forLction est int6grable, au sens de Lebesgue.

D6finitiion L.L.4 Soi,t 0 : ]a,b[(-- 1a<b < -1-oo) ntn'interaalle born(

ou non r\orn|. de IR, On d€,fi,ni't l'espace U, pour L :1 P < @' comrne su'it :

L. Pour 1< P 16,Lp (Q) est I'espace des foncl;i,cns mesurables de puis-

santce Pi6*'int6grables sur f,) , c'est-d,-dire :

f e L' (o) <==1 [ V fOf d'r .-a'"f mesurable'

6

lllllp: (t'lfY d,r)* 
"rt 

une norme sur .LP (f,t),

(Io (O) , ll.ll.) est un Banach.

2. PourP:2alors:

( t^ l
L' (A) : 1 f : / mesurable d carr6 int6grable s;ur f); I lfl' t )dr < oo |,lr")
(f 1O1;(.,.)r,to)) est un Hi'lbert, ou (.,.)7,,1n,, est le produit sc;alaire

d€fini par :

I
(f,9),,",n, : I f @) .g (r) d'r,Yf,g e r,2 (Q).

,I
o



D6ti
que :

INTRODU CTION D' AN ALYSE FON C1T'IOIVI\TELLE

r P : oo, -Loo (O) est I'espace des fonctions essentiellemenb born6es

cl.

n 1.1.5 f est d,i,te essenti,ellement bornte sur {7 s'i'l -lM > 0 telle

l- : es.s sup l/ (r)l : inf {M 2 0; l/ (r)l < M.p.p sur f)'f ,

r€Q

f)), ll.ll*) est un Banach.

Tbansformation de Laplace

rm€,e de Laplace intervient dans la r6solution <iels 6quations et

diffrirentiels. Rappelons quelques outils de base de la transfor-

fonction / est d'ordre exponentiel a (c'est d dire qu'il e::iste deux
positives M etT tels que' l/ (r)l I Meot potr t > 7), alors

bnction F de la variable complexe s d6finie par :

f
F (s) : L {f (t);s} : I e-"t f (t) dt.

,,

appel6e Ia transformle de Laplace de la fonction /
iginale / (t) peut 6tre reconstitu6e d, partir de la 1;rzrnslbrm6e de

F (s) A, I'aide de la transformle de Laplace invetse :

(

I .1.

c*iq

f (t',t: L-t {F(s);f}: [ ""'r(s)ds;c: 
Re(") >,r0.

"!o*
transform6e de Laplace de la convolution :

rr
f (t)*g(t): lf (t-r)g(r)dr: lf ?)g(t--'r)dr,

,JJ00

l'hypothdse que F (s) et G (s) existent.



CHAPITRB 1. OUTILS DE EIASE

4. Latransform6e de Laplace du produit de deux frrn.ctions f et g qui sont

nulles pour f ( 0 est 6gale au produit de leurs tlansform6es de Laplace.

L {f (t) + s (t);s} : F (s)G (.s)

5. La transform6e de Laplace d'une d6riv6e d'orch'e entier est :

L {7{") (t);r} : s"F (s) - ft"-*-t;i*) (0)

: s'F (s) - fsk f('-t'-i) (0) .

6. La transform6e de Laplace de la fonction fp-' erst :

L l/.-') (s) : r 1p) ,-".

D6finitiion I.L.6 L'op1rateur :

m

m ())

A,+0G),
6

I e-^'r ft) dt.
,

0

S'appelle la transformbe de Laplace du semi-groupe {? tit)]'o e SG (M,w) '

1-.L.4 Tlansformation de Fourier
Outils ,de base pour la transform6e de Fourier

1. La, transform6e de Fourier d'une fonction continue h(t), absolument
in1;6grable dans (-m, *oo) est d6finie par :

-"
F.{h(t);e}: | "n"t 1t1dt,,_

2. L'originale h(t) peut 6tre reconstitu6e A, part.ir de sa transforrrr6e de

Fourier h.(t) d,I'aide de sa transform6e de Fourier inverse :

'/,\ 7*[h(t\: - I H"(w)e-i'ttl',-.\/ 2n I"-

o



INTRODU CTION D' AN ALYSE FON CT'IO.IVIVELLE

-m -m

deux fonctions h (t) et g (t) , definies sur (-oo, oo) , est 6gale au

uit de leurs transform6es de Fourier :

F.{h(t) * s (t);a) : H.(r) G"(r)'

I'hypothdse H"(r) et G" (c,,,) existent. Nous allons utiliser Ia pro-

(3) a"fin d'Ovaluer la transform6e de Fourier de I'irrt6p;rale frac-

naire de Ri,emann-Liouui,lle et la transform€e de Four"ier des d€ri'u€e

0 ,hft) ,. . . ,h(n-r) (t) tendent vers z6ro quand t -- alors Ia

de tr'ourier de la n-e*' d6riv6e de h (t) est :

F"{h@ (t);r} : (-i,u)" H"(r),

m,6e de Fourier est un outil trds puissant pour plusieurs do-

'analyse des systdmes dynamiques lin6aires.

d,e Fourier pour les int6grales fractionna.ires

allons calculer la transform6e de Fourier de I'int6grale fractionnaire

transfonn6e de Fourier de la convolution
m6
ff

h(t)x g(t): In(t-r)eQ)dr: In?)s(t- r)a:r.
JJ

Liou,uille avec la borne inf6rieure a : -oo, i.e de

t

-*Dtos(r) : fb I A - r)o-' s (r) d,r

-oo

supposons0<a<1.
transform6e de Fourier de la fonction

transform6e de

La-1h(t)::,'- \-'l r @)

Fourier de I'int6grale fractionnaire de R'iemann-
peut s'6crire comme la convolution des fonctions

-*Dr" f (t) : h+ (t) x I (t) '

le, lLaquelle

(t) et s (t) :



CHAPITH]' 1, CIUTILS DE BASE

F {-*Dr's Q);r} : (i,u)-* G (r) ,

ou G (c,,,) est la transform6e de Fourier de la fonction ,7 (t) .

tansfo,rm6e de Fourier des d6riv6es fractionnairesi

Calculons maintenant Ia transform6e de Fourier der; d6riv6e frar:tion-
naires.

En consid6rant la borne inf6rieure o : -oo et en exigeant un raisonnable
comportement de la fonction g (t) quand f ---+ -oo et ses d6riv6es pou.r I ---+

-oo, on peut faire une int6gration par parties et (ic:rire les d6finitions de

Riemaruz-Liouui,lle, de Grunwald-Letnikou et Caputc, sous la m\me fomne :

--Dr'g' (r) I 1 'r n@) (r\ rr.,
_*Dig(t) ) : ^ 

I r \' /*-- :_*Dtogt"t(t),(r-I <o<n).
e:;?i,i;i J r (n - o) !*tt - ")o*'

1. La, transform6e de Fouri,er fractionnaire de avec I'utilisation de la rbrans-

form6e Fourier de l'i,nt6grale fractionna'ire de lli,emttnn-Li.ouui,lle et La
trunsform€e de Fourier d'une d€riu€e d'ord,re entier donne la formule
suiuante pour la transform€e de Fouri,er d,e la, d,Eriu,le fractzonna',ire de

Ri,emann-Li,ouuille, de Grunwald-Letnikov et Caputo avec la borne in-
f6r'ieure o : -oo

F. {D' g (t) ; r} : (-ir)'-^ F" {g("\ (t) ; ,}
: (_ir)"-" (_iu)^ G'(a)
: (_ir). G (r)"

Ot le symbole Do d6signe n'importe quelle diff(rrerntiation fractionnaire
mentionn6e ci-dessus :

Ri,ent ann- Li,ouui,lle - * D7, Grunw ald- Letni,ko u - * D i g (t)
ou Caputoc *Df g (t) .

L.2 La th6orie de semi-groupe
D6finition L.2.L Soi,t X un espace de Banach. llne fa'rni,lle de para:,mdtre

7 (t), 0 < t < x, d'op€rateurs lin€.ai,res bom€s de .X uers X, est un senvi-

groupe tl'op€rateurs li,n€.ai,res born1s sur X si, :



LA THEORIE DE SI'MI-(}ROUPE

) : / (l'est I'op6rateur identit6 sur X ).

* s) : f (t)T (s) pour tout t, s > 0 (propri6t6 alg6brique des semi-

).

i-groupe d'op6rateurs lin6aires born6s 7 (t), est uniform6ment

l'$ ttt (t) - r11 : s.

lin6aire A d6fini par:

D(A):{rex,n^T9!-:
| 'r*o t

5-r(t)'-' - d'T!\r 
11:6, pour r e D(A), est le g6n6rateur infinite-.

t-O t at

semi-groupe T (t), D (A) est le domaine de A.

ue 1.2..[ Par cette d6fini,ti,on, si T {t) est un sem'i-groupe d'op€,ra-

ires born€.s uni,form1ment cont'inu,

]ln tt" (') - 7 (t)ll : o.

ateur lin6aire A est le g6n6rateur infinit6simal d'rLn serni-groupe
rnent co:ntinu, si et seulement si A est un op6rateur lin6aire born6.

^9 
(i) et 7 (l) der:x semi-groupes uniform6ment corrtinusi d'op6ra-

res born6s.

.. T(t)-I s(r)-/
Iar--/l-lrffi
lllll--n-lllll-t+0 f, t+0 t

T (t) :,S (t) , Pour tout t ) o'

L.2.11 Soi,t T (t) un semi-groupe uni,forrn4ment c<tnt'in"u d'op|ra-
born1s, alors :

une constant e u ) 0, telle que ll7 (t)ll I e".
ff m /,\ll ttl r\ 'llr (ri ll : e"" 1r opera-iste un unique op6rateur lin6aire ,4 tel que

existe) ,

r A est JLe g6n6rateur infinit6simal de f ft) .
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3. t -' ? (t) est diff6rentiable en norme et,

qp : Ar (t) :r (t) A.
dt - -- \-'l

L.2.L Continuit6 forte des serni-groupes dtop6rateurs
lin6aires born6s

D6finition L,2,2 Un semi-groupe 7(r), 0 < t < cn, d'op4rateurs I'in'€a'ires

bom€s sur X est un semi,-groupe fortement cont'in,a:,, d'op1rateurs I'in'6ai,res

born€s si :

l5f (rl tr : tr, pour tout r de X.

Un sr:mi-groupe fortement continu d'op6rateurs Lin6aires born6s sur X est

appel6 un semi-groupe de classe C6.

Th6or6me 7.2,L Soi,tT (t) un semi,-groupe de classe C6. tll eri,ste une constante

cu)0 e1:M>Ttelsque:

ll" (f)ll I Me't.

Corolla.ire L.2.2 Si T (t) est un Co-sern'i-groupe, o,lors pour tout r € X,
t --+ T (t) est une foncti,on cont'inue dt Rot dans X.

Th6ordme 1.2.2 Soi,t T (t) un Cs-sem'i-groupe et s<ti,t A son g|n1rateurin-

fini,t€si,ntal, alors :

l.Pourn€X,

2. Pcrurr€X,

e D (A).

:T(t)r-n.

t+h
1f

littr; / T (s) rds : T (t) r.
h-on J

t

'fr 
14 'a'

0

/t" \ol lri,)rd,sl
\"0 /

10
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r n € D (A),7 (t) n € D (A) et,

n
+r (t) r : AT (t) r : T (t) Ar.
dt

n€D(A)
tt

T' (t)r- 
"(r), 

: [, @) Ard,o : I o, @) :cdo.
.t.l

L.2.3i Si A est un g€,n€,rateur infi,nit1si,mal d'un Os-semi,-groupe
D (A',t le domaine de A, est dense dans X et A est un op1rateur

lt a)
JL. ZJ Semi- groupes diff6rent iables

I L.2.21 On di.t que {7 (r)}rro est un Cs-semi-groupe d,iff'€rentiable
s'i l' :

f e]0,+oo) eT(t)re X

brentiable pour chaque r € X.

Semi-groupes analytiques
: {9r < arg z < ?z;il 1g a 0z} et pour z € A, soit ?(zr) un op6-

rato re born6. La famille {T(")}, z € A est un semi-groupe analytique
sur

It.

?..

T(z) est analytique sur X.
0) : I e1; lim T (z)r :r pour tout r € X.' z+O

zeA

r * z2) == T(z)T(22) pour 21, z2 € L.

Semi- groupes d'op6rateurs compacts

n L.2.aL Un semi-groupe S (t) de classe Cs est d,it compact pour
pour tout t ) ts, S (t) est un op1rateur compact. S (,.t) est com,pact

.,
t)

1l .)

Itourtoutt>0.

11



CHAPITRII 1. OUTILS )DE EIASIE

I.2.3 Soi,t S (t) un sem'i-groupe de classe Cs. Sii, S (t) est cornpact

pour t ) ts, alors S (t) est cont'inu par rappoTt d, I'a topot!'ogi'e uni'forme des

op1rateurs pourt) ts.

RemarquLe t'2'2 Si S (t) est compact pour t ) 0, a'k>r's l'i'denti't'6 est com-

pactet)( estdedi,mensi,onfini,e.Deplus,s'ileristels>rC telque S(te) ersf

comytact, alors S(t) l'est auss'i pour toutt) t6 ca"r S(f): S(t--r0) S(10)

et S (t - ts) est born€.

corollaire L,2,4 soi,t s (t) un sem'i-groupe de classe (7o et soi.t A sc,n 96-

n|rateur i,nfi,ni,t1simal. Si R(), A) est compact pourun certa'in ) e p (.4)

et s (t) est conti,nu par rapport d, la topologie uni,fctrrne des op€rateurs pour

t ) ts, a,Iors S (t) est compact pour t ) ts.

D6finitiion L,2.5 on di't que {S (f)},>o est un Co-se"rn'i-groupe i'mmEdi,a''trc-

ment compact, s'i {S(f)}r>o est compact pour toutt } 0, et C6-sem'i-gro'uipe

Eaentuellement compact s\il eri'ste to > 0 tel que tS (r.).I est comqract.

L.2.5 Le th6ordme de Hill-Yoshida

Soit ?(t) un semi-groupe de classe Co.Du th€rordme (1.2.1), on ci6duit

qu'il ya des consl;antes c,.r ) 0 et M ) 1 tels que :

ll" (r)ll I Me't pour t ) 0.

- Si u,,, : 0, lf (t) est dit uniform6ment born6, et si de plus M : 1 on

I'appelle un Cs-semi-groupe de contraction.

- Si ,4 est un op6rateur lirr6aire pas n6cessairemerLt born6 dans X, I'ern-

se.mble r6solvant p (A) de A est l'ensemble dle tous les nombres com-

pl:xes ,\ pour lesquels 
^I 

- A est inversibl:, i.e. (,\1 - A)-r est un

oF,6rateur lin6aire dans X.
La famille ft(): A) : ()1 - A)-t,\ e p(A) ,1es op6rateurs lin6ai:res

born6s, est appel6e la r6solvante de A.

Th6or€rnre L.2.4 (HiU-Yosi,da)

Un op6rateul lin6aire born6 ,4, est le g6n6rateur irLfi.njit6simal d'un serni-

groupe del classe Co d" contraction T (t) ,t ) 0, si et seul:ment si :

l-. A est ferm6 et D A\ : X.

12



1.3. CALCUL FRAC']IIOI.II{AIRE

r6solvant p (A) de A contient IR+ et pour tout ) > 0;

lln():A)ll <i
pour tout ) ) 0, I'approximation Yoshi,da de ll pa,r :

A.r : )Aft () : ,a) : )2W () : A) - )1.

re 1.2.8i Un op€,rateur li,n6ai,re A est le g1n€,rateur inJini,t€si,mal

ll"(t)ll 1e't ;

ferm€r et D (A) : Y.

r6solvant p(A), de,4 contient I'axe {):Irn):0,) t r},

lln (^ : A)ll

Calcul fractionnaire
fractionnaire est une branche de I'analvse dont I'ritu<le se rap-

op6rateurs d'int6gration et d6rivation d'ordre nonL ,:ntier'.

cette section nous pr6sentons des d6finitions et querlqu.es propri6t6s
fonctionrs sp6ciales, et nous pr6sentons aussi d6f6rentes notions de la
ation et int6gration. Le choit 6tant r6duit aux d6firLitions qui sont
applicat;ions.

Les frrnctions sp6ciales

tion Gamma

1

A-u

1.:3

La

marbique, la fonction Gamma est une fonction cornpl.exe, cette
ron g6n6ralirse le factoriel n!, consid6r6e comme fonctionL sp6ciale dans le
r:alc lonnatre,

I'J



CHAPITHI' 1, AUTILS DE BASE

Pour z e C tel que Re (r) > 0, on d6finie la foncl;ion llarnma, not6e par
T:

*rc
rT(z): I e-'t'-tdt;

to

otit 
t"-r _ 

"(z--r)roce) 
.

Cetter int6grale converge absolument sur le demi-plan complexe oi ler, par-
tie r6elle est strictement positive.

Lemme L.3.L La foncti,on Gamma sati,sfai,te les prop4Et,Os su,iuantes :

1. Pour Re (z) > 0,

T(z+1):zT(z).
En particulier, T (1) : 1, en d6duit : Vn e N,7' (n, * 1) : 2t.

2. On peut repr6senter 7 (r) : ,IT_ G#frTdlFte (z) > 0.

3. -C; :0,(m: 0,1,2,. , .) .

4.rQ):1,7(il:O
Remarque L.S.I La foncti,on Gamm,a est ind€.finirnemt dl,riuable szr R.1 .

Sa d,€riude est :

r 1r1 : T (z)lt (z) ,

or)
n,l'Q):Ih(r(z)).

d,z

D6finition L.3.L La formule d.u bi,nhme g€,nErali,sde ( : ) pour a e C et" \p /
€ e N est donn6,e par :

(?):r /"\ -a(.,-1) :1"-6!'1,,u€N.) .\o/-''\p)- u ---';\uc

En p'articulier, pour d.: n € N, on a :

/ n\ nt(tr/: pttrm-p)t'nldt'

I4



1. 3. CALCUL FRAI]iIIC'I{IfA/RE

t.3.12 Cette formule peut Atre erpri,m€e en terrne det fonction
pour o qi Z:-, comme su'it :

(;) :#fi/;,.; (*e c;*rzi;oe N)

lLa

]D€

ieol

ion BGta

t.3.'J La fonction BAtu est une type d'i,nt6.grale d'Eut!"er d€.fi'ni'e

compleres r et s par :

rre 1.3.2 La foncti,on B€ta est symEtrique z.e.

B(r,s):B(s,r)'

ion de Mittag-Leffier

L.3.,4 pour z € C, la foncti,on de Mi,ttag-Leffier llo(z) not€e par

I,
B (r, s) : | 1"-r (t - t)"-t dr, Re (") > 0, Re (s) > 0.

.l
0

fonctio:o est reli6e d, la fonction Gamma par la relation suivante :

. T (r)T'^'
B (r, s): ;;+Y, (Vr, s; Re (r) ) 0, Re (s) > tl) .

I \' -rr/

La

D(r
(AL'. est dEfi,ni,e cornme su'it :

n/\ S zkE.(z):>,-,^, , ^,(R(a) 
>0) ,

-l ldK+ rlk=0\/

fonctiorr de Mi,ttag-Leffier g6n6ralis6e Eo,B (z) est d6finie comme

E.,p (z) : f --::-, (o ) o; o > o) .

*:ol \aK -r P)

L.3,t pour des ualeurs sp\ciales de a et p on a :

l-u



CHAPITHI' 1, A,UTILS DE I}ASE

L. \(z):ErJ(z):e".
2. E,,: i-t : i-+i- : ti *1,l, : 1 (e, -- 1).

.-^r1,r2) - /-^(k+I)l - z /-^(k+1) 2 \"'t'
k:U rc:U rc=u

Th6or6:me L.3.L La foncti'on de Mittag-Lffier pttssdde les propri,Et€,'s sui'-

uantes :

1. pour l"l < 7la fonction de Mittag-Lffier g6n6t:allis6,: satisfait :

*fr

J 
e-tt?-r n*, (zt') dt : 

;-__ t.
0

2. La, transform6e de Laplace de cette fonction est donn6e par :

Tlran+a-r ffi (+az\ l (r) : Ptan, Re (s) t lol* ," L- _a,F r.,*- /.J \_/ 
ls* _ c,/

ot ffi @): ffin,,p@).
3. Iub6gration de Ia fonction de M - L :

t^,

I E,,B (At") to-r dt : zo Eo,p+t (Ir") .
I
h

4. La" d6riv6e d'ordre n € N de la fonction de M' '- ,L est donn6e par :

d.n

fr; ('P-'n''B (^"")) : za-n-r 11"'B-n (z-) '

La fonction Wright

- Fcrnction Wright est d6finie comme suit :

W (z;a,p):i *;: ,--
*-7ktr @k +"0)

Cette fonction peut 6tre repr6sent6e par l'int6grale suivante :

1f
I

W (z; a. P) : * J 
7-eu'+'-" rrr.

Ha

Ori lila d6signe le contour de Hankel.

16
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T
I

rplation avec d'autres fonctions

,l

, - /z\v / z2 ( 1,,(z\ \rW(z;0,1): e',(:) W lT|;L,u*L: 2 -- \' I'"\'-'-'-l -,\2, \ + -\r"@ )

Srendre 0 : l- a, nous obtenons la fonction de Mainard;i M (z;a)

' € t tr,k-k
W ?r;-d,l - a) : M (z;a) :fffi

i

Qas pa^rticulier de la fonction Wright est donn6e par :

I t r\ tr/ 1\ . / .z\
I;-i,--*) : M (";il : #*p (-?J , d 6t6 examin6 por Mai'-

1.3. CALCUL FRAC?IO]V]VAIRE

ion lVlight est une g6n6ralisation de Ia fonction exponentielle et

esseI.

> 0 et P > 0 il est une fonction entidre dans z.

i a soulign6 que I,7 (t;o,p) est une fonction entidre en z pour

la relat'ionship on d, :

r @)r (r - s) -- -: ,,,,sln (7T'9l

s 6crire la fonction Wright sous la forme d'une s6rie de ma-

;g., p) _ tizkr G _ ak _ 0)sinn (ak + il, pour a € l_1,0[,: ,If- k|I k:0

1ut* rllde convergence de la s6rie pour o € ]-1,0[est d6finit par :



CHAPITRE 1.. OUTILS DE ITASE

- La transform6e de Laplace de la fonction Wright d I'aide de la fon.ction
Mittag-Leffier est d6finit comme :

(6 1k IL{w (t;a,B) ;s} :, t[r,_("d,"i
: i=+- I

u f le.K+) s'a'k:0

s-r Eo,F ("-t) .

\.3.2 Int6grale fractionnaire de RiemannL-Liouviller

D6finitjion L.3.5 Soit a e Ri, l'int\grale fracti'onn'a'ire de Ri,emann L'iou-

u'i,lle li*f et lf-f d'ordre a d'une foncti,on f est dLfini'e par :

fi

Jt+f @): :]- [ f (tl qt .(, > o;li (o) > o) .

T (") l" (, - t)'-''

S'appelle int6grale fractionnaire d'ordre a d gauche,

et
b

rt-f @):i. I f (tlqt-.@<b;R(o)>o)
r @) J, (* - t)'-''

S'appelle int6grale fractionnaire d'ordre a d, droite, pour (-oo < a < b < *) ,

- Pc'ur 0: 0, on a :

4* = I, Jt- :1, (l'op6rateur icientit6) '

- pc,ur e. : rL € N*, Jf; coincide avec I'int6grale r6p6ter n-fois de la
forme , 

,
(r: f\ 16 : L- [ A - t)"-t f Q) dt.rt\-/- (n_t)lJ
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1. 3, CALCUL FRAISIIICDfIfAJRE

m6er de Laplace de I'int6gral fractionnaire de R.iemann-

Sloi,t s ) 0,n: [a] * 1 et f € ,1(0, b) pour tctutb > 0, alors
d,e Laplace de l'int€gral fracti,onnai,re d,e R -- L esll fomnul€.e

L {It f (t) ; t} : s-"F (s) .

D6ril€e fractionnaire au sens de Riernann-Liouville
iv6e fra,ctionnaire au sens de R'iemann-Li,ouuille DE'*f d"ordre r6el
d6finier par :

d?r: :-- ( l":'f (t\\
df \-a+ r \-//

r dn'f: 
T @,:6 dt J A -s)n-c-r f @)d's'(n : lal'tr't > a)'

] d6note la partie entidre d'un nombre r6el.
iculier:, quand 0: 0, nous obtenons :

DZf @ : r f (t), D?,*f (t) : f(") (0,

r0:r,L€_N,ona:

ae

D:f (t) : D* f (t) .

iV, Ia d6riv6e fractionnaire de R - L coincide avec la d6riv6e
ust

.La

(r) .

de Laplace de la d6riv6e fractionnaire de Aliemann-

mule de la transformle de Laplace de la d6riv6e fractionnaire de
Liouui,lle d'ordre a > 0 est donn6e oar :

n-7

'3f G);s]: s'F(s) - Ir* ln"-nt, (r)],:o ,(r-7 .: a <n).
k:o
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CHAPITHE 1, C'UTILS DE I}ASE

L.3.4 D6riv6e fractionnaire au siens de C:aputo

Captrto a introduit une autre formulatiorr de la i[6r:iv6e d'ordre frar:tion-
naire, orprim6e par :

T.

"."D| : r@4 | ###r,(n - | <t a I n) ;

ro

avec n un entier positive v6rifiant I'in6galit6 (" - I) < a < n.

La transform6e de Laplace de Ia d6riv6e fractionniaire de Caputo

La frrrmule de la transform6e de Laplace de la rl6rivtie fractionnaire de

Caputo est donn6e par :

n-l
L {'Dt f (t) ; "} 

: soF (") - It'-t'-t1(r) (0) ;

k:0

avec(n-1) <o<n.

L.4 Les th6oremes du point fixer.

L.4.1 L'espace de Banach

D6finition L.4.L Un espace de Banach est un espo,ce ue'ctoriel norm(i com-
plet.

L.4.2 Th6ordme du point fixe du ty.pe Banach

Ce th6ordme est dit principe de I'application contracl;ante, il est Ll base

de Ia thSorie du point flxe. Ce principe garantit I'exis;ternce d'un unique point
fixe pou,r toute application contractante d'u:n espac€r rn6trique cornplet dans

lui-m6nLe.

20



1.4. LES THEOREMES DU POD{T FIXE.

de I'application contractante

M,d) un espace mdtrique complet et I'application lf : M --+ M'
it que ? est une application lipchitzienne s'il existe une constante

posit k > 0 telle que I'on ait, pour tout couple d'6l6ments r,g de M,
I'i

d(T (r) ,T (a)) < k (d(*,a)) .

k 1I,7 est appel6 non expansive.
k 1L,? est appel6 non contraction.

lD6fi L.4.',1 Soit X un espace de Banach de norrne ll.ll , tt f : X --+ X.

o t que / est lipchitzienne s'il existe k 2 0 tels que :

lf (") - f (a)l < kl, - ul,Yr,a € x.

t.4.|L (theordme du point fire de Banach)

(M, d) un espace m6trique complet et soit 7' :

ractante avec la constante de contraction k
aeM.

us nous avons la propri6t6 suivante qui est importante :

rs € M at trn: Tnn-1., ]ry*": ,;

rn,n) 1 k'(I - k)-' d,(rr,*o) ,n ) L,

le point fixe de 7.
du point fixe de Schaulder est plus topolog,ique et affirme

(fU U ion continue sur un convexe compact admet un poirtt fixe, qui
.ntest n6cessairement unique. Et nous avons le r6sultat suivant :

L.,4 Th6ordme (Leray- Schaulder)

M -- M :une appii-
alorsTarununique

X, d) unL espace m6trique complet et soit D un sous-elrsemtrle convexe

X. Si ? : X ---+ X est une application et D est relativernent compact
alors I'op6rateur 7 admet au moins un point fixe r* e D

Ttr* : $*

L.4,L Dans le cas ou D est compact et conuere,, i,l srffit que F
pottr auoir un poi,nt fire pour F.

[er
'da:ns
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CHAPITHI' 1. AIUTILS DE I}ASE

L.5 Th6ordme d'Arzela-Ascoli
Les conditions n6cessaires et suffisantes exig6es pour que D soit un en-

semble rr:lativement compact dans I'espace des fonctiorur continues C [4, b] sur
un intervalle [o, b] de IR fini et ferm6 sont donn6es Ie th6ordnrc d'Arzela-Ascoli.

Auant pr4senter ce thAordme, rappelons les d€.fi,ni,ttio'ns tles ensembles 6qu'i-

continus et uni,f orrn4ment born€s.

D6finition t.6.L On di,t que G un ensemble €.quiconti,nu si pour tout e; ) 0,

il existe d > 0 tel que Yg e G et Vr1, 12 e la,b],lr;1 - rrl < d on a

lg(rt) -s(r2)l<€.
D6finitiion t.5.2 On d,i,t que G un ensemble uni,fortndrnent born€ s''il eriste
un consl;ante M > 0 tel que llgll- < M pour tout g t (1.

Main,tenant, on peut citer le th6ordme d'Arzela-Arscoli,,

Th6ordme L.5.L Soi,t G un sous-ensemble de Cfa,bl. S'i Cfa,b) mun:,i, une

nonne cle Tchebycheu, alors G est relati,uement cor,npact dans Cla,bl si, et

seulement si, G est fuuiconti,nu et unifomn4ment bomt6"

1.6

Th6or6me L.6.L Soient X C RN mesurables, ai,'nsi, que deun r\els p,q €

lL,a] tetls que :

1-1_
pq

SoientIeL'(X)etge

I
I lf @) s (r)ldr !

,Ix
tandis que

L, auec la conuention tf an ,= 0.

Ln (X) . Alors Ie produit f tl € LL (X) et on & :

r xir \*
( [,,(,)1") ( [,r")r' ) s'ip,q I x,\r / \* /

In6galit6 de Holder

ff
I lf @) s (r)ldr S sup essls (r)l I lg @)ldr sti ;o: 1 et e : oo.

J x€X .lXX
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1,7. INEGALITE DE GRONWALL :

p6gallt6 de Gronwall :

p € lR+,, e!, k: €([",b],lR+), et d e €(1",b],R*) la fonction donn6e

f
e (t) < c+ 

J 
n(") p(") ds,t e la,bl,

o<e(t)<'*o (i*,,,*)
\r" )
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Chapitre 2

IJne classe d'6quation
fractionnaire d'6voluticlr:r et drasi

contrdles optimaux

Danii qe chapitre, nous consid6rons les 6,quationsi fiactionnaires d'tivollu-
tion suiraptes tels que :

(2,,r)

- Dlr est la d6riv6e fractionnaires de Capufo d'oldre q (0 < q < 1).

- A: D@) -+ X est le g6n6rateur infinit;6simal <l'un r;emi-groupe analy-
ticlup.

- {7'(t) , t > 0} est une famille d'op6rateurs lin6ieiles uniform6ment bor-
n6esg compact.

- h ,, j x Xo --+ X est une fonction abstraite conbinue,

- f t n x Xo --+ X, I : j x X, -a X, sont rl:s fbnctions satisfaisernt

certq,ines hypothdses.

- X, F D (A"), (0 < o < 1) est un espace de llo,nach avec la nornte :

- ll"'ll. : llA"rll pour tout r € Xo.

- rs eBt un 6l6ment de I'espace Banach X.

(
I nnr(t): 'q'(t) + f (t,r(t)) ]- [g(t,r(s))ds,)o'f r (0) : 

'o 
+ h(r (t)) ,

I r€j:10,7],qe(0,1).
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2.1. PRELIMTNAIRES

Pr6lirrninaires

cette section, nous pr6sentons quelques faits sur les p,uisssnses frac-
du g6rr6rateur d'un semi-groupe analytique compa,ct, l',op6rateur

re de lliemann-Liouville qui seront utilis6 dans le pr6sent chapitre.
X par un espace de Banach avec la norme ll.ll et ,a : D (A) -+ X

infinit6simal d'un semi-groupe analf;ique {? (t) ,l; 2 0} des

'rh

o lin6ai:res compacts , uniform6ment born6s sur X. Il sig;nifie quel

t > 1 tel que ll? (t)ll 3 M.

de

supposant sans perte de g6n6ralit6 que 0 e p (A).Cela norus permet
r Ia puissance fractionnaire pour 0 < a <1. 1, cornrne op6rateur

linOai sur: sont domaine D (A) avec inverse A-o.
N avons lers propri6t6s de base suivantes :

2.L.'L

: D (At*) est un espace de Banach avec la norme llrll. : llA""ll
tout r: e Xo.

t) : X -v Xo pour chaque t ) 0.

(t) r == T (t) A"r pour chaque r € Xo et t ) 0.

tout f > 0, A-T (t) et born6 dans X et ils existr:nt Il'[- > 0 et

0 tels <1ue :

2.

3.

4.

llA'T(t)ll < Mo"-ut <Az.
ta ta

5.

Cr.

o est un op6rateur Lin6aire born6 dans X avec Xo == llm (.,4-').

0 < a < P <1, alors D @e),-- D (A").

Rer ue 2.1.1 D'aprds Ie th€ordme (2.L.2) et (3), la restricti,on T.(t) de

r (t) 'o est e:cactement la partie deT (t) dans Xo.

n € Xo, comme

rll- < ll,a'r (t) rll : ll7 (4 A"ll < ll" (r)ll ll A'"ll == ll:r (r) ll ll"ll. ;

etq t inf6rieur d. 0,

(t) * - rll.: llA'r (t) 
" - Arll : llr (t) A'r - A"rll -. Q,
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CHAPITRE 2, UNE CLASSE D,EQT]ATIO]V F-RACTIO.ND\T,4IRE

D'EVOLT]TION ET DES CON-TRO'LES OPTIM:ATJX

pourtout r€Xo.
En r(sulte que {7 (t) ,t > 0} est Ia famille de semi-gloupe fortement conti-

nue sur .Xo, et

ll% (t)ll < ll7(r)ll S rw pour tout; f '< 0.

Dansr Ia suite, nous allons 6galement uti.liser ll/l[."U,n*l pour d6signer

,L, (J, R+) la norme de /, chaque fois / e U (J,R+) pour certains p) avec

1<p<oo.
Fixela a e (0,1.) et notons par Co.
Dansi I'espace de Banach C (J,X.) , pour r e Co,la no:rme sup est d,onn6e

pax :

llrll* : sup llrll,,
t€J

D6finition 2.L.L I'i,nt6grale fracti,onna'ire d'ord,re'l auec la li,mi,te i,nf1rieure

d z1ro pour une fonction f est d6fi,ni,e comme suit ;:

t

rf (t):+ [r,, l])r=rd,s,t)0,.7>o,
t \r) J \r_D,/

d condition que le c0t6 droit est point par point d6fini sur [0, oo), oii 7 (.)
est la fonction Gamma.

D6finition 2.I.2 La d6ria6.e au sens de R'iemann-.Li,ouz,i,lle d,'ordre ^,( auec

la li,mi,ttz i,nf€,rieure de z1ro pour une fonction / , [0, oo) -' lR pezt €tre \crite
comn'Le :

t
Lr)',f(r) : rn-l-, + t . l{+" d,s,t ). 0,n-! <^t <nt \n_l)dt l (r_s)'

D6finition 2.L.3 La d6.riu6,e au sens de Caputo de I'ordrc 1 pour une fonc-
tion f : [0, oo) ---+ ]R pezf €tre 6cri,te comme suit :

D",f (t) :L D, (, ftl ->,*r(k)(o)) ,

\ L=0"' /
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2.1. PHI'LIMI]VAIRES

)n-L<1<n.

ue 2.1,.'2 1) Si f (t) e C"[0, n), alors :

t _ [ f" (s) 
ds - tn-t fr") (t) ,D1f l,t) : 

T Qx - ^t) lr"o -ffiot
,n-L<:.'y<n.

rl,u

r:i-(

,DErfi

ti,on

d6riv6e au sens de Caputo d'une constante est 6galer d, z6ro.

/,g son; des fonctions abstraites avec des valeurs dans X, alors les

qui apparaissent dans les d6finitions (2.1,2) et (2.1.3) , sront prises

Bochner.
utilisons la d6finition suivante de solution a-mild pour le probldme

2.L.,L On a la soluti,on a-mi,ld du syst\me (2.1), alors la fonc-
C,o satisfai't :

: d(t)l"o+h(r)l
'lsl

+ 
"[ 

Q- ")n-',b Q -") lf (","(")) + [ sh,r (ri)dql d.s,

oLtol
€J,

*f?
I €"(0)r (tse) d0,4) (t) : q I 1en(0)T (tc?) d6,
JJ00
1,!o-'-too(a-i)20,
q ' \ /-

\u,/

(0) :

(e) : *i f -tl" -t ,-o'-J (ng.+ L) 
sin (rurq) ,0 e (0, m) ,



1HAPTTRE 2. UNE CLASSE D',E(TUATTO^I F'RACTTOAIILA.TRE

D'EVOLT]TIO]V E? DtsS CONTHOLES OPTIM:AUX

€o esr; une fonction densit6 de probabilit6 d6finie su:r (0, m), c'est-d,-dire :

-,
{o (P) > 0,9 e (0, oo) et I AfA 1!(t == !.

%

Remarrlue 2.1.3 'iI n'est pas dfficile de a€.rifi'er qu"e poLLr u € [0,1],

FMr f ,A.A T-(L+u)
I o"e"@) d0 : | 0-t"or(0) d"o :;.;--T'
.l 'a' J "' (IJ-qc)
00

Lemmer 2.L.L Pour les op'rateurs d,1b, on a les propritit',s suiuantes :

1-. pc,ur chaque point fixe, > 0, Les op6rateursT/ (i) et $(t) sont lin6aires

et born6s pour tout r € X, c'est-d-dire :

lld (t),ll < m ll,ll,ll,l, (t) 4l < -4Lr llrll .

I \rfq'

2. {4,(t),, > 0} et {/(t),, > 0} sont fortement; r:ontinus.

3. pcrur chaque t) O,les op6rateurs @(t) et tlt(,.t) sonrb aussi compa,cts'

4. Pour chaque r € X,P e (0,1) et a e (0,1), orL du

A1, (t) * : AL-Br! Q) APu,t € J,

ll/,r2 (t)ll < -r-g=-rrrr-oq,o 
< il ( ?.r \. r,1 rl - "))

5. pour tout t ) 0 et pour tout r € Xo, <>n d"

lld(t)"ll < Mll"ll, ,ll4)(t\rtt. < =JA- ,11*11-.\"/*|a-?(t+q)"

6. V,,(t) et $"(t) uniform6ment continuers, pour tout t ) 0, et pouLr tout
€ ) 0, il existe h > 0 tel que :

lld*(t+€) - O"Q)ll-
llrlt.(t +.) - ,lr.(t)ll,



-f

l"

6.(t) :

pouvonsi prouver (5) et (6)

tout iix6 t ) 0 et pour 0

2.1. PHI1LIMINAIRES

avec (3) de th6ordme (2.1.1).

€ Xo, on obtient :

?*f
I t"(0)7.(ts0) d0,{o(t) : q I 0€,(0)7.(ts0) d0.
JJ00

lld (t)'ll"

s

s

lltlt (t) tnll"

*f

I €" (0) llA'r (tq 0) rll d0
.l
0

?
| €, @) llr (ts 0)ll llA" rll d0

J
0

?
M I t" (e) llArll a0 : M llrll",'

0
oo

,

q I 0(€"(0)llA"r (tq0)rlld0
J
o
*r

q lee"(d) ll" (tqe)llllA"rlld0
t'
0

6

f .... qM ,, 'qM I 0e"@)llArlld0 : --i-- ttrtl
J r0+ g) rr-rra
0

tout f > 0, et h> e>0, on obtient :

29



@

lld.ft-F.) - d,U)ll.
.l
0

CHAPITHE 2. UNE CLASSE D'EQT]ATIOI{ FKhCTIONNA]'RE
_ p'EvoLurroN Er DES coNrnon.es opiimnux

€
f

-o
ll',1, * (tJ- .) -,1,, (t)ll.

J
0

m
I

0

7i (t) uniform6ment continue pour f > 0, alors en r(lsulter :

llTL((, * e)q 0 - tc7) - 1ll" --+ 0 quand e _+ 0,

or)

$"(t) e1; ,lr"(t) sont uniform6ment continues, pour tout t > 0.

me 2,1.2 Pour tout V e If (J, X) auec '1. < p < oc,

V (s) :0 Pour s 4 J.

2.1.3 A une foncti,on mesurable V : J -- X est i,nt6.grale de Boch-

T

liq / llv (t + h) - v (4llo dt :0,
n-u,l

0

st llvll est i,nt1grale de Lebesgue.



2.'2

I)ans
(, 1\

llous

2.2. EXISTENCE DE SOLUTIOIV a-MILD

ten.ce de solution a-mild
section, on donne I'existence de solution a-mild. de svstdme

.Les hypothdses suivantes :

lHl (f ,g) t J x Xo -+ X satisfaisants :

1)
,\

t r e Xo,t * f (t, z) est mesurable.
t r € Xo,t - g(t,r) est mesurable.

3) (

_I'
,, {{, Qt,,ir))rn} . *-,

p,{{, Qt,,(n))rn} . *-

:,, {{, @,,h))ar} < +-,
- h (tz)ll < d (t) llh, - hrll ,

p {d (l')} { *oo.
lofil

qu'il existe deux fonctions {*, (il,m2 (d} por;itives telles

! m (ri llr, - ,rll..

M* : sup {rn1 (d - *, (ry)} < +*.
e€[0,r]

4) arbitririres fr1,r2 e Xo : si on d6finit la fonction 17 : Co -- Co
ave,: lle,1l p,llr2ll,, ( p, alors ilexiste des constantes LyQ) >,0 bels que:

t,rr) - .f (t,r2)ll < Lt Q)llr, - *rll., pour tout I C ,,1

nit la fonction G : Co -+ Co avec llrtll" S p,llr2ll", { p, alors
constantes Ln @) ) 0 tels que :

,rt) - g(t,r2)ll< tg(p)]i|",-*rll,, pour tout t C,.I,

I--

llh,
d,'* ,

sup

qur(

(,t, 
", ?t)) o, - j n fr,,, frl) orll

o ll,
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CHAPITEE 2. UNE CLASSE D'EQT]ATION FRA,CTIONNAIRIE
D'EVOLUTION ET DES CONTROLES OPTIMAA'X

6) Il existe des constantes o; ) O,an ) 0 tels que :

il/ (r, 
")ll 

< ot (r + llrll,) ,llg (t,")ll S an (r + ll"ll,) ,

pourtout re Xoette J,

rrdme 2.2.L Les condi,ti,ons del'hypothd,sellHFGl sontsati,sfai,sants.,si
Xo et uq < t pour | < q < L, alors le systdme (2.1) admet une soluti,on

un'iq,ue sur J.

ve. Notre preuve sera divis6e en deux 6tapes : I
Ie'etape.

I. tr', e Co?

d6finit la fonction F : Co - Co par :

r) (t) : d (t) lro + h(n(t))l

', l- s I
* J A- ")n-' 

.,t,(t -") 
| 
f (r,r(s)) + | s fn,r, (rtD a,tl as.

oLol
. partir de lemme (2.1.1), et compte tenu d'in6gali1;6 de Etolder avec :

aq <L2;0 ( s < t11t2 < 
"), 

on d6duit les in6galitr3s suivantes :

ffi&'il(t, -,;'-' - (r, -,)" 
I

(r'r) (t1) - (F*) (tr)ll" <_ lld(r') lro+ h(r(tr))l - q, t:,.tz)lxto+ h(r(rr))lll"t1 .-'ll . I s lll-l (t, -")"-' ll'i (rr - s) lf 1',*(')) + [g h,"hD arylllo tt L b .lll,
L\ . ll | -e '1 ll'lrr, -","-' ll, 

(t, - ,)lt {",*(")) + i n (r," an anlll-.a,

i1,,'-")n-',,- 
(t,-") 

_l llrtr,-", [r(s,r(s)) 
r fnrr,,olor]ll,o,,

'!,u, -','-' 
ll* 

(rz - s) 
[ll t,,, 

(s))ll + i g(,t,, trllrn] 
ll. 

o,

lld-(tr)-Q"(tr)ll.[ll"oll"+lld.ll.]+.rr*rtwff I
f 
llrll",.,, *, * T lloll",,,,,J I fr, - ,)o-' 

l(rr -- s;-4" -. (t, --")-"- 
| 
a"



ffi' ,(r, - r)n-"o-'

2.2. EXISTENCE DE SOLUTIOTV a-MILD

a

,< ill,l

)< (,t2,

/'ltt

t./\.0

Iv[uttil:
/'tr
(.r
\. tl

P:r:*
7'(11

ilq,,

)-'" [ll/ ('s, z (s)) + r s (n, r (q))ll] d,s

:1 ll qt ) - d.(i'2)ll. [ll"oll" + lldll"]

) - Q. (tz)ll"illroll. + lld. ll"l

,, ([
\i,

- ")-no - (t, -")-'" l' or\t ft (t, - ,72(t-t, ,") 
i

| / \b /

f (itrir, -s;c-r -e,-")"-'l'a")t

- ,)-'ond')' 
lll/ll"(r,x) + r llollar, 

"1]

$mld (ft - tr;ctt-"r) 
[ll/11",.,, + r llglla,,,r]

" 
("))ll +-r llg (q,r (ril)lllds

continu sur C,
rz € Co, et llrl - rzll- ( 1, pour

33

-t-

l-

>(

-t-

:;

+-

, M,,,

i- ; ffiffi# lll /11",.,, + r ltgll"Q, *tl
1

,t \t

- ,)-no _ (t, _ s;-'" l- as )

, lt r ^_tt2 \5p. f r l(r, _.r)n_' _ (tr_,)'-'1" or)- ,F*rll\rol., -/ | )t v

, 
frrr

' (tl - (t, - ,tr)r-2w71

,x1*T llallar,'y]

+. --:I TI1 *-t:a (fr, -tr;ctt-'r)
Irr € Co.

d6monstration on d besoin de divise 1u 26me 6tape en quatre

lll/11",.*, + I llgllar,rr]
rCe 

Q

--4

lPour
part;ies :

t/h-

[],rierLt; ll"rll- < 1+ ll*rllo,: p,



CLTAPITRE 2. UNE CLASSE D'EQ(JATIOI,{ FRACTIONNAIITE
_ p,EvoLUTroN ET DES coNT,nioLEs opiitweux

ll(r",) (t) - (Fnr) (t)ll.

J (t - "),-'llrb (r - ") If G,r,,(")) - f (",*z(s))lll" ds
0 t tr [" rl* [ a- s)c-r llr a - 4 | [, Qr,,, (d) o, - i n (n,,, ut)) dnlll d,s"o ll L'. o Jl,t
r

.l A -')n-' llArl,(t -')ll
0

x [llt/ (s, 11 (s)) - f (",", ("))lll + M" llg (n, r, @) _ s (rtr, 12 (q)))lll d,s,

trrb)+M*Lsoltffiffi
t
f

x 
J 

(t - s)e-r-ac il|", (r) - zz (")ll. + llr, (ry) - 12ti,r;)ll*,ld,s
0

ILr b) + M* Ls ror, -2M'qT 
(2 - a) ( 'f \

rGfrC -6 (,/ ,, - s)e--r-'lro as 

)ltu 
- rzil*

trr b) + M* Ls oll #ffi3;nfou,,-*, 1", - *,|*.

Frr - Iruzll*

" ##].11,a1-6''rr-') llzr - nztt*,

nc, on a d6montr6 que F est continu, alors :

f F est c,cmpact ?

r appliquant le th6ordme d,Arzila-Ascoli,.
L'id6e de la d6monstration est :

t B un sous-ensemble born6 de Co.
I existe un constante p, tel que llrll* < p1 pour toat r € B.
I existe un constante ltrtel que llrli] i p, pou, to.urb r € B.
existe un constante l* tel que llfrll_ 5 l* pour tout r e ll.
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IDt rl'
-.[ ex

1. .L'

O,rL d6
7r (0) .='

rait I > 0.
Pour

un constante AI1 tel que ll/ (t,r(t))ll-tl un constante,V2 tel que ll9 (t,r(t))ll
alorsi, un sour-ensemble born6 de C".
2.1) un sous-ensemble born6 de C.?

1.

IrrLpljiq

2.2,) .F est relativement compact ?

€ B, et compte tenu du lemme (2.I.1.4), on obtient :

) (r) ll.
"f

* J G - ")n-' ll,l, (t 
_ 

")ll ill/ (s, r (s))ll.l,cs
0

t
f

* .l A - ")n-' llrl, 
(t _ s)11". llg Qt,r(ry))11,, d"

0

:< M|lroll"+ llr,ll"l

+ Y.qT (2 - ") , - 'f ,. .a_,_^.^-" 
G + q (1 1;; IAL + r.lr'] .l A - s)q-r-o'r o"

0:: M |l*oll.+ llhll"l

*,!{!A[r/, +?-nr 1,a(t-o)'T(1+q(I- 
")) '''r ' 

4 r''zti11i1t

< M (pr+ l.) + #gp- "l_ (Nr +T*Nr)Tq(-')' r(1+q(r-")) qtrr;t---
ue FB et born6.

ll,F

[nFG](3) :

la d6monstration est :

EXISTENCE DE SOLUTIC)]V g_MILD

< at (1+ p1) == ly'l,
< ag (1* lrz) :, Nz,

T 
=.!B 

et r (t) : {(f'r) (t) r x€ B} pour tout r e ..r. Il clair,n") (0) r r e Bj: {r0} est compaci il nocessaire der consid.6

h e (0, t',t ,t e (0, ?) , et pour l,arbitraire d > 0,on d6ifrnit :

rn,o (t) : {(Fnor) (t) | r e B}
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cEtAprTRE 2. UNI _c!!!sE D'EQUATTON FRACTTONNATTTE

- 
p'EvoLurroN Er nns cg*r:a:cins'oiiir*ec,x

sui'rantes :

+r (hq6)'-f ,, - o,-, (rj.u€q (0)r((r - ,;)q 0 - h,6) d0)J0 \i )| "r Ix 
l/(s,r(s)) + | oh,r(q))dnl ds
IL"oJ

:= j r,rrr (tce) l*o + h (r (t))l ae
d

Ir (hqq 
J e , fqT (tsI - hc6) [ro -r n @ (t))'] ae
d

t-kq

.rl II t(r - s;a-r €q(')r((r - s)o El l" , h,,0t)) or] o,od L'o 'j

ff
*n 

J .l 
0 (t - s10-r €o(0)r ((r - r)o il[f G,r (.s))]d,0

0d

i"*:*l !\*,::)!rl l: e B] est relativemenr: com,pact sur X*.La.l'op6rateur T (hc6) ,ho6 ) 0 est un compar:t; sur Xo, on d, lesi

r (t) - (F^,,,) (r)ll. < 
llie, frl 

r (tc0)[(,0 -+- o A VD)] oull-

Ilii, u- s)c-r €q(0)r((r - ")o 
0)[(f (",, ("))] oro,,ll 

I'a

llt 6

,lftit(r - s;c-r €q@)r((, - s)o ,lir (,t,, (,r)) 0,,]"oro,,ll.

rlliT,t(;r - s)c-r €q(0)r((r - ")o 
0)[f (,,r (,))] *r,11 

.'c

fl t m tto,

l:li?(,r - s;r-r €o (0) r((r - ")o 
tt li, (,t, , (n)) o,l'1,ro,ll.

il'-iTt(r - 5;e-r €q@)r((r - ")o ')lf 
(",, ("))l *;,!l "a
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2.2. EXISTENCE DE SOLUTION a_MILD

tl
-n 

ll
6

"'fJ:J
0

1-ql
0

1-qT*

t
+-q I

t-h

l'qT*

si, M

+M,

+M,

<M

+Maq

*,Moq

< Mt
L

. ({,

*)W.q

< Mll

(t - s;o*r €o@)r((r - ")o ,lir (n,* (d) 4*o"ll.
llr (tco) (ao + h(r (t)))llae

I r)o-' €u (0) llA"r ((r - ")o 
qll 

ll f (s, r (s))ll d,Ld,s

(t - ";n-t €o @) IIe"r ((, - ")o 
qll llg ot, r (n))ll d,\d.s

(f - "10-' {,(ille"r ((r - ")o 
0)llllf (s,r (s)) lld,Lds

{ (t - ,;o*' €o@)ll,q"r ((r _ 
")o 

qllM Q7,r (r1))lld,tds

d

lli + |1t 11"1 I€o@) ae

t6

l* 
t.*t #t U - ")o-' €o@) (t - s)q 0)-, d,1d,s

tm
+F 7.tr2l 

,[Jt (r - s;e-t €o (p)((r _ s)q 0)-" d,gd,s

d

+ llfr.ll"l I€o(qae
0

t6
,* Nzl [[,et-. (t _ s1o-t.-t €ote1 aea,

0o
too

7. Ndl [ . [^et-" (t - s1n-0.-t €n 1e1 aea,
t*h 6

d

+ llhll,"l $r(0) d,0 + M,q[N, + r-lrr1
0

i* lloll"l *it,@)do

*JW,q



+M*e[/V, + r*NzJ

ond

f (t - s)c-oa-t o" .
0

alors

pour0<s<t1{t2

ll(Fr) (r1)

cnAprTHE 2. uN! g!!!sE D'EQUATTON F'RACTTONNAR?E_ p,EvoLUTroN Er DES co'tnAinn-oiiiueux

T(2-a\ ( '. ,
F-GTaG:;)) I J (t-

\r-r,

ffifft-.r, ] e
t-h

,-r .6,1(7-o)g(r -4J ,

llg,'l (t) - (F^,or) (t)ll" < M lll*oll.+ llhll"l JE,1u7 ou

+r&ffS&lr 7e(r-*)J6r-,€, (0) d0 
o

t.+F;Wtfuooo--,
':y,:!? - tt"")@l; e B) est retativement compact dans
1 

e (u,,l 'l et comme, X* compact d f = 0, on d la re.lativement
Xo pour tout I € 7.
.3) Maintenant, n : FB et equicontinue?

rT>,h>0,ona:

ll4.(h) - /ll. fl"oll. + llhil,l
. M-qT (2 - a\
7(1+q(1 -"))L'

T.

(Fr) (t2)ll. ( 1r * Iz * Is _r Ia,

X. pour
compact

: ll0"

- 
l^T

- \rv1

/7,
( / l(t'
\ol

(t') - Q.(tr)ll.llro + n(" (r))ll.

-1- ?. r/z) 
t[e_L,ti- 

+ ffi#ffi
- s)-no - (t, -")-,*l'rr) 

* 
,tl

-Fr.N2)ftffi# (itr',
-- (t, - t)r-2'a1.* ,

1- r. N2) ftffi#--t- (t, _ tr)n,'-",

I,._-- b q(r -(r)
q (1 - a)'"

.l--L-
\/ 7-2aq

: (Nl

(tL-"o

- 
l^f_ \JYl

- lLt - s),i-r;',1") 
*

"/

s)a-*-r r")

- s1e-eo-l 4o <
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est un

liml:
tz+tt '

une
lemnre (

(i r,

Ainsi

lim I"
t2-+t1 "

lirm Iatz-rtt -

€ru

Olr

_ .FB
- 'FB
- llour

IIUE.

D'

3) ,%e

Il srLrffit

2.2. EXISTENCE pE SOLUTION s_MrLD

Ft, nous besoin de v6rifier que J,,, I2,Is,Iatends vers z6ro ind6_
ide r € b or) t2 -+ tri

l, soit r € b, d'aprds (g) et (6) de lemme (2.L.1.) on d6duire que
ii$,r, = 0. De ptus, on utilise;

pour as < *;.t

fst 
6vident.

t compact.
t € j,r * {Frln € B} est une famille de fonction 6quiqonti_

d'Arzela-Ascoli, F est compact.

fff":tt;:semble r : {' e c*lr - oFr,o € [0, 1]]

l['l - :)'.*t.o- (tr-s)s-11 --+ 0 quand tz -+ ttet d,autre part
) I, on d6drrire que :

{)o-t - (ta - s;c-r1'a") --.0 quand tz-.-+ tr.



crrAprTHE 2. UNI _c-!f!p D,EQuATrotv rR4.C?1Or,ry\rAr?E_ p,EvoLvrroN ET oii cgyt.ttorns oprrMAUX

Autre part, soit r € I, on a

t)ll" : llo (Fr) (t)11,-,

x J (t - s){-aa-r il|" (")ll. + ll" h)ll,ldr;
0

L tl

f ll "- ll*J (t-s)o-t,L(t-"l 
llf f",r(s))+ [oh,,fila,tll d,sollrtl

,,

* 
J^ 

a - s)e-t ilA',r' (t- 
")il ilr/ 

(s, r (s))il* + T- ilg (rt,n (ri)|.l d,s
0

M |l*oll"+ llhll.l

*[(ar * T.a)] M.qT (z - a)' r(r+q1r_*)--
t

x J (t - s)e-ec-t [(r + llr (")ll.) + (1 + llr (n)ll*)]d,s
0

M |l*oll"+ llhll"l

*[(ar + T.ag)] M*qT (2 - a) Tt!-.)

ors, ! ert un sous-ensemble born6 de Co.

,"1:.1* lT:T:: g: point fixe l" t":yr. schoutd,er ir existe un pointuu PUllItlde !*, par cons6quence, le systdme (z.i) admet un,e solution a-mildtJ.

r (.) est unique?
utilise I'inversion de Gronwail, pour d6duire l,unir:it6. c,est-d-dire, Irit de rrLontrer qu'il existe un constant e M* > 0 tel que : 

-

llrll. < M..

40
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7(1+q(t-*D

q(1- a)



non \.ide
Lil

est un

EXIST hN CE DE C O N TRO LE F,RA C"IOAIAIA IREI OP iIIMAL

F)r'elu

irrit:ial
qu,e llerff

l)n a,

llr (rt) -

llr (t',t - e,

Final

2,:l

(Jn sr

prencl sons

'it g/ (') une autre solution a-mild de systdme (2.1) avec valeurn'est pas difficile de v6rifier qu'il existe un constante p ) 0, telsp,llall*:( p. I

_r\(tr b) + !{:tn GDI u.qr e - o)
r(1+ q(r _ o)l----_-

t
I

,, 
J ft - s)r-oe-t fl|, (r) - y (r)ll" + ll,0t) __,,u Ur)ll.ldr;
0

de Gronwall, il existe un constant e M* > 0 i;el que :

ll" (r) -- s (t)ll. < M*M ill("0 - ao)ll.+ llhll.l.
, on a di6montr6 r (.) est unique.

stenc:e de contrdle fractionnaire oprti-

,qlu- Y__"".autre espace de Banach r6flexive, s6parable, udeY , Wy,n (y) une classe de sous_ensemble convexe, ferrn6e.

T:is';J; .r 
n wr,n(Y) est mesurable et c,., (.) C E ot E

ll.
'll lsf .ll | "" ttl

* 
Jo 

r, - ")o- 
llr 

u - ") 
lr 

r", r (s)) + 
f)s {n, r (,i)rr] 

ll_ll rll | "n lll-ll,!A-") lf G,a("))+ f oh,rfrllarlll d,s.ll L to 
ttl
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-c-!f!u D'EQuATroN. FR|TITT)NNALRE_ plES opTrMAt:JX

Si I'ensemble de contrdle admissible est d6fini par :

Uad: Sfl: {u € LP (E) | u(t) e , (t)},1 ( p < oo,

U"a f A.

On conc6ddre le systdme de contrdle suivant :

On conc6ddre :

t

Dtr (t) : A* (t) * 
U Q,.*(r)) + 

in r",r 1";y r,,]
Itr* 
L"frl 

u(t) + 
["(")u(s)d,sl,r(0): ro*h(r(t)); '

t € j,q e (0,1) ,u € (Joa.

Ypothdse [HC) : C e I* (J, L (y, X,)) .

,::t_::T:: :"'. 
*11qu 

.e 
Le (r,x*j pou, tout u € (roa.

'aprds lr: th6ordme (2.2.I),on A les,U*frr*"r"*"*es.

,]ff%r.?,;r*p 
!!", d,'hypothise d,u thlorcme (2.2.1t),y Ln|'J aertJTer pour tout u.€ [Joa et pq(I _ o) > i,'a-mi,ld, soluti,on correspond,re ae U aoi)ee par :

(t) : d(t)[*o+h(r(t))]
t
I

+ | (t - s)e-t ,lre _ ,)J
0

t
r

+ I (t - s)a-t ,,lt(t _ s)I
0

(2.12)

O,,n suppose Hy-
le systdme (p.2.)

p u,.(")) + 
dn 

r,, (,i) r4r,

[",",, 
Gl + j 

"(n) 
u (,r) o4o,

[",,,, 
Gl + j 

"(,t)u(,t) 0,40,
fv (f) : | (t - r)o-r rl, (r _ 

")J
0
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IEE OPTIMAL

ilemme (2.1.1) et in6galit6 d,e Hold,er,on obtient

lllr (4

ou ll0

+ 
ll,i,,'- 

s)c-r ,,t,(t -"r 
f" 

r"l z (s) + j "r,, r, ,r]r"ll.
f

0

f
x J Q- s)e-r-oo d,s |lu(")ll" + llu (rt)llrlas

0

lemme (2.1.L), en resulte que':

(r - s;c-r,b (t -"1 f"f,lz(s) + j "rr,rr, or] 0",Lo

x llc (s) 
" 

(')ll * c. llc (rt) u (rt)ll d,s

[t+cllcfloy"qTd_aj'

th 
"o:":u 

de op6rateur C dans espace de Banach L* (J, L (y, X.)) .

t-s;c- ,l'$-"1 
["1"y 

u(s)+ j"Oirh)dnfll *-r,int6grale
,ipour tgut s. e [0,i1 ,T e I},t] plu, tout r ,tr.t'.

de Bochner avec s e [0, r] n e [0,1] pour tout t e ,./.



c.HAprrHE2.ury_c.!!:fp_D'EQuArroNFRAcTroNNArHE
_ ;;i-oFii*ou*

commer v (') e co, rapreuve avec le th6ordme (2.2.1,) est 6vidente.$ypothdse IHf]:
1. lafonLcti*rr"ilu {L: J x X* x f U {m}} mesure de Borel.,, 

f !rj., 
) suite semi-continue inf6rieure dans X. x l, presque pour tout

f !t,;.,, 
) est convexe dans y pour chaque r € Xopresque pour tout

iffi1l:"I, 
des constantes d ) 0,e ) 0,e nonn6gatives et s € Lr (J, R)

L (t, r,u) > p (t) + dllrll. + "ll"ll? .

Tj:* 
a" la solution o-mild de systdme (2,2) correspondant le controle

(1) de Lagrange(p) : Thouve (ro,uo) e C (J, X.) x (Ioa tel
|@o,uo) 3 J (n",2), pour tout u € Uoa

T
(n",u) : 

{ f,(t,n" (t) ,u(t)) at + S r(n,*, (n) ,u(ri) drtr -. o 
oA I'ordre d'obtenir |existence de 
"contr.le 

optimal fractionnel nous be_Foin lesr lemmes importants suivants :

(

t

;r7':' 
op€mteu'r ( ' I?(J,Y) '--' co pour querqu" pq(l-o) > 1,

((") (.) : I v(. - ") 
c(s) u (s) d,s

tt

continu fortement.

ffi,:: 
zupposant que {u"} g u Q,Y) est born6e, on d6finit o,, (r) =,

' preuve de m6me manidre du th6ordme (2.3.1), pour tout point fixe,P! pl (1 - Q-> 1,ll0, (r)ll. est u"r"J. .
ffi:r":* 

difficile a" "*#!? q"" O,-ij) 
-rr, 

"o*or"t dans X* et aussi

'qprds le th60rdme d'Asarr,-Arzera, {@n(t)} est relativement compact4'' E"i'lemment, ( rin6aire 
"t """ii""] D,ot ( op6rateur fortement
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: OPTIMAL

ant nous donnons Querques r6sultats de'existence de contr.lefractionnaire pour L probldme (.P).

P.3.2 tii'.en prend, Hypothdse [HL] et Hypothcse d,e th€orcmealors le probtcme (p) aimet'" "iii*i orur.
(2.rr.1)

Preruve

1. $i

2. Si
a:

I

l,(r*

telle

U (a",u)lu e (Jad,: *-), aucune preuve existe.

U_r{.,u)lu e Uoa} = 6 ( *oo. On utilise l,Hypothds e IHL], on

de I'inf il edste une suite minemment faible et pair :

: 
J l\*,'u*) - u q"T9 7n -+ *@, Comme {u*} C (fa4,rn =f est bor:n6e sur Zp (J,y), il existe ,ou .o,r"_", ite {u^} , et, us €lpe :

'tt* -+ zo sur Le Q,y).
est un fermer et convexe, et u0 € U, on suppose r- (r0) laI de. systdme (2.2) correspond r" 5,-u*'1uo). r* etz', satisfaitles 6quations de I'int6grale suivantes :

1r2r. .. ,1
u (J,Y)

r* (t) (t) ["o
t

l(t-
0

I
| (t-

:l
l0

-r h(r (t))l
f,

,)o-',b(r - r) | f G,r*(r)) + j n fr,,* 0t)) or1 o,L o \"2'J"-
f"

,)o-' ,1,(r - ") l" @ u* Gl + j 
" 

(rr) u* 1,71 a,t] ar.Lrl
4b



t
flg

* 
J^ 

a- s)c-r t, (t -r, It G,ro(")) * i, (,t,*o (,t)) or1 o,: ! o '' 'l

* [ A- s)a-r l, e -"1 
f " frl 

z0 (s) + 
"[ 

"(,t) 
uo (rt) orf o"Jo I to \'/ ']-'

f:Tff 
"*l*,,11T11*:,^Tr:,: ",,u],-" re th6ordme 2.2.1, enpeut v6_

cHAprr EE 2. ury 
.c, !!!!p_o, Egu anow FRAx rro NN ArRfr_ -oiii*or*

co (t) =: d (t) [*o + n @ ft))]

1 que il existe un nombre positive p-r"f, q* ,

Ilr^ll*< o,llroll*< o.

PDur totrt t € J, on obtient :

ll,* (t) - 'o 
((r))ll* 

= lln*)(0ll_ + llq{? alll.

trf"(t) = J^A-40-rrl,(r-") lf{",r^("))+ [otn,r*0r))or] o,o, L 'o Jrls
- J" fr- s)c-r,b (t -") lr (",,0 (")) * i, (n,,o (,t)) orf o"
,o L o 

-lf(4 : 
.l (t - ')n-'rl' (t - ")
0

:x ([c (s) + c.c (,i][("* (r) _,ro (r)) + (u* (d _ u0 (qDl) ds.
'4prds l,ernme (2.1.L4) et [HFG](4), on obtient :

(4ll^ s, [Lr b) + c._Ln b)] M,qT (2 - q)'"'Q 
"(1+qfT:"D-t

I

" J^ 
U - s)e-ao-r fi|", (r) _ nz(r)ll,+ ll", Qi _ ,r(dlll.dr.

0
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g{ry 
IHg OF'TIMAL

On
(2)

11i."'

lise lemnre 2.3.1, on obtient :
--+ 0 dans X, quand rn __, ca.

"o 
((t))ll.

' 'I'Q 
T 0 _, q\r _ a.))

f
x J (t - s)e-oe-t lllr, (") _ 12(s)lll*d,s.

0

t
I

* J (, - s)e-ac-r ilr, ?i _ 12 (rilll.d,s.
0

I'inversic,n de Gronwal/, il existe un constant u i[* >0 tel que

llr* (t7 - "o 
((r))ll, s M.ll,#) Alil.

F'ar a la limite
r* --+,

Crf,II:

rdme dt:

dans C (,J, X.) quand m --+ 6.
,\* !:)"* Lt (J, X.), d,aprds Hypothdse [HL] etavec le th6o_ter, nous avons :

T
=: li

'm-

T'

2l
.I
0

f)onc, r

0

T
t,no (t) ,ro (t)) ot * | L (q,ro (n) ,uo (n)) art : J (ro,uo) > ,.

o

(tu,r^ (t) ,u^ (t)) d,t + tlrL| L(r,,* (,il ,u* (n)) a,r

d6montrer que j est le 6minemment de uo € (Joa.

I On C'ons,idAre k problCme (2) suiuant :

) - Ar (t,a) : r (t,a) *2u(t,u),a eo,r € [0,t],q : {;r (t,a) \seao : 0, t ; 0,
r (o,y) : g.
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CHAPTTHE 2. ury -gMlE D'EQuATroN FR:ATTrINNArRE
id Cii*ouo

Ot f,) rt lR3 est un domaine born6, d0 e CB.on d6iinit : x : ": ,r 
FJ, ;'('^;":)r, (n) n rr;l (0) ,et Ar'= - (W ! {#, * #"i ;;;'. D (A).

i;i.* 
€ v) : 

{u e v I liu,ll*uo,rt,r, < ,} L,ensemble de commande re-

""I 
jli&i:.e d'int6gral d.e soboteu, nous pouvons choisir a : jj alors

1. Troulrez le control u(t,y) qui minimise l,indice cler perfbrmance

1_
r (r,u) : 

{ { I, e,y)t, dsd,t * j / r&,u)12 d41dt,
0o 0Q

D6finir probldme(3).

" 
(t) (il : * (t,a) ,

c^(!) u(t,t (il : 2u(t,y) 
,I (t,r (t.t) (il : 

" 
(t) (y) .

I ai"ft): -Ar(t) + f (t,r(t),) +c(t)u(t),t e[0,,1],qr € (0,1),[ "(b):,,
peut (lcrite re probldme (3) avec la fonction de cotrsal :

I
I'

r (u) : 
J 0, (r)ll'+ 11u1t7yr,) at.
0
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itr,e 3

Cro rdlabilite, l,accessibiliirbrO et
ntr()le de lt6nergie mirr:innal
stdme lin6aire

lft'ar ionnaire du type de
lSior lev avec retard.

l,rl

rclel

UU

th6or:ie
cla:ns

tion, ilil

3.l!

On
retil:d

ilit6 ert observabilit6 sont deux contrOles
ne intr oduite par R. k atman.ces concep,i jTff;:: ::]il:;if",fUIbreux probldmes de contr.le, tels que stabulation par rtitroaclltion ou optimale.

limiinaires et formurations du prr:orbrdme

re le s;rstdme lin6aire de temps discret du type d.e Siottoleu avecpar l'6quation d'6tat :

h
A* [Lsr6al : Mor; +\urr;n * Bui,

fr=1
(3.1)

r-n € R", k - 0,I, ..., h,

49
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CHAPITHE 3. 
2?!T,9!ABILITE! L'ACCESSIBILITE ET LE

" ".Hfif,X#: :y:*g !{yt ylr p E svsruun LrNEArRE

'elntree respectivem ent,' M1a.'o;; ii 'Jbil ;ff}t:#:f]
A.[Lsx;]: f{-r)* (Z),,_r,

Ao est le diff6rence fractionnaire de l,ordre 0 < a <lps discret,
iel

/r\
\n )

pn substitue de (J.3) pour (e *

t;1,1 := Forr*fuur;'*'o *f*@) L;Ln6-1, + L;rBuo. (g.5)k:l k:7

f"inff::j1r?"*:*tt 
le svstdme lin6aire discret avec temps retards par

0ri

Fo: MoLit + Ino,
Ii, est matrice d,identit6 de [n x n],
et

q'(a):( "'k( d' \r.-rl 
\**t),0:1,2,... (J.T)

coefficients (8.7) peuvent .tre calcur6s pa.r l,algorithme ci-dessous

il.l.t Le systCme fracti,onnai,re (,8.L) auec d,es retard,s est appel.en N €tapes si, pour chaque etat finaie"y e re" d,onn.e, et toutes

(3.3)

1 de la fonction r; d

a!:-.
u 1a - n1t' Q.4)

l) sur (3.1) on obtient l,6quation :

(3.6)
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les co

o', 1, ,..
d:, I'ti;to,

Dr3fi,rri

acces

s',t"t'ite d

de co

l,e
1;irr.nn,ai

\/e suu:

l,a r:o
thodes
(3 1) <le

nal don
aVrlrl

avec des

I)n
:m.irLimeuler

f'rou
de 6ta1; i

()t (;l

Lr) p
troduit

3.1' PITELIA,IINAIRES ET FORMULATIONS DI] PRCIBLEME)

tns i,ni,ti,ales (J.2) donnees, ,il e*iste une su,ite d,,entr6.et;?rr € IR-, e :');.nu transfdre le systcme (3.1) d eo,rti, a" condt6,c,nr, lrniri" 
1s.27

n 3'1'2 Le sgstdme fractionnaire 
-(3.1) 

auec d,es ret*rd,,s est appe,en N 6ta:,pes, s,i pour chaque etot 6)rot , y € Rn d,onn€,, ,il eriste une;r€eu; €lR.-.2:01 Ar_1 i-^^^",12u; € ll("',z:0,1,...,N 
-1,-transfd.re le systcme t.3"1) d, parti,rinitiale nulte (r-1,:0 pour k: 0,"1, ...",n1 a l,€,ta,t d,e r1.

dme de contrdlabilit6 de systdme dynamique, stan<iard et frac_6t6 r6cemment pris en compte dans des nombreux articles. Unution de la th60rie de contr6labilit6 des systdmes crl,namiiques.

chapitre, nous donnons la condition n6cessaire et srulffisanbe pourilit6 et I'accessibilit6 du systdme rru"tll"uire (3.1) et ,es m6-' calculer les s6quencel de. contrOle qui transfdrent le s,ystdme

li:t::j:llltiale prescrile (s z) (rcro li nor, _z6ro) pr:ur l,6tat fi_
''lous corLsid6rons le probrdme du carcur des s6quences de cr:ntrdreLplitudes non born6s et d6limit6".. L". .cquences rJr: :r6g,lationplitudes born6es satisfont a f'fryp.tfre." 

"

u6 Q U C R- pour z : 0, 1,...,1y' _ l;
I/ d6finit par :

U : {ui € lR- : lunil < M,Vj :1,2,. ..,m} ,
c't .44' un norrLbre positif.

(3.e)

(3.10)

(3.11)

nous clonnons la solution du probldme de maitrii;e l,6.nergie: des entr6s illimit6es et born6es), for*ute comme s;u.it.I nom,de s6quence de contrdle, qui transf€re le sysrtdme (B,l)zoro d" ['6tat finar d6sir6 et minirise, t'irrai"" de performi:rnce :

N_1

I (u):D"TQ"o.
'i:o

une_matrice de pond6ration sym6trique d6finie posltivr:.
ne de l'(rnergie minimale pou, 1., ,yrto,,'u, standards ;a 61;6 in_professerur J.KLAMKA

o1



CHAPITHE 3, C*?!!I9!ABILITE! L'ACCESSIBILITE ET LE
" 
r,*ffi;,939 ;ny;a;;;* ;, na svsrEun LTNEATHE

;9""9419;
R6cemment, le probrdme du contr6le d,6nergie minimar avec des entr6es
ffi Ll1,fl:Tff:ii:i:*: *:r1^o1" 

g';1'{#p""""" d t empsf ontinu, et pour le systdme rr*tior'r.irj;jj:iiTtinH:; fffr|xt sans reta,rd a 6t6 introduit par f" pr.?"rr"" r T.Kaczrek.

OontrOlabilit6

,f,:ru1*a transform 6e en z des deux c6t6s de (3.5) e l,6tat initiar

- Dans sec [Bj la forme g6n6rale de la sorution du systdme fractionnaire(3.r.) avec r'6rat initiai(s.z) * 
"""liri"n n6cessaii" 

"i-r"ii**e pourla controlabilit6 et t'"."".riUitiic-rorr]' uruuri"r.- 
3nl 

sec [4] nous d.onno* r," ""i"ii." a" probrdme de l,6nergie mini_

Le travail est organis6 comme suit.

zX (z) -- , @o) : Fox (4 + f, t ;t M1,2-* f* Al * t' ,,"_,f. k:t L _E_r. )
+lcpL;tz-*x (r) + t;rau p7 ,

otrl

!.!r) : z {ru},u (') : z {uo}.
I-i'6quation ci-dessus peut 6tre 6crite sous la forme :

A(z)x(r)=r*o*f*rr;r,
K:L

0 la matrice caract6ristique est :

h
A (z) - zln - Fo -D,UuL;r2-x

L-1

-l-ef n,z-'+ t';rau p1,
r:-k

i\--
- LI"cn la) Lo, z-h ,

k=l

(3.12)

(3.13)

52
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rtpsolution de l'6quation X(z) de (8.13), on obtient :

(r) : A,-1 (z) zno * 
h -l

+ A - I ary-,' i r',:? r\i{:" ;' "l'E 
n* "-'

(v) 4 prt;'uoE*,_rz-,-l + la-' (") zl Bz_r tr;ru Q) .

s.2. cowrn0r,,qnu,rcE

(3.15)

(3.18)

(3.1e)

S:i

(3 1)

oD

oi
(3 1).

A
d'6tat

Leurme

at/ec

rnt la transform6e en Z de (3.1b), alors les 6quations (B.b) etsotr,s les formes suivantes :

h k_I
gero * ft,-' -1MpLfrn,-* + iz,; Le6a-7,Bup, 

(8.16)&=l r=0 
,t=0

@a: J-t {zA-r (z)} , (g.17)
pnatrice de transition pour les 6quations de d6claration (3.b) et

de (3'17) et (8.14) il en r6sulte que e6 ra matrice de transitionft d l'dquration :

trooa+r : Foon *f*r*,-u+f+@)eo_r
cpnditions initiales :

Qo:fn,@e:0 pour i<0.
I Q,i la rnatrice-trans,iti,on d,Etat sati,sfai,t .,galement l,6.quation :

h"
r : {,iFo + )lz,;ro;r,M*+lr;ra,(o)@o_u, (8.20)&:r k:l

qditiol lnitiale (3.19) .

cpnsiddre l'6quationPreurve.
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CHAPTTEE 3. C*?-EIS_LABTLTTE, L'ACCEigsrBrLrTE ET LE
"o*#p:F,rt ̂

r,' 

nvene.a. wmuir on svsrEmn LrNE ArHE
tly;i;;2";x7:r#

h

ail-t: F{an +\,*f lq'l'
ft:1

2

s--\
U;,-t, * L+ (o) lL;rf'' an_r,

,b:1
I

or) g; € R",.
La matrice-transition d'6tat v; pour l,6quation (:r.21) peur etre cal,cul6eI partir de la formule :

Vr: z-r {z\l (z)} , (:i.22)

(3.21)

(3.r16)

h;
N(z).- zrn- F{ -D,*f [t;'1, z-k -Dr*r(a)fr;r]r 2-n. (s.23)&:1 k:l
par cons6quent, la matrice de transition d'6tat (8.2,2) v6rifier l,6quation :

h,
v,;+r : F{vo+ Irf lq'l' \[z_* * f+ (o) I,r,;r]".v0_* (J.24)ft:l k:l

avec les conditions inft_late1 : Ve : In,V6 =0 polr i < 0.

fi,|it,,t 
de (3.14) et (3.28) it 

"",errit" que A (z) == LT e).

o, : z-r {za-t (z)}
: z-'{ (af'(r))'

et par (3.24) on obtient :

., (3.25)

z j : lZ-t {rAr, (r) ,ll, : vT .

h
(o,+')' : F{oT *D,W lt;rl, (oo_u)'

&:l
i

+f* (") [2,t,]' (ou_*)".
&:1
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To-"tr,. que Oa satisfait l,6quation (3.20).
sid6rations qui pr6cdde"t, 

"o"r-.rr|ro*ii tfreore*" suivant :

rB 3.2.1. La solution,d,u systime fractionnaire (B.I) auec cond,i,ti,on

Hl;,;"!:Xi!:;!%":: j:;i:::1"'i,e''tyansi,ti,ond,,6tatpeut€te
parti,r tles fonnules r€,cursi,ues C 18i 

""'1Z.ZOI.

Rrv : L;'[B 01 @ry_rBl,

h K_7
0M : o1,'us + DDo w-,-tM*L*r*,-k,

&=1 r=0

| "'-' I
u*:lu*,u l€iRN-.

L";l

3.2. CONTROLABILITE

(3.27)

(3.28)

(3.2e)

(3.30)

llc,rm

0lltle,
(3.17)

De
suit :

ment si
(3.2i3) a

P

ryme de solution de l'6quation d'6tat des systdmes lin6aires frac_f, temps discret u* 
19: retards au*lltut et de contr.le. CetteQt6 obtenue dans des.ditr.rentes f;;;;';r" la solution (8.16). Endlution (a'16) a une forme airer""tia" h;l"ri"" oi"#"#'."""sile cas de retards dans les ,rariabl"s J,l*, seulement.

S), pour. ,i : N,la forme de la solutio' Ju f 
,"q (B.b) et (8.1) comme

,r^;?i"1i:r:::::(8.1) esl contrntabte en N ttapes si, et seute_te nornbre entier N tel que Ie rang d,,e t, *rr:rt"" ir""""riirl"t"yiiurangde compldte, c'est_d,_di,re t"iong R*- : n.

(3.27) peut €tre 6crite sous la forme : r
PN : RwuN, (3.31)

oo



cHAprrEE 3. 
2?-yItglABrLrrE: L_'A,ccESSrBrLrrE ttr LEc o,g;;;39;lynCr',friftudr na svs rimn LrNn,ArRE

ifr#

Pw : ru -,SN. (3.32)

* iffi''.1fJ::?:S:"(i"i,t],:::11;.1':, chaqu.e rr : nn€ rR,, re co:rtr6re
Cette preuve ce termminer.ifiH'J: ;Ji:HT::s 

forme c ti)-J ;'ffiffi :i,:'T;&TT1:

Ih6ordrne 8.2.g S'il, 
"or!: ry tul que ,:^r?nn B.nr : r.r, pu,is ta sui.te d,e:rT|'f ,:rl;X;,r::':'::f:,fty '::|n:,' tt Lii,,r, a"' lo,natnon ini,tiated t'etut fi,nal ry : nn €w", eZui eln'^1""u!"i';:r;;""fn 

iT"*ror!:,

u* : RT larail]-' pr,
or) P1y est d6finie par (8.82).

(3.33)

ruve. ;Si le rang fi, : n , ators aet (arAf,) 
t o *rnatrice ntr 1;*Alol_,bien d6finie' si (3.33) d6tient 

"r"*t""li"'preuve ce terminer. r
Px : RNuN : Ryffr fnruafl]-t p* =- p*,

Le contr6le zN peut 6tre calcul6 aussi de la formul: (B.Bb) :

u'o - qlaraf,]-' p, * e, _ 4, la*4]_, R*)r,
of K €: lR-tr est un vecteur arbitraire.

;iJ?f,;iyill;:*:lT:'1" llrto, "t,re,u 
re svstdme (:|.1) de conditioniale (3.:z) d l'6tat finat 11, 

""1, ,,juriil;;"'" l" 
svsreme (J'1) de condition

s obtenons 
, __--* &/1 uuus suDsrttuons (8.3b) ctans (3.31) et enstdte

PN : RuuN + RrRT fnrnf,]-t p,o

+(fi,n, _ R*4 larn$]-' R,o)k
: P1v,

Il est facile de voir ql".i l(.:0 d.ans (8.3b) on obtir:nt (:t.g3).si la co:ndirion initiale (e.z) ;;;;""; z6ro selon t", ineoro*es (8.2)

i:l#:ff.fi:*' les condition, Juiuu't"s de l,acc*ssibilitJ de systdme

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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3.3. L'ENERGTE MINTMALE D_.:E CONTROLE

t^13:.! 
!",:rugyu(3.l) esl accessi.bte en N ,tapes s,i et seutement

ill*"Xi,7#fir 
N tet que Ie rans d,e t, ^,"t tu1i.za; 

"",riiiZ'nr*u

r, alors ztr contr.ler,l; slst-eme (3.1) qui transfdre une conditionpartir de z6ro d l'6tat n"uf ae.ire';;,=";,€ JR,, peut 6tre calcul6e

u* - R& la*H,]-, *r.

crr)

I

' : 4 faraf,]-' pnn + (r, - aT la*4,J-, Er)*,,
IR-N est un vecteur arbitraire.

(3.37)

(3.38)

(3.3e)

:t.3

5]

16,3 [rsi
tiormer,i

sysl;dme

fractio
tJn

t6ner.gie minimale de contr6le

x-l
-- \--*o: L*o_1_aLs'Bua,

&:o

t la matrice

tion initiale (8.2) est 6gale d, z6ro, alors la solution (3,16) prend

ltrice de' transition d'6tat o; est carcur6 sous forme dre ra rbrmure

ii)Jl,.f l;?l*::t:: r"*l Gj t tft "'", 
u*, o,, d u s;vs t dme rrac-'1), nousr r6soivons le 

------ \e'v'ir uu Durutrlon ou s;ystdme frac-
,'-#ffi :'ilffi HJ,',:H",T:i",'.m"1'lT.*f"nli::t:

ard, cr:tte approche a 6t6 appli!*" o"* r"flJ;#:il:::T"::lin6ai::es discrets avec retards.

W:RuQNRf,eRn*n,
(3.40)

la matrice accessib'it6 (contr6labilit6) de ra forme, (3.213) et

Q'N: dtagfe-l,...,e-tl € gff*"N-,

o(

(3.41)



CHAeTTRE s. g?IItglABrLrrE, L,tr(lcESSrBrLtrE .ur LEctoNTRjLE DE^r nvnncn- utifiit, LtrD t],yfiTEME t tl',qtnn

Or) rB est la matrice de pond6ration sym6trique dl6linie positivr: de l,in6ex(3. 11) ile performance.
La rnatrice (rzz) est d6finie.par (8.40) est non si'gulrier si et seulemenl; sila matr,ice .I11,, a rang6e rang plein. ' 

- /

Th6or€rme 9.8.1 ,g? le systd,me (3.1) esf access,iblt: err, N |tapes ,ulors la s6_quence d,es entr€,es to,Ar,Ax_1 ai.finies par :

I (t) : rlw-try. (3.43)

fH,::1.,,0::I*:st similaire au preuve du problr,me d,6nergie minimatelassique et il est omise ici.

rOle

controle optimal de cinque minimises de |indic. perrformance (3.11) dr>

ifi,t :1H*i": j:t:9::.ll'-* g' t"l" comparaisorL (3 32) et (8 42),r'40) il en r6sulte que ra s6quence ;";;;;;'ii#;'#i#J',\l;.*,11;
lil\ff lif:::?::,l3 g : Ir g* :ls"i!u q,., lio i,t 

"ur",,r,c 
d partiir(3'37) a l'.nergie minimale a" r;i"ai* rtitl de'perform,r;#:; ho=:],:

De la m.me fagon que.dans (3.30), il peut €tre rrLo,nl;r6 que, si lia, matrice

lj:lrlltj:ll^'::,""1j,:tij::t.. e :'qr^ avec q, ) 0 , arors ra vareur

#fii""fii3l) 
de I'indice (8.11) a" p"rro,-"""" o"1,,,1; ;::;,]i;::11:

I (t) : q"I fRrnill-' ,r. (3.441

3lr*,::lff,:,::,lf*: ld"yru:, 
de ra forme (s.4,2,,t ne satisfait pas d re,rL pas a la,ition (3.9), puis (tabreaux similaire, 

"o*-" dans le casr de s6qu.ences der

(3.33) et (J.32) augmentent l/ par un et r6p6ter (M-t:t) le cal:ul de la,

:T:ji::::T* g ll *o:: nombre rimit6 oi,t,,,,o* ces carcurs, et,Jiuculsobtenons s6quence entr6e 1i.+27 satisfaisant a ra, r:ondition (3.g). r

o6
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