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Dan

Résumé

4 ce mémoire, on traite probléme pour un systémes de controles

continuek et discrets d’ordres fractionnaires avec une dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville D? d’ordre ¢ (0 < ¢ < 1).

On dbtient ainsi quelques résultats sur ’existence de la solution av—mild
de I’équption fractionnaire d’évolutions en question, & laide des théoremes
de poin{ fixe de type de Leray-Schaulder, dans un espace de Banach. En
suite, on étudie la controlabilité et Paccessibilité des systémes dynamiques
fractionfaires de type de Sobolev, et on donne des conditions nécessaires et
suffisants pour la controlabilité et 1’accessibilité par rapport aux ordres de

dérivati

n fractionnaire.

Motk clés : Equations fractionnaires d’évolutions, semi-groupe analy-

tique, s
cliscret,

lution mild, controle optimal, systéme linéaire fractionnaire, temps
controle de I’énergie minimal.
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par Riemann-Liowville et Leitinkov. Leur but est de prolonger la dé-

roduction

ncept des opérateurs d’ordres fractionnaires a été défini aux 1geme

ou l'intégration d’ordre fractionnaire entier et non entier. Il a été

ef mécanique de puis les années 1930 et en électrochimie depuis les

années 1960. Plus tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudie les
opératelrs différentiels et les systémes d’ordre fractionnaire.
Dang le premier chapitre nous donnons quelques notions préliminaires

essent

ielles, et plusieurs définitions et propriétés de l'intégration et la deéri-

vation dfordre fractionnaire, nécessaires dans les chapitres suivants dans ce

travail.

D

tions
point

la solutil
optimal

Au g
de solut

type
néces

AN
et
i3

ave

le chapitre 2, nous considérons les équations fractionnaires d’évolu-
on étudie Pexistence de solution a-mild, en utilisant le théoréme de
e du Banach et du Leray-Schaulder pour démontrer l'existence de
bn mild, pour terminer en étudie lexistence de contréle fractionnaire

hapitre 3. L’objectif de ce chapitre est de donner la forme intégrale
on de I’équation d’état du systéme fractionnaire linéaire de Sobolev
¢ retards dans le cas discret, on donne des conditions suffisantes et

saikes de la contrdlabilité avec des entrées bornées.




Chapitre 1
Outils de base

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces fonctionnels, le concept
de dérivation et d’intégration fractionnaire et certaines des leurs propriétés
principales. Nous rappelons ensuite quelques notions essentielles de I’analyse

fonctionnelle, la théorie de semi-groupe, calcul fractionnaire, et nous explici-
tons les différentes version du théoréme du point fixe. Nous commencons par
un rappel sur la 'analyse fonctionnelle.

1.1 Introduction d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Les opérateurs.
Opérateurs linéaires

— Un opérateur linéaire est une application A : D (A) C X — Y linéaire,
ol D (A) est le domaine de définition de Iapplication linéaire A, qui
un sous-espace vectoriel de X, que I'on suppose en général dense dans

X.
— L’opérateur A: D (A) = X — Y est dit borné si la quantité

|All = sup {[|Aully ,u € D (A), [lullx = 1};

est finie.

— Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D (A), et lorsque
D (A) est dense dans X, A s’étend de maniére unique a un opérateur
borné sur X.



1.1. INTRODUCTION D’ANALYSE FONCTIONNELLE

— Tolit opérateur A est complétement défini par son graphe G (A) qui est

unfsous-espace vectoriel de X x Y’ défini par :

G (A) = {(v, Av) ,v € D (A)}.

Opératpurs bornés

On tote £ (X,Y) (resp.L (X)) Despace vectoriel des opérateurs linéaires
| . . o .
continuds de X dans Y (resp. Des endomorphismes continus de X') muni de

la togp101

|

Opér

T e

gie de la convergence uniforme :

| || Bul|
B L(XY).IBlagey) = sup L

eurs compacts

ITat
]f)éﬁrpitton 1.1.1 Soient X etY deux espaces de Banach. Une application
L

X, Y) est dite compacte si limage T (Bg (0,1)) par Uapplication T

de la|bdule unité de X est relativement compacte, i.e., T (Bg (0,1)) est un

ensemb
(z,) ﬁe
|
Théord
un € ‘Se

-0
ok
et
| ¢
1D
C
-+
+| S1
rg
¢

L8

| C

e compact pour la topologie forte de Y pd pour toute suite bornée
X, la suite (Tz,) admet une sous-suite qui converge dansY.

me 1.1.1 Tout opérateur compact A € L (X,Y) fait correspondre a
mble borné dans X un ensemble compacte dans Y.

h remarque que A est compact si et seulement si l'image de toute
rtie bornée est relativement compacte ou, de fagon équivalente si
seulement si, I'image de toute suite bornée posséde une sous-suite
nvergente.

aprés le lemme de Reisz, 'identité d’un espace vectoriel normé est
mpacte si et seulement si cet espace est de dimension finie.

ut opérateur de rang fini est compact.

A = lim A, (au sens de norme de L (X,Y)), ou les A, sont des opé-

T—00

teurs compacts ou des démentions finis alors, A est un opérateur
mpact.
fent A€ L(X,Y)et B€ L(X,Y),sil’un quelconque (au moins) de

| cls deux opérateurs est compact, leurs produit BA sont des opérateurs

mpacts.




CHAPITRE 1. OUTILS DE BASE

Définition 1.1.2 On dit que [’ensemble A est convexe de E si et seulement
8t :
Vz,y € A etVA€[0,1], alors Az +(1—)\)y € A

Lemme 1.1.1 Si {C;},; sont des ensembles convezes de E, alors Nic1Ci
est un ensemble convexe de E.

Définition 1.1.3 On dit que U est un espace topologique séparé si pour tout
z,y € U, si ils existent deuz voisinages X etY de x ety respectivement tels
que : X NY = ¢.

1.1.2 Les espaces L”

Les espaces LP sont des espace de fonctions dont la puissance p — iéme
de la foriction est intégrable, au sens de Lebesgue.

Définition 1.1.4 Soit Q = Ja,b[(—0c0 < a < b < +00) un intervalle borné
ou non borné de R. On définit I’espace LP, pour 1 < P < 0o, comme suit :

1. Pour 1 < P < oo, LP (2) est l’espace des fonctions mesurables de puis-
sance P*me intégrables sur ) , c’est-a-dire :

fel’(Q) / |f (z)|F dz < oo, f mesurable.
Q

[

Iflle = (j IfI? dm) est une norme sur LE ().
(LP (), |I.l p) est un Banach.

2. Pour p = 2 alors :

L? () = { f : f mesurable & carré intégrable sur €); / |£1? (z) dz < oo
9)

(1;2 Q); (., ')L2(9)> est un Hilbert, ou (.,.)2(q est le produit scalaire
défini par :

(Js 9>L2(Q) = /f (z) .9 (z)dz,Vf,g € L’ Q).

0
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ir P = o0, L () est 'espace des fonctions essentiellement bornées
€2

Déﬁnjjitnn 1.1.5 f est dite essentiellement bornée sur 2 s’il IM > 0 telle

que ! |

|

(L

114

La t1
cles syst

mée de
|

1. Si
co
la

f||, = esssup|f (z)| = inf {M > 0;|f (z)] < M.p.p sur Q},

zEQ

), |Ills) est un Banach.

Transformation de Laplace

ansformée de Laplace intervient dans la résolution des équations et
bmes différentiels. Rappelons quelques outils de base de la transfor-
Laplace.

la fonction f est d’ordre exponentiel a (c’est & dire qu'’il existe deux
hstantes positives M et T tels que : | f (t)| < Me* pour t > T'), alors
fonction F' de la variable complexe s définie par :

+o0

Fo)=L{fWish= [ @
0

Edt appelée la transformée de Laplace de la fonction f

2/ L

|L

3L

briginale f (t) peut étre reconstituée a partir de la transformée de
iplace F (s) a ’aide de la transformée de Laplace inverse :

c+ico
f@)=L{F(s);t} = / e F (s)ds;c = Re (s) > co.

C—100

transformée de Laplace de la convolution :
i t .

fOrg0) = [f¢-nagmdr= [fmatt-rar
‘0 ‘0

us ’hypotheése que F (s) et G (s) existent.

5




CHAPITRE 1. OUTILS DE BASE

4. La transformée de Laplace du produit de deux fonctions f et g qui sont
nulles pour t < 0 est égale au produit de leurs transformées de Laplace.

L{f(t)xg(t);s}=F(s)G(5)

5. La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est :

n-—1

|

Sn—-k-— 1 f(k) (0)

(]

L{f™@®);s} = s"F(s)-

=

=]

<
3

= §"F (S) _ Skf(n—-k~~1) (O) ]

&
o

6. La transformée de Laplace de la fonction tP~* est :
L[] (s)=T (p)s*.
Définition 1.1.6 L’opérateur :

R — B (e),

A,
/e_’\tT
0

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T (t)},5, € SG (M,w).

1.1.4 Transformation de Fourier
Qutils de base pour la transformée de Fourier

1. La transformée de Fourier d’une fonction continue h(t), absolument
intégrable dans (—oo, +00) est définie par :
o0
F {h(t);w}= /ei“’th(t) dt,

—o0

2. L’originale h(t) peut étre reconstituée & partir de sa transformée de
Fourier he(t) a laide de sa transformée de Fourier inverse :

/ H —th
27r



1.1. INTRODUCTION D’ANALYSE FONCTIONNELLE

5. Lal transformée de Fourier de la convolution

o0 o

h(t)*g(t) = /h(t—T)g(T)d’rz /h(T)g(tw‘r)dT.

—0 —00

de] deux fonctions h (t) et g(t), définies sur (—oo,00), est égale au
prpduit de leurs transformées de Fourier :

F,{h(t)* g (t);w} = He (w) Ge (w) .

4. Sdus I'hypothése H, (w) et G, (w) existent. Nous allons utiliser la pro-
prjété (3) afin d’évaluer la transformée de Fourier de I'intégrale frac-

't
fr

nnaire de Riemann-Liouville et la transformée de Fourier des dérivée
ctionnaires.

Si Bf(t) A (t),..., A"V (t) tendent vers zéro quand t — oo, alors la
transforfnée de Fourier de la n=%™ dérivée de h (t) est :

Fo {h™ (8);w} = (—iw)" He (w) .

La tfransformée de Fourier est un outil trés puissant pour plusieurs do-

maines

H’analyse des systémes dynamiques linéaires.

Transfprmée de Fourier pour les intégrales fractionnaires

Nouk allons calculer la transformée de Fourier de I'intégrale fractionnaire

de Rierpann-Liouville avec la borne inférieure a = —o0, i.e de
1 f'[
—eoDi%g ()= —— [ =1 g(r)dr

—o0

ol rjous supposons 0 < a < 1.

HL

> =

b transformée de Fourier de la fonction
ta—l

h(t) =
&) =7 @

b transformée de Fourier de l'intégrale fractionnaire de Riemann-
jouville, laquelle peut s’écrire comme la convolution des fonctions
- (2) et g (t) :

~o D f (8) = hy (D) % g (2).
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Fo {_eD7%g (t);w} = (iw)™* G (w),

ou G (w) est la transformée de Fourier de la fonction g (t) .

Transformée de Fourier des dérivées fractionnaires

Calculons maintenant la transformée de Fourier des dérivée fraction-
naires.

En considérant la borne inférieure a = —oo et en exigeant un raisonnable
comportement de la fonction g (t) quand t — —oo et ses dérivées pour t —
—00, on peut faire une intégration par parties et écrire les définitions de
Riemann-Liouville, de Grunwald-Letnikov et Caputo sous la méme forme :

—oDfg (t) (n)
4 g\"™ (1)dT
Dig(t) b= )

C_Deg(t) T(n-a) / (t —7)*t ™

—0o

= o D7%™ (@), (n—1<a<n).

1. La transformée de Fourier fractionnaire de avec ['utilisation de la trans-
formée Fourier de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et La
transformée de Fourier d’une dérivée d’ordre entier donne la formule
suivante pour la transformée de Fourier de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouwville, de Grunwald-Letnikov et Caputo avec la borne in-

férieure a = —o0

FAD%(t);w} = (—iw)* " FA{¢™ (t);w}
(—iw)* ™" (—iw)" G (w)
(—iw)* G (w) .

Ou le symbole D% désigne n’importe quelle différentiation fractionnaire
mentionnée ci-dessus :

Riemann-Liouwville _oDf, Grunwald-Letnikov_.. D g (t)

ou Caputo® D2g (t).

1.2 La théorie de semi-groupe
Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. Une famille de parameétre

T (t), 0 <t < oo, d’opérateurs linéaires bornés de X wers X, est un semi-
groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

8
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0) = I (I est opérateur identité sur X ).
2. Tt +s) =T (t) T (s) pour tout t,s > 0 (propriété algébrique des semi-
grupes).
Un femi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T (t), est uniformément
continu Bl :
iy | (&) = 11| = 0.
L’opgrateur linéaire A défini par:
Tig=8
D(A) = {x € X;%irré—(—)t— e)clste} 5
et|
Az ¥ lir%m_—“i = ﬂd(f)—“’ lt=0, pour z € D (A), est le générateur infinité-
simal |d{ semi-groupe T' (t), D (A) est le domaine de A.
Remarfjue 1.2.1 Par cette définition, si T (t) est un semi-groupe d’opéra-
teurs lirféaires bornés uniformément continu,
lim |7 (5) - T (9] = 0.
Un ¢pérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformpment continu, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Soiept S (t) et T (t) deux semi-groupes uniformément continus d’opéra-

teurs ilir
Sl :

AJor

Corplld

Gaires bornés.

ms(t)—]

t—0 t t—0 t

T(t)=8(t), pout tout £t = 0.

ire 1.2.1 Soit T (t) un semi-groupe uniformément continu d’opéra-

lieun;iliwéaires bornés, alors :

1.
2, [11
te

existe une constante w > 0, telle que ||T(t)|| < e**.
existe un unique opérateur linéaire A tel que | T (¢)|| = €4, I

ir A est le générateur infinitésimal de T (¢) .

opéra-

9




CHAPITRE 1. OUTILS DE BASE

3. t — T (t) est différentiable en norme et,

dr (t
dr (t) e AT =T (T} 4
dt
1.2.1 Continuité forte des semi-groupes d’opérateurs
linéaires bornés

Définition 1.2.2 Un semi-groupe T (t), 0 < t < oo, d’opérateurs linéaires
bornés sur X est un semi-groupe fortement continu, d’opérateurs linéaires
bornés si :

lin%T (t) & = & , pour tout ¢ de X.

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X est
appelé un semi-groupe de classe Cp.

Théoréme 1.2.1 SoitT (t) un semi-groupe de classe Cy. Il existe une constante

w>0 et M >1 tels que :

IT @I < Me,

Corollaire 1.2.2 Si T (t) est un Cy-semi-groupe, alors pour tout x € X,
t — T (t) est une fonction continue de R dans X.

Théoréme 1.2.2 Soit T (t) un Cy-semi-groupe et soit A son générateur in-
finitésimal, alors :

1. Pour z € X
t+h

. ;
;lg%_ﬁ/T (s)xzds =T (t) .
t

2. Pour x € X,

T (s)zds € D(A).

O‘\.w

10



1.2. LA THEORIE DE SEMI-GROUPE

3. Pour z € D(A),T (t)z € D(A) et,

;—iT Beg=AT ) z=T (t)Az.
4. pojr z € D (A)
t ¢
T)z—-T(s)z= /T (0) Azdo = /AT (o) zdo.

Corollafire 1.2.3 Si A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
T (t), alprs D (A) le domaine de A, est dense dans X et A est un opérateur

linéaire

1.2.2
Définit

fermé.
Semi-groupes différentiables
on 1.2.3 On dit que {T (t)},5, est un Co-semi-groupe différentiable

st Uapplication :

t €]0,400) = T (t)z € X

est dfifférentiable pour chaque z € X.

1.2.3

Soit
rateur i

Semi-groupes analytiques

A = {0 < argz < fy;0; <0 < 6} et pour z € A, soit T(z) un opé-
héaire borné. La famille {T'(2) }, z € A est un semi-groupe analytique

sur /N si:

1|z
2.1

3.
1.2.4

Définit

+ T'(z) est analytique sur X.

0)=1et "limOT (2) x =  pour tout z € X.

zZEA

21 + 22) = T'(21)T(22) pour 21,2 € A.
Semi-groupes d’opérateurs compacts

on 1.2.4 Un semi-groupe S (t) de classe Cy est dit compact pour

t > tg, 4 pour tout t > ty, S (t) est un opérateur compact. S (t) est compact

sl est

ompact pour tout t > 0.

11




CHAPITRE 1. OUTILS DE BASE

Théoréme 1.2.3 Soit S (t) un semi-groupe de classe Cy. §i S (t) est compact
pour t > to, alors S (t) est continu par rapport & la topologie uniforme des
opérateurs pour t > tp.

Remarque 1.2.2 8i S (t) est compact pour t > 0, alors lidentité est com-
pact et X est de dimension finie. De plus, sil existe to > 0 tel que S (to) est
compact, alors S (t) ’est aussi pour tout t > to car S (t) = S (t —to) S (to)
et S (t— to) est borné.

Corollaire 1.2.4 Soit S (t) un semi-groupe de classe Co et soit A son gé-
nérateur infinitésimal. Si R (), A) est compact pour un certain A € p(A)
et S (t) est continu par rapport & la topologie uniforme des opérateurs pour
t > to, alors S (t) est compact pour t > tq.

Définition 1.2.5 on dit que {S (t)},, est un Cy-semi-groupe immédiate-
ment compact, si {5 (t)},5, €st compact pour tout t > 0, et Co-semi-groupe
éventuellement compact s’il existe to > 0 tel que {S (to)} est compact.

1.2.5 Le théoréme de Hill-Yoshida

Soit 7' (t) un semi-groupe de classe Co. Du théoréme (1.2.1), on déduit
qu'il ya des constantes w > 0 et M > 1 tels que :

T (t)|] £ Me** pour t > 0.

~ Si w = 0, T(t) est dit uniformément borné, et si de plus M = 1 on
Pappelle un Cy-semi-groupe de contraction.

— Si A est un opérateur linéaire pas nécessairement borné dans X, I'en-
semble résolvant p(A) de A est 'ensemble de tous les nombres com-
plexes A pour lesquels A\ — A est inversible, i.e. (A — A)7 est un
opérateur linéaire dans X.

La famille R(A: A) = (A — A7, A € p(A) des opérateurs linéaires

bornés, est appelée la résolvante de A.

Théoréme 1.2.4 (Hill-Yosida)

Un opérateur linéaire borné A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de classe Cy de contraction T (t),t > 0, si et seulement si :

1. A est fermé et D (A) = X.

12




1.3. CALCUL FRACTIONNAIRE

2. L’¢nsemble résolvant p (A) de A contient R et pour tout A > 0;

On d

Jorollg
d’un Cy

1.3

Le g

1
1RO A< 5
éfini pour tout A > 0, approximation Yoshida de A par :

Ay =2AR(: A) = R (A : A) - AL

ire 1.2.5 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal
semi-groupe satisfaisant :

IT (0N < e

seulemernt si,

est fermé et D (A) = X.

ensemble résolvant p (A), de A contient axe {A: Im A =0, > w},
s que :

1
A—w

1B A <

Calcul fractionnaire

hlcul fractionnaire est une branche de I’analyse dont ’étude se rap-

porte afix opérateurs d’intégration et dérivation d’ordre non entier.

Dan|
pour les
différen
lides au

1.3.1
La For

5 cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés
fonctions spéciales, et nous présentons aussi déférentes notions de la
iation et intégration. Le choit étant réduit aux définitions qui sont
k applications.

Les fonctions spéciales

ction Gamma

En fnathémarsique, la fonction Gamma est une fonction complexe, cette

“onction
calcul f

généralise le factoriel n!, considérée comme fonction spéciale dans le
actionnaire,

13




CHAPITRE 1. OUTILS DE BASE

Pour z € C tel que Re(2) > 0, on définie la fonction Gamma, notée par
1

+oo
T lz)ies /e'ttz_ldt;
"0

ou
1= e(z—l) log(t).

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la par-
tie réelle est strictement positive.

Lemme 1.3.1 La fonction Gamma satisfaite les propriétés suivantes :
1. Pour Re(z) > 0,
T(z+1)=2T(2).
En particulier, T' (1) = 1, en déduit : Vn € N, T (n+ 1) = nl.

2. On peut représenter T (z) = nlirfoo(ﬁ%’ Re (z) > 0.

4. T(1)=1,T (3) = /.

Remarque 1.3.1 La fonction Gamma est indéfiniment dérivable sur RY.
Sa dérivée est :

Y (z) = dizln (T (2)).

/

Définition 1.3.1 La formule du binome généralisée ( g ) pour o € C et
B € N est donnée par : )

(5)=1(3) - e=tiste=teh v,y

\

En particulier, pour « =n € N, on a :

n n!
(ﬁ)z———-ﬁ!(m—ﬁ)—!’nZﬁ'

14




1.3. CALCUL FRACTIONNAIRE

Définitfon 1.3.2 Cette formule peut étre exprimée en terme de fonction

Gamma

pour o ¢ Z*, comme suit :

b == T(a+1) s . * .
<B)—5!T(a—ﬁ+1)’(aE(C’O‘¢Z_,BEN).

La ﬁ'q}n rtion Béta

]D«éﬁ_miTon 1.3.3 La fonction Béta est une type d’intégrale d’Fuler définie

pour to

t complexes r et s par :

1
B(rs) = /t“"“l (1= dt,Re(r) > 0,Re (s) > 0.

0

Jettfe fonction est reliée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B(r,8) = T—(T)T ()

T(r+s) , (Vr,s;Re(r) > 0,Re(s) > 0).

ZR‘e:nrliarque 1.3.2 La fonction Béta est symétrique i.e.

B{7,&) = Bi{&7T).

La fonftion de Mittag-Leffler

Définit
(M 41

et 1
suit ¢

Exemy

ion 1.3.4 pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E, (2) notée par
) est définie comme suit :
E,(z) = — (R(a) >0
&)=Y ey B >0,

ES
Il

0
fonction de Mittag-Leffler généralisée E, g(z) est définie comme
k

= - = z o ,
aa,g(z)_gT(ak+5),(a>o,ﬁ>0).

le 1.3.1 pour des valeurs spéciales de o et 3 on a :
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1. E|1 (Z) = El,l (Z) = e*,

9 Bra= S mio = SO 2 IS 1 )
“ 12 = £ 0T(1c+2) - £ 0(k+1)! - 2/ 0(k+1) -z \* :

Théoréme 1.3.1 La fonction de Mittag-Leffler posséde les propriétés sui-
vantes :
1. pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée satisfait :
/e"ttﬁ_lE g (2t%) dt = o
_ “ z—1
0
2. La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :

- mls*” 1
L {Zamw“lEi } (+aza)} (5) = ————,Re(s) > |a| ",
’ (s~ a)
od EJY (4) = fmBap (y).-
3. Intégration de la fonction de M — L :

z

/E""ﬁ (M) PNt = 27 B i1 (A2%).
0

4. La dérivée d’ordre n € N de la fonction de M — L est donnée par :
dn

dzn ( - lﬁ/aﬁ ()\Z )) == Zﬁ_n_]-};a,ﬁ—-n (Za) "

La fonction Wright

— Fonction Wright est définie comme suit :

o f) = Zk'T ak 17_‘

Cette fonction peut étre représentée par I'intégrale suivante :

1 —
W (za,8) = = TP dr.
Ha

Ou Ha désigne le contour de Hankel.

16
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— L4 relation avec d’autres fonctions

On §:

2

W (2;0,1) = €, <%)W <;:fi;1,u+ g e { Ii(i)) > .

Si off Prendre 4 = 1 — a, nous obtenons la fonction de Mainardi M (z; «)
de la forme :

k
Zk

+1)+1)

W(-2z—a,1—a)=M(z0a)= Zk!T (—-(oj(liZ

~ L¢ cas particulier de la fonction Wright est donnée par :
I/V (—z;—%, —-l) =M (2' l) = Lexp (—£> , & été examiné par Mai-

nardi.

2 ) Vi 4

La fpnction Wright est une généralisation de la fonction exponentielle et
‘onctiol Bessel.

Pouf o > 0 et B > 0 il est une fonction entiére dans z.

Maihardi a souligné que W (z;a, 8) est une fonction entiére en z pour
o € ]r—‘] y O[
~| Afec la relationship on a :

™
sin (my)’

TyT(-y) =

Nou pouvons écrire la fonction Wright sous la forme d’une série de ma-
jorant guxiliaire :

R =lih

‘ —

1 =2*T (1 — ak — B)sinn (ak + B) _
i, B) = ;EZ i , pour a € |—1,0[,
k=0
e rayon I de convergence de la série pour o € |—1,0[ est définit par :

T - ak—-p) (k+1)! T k+1
k! TO-ak—a-p)| soselal k=

= 0o, (infini).
o0

17
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— La transformée de Laplace de la fonction Wright a 1’aide de la fonction
Mittag-Leffler est définit comme :

L{W (t;a, )}

!

t
——
ol
ngk

&
D
k‘
T
R

o= 1 1
- Y gkt L
k:OT(ak-| /l S

= s'E,,pB (s""l)

1.3.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.5 Soit a € R, lintégrale fractionnaire de Riemann Liou-
ville IS, f et I f d’ordre o d’une fonction f est définie par :

T (@) == 2(1) | / (xf _“Z)Uffa, oS o) % 0.

a

S’appelle intégrale fractionnaire d’ordre a & gauche,
et

1
T(a).

f(t)dt

Jef (@) = e

(x <b;R(a) >0).

&\'o-

S’appelle intégrale fractionnaire d’ordre a & droite, pour (—oo < a < b < 0) .

— Poura=0,ona:

ij L =1, Jg_ = I, (Popérateur identité) .

— pour o = n € N* J® coincide avec l'intégrale répéter n-fois de la
forme :
N PR
J = —t)" t) dt.
U2 @) = gy | =07 )
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La trapgsformée de Laplace de ’intégral fractionnaire de Riemann-
Liouville

Lemm¢ 1.3.2 Soit « > 0,n=[a]+1 et f € L* (0,b) pour tout b > 0, alors
la transformée de Laplace de l’intégral fractionnaire de R — L est formulée
cormme putt :

LG (8);s) = s™F (s).

1.3.3 | Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La Ipérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville Df, f d’ordre réel
a > (), ¢st définie par :

8| " dn
Y = = (Lref @)

= 'T@—a dt"/( — )" f(s)ds, (n=[o] + 1, > a).

Ou |] dénote la partie entiére d’un nombre réel.
En particulier, quand a = 0, nous obtenons :

Daf (t) = If(8), Dy f (1) = f™ (1),
i)/ Ppur a =m € N,on a :
Dyf (t)=D"f(t).

i:‘i); ppur o € N, la dérivée fractionnaire de R — L coincide avec la dérivée
usuelle Jf (¢).
La trapsformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouvifle

La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre o > 0 est donnée par :

—

L{Psf(t);s} =s*F (s) — S s* [D¥*f (t)LZO ,(n—1<a<n).

0

o~
Il

19
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1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fraction-
naire, exprimée par :

c a __.
moDz"

(n—-1<a<n);

17 ™ (r)dr
T (a—n) / I i

Zo

avec m un entier positive vérifiant I'inégalité (n — 1) < a < n.

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Caputo est donnée par :

n—1

L{DGS (8);5) = °F (5) = 35119 (0);

La
k=0

avec (n—1) <a <n.
1.4 Les théorémes du point fixe.

1.4.1 L’espace de Banach

Définition 1.4.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé com-
plet.

1.4.2 Théoréme du point fixe du type Banach

Ce théoréme est dit principe de 'application contractante, il est la base
de la théorie du point fixe. Ce principe garantit 'existence d’un unique point
fixe pour toute application contractante d'un espace métrique complet dans
lui-méme.

20



1.4. LES THEOREMES DU POINT FIXE.

Théordme de ’application contractante

Sait

(M, d) un espace métrique complet et I'application T": M — M.

On dlit que T' est une application lipchitzienne s’il existe une constante
positive] & > 0 telle que l'on ait, pour tout couple d’éléments z,y de M,
I'inégalifé

d(T (z),T (y)) < k(d(z,9))-

— Silk < 1,T est appelé non expansive.

— |Si

k < 1,T est appelé non contraction.

Définition 1.4.2 Soit X un espace de Banach de norme ||.||, et f : X — X.

On qlit que f est lipchitzienne s'il existe £ > 0 tels que :

|f () - f@W)| <klz—y|,Vz,ye X

Théordme 1.4.1 (théoréme du point fize de Banach)

Soit
cation
point/ fi

(M,d) un espace métrique complet et soit T : M — M une appli-
ontractante avec la constante de contraction k alors T' a un unique
ke z € M.

De plus nous avons la propriété suivante qui est importante :
~|Sqzp € M et z, =Tz, 1, limzx, = z;
n—oo

et
—|d

—|Z

Tn, ) < k™ (1 — k) Hd(z1,30),n > 1,
étant le point fixe de 7.

Le théoréme du point fixe de Schaulder est plus topologique et affirme

qu'une
n’est|pa
1 0 ‘4:' 3

Soit
fermé d
dans | X]

Remay

hpplication continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui
s nécessairement unique. Et nous avons le résultat suivant :

Théoréme (Leray-Schaulder)

(X, d) un espace métrique complet et soit D un sous-ensemble convexe
b X. SiT : X — X est une application et D est relativernent compact
alors 'opérateur 7' admet au moins un point fixe * € D

Tz* = z*.

que 1.4.1 Dans le cas ou D est compact et conveze, il suffit que F

soit continue pour avoir un point five pour F.
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1.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Les conditions nécessaires et suffisantes exigées pour que D soit un en-
semble relativement compact dans ’espace des fonctions continues C [a, b] sur
un intervalle [a, b] de R fini et fermé sont données le théoreme d’ Arzela-Ascoli.

Avant présenter ce théoréme, rappelons les définitions des ensembles équi-
continus et uniformément bornés.

Définition 1.5.1 On dit que G un ensemble équicontinu si pour tout € > 0,

il existe § > 0 tel que Vg € G et Vz1,29 € [a,b], |21 — 22| < J on a
l9(21) — g(z2)| <e.

Définition 1.5.2 On dit que G un ensemble uniformément borné s’il existe
un constante M > 0 tel que ||g|| ., < M pour tout g € G.

Maintenant, on peut citer le théoréme d’Arzela-Ascoli.

Théoréme 1.5.1 Soit G un sous-ensemble de C[a,b]. Si Cla,b] muni une
norme de Tchebychev, alors G est relativement compact dans Cla,b| si et
seulement si G est équicontinu et uniformément borné.

1.6 Inégalité de Holder

Théoréme 1.6.1 Soient X C RN mesurables, ainsi que deuz réels p,q €
[1,00] tels que :

1
-+ = =1, avec la convention 1/00 = 0.

P q

Soient f € L¥ (X) et g € L1(X). Alors le produit fg € L' (X) et on a :

. | p%/ _q\
!If(w)g(, ) de < X/|f<x>| umul)

tandis que

1
q

8t p,q < 00,

J1r@s @l <supesslg @) [lo@desip=1etg=cx.
zeX
X X

22



1.7. INEGALITE DE GRONWALL :

1.7 |Inégalité de Gronwall :

soierft ¢ € R, et k = £([a,b],RT), et ¢ € £([a,b],RT) la fonction donnée

satisfaitg : ,

<t [ks)p(s)dstelat,

alors
/ t \

0<p(t) <cexp (/k(s)ds).

/




Chapitre 2

Une classe d’équation
fractionnaire d’évolution et des
controles optimaux

Dans ce chapitre, nous considérons les équations fractionnaires d’évolu-
tion suivantes tels que :

t

Diz(t)=A(t)+ f(t,z(t )+{g s,
2 (0) = g0+ h(z (1)), 21
tE‘j - [O’T])q (Oal)

— D17 est la dérivée fractionnaires de Caputo d’ordre ¢ (0 < g < 1).

— A: D(A) — X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique.

— {T'(t),t > 0} est une famille d’opérateurs linéaires uniformément bor-
nées, compact.

- h:j x X, — X est une fonction abstraite continue.

- fiixX,— X,9:jx X, — X, sont des fonctions satisfaisant
certaines hypothéses.

- Xa=D(A%),(0 < a < 1) est un espace de Banach avec la norme :

- |lz|l, = |A%z|| pour tout =z € X,.

— o est un élément de I’espace Banach X.
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2.1

Préliminaires

Dang cette section, nous présentons quelques faits sur les puissances frac-
tionnaires du générateur d’un semi-groupe analytique compact, I'opérateur
fractionpaire de Riemann-Liouville qui seront utilisé dans le présent chapitre.

On fote X par un espace de Banach avec la norme ||.|| et A: D (A) — X
est le gdnérateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {T (t),t > 0} des
opératefirs linéaires compacts , uniformément bornés sur X. Il signifie quel

existe

> 1 tel que | T (¢)|| < M.

Noup supposant sans perte de généralité que 0 € p (A). Cela nous permet
de défirfir la puissance fractionnaire pour 0 < a < 1, comme opérateur
linéaire ffermé sur sont domaine D (A) avec inverse A™%.

Nouk avons les propriétés de base suivantes :

Théordme 2.1.1

L.

Xl, = D (A®) est un espace de Banach avec la norme
pour tout z € X,,.

2|, = lA%|

(t) : X — X, pour chaque t > 0.

]
3. |AFT (t) z == T (t) A%z pour chaque z € X, et £ > 0.

¢ur tout t > 0, A*T (t) et borné dans X et ils existent M, > 0 et

p
~vI> 0 tels que :

j4oT (1) < Leet < e
ta toz

5.| A® est un opérateur Linéaire borné dans X avec X, = Im (A™).
6./50 < a < B <1, alors D (4%) — D (A*).

Remaique 2.1.1 D’apreés le théoréme (2.1.2) et (3), la restriction Ty, (t) de
T (t) alX, est exactement la partie de T (t) dans X,.

Soif x € X, comme

IT{(

tlell, <

AT (t) z|| = ||T (¢) A%|| < |IT @) [|A%]| =

T @ ]l

et quarjd t inférieur a 0,

IT @)z —z||, = ||A°T () z — A%z|| = |T (t) A%r — A%z|| — 0,
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pour tout z € X,,.
En résulte que {T (t) ,t > 0} est la famille de semi-groupe fortement conti-
nue sur Xg,, et

ITo O] < |IT (t)|| < M pour tout t < 0.

Dans la suite, nous allons également utiliser ||f||,r;g+) pour désigner
LP (J,R") la norme de f, chaque fois f € LP (J,R*) pour certains p, avec

1 <p<oo.

Fixera a € (0,1) et notons par C,.

Dans 1’espace de Banach C (J, X,,) , pour z € C,, la norme sup est donnée
par :

2]l = sup [zl
teJ

Définition 2.1.1 l'intégrale fractionnaire d’ordre vy avec la limite inférieure
& zéro pour une fonction f est définie comme suit :

e 1 [ f(s) |
I f(t)—T(fy)o/(t_s)l_wds,t>0,y>0,

a condition que le coté droit est point par point défini sur [0, c0), ou T (.)
est la fonction Gamma.

Définition 2.1.2 La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre ~v avec
la limite inférieure de zéro pour une fonction f : [0,00) — R peut étre écrite
comme :

t

1L & [ f()
Hp et :_—_./.__——d t>0.n—1<n "
A T(n—’y) dtn J (t — S)’)’+1--—n S, , M <v<n

Définition 2.1.3 La dérivée au sens de Caputo de [’ordre ~y pour une fonc-
tton f :[0,00) — R peut étre écrite comme suit :

D'f (t) =* D" (f 0 -3 o7®) (0)) ,
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t>Pn—-1<vy<n.

Remarfque 2.1.2 1) Si f (t) € C"[0, 00), alors :

t>

g\ 1 : fn(s) R n) (
D50 =75/ 7 ds = "7 1),

3 ¥+l—n
to 8)

,n—1<y<n.

2) Th dérivée au sens de Caputo d’une constante est égale & zéro.

3) S

f, g sont des fonctions abstraites avec des valeurs dans X, alors les

intégralps qui apparaissent dans les définitions (2.1.2) et (2.1.3), sont prises

AU Semns

de Bochner.

Noup utilisons la définition suivante de solution a-mild pour le probléme

ci-dessy

Définit

S.

ion 2.1.4 On a la solution a—mild du systéme (2.1), alors la fonc-

tion x ¢ C,, satisfait :

4 = #)lzo+h (@)
t 3
+ /(t - S)q_l @b (t - S) f (87 z (S)) + /9(77,1 (”))dn dS,
"0 0
€ J,
ol
(1) = [6, O @0)d0,u(0) =g [06,60)T (¢10) s,
0 0
40 = 2;9—1—%% (9'%) >0,
o ) = ;]L; - (—1 Q_q"_IZlmgL'—+1) sin (n7q) , 0 € (0,00),
n=1 :
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¢, est une fonction densité de probabilité définie sur (0, c0), c’est-a-dire :

0]

£, (8) 20,0 € (0,00) et /gq (6) df =

"0
Remarque 2.1.3 il n'est pas difficile de vérifier que pour v € [0, 1],

A . _T(+v)
/agq(e)de_.‘{e = (O = o

Lemme 2.1.1 Pour les opérateurs ¢, 1, on a les propriétés suivantes :

1. pour chaque point fixe t > 0, Les opérateurs ¢ (t) et ¢ (t) sont linéaires
et bornés pour tout z € X, c’est-a-dire :

¢ @) zll < M|, ¢ (@) 2| < -ﬂ-——-—; Il

2. {¢(t),t >0} et {t(t),t >0} sont fortement continus.
3. pour chaque t > 0, les opérateurs ¢ (t) et 1 (t) sont aussi compacts.

4. Pour chaque z € X,5 € (0,1) et a € (0,1), on &

Ay () = APy (t) APzt € J,

qM -
Ay (B < tTM0<t<T.

5. pour tout ¢ > 0 et pour tout x € X,, on &

6 (@) el < M|zl ¥ @) 2l < 'r( -

)

6. ¥, (t) et @, (t) uniformément continues, pour tout ¢ > 0, et pour tout
e > 0, il existe h > 0 tel que :

o (t+€) —¢a (ll, < € pourt+e=>0et e <h,
g (t+€) — ¥, ()], < € pourt+e>0et |ef <h,
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ol

oo

/ ¢, (6) T (190) dB, 4, (t) = / 6, (6) T (£°6) db.

0

noug pouvons prouver (3) et (6) avec (3) de théoréme (2.1.1).

5/Ppur tout fixé t > 0 et pour z € X, on obtient :

I¢@ell, < 7 6) | A°T (1%6) | df
A
< /gq (6) IT (126) ] | A*<]| a8
A
< M7gq (6) 1 4°2]| 40 = M |all,
4
(@)l < q79(€q (6) |1 4°T (1%) | df
< q‘7esq (6) |17 (126) | || A%l o
4
< qM7e ) 14°2) d8 = e lela-

0

6//Hour tout ¢ > 0, et h > € > 0, on obtient :
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L

60 ¢+ = 6.0l < [&,OIT. (0 +2)°6) - 7. (00, a0

< M 6,0 Tt + 70— t16) — 1] a5
0

o0

o (t+€) = o (), < q/6’€q O) 1T (¢ +€)76) — To (1°6)|, d6

0

< oM [0¢,(6)
0

Ta((t +€)76 — 196) — I|| _ db.

T, (t) uniformément continue pour ¢t > 0, alors en résulte :
[Ta((t+€)*0 — t96) — I|| , — 0 quand € — 0.
On utilise :

( [ £,(0)do = 1) et ( / 0¢, (0) df = T(_]%?q_)) _

0

ou
b, (t) et 1, (t) sont uniformément continues, pour tout t > 0.

pmme 2.1.2 Pour tout ¥ € L? (J, X) avec 1 < p < oo,

T
}Lm[l)/ 10 (¢ + k) — O ()|Pdt = 0,
0

W (s) =0 pour s ¢ J.

L¢mme 2.1.3 A une fonction mesurable V : J — X est wntégrale de Boch-

ng

r st ||V|| est intégrale de Lebesgue.
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2.2. EXISTENCE DE SOLUTION a—MILD

.2 R
Dans |cé
(2.1).
Nous pr
[HFG)
1) pour
2) pour

T

3) Onl stpose '

xistence de solution a—mild
fte section, on donne l'existence de solution a-mild de systéme

psentons les hypothéses suivantes :
(f,g9): J x X, — X satisfaisants :
bout z € X,,t — f(¢,x) est mesurable.
bout z € X,,t — g (t,z) est mesurable.

}<+oo,

up jg (1, (n)) dn

{

s§[0,41] Lo
8
- T* & lsup {fg (n,z(n)) dn} < 460
€0,t) Lo
~i= g {Jomzmyan} <+,
seft1,tz] 0‘
= R @] = A ()l < d(®) [~ — hell,
- d* = pup {d(t)} < +oo.
tE[0,81]
- suppope qu’il existe deux fonctions {my (n),mq(n)} positives telles
que :

I| s

/

0

On pq

4) pour
avec ||z ”i,a

If

5) Si on
il existe des

lg

8

b (7,21 () dy — [ g(mas (M) dn| <m®) a1 -z,

0 -
se
M* = sup {my (n) — ma (n)} < +c0.
s€(0,t]
es arbitraires z1, 29 € X, : si on définit la fonction F : C, — C,,

< p, ||lz2]|,, < p, alors il existe des constantes Ly (p) > 0 tels que :
t,x1) = f (t,z2)|| < Ls (p) ||z1 — 22|, , pour tout t € J.

définit la fonction G : C, — C,, avec lz1ll, < p, |22
constantes L, (p) > 0 tels que :

-
<\
@y ===

p, alors

t,x1) — g (t,22)|| < Lg (p) ||z1 — 2|, , pour tout t & J.
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6) Il existe des constantes ar > 0,ay > 0 tels que :

1f &)l < ap (T +2ll,), llg (¢ @)l < ag (1 + |l

o:)’

| |pour tout z € X, et t € J.

JF[‘I éoréme 2.2. 1 Les condztzons de l’hypothése [H F'G) sont satisfaisants. Si

o Xo et ag < pour 1 <q<1,alorsle systéme (2.1) admet une solution
r‘w-mzld unique sur J.

1

|

Prﬂuve Notre preuve sera divisée en deux étapes : m
— 1% étape.

1. FedC.?
On définit la fonction F : C, — C, par :

Fo)(6) = 6(2)fao + h(a()]
[ =9 -9) [f (2 (s)+ 9002 m) dn} ds.

A partir de lemme (2.1.1), et compte tenu d’inégalité de Holder avec :
{aq < : ] 0<s<t; <ty < T} on déduit les inégalités suivantes :

||(F~’U (?1) (Fz) (E2)ll < Il (1) [0 + h(x(t]))] = ¢ (t2) [wo + h(z(t2))]]l,,
-ff ty—s) Hw(tl—s){f(sx -l—fgnx?] dn]l

—-f (=)

Y (ta —s) [f(s,w (s) +£g n,z (1) dn”’ads

ds

a

=97 = =9 [0 [ ) + oz )
() Hw (ts — 5) {uf (52 6Dl + [t (m)dn]

ds

o

- ; * o 2—a
< [16a (t1) = da (t2)ll, [looll, + Ild7]l,) + Ll =)

21 qg—1 —go —go
[Ilfllc(, L +T||gnw X)] [t =) (0= 5)™™ ~ (ta - ) [ as
MogT (2- a) g=1
T(1+q(1- a)) - 'S (tz - S)
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2.2. EXISTENCE DE SOLUTION a—MILD

(-
X ‘\1’;2 i

—qo
;\
7

) {If (5,2 (s)) + Tg (n,z (m))|l] ds

al(1+gf1—a))

__gMs 41T (2—&)}2‘ (t‘> A S)q—uq—l
t1

<[l (

V)

z () +T llg (n, = (n))|] ds

< 164 (§) — b4 (E2) L, lzollo + l1dll,]

Mo

2—0)
L oT(1Hqfl—e)) [”f”cu, X) +T ”g“C(J, X):|

"t e s
N (f‘(tl—s) — (tz — 8)

i

1
. 2/t \ 2
ds) <f (t, — s)2@D ds>
0 ;

t1
Mgl (§—a) s ) gq—1
—1_T(vl+q(ll—a)) <‘£ "\t]_ — s)q - (t2 == S)

(-

1
2 2
ds)

1
2
972ds) " (1l + 7ol x)

Mo qT (3o f l1-a
+T(H{Q((1 —a))) q(11—a) (\(t? ~ )" )> le logsx) +Lllg “c(J»X)}
< oo @) = o (2)|, (ol + lla*]l,]

1
9=3 gMao 1 T (2—a)

X ( Tl =)™ — (ty — s)

RS (1 s + T gl 0]

2 3
ds)

—qa

THELELAC o) } ’(t - s)q_l — (tg — s)q_l
T(1+-q(1f)) A 1 2

1--2a

1
2 2 —
1
dS 1-2aq

1
— (ta — ;)72

(17l + Tl

-

M qT (2o l-a
Tt arss (2 = ) 1l + el

— 2¢m2 efape

Pour ¢l
parties :

Ce qui ]plique Fz e C,.

r démonstration on & besoin de divise la 2¢me étape en quatre

L/F un ¢pérateur continu sur C,,

Solent| x

%2 € Ca et [|z1 — 25|, <1, pour ||z, <1+ |22, = p,
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A

[ A

LA

LA

]

7\

on a:

I(F21) (&) = (Fzs) (1),

t

J €= = 917 5,1 6) = 7 5, 6

Jr[(t“s)"‘1 Y (t—s) {9(77,331 (n))dn—lg(n,u (m)) dn ’ ds

: / (t = )T | 4% (¢ - )|

x [IILf (s, (s))—f (s, x5 (NI + M g (n, 21 (n) — g (n, z (m))|[] ds

x/ (t =) ||z (s) — 2, (o + llz1 () = 25 (n)]|, ] ds

0

[Ls (p) + ML, (p)) 22adT 2 = ) ( / <zf~s>q‘1““qu) [T——

T(1+q(1-a)

2MoqT (2 — ) 1
T(l+¢(1-0a))g(l-a)

Donc, on a démontré que F est continu, alors :

L1 (p) + M*Lg (p)] A

—leloo

|Fzy = Faoll, < [Ly (p) + M*L, ()]
2MqT (2 - ) 1
T(l+q(1-a)q(1-a)

T |2y — |

o0 )

/F' est compact ?
n appliquant le théoreme d’ Arzila-Ascols.

1 L’idée de la démonstration est :

oit B un sous-ensemble borné de C,.

| existe un constante p, tel que lzllo < py pour tout z € B.
I existe un constante p, tel que 2]l < py pour tout z € B.
[1 existe un constante I* tel que [Allo < I* pour tout z € B.
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2.2. EXISTENCE DE SOLUTION a—MILD

Et d’apfes [HFG] (3) -
-Il exist¢ un constante N tel que If &z @) <ap(1+ py) = Ny,

-Il existq un constante N, tel que g &z @) < ag (14 p,) = = N,
alors, |F'B un sous-ensemble borné de C,.

2.1) FBJun sous-ensemble borné de Ca?

1. Soit o]€ B, et compte tenu du lemme (2.1.1.4), on obtient :

IFD Olla < 11¢(2) (@0 + A (z @),

+ / (=9 It~ [IIf (5,2 ())]],] ds

# [ = W= T g (),
< Mllzoll, + [|7]l,]

- MuqT (2 - a)
T(1+q(1-a)
< M{llzoll, + lIAll,]

MaqT (2 - a) ]. q(1—a)
- Ni + T*Ny| ——— "=,
T(1+q(1—a))[ L% 2](“1—@.

i
[N1 +T*N,) / (t—s) 171 gg
0

Ainsi quq:

MagT (2 = a) (Ny + T*N,) T40~0)
F <M + %) + :
M D)+ Tl etz

Irplique fyue FB et borné.
2.2) Fa(t} est relativement compact 7

1. L’idée de la démonstration est :

On déﬁpl m=FBetr(t)={(Fz)(t) 1z € B} pour tout t € J. 1l clair,

m(0) = {{Fz)(0) 1z € B} = {0} est compact, il nécessaire de considé-
rait ¢ > 0. |

Pour tout|h e (0,¢),t € (0,T), et pour 'arbitraire § > 0,on définit :

s (8) = {(Fhez) (t) | € B}
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in

ol

(Fls2) (&) = T (ho) / & (6)T (196 — h%6) [y + h (z (1)) db

+T (h98) [ (t - 5)1 €, ()T ((t - 5)70 — he5) db
[ (o] )
x [f (5,2(s)) + / 9 (0,2 ()) dnJ ds

0

= /5 (O) T (t6) [wo + h (x ()] d6
t—h

+q
[
t—h

v/
0

lors, 'ensemble {(F},5z) (¢) | € B} est relativement compact sur X,.
omme l'opérateur T (h96),h%6 > 0 est un compact sur X,, on A les
éghlités suivantes :

Pz~ gy o1, < e,

{o|l7
0
t
0
t

ot & OT((t=9)"0)[f (s,2(s))] do

m\g eh\g

8(t &, O)T ((t - 5)76) (/ (n x(n))dn} do.

T (196) [(ao + h (x (£)))] df

0(t—s)?" lf O)T(t-s)0)[(f(s,z (s))] dbds

e[ To0 =9 2e, 0T (¢t - 5)10) [fg (s ) dnJ d6ds

o

Hg ]:ofoe (=), (0) T ((t - 5)? 6) [79 (n, z (1)) d,,J dds

o

4 gifw—s)q L (O) T ((t = 5)76) [f (5, 2 (s))] dods

a
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2.2. EXISTENCE DE SOLUTION a— MILD

t—h

/

0

pO

[oe-9m 615 [fo (1,2(1)) dn o

@

&y @) 17 (¢9) (0 + h (& (6)) ds
0] [0 = 96, 0) 14T (¢ = 190 1 5, (o)) s
+qT*:Z-9 (=) &, (O) 14T (¢ - ) 8) g (m, o ()] s
0 ] =976, @) 14T (e 0 1 5,6 avas
bl *t_]h.;foa— 776, (6) 14T (¢ - ) 6)| g (n, = () | i
< e+ 11, T, 0) d
Mg+ TN [ 106~ 9" €, (0) (¢ - 0)70) aps
+Moq [Ny + TN, t}hze ~$)77VE, (6) ((t - )76) ™ dods
< sl + 141, e, (9o
+~Moq[M + T*N,] 2291 “(t—s)T" e, (0) dods
FMoq [N + T* N, t}jal “(t— )" ¢, (9) dods
M llefl + I81L) e, 0)d8-+ Mg ¥, +7
X Q (t - s)q_qa—lds> 291—“5 (6) db
+Moq [N + T* Ny ( t}h (t — 8)7 %" 1ds> [617%¢,(6) do
< Mol + 11, + e, (90

N

& )
+ T* Ny ( {(t §)77 1 gg ) gel—agq (6) db
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\
t
Mg+ N s (] (- ot

t—h y
on a )
:[[ (t = S)q—qa~1 ds < q(lla)tq(l—a)’t_fh (t — S)Q--Qa—l ds < ?jv(—liT)hq(l—a)’
alors
s
|F2)®) = (£,,2) )], < Mzl + 1] Te, 6) a0

0
s
Mo [Ny 4T Ny —a]] [yl
- Mol T Nalg (i) [0, (6) ds
Mag[N1--T*Na|T(2—0) 1 (1-c)
A6 e L
Done 7 (t) = {(Fz) (t) |z € B} est relativement compact dans X, pour

todut ¢ € (0,7] et comme, X, compact & ¢ = 0, on a la relativement compact

urj

Xo pour tout ¢t € j.
2.3) Maintenant, 7 = FB et equicontinue ?
[Pour 7> h >0, on a :

(H2) (B) = (Fz) (0], < 16 (%) = 1L, [llzoll, + II2],]

MoqT (2 —-a) , o(1—
Ny + T*Ny| — pe—a)
T+q=a) T TNl
et pour 0 < s <t <ty <T.
I(Fz) (t1) = (Fz) (ta)ll, < I + Iy + Iy + I,
.
1= 1160 (1) — @, (B2)l, llzo + £ (z ()],
¢t .
I % =% qMo41T(2—a
L=M1+TN,), il Ziwﬁﬁ
T - 2
(f ’(tl —8)7" — (t, - s) ds) ,
0
qt !
y MoqT(2—0) e q—1 q—1(2 o 1
13=(N1 ~ T*Nz)in(—fm ({‘(tl—S) —(tg_S) l ds 1?2711

1
(5729 = (- y)12em)
b

b % M, T(2—(1) 1 q(l-a)
= (N ") et 1y, gy

QD

N
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Main
pendamr

autre
lim I;

to -t

une p
lemme (2

<] |t
0

Alnsi ¢

lim I3
to--t;

lim T,
ta—sty 4

On con

- FB g
- FBa

-~ Pour

nue.
D’apres
3) F, €

11 suffit
est un sous-

ne

arf

tegant, nous besoin de vérifier que Iy,
0t dezEboﬁtz =5 63

P4
0

L.«

1

Jug

st
st
tol

th

de
en

F——

rt, soit € b, d’aprés (3) et (6
ot tlint1 I = 0. De plus, on util
211

Y), on déduire que :

22 EXISTENCE DE SOLUTION a—MILD

I, I3, Iy tends vers zéro indé-
) )

) de lemme (2.1.1) on déduire que
ise;

J(tl ~41 = (g —a

)q_ll -0 qua,nd t2 — tl et d’autre part

| e - s)q'_1[2d3> — 0 quand ¢, — ¢,.

0 pour ag < ijet

0 est évident.

cljt que :
bornée.
relativement compact.
1t ¢ € j,m = {Fz|z € B} est une famille de fonction équiqonti-

éoréme d’Arzela-Ascoli, F est compact.

démontrer que I’ensemble >

={relCiz=0Fz,0¢ [0,1]}
semble borné de €.
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Autre part, soit z € 3 ,ona

Olla = llo(Fz) (1),
16.(8) [0 + A (2 (= )],
+/ (t—s)" it — s)

M{llzoll, + [I7]],]

+ / 6= ™14 (= 9 (1 (5,2 ()], + T g (n, ()] ds
0
M [llzoll, + [14],]
(a7 + Tay)] MoqT (2 — o)
T(1+q(1 — L))

8

<

7\

8

I £ (s, (s)) + / 9 (m, () dn

0

ds

IA

IA

t

< [ =™ (At o ()] + (14 o ().)) ds

INA

M ljzoll,, + 12],]
(af +T*a,)] MoqT (2—a) T~
T(1+¢(1-a)) ¢(1-a)
[(ar + T*ay)] MaqT (2 — )
T(l+q(1-a)

N

_!..

¢

x / (t= )" Jlz ()], + 1z ()] s

‘0

ors, > et un sous-ensemble borné de Co.

‘apres le théoreme de point fixe de Leray- Schoulder il existe un point
fixe ' de C,, par conséquence, le systéme (2.1) admet une solution a—mild
de z{sur J.

ix (-) est unique?
- utilise I'inversion de Gronwall, pour déduire 1'unicité. C’est-a-dire, 1l
est spifit de montrer qu'il existe un constante M* > 0 tel que :

lzlq < M.
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Preuve),
initial yq,
que ||z,

On al:

|z (£) — g

D’on il gesulte :

ll (&) — y|(¢

d’aprés

Finaleme

23 E
I

On sup
prend sons

191

non vide de Y.

La fonction multiple w : J — wy,q (Y) est mesurable et w (J)CEouE

mhple borné de Y.

est un ense

pit y (.) une autre solution a—mild de systéme (2.1
I n’est pas difficile de vérifier qu’il existe un con
37 yll, <p. m

) avec valeur
stante p > 0, tels

Plla < 116 @) leo + (2 ()] - [y + b (y N,

0

+ / (=) o (t=5) | £ (s, (s)) + / 9(mz () dnJ

Y(t—s) [f (s,y(S))Jr/g (n, 9 (n)) dn} {, ds.

0 @

o < M6 (2) (20 - wo)ll, + 2II]

L1 (p) + K71y (0)] MagT (2 — @)
T(1+q(1-a)

¢

XJ/ (=" Mz (5) = y ()], + 12 () — y (M)l.] ds;

igégalité de Gronwall, il existe un constante M* >0 tel que :

llz @)~y (&)l < M*M || (z0 — o), + 1721l,] -

it, on a démontré z (.) est unique.

xistence de controle fractionnaire opti-

Popant que Y un autre espace de Banach réflexive, séparable, u
vateurde Y. Wy, (Y') une classe de sous-ensemble convexe, fermée,
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CHAPITRE 2. 'UNE CLASSE D’EQUATION FRACTIONNAIRE
I N D’EVOLUTION ET DES CONTROLES OPTIMA UX

__\_______\—“

Si 'ensemble de controle admissible est défini par :

U‘ad:Sg:{UELP(E),U(t) Ew(t)},l< P < oo,
aldrs U,y £ ().

On concédere le systéme de controle suivant :

( Diz (t) = Az (t) + [f (t,z () + %:fg (5,2 (s)) dsJ

t
+ [c(t)u(t) + [e(s)u(s)ds|,
0
z(0) =20+ h(z (t));
\ t€j,q€(0,1),U€U1d.
[ypothése [HC]: C e 1 (4, L(Y,X,)).

[1 est simple que avoir € LP
D’aprés le

(2.2)

(J, X,) pour tout u

ad.
théoréme (2.2.1), on a les résultats suivantes

Th
poth
adm

roréme 2.3.1 En plus d’hypothése du théoréme (2.2.1), On suppose Hy-
ése [HC| vérifier pour tout u € U,

d et pg(l—a) > 1, le systeme (Z.8)
it a—mild solution correspondre de U donnée par :

£® = () w0+ h(z(t))]

+ (t-—s)"‘lw(t—s) f(s,z(s)) + g(mw(n))dnJ ds
/ e ]

+[ -5yt s) [ ()u(s) + [c(mun) dnJ ds.
/ j

0

eyve. On concédere :

t

U (t) = /(t — )"yt - s) [c (s)u(s) + /.c (m) w (n) dnJ ds.

0 0
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23| EXISTENCE DE CONTROLE FRACTIONNAIRE OPTIMAL

on utile lemme (2.1.1) et inégalité de Holder, on obtient

t

WOl |< | [ @ s)=u (- [ () us)+ [emyun dn} ds

< / (t— )7 || A% (¢ — )|

0

X lle(s)u (s)]| + ¢ fle (n) u (n)]] s
[0 IC)  MagT (2~ )
i T(]+q(1—a))

x / (£ =)™ ds Jlu ()], + flu ()], ] ds

\ &

L [1+¢)(Cll, MogT (2 a) Pt 1an)
@ +q<1—a>> ( =) K

( [ sz ds) ( Ju n)llydn)

3 2rellCle Madl (2 o) (i)™
1 T(1+q¢(1-a)) Pl i
T il

ou [|C|l., bt la norme de opérateur C dans es pace de Banach Ly, (J, L | Y Xa)) .
= Alnsi, (I(t — s)? "y (£ — s) [c (s)u(s) + fc (M u(n) dnJ “ est ’intégrale

Lebesge, pour tout s € [0, t],m € [0,1] pour tout t € J.
~ D’apreédlemme (2.1. 1), en résulte que :

S

e ) [C (s)u(s) + /C (m) w (n) dnJ ds;

0

est lintg¢erale de Bochner avec s € [0,¢] 7 € [0,] pour tout ¢ € J.
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qug

emme 2.3.1 opérateur ¢ : [P (LY) = C, pour quelque pq (1 —a) > 1
dorné par :

CHAPITRE 2, UNE CLASSE D’EQUATION FRACTIONNAIRE
D’EVOLUTION ET DES CONTROLES OPTIMAUX
7w WUV IROLES OPTIM

Comme ¥ (.) € C,, la preuve avec le théoréme (2.2.1) est évidente.
Hypothese [HI) :

L. la fonctionnelle {£ : J x Xa XY U {co}} mesure de Borel.

2. L(t,,) suite semi-continue inférieure dans Xao X Y presque pour tout

ted

3. L(t,x,) est convexe dans Y pour chaque z € X, presque pour tout
teJd

4. ils existent des constantes d>0,e >0,y non négatives et p ¢ 1 (J,R)
tels que :

Lltz,u) 2 0() +d |z, +e o] .

Notons z* la solution a—mild de systéme (2.2) correspondant le controle

& Uy,

Probléme (1) de Lagrange(P) :  Trouve (22, u) € C(J, X,) x U, tel

J (2%, u%) < J (¥, ), pour tout u € U,y
oul

J@%uw=fcmxwwnunw#+fcmawmxum»mz

- A ordre d’obtenir I'existence de controle optimal fractionnel nous be-
soin les lemmes importants suivants

)

(@N)=/¢L—@d@ﬂ$%
0

gst continu fortement.

refive. On supposant que {u"} CLP (1Y) est bornée, on définit O, (f) =
u) (t),t e J

Ik preuve de méme maniére du théoréme (2.3.1), pour tout point fixe

tedfietpg(l—a)>1,e, (t)l,, est borné. m

I} n’est pas difficile de vérifier que Oy () un compact dans X, et aussi
equi¢ontinu.

I¥’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, {0, (t)} est relativement compact
dans| C,. Evidemment, ¢ linéaire et continu. D’on ¢ opérateur fortement
continu.
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Théorém
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I::enant nous donnons quelques résultats de existenc

OPTIMAL

e de controle
al fractionnaire pour le probleme (P).

2 2.3.2 5% en prend Hypothese [HI)

et Hypothése de théoreme
vérifiée, alors le probleme (P)

admet un optimal pair.

{J(z*u)|lue U,y = +o0},
EJ (B2, u)|lu e Usa}

P,

aucune preuve existe.

= € < +00. On utilise 'Hypothese [HL], on

hition de I'inf il existe une suite minemment faible et pair :

3] W s, GO0 [ (z,u) |z est solution o — mild de systeme )
) ad = (2.2) correspondant 4 1 el I

2 J (@™ u™) - ¢ quand m — +00, Comme {u™} C Usa, m =
} est bornée sur L (4,Y), il existe une sous-suite {u™}, et ug
que :

u™ — u® sur L7 (J, X).
Vod st un fermer et convexe, et u’ € U, on suppose z™ (z9) 1a

ild de systeme (2.2) correspondre & y™ (u0). z™ et 20, satisfait
nt les équations de l'intégrale suivantes

¢ (t) [zo + h (z (2))]

" s
t) E=T 0 =9) £ 52 () + [90n,0™ () dn]| ds
[ 0 frn
+-/ (t—s)" ot — s) ’—c (s)u™(s) + '/c (m)u™ (n) dn | ds.
0 L 0
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CHAPITRE 2. UNE CLASSE D’EQUATION FRACTIONNAIRE
D’EVOLUTION ET DES CONTROLES OPTIMAUX
1T =2V UVION KT DI <

@) = ¢@) [Zo + A (z (2))]

+ / (=99 (t~s) [f (5,2° (s)) + /’7 (n,2° (n)) de ds
0 0

+/ (-8 eyt~ s) [c (s)u® (s) + /c: (m) u° (n) dn‘] ds.

0

Comme {u™}, ({uo}) sont bornée
er que il existe un nombre positive

e
—

et avec le théoreme 2.2.1, en peut vé-
r

p tels que :

I loe < p,[12°]], < .

Pour tout t € J , on obtient :

I @) = =* ()], < |In® @], + 72 @],

t

/f@——@¢*¢wt—s>[ﬂaaW<ﬁ>+3/g@Lr"@w)mJ¢m

Q/—\

i

=
Il

0 0

*/ (t= )"t~ 5) [f (s,2°%(s)) +/g (n,2° (m)) dﬁJ ds.

0
t

140 = [e-sriye_y)
/

x ([C(s) + cC ()] [(w™ (s) = uO (8)) + (u™ (n) — u° (m)]) ds.
’apres lemme (2.1.1.4) et [HFG](4), on obtient :

! < L o) + "Ly (p)] MagT (2 - a)
Ol = =y BB o)

) / (=) a1 (5) = 2 ()], + 12 () = 2, (M, ds.
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Done, ¢

Exemple

f Dix

4

[A)

1S

£

1

~—r

es

x

e
3a

m

n

2

(t7

-2 (@), <

. EXISTE

ENCE DE CONTROLE FRACTIONNAIRE OPTIMAL
= WL JUNNAIRE OF /

utlhse lemnie 2.3. 1, on obtient :

— 0 dans X, quand m — co,

ue,

2 [Ls (P) + *Ly (0)] MagT' (2 - o)
e Ol *Wm T

/ (6= 9" o1 (5) ~ 2 ()], 4

_+_/ (t —s)?2a1 [llz1 (7)) — 24 (mIl],, ds

I'inversion de Gronwall, il existe un constante M* > () te] que
) =

pge a la limite
dans C'(J, Xa) quand m — oo,

U (J, Xa) = LY (J, X o), d’aprés Hypothese
der, nou< avons :

=™ (&) ~ = (@), < 32~ | ®,

[HL] et avec le théo-

//3 (2™ (t),u™ (¢)) dt + lim / Ln,z™ (), u™ (n)) dn
0 0
T

t,x“(t),u”(t)) dt+/£(n,

0

2% (n), u® () dn=J (@, u) >

a démontrer que j est le éminemment de 4,0 € U,g.

-1 On Considere le probleme (2) suivant :

25
q = 36

y) — Az (¢, ¥) =z (t, Y) + 2u(t, y),ythE[O 1
2 (%, y)\yean—O t>0,
z (0,y) = 0.

I
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CHAPITRE 2. UNE CLASSE D’EQUATION FRACTIONNAIRE
D’EVOLUTION ET DES CONTROLES OPTIMAUX

L _ il e o

Ou 2 C R? est un domaine borng, 90 € (8.

On définit : X = v = 12(Q), D (4) = 2 () N HE (),

et Ag = — (%*%*%) et pour z € D (A).

Uw{ueY)} = {u g§¥] ”u”L2([0,1],Y) < 1} L’ensemble de commande re.
bvable.

Par théoréme d’intégral de Sobolev, nous pouvons choisir o = 3 alors
A u ct (E’)

(@)

1. Trouvez le control % (t,¥) qui minimise I’indice de performance

; r
J (z,u) = [z (¢, v)|? dydt + [u(t,y)|? dydt.
/] 1
Définir probléme(3).

z(8) (y) =z (t,y),

c(t)u(t) (y) =2u(t,y),

Ftz()(y) =2@)(y).

{ Diz(t) = Az (t) + £ (1,2 (1)) + Ct)u(®),t€0,1],q € (0,1),

z (0) = g

€ peut écrite le probléme (3) avec la fonction de cotisal :

70 = [ (e @I + Ju 1) .
0

1 est pas difficile de vérifier que go = 2 x &= 7 < 5 et pg (1 — a) =
olxl28 o 13 | 25

2l f3> 2 | o
insuite, il remplit toutes les hypotheses données dans le théoréme 4.3.

Par conséquent, le probléme (3) comporte au moins une paire optimale.
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Chapitre 3

Controélabilité, 1’accessibilité et
le cantréle de I’énergie minimal
de systéme linéaire

f 'zau::tfjionnaire du type de
Sobglev avec retard.

Control
théorie mo
dans deg n

pbilité et observabilité sont deux contréles majeurs
lerne introduite par R.kalman,. Ces concepts jouent u

mbreux problémes de controle, tels que stabulation
tion, la réalisation ou optimale.

5 concepts la
n réle crucial
par rétroac-

3.1 Préliminaires et formulations du probléme

On congidére le systéme linéaire de temps discret du type de Sobolev avec

retard décrfte par I’équation d’état

h
A [Lo.’l?i+1] = Moxi + Zkai—k + Bui, (31)
k=1

avec des|conditions initiales -

z xRN E=0,1,..h, (3.2)

49




CHAPITRE 3. CONTROLABILITE, L’ACCESSIBILITE BT LE

CONTROLE DE L’ENERGIE MINIMAL DE SYSTEME LINEAIRE

FRACTIONNAIRE DU TYPE DE SOBOLEV AVEC RETARD.
——————————~ > OV TYPE DE SOBOLEV AVEC RET

Ou & est un nombre positif, z; € R™ v, R™, sont les vecteurs d’état et
q’entrée respectivement, My € R»*n (k=0,1,.., h),B € R™m

A®[Lozy] = i(—nk ( Z ) Tik, (3.3)

k=0

qu A® est le différence fractionnaire de lordre 0 < a < 1 de 1a fonction z; 3
emps discret,

et

-

< £ > = WTQ’—W (3.4)

on substitue de (3.3) pour (i + 1) sur (3.1) on obtient I'équation :

h i
Tipy = FO.Z‘i + ZMklelxi_k + ch (a) L,;lxi_k + LEIBUZ‘. (35)
k=1 k=1

L’équation (3.5) décrit le systéme linéaire discret avec temps retards par
le§ nombres croissants.

Ou
Fo =MoL + I, (3.6)
I, est matrice d’identité de [n % n],
et
a
¢ (@) = (1) ( ) =18, (3.7)
\ k+1

Les coefficients (3.7) peuvent atre calculés par Dalgorithme ci-dessous
8.41]

k+1—-q

Cet1 (@) = ¢ () “hra

k41,2,... avec ¢ (@) = o/ (1 —a).

Définition 3.1.1 Le systeme fractionnaire (3.1) avec des retards est appelé
onfrolable en N étapes si pour chaque état finale x 7 € R™ donnée, et toutes

Q
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3.1. PRE;’LIMINAIRES ET FORMULATIONS DU PROBLEME

les condigions initiales (3.2) donnees, il ¢
0,1, ..., M~1, qui tra
a létat dp z;.

ziste une suite d’entrées u; € R™ 4 =
nsfére le systeme (3.1) a partir de condition, initiale (3.2)

Définitiqn 3.1.2 Ie systéme fractionnaire (3.1)
accessiblejen N étapes, si pour chaque état final r € R™ donné, il existe une

suite dlerfirée u; € R™i=0,1, oy N =1, transfere le systéme (3.1) a partir
de conditdon initiale nulle (_x =0 pour k = 0,1,...,h) a l’état de Zy.

avec des retards est appelé

Le prdbléme de controlabilité de systéme dynamique, standard et frac-
tionnaire, Ja été récemment pris en compte dans des nombreux articles. Un
Vé sur la g

plution de la théorie de controlabilité des systémes dynamiques.

Dans cp chapitre, nous donnons la condition nécessaire et suffis
la: controlgdbilite et l'accessibilité du systéme fractio

thodes polr calculer les séquences de controle qui

(3.1) de laJcondition initiale prescrite (3.2) (zéro et non-zéro) pour ’état fi-
nal donné.|Nous corsidérons le

probléme du calcul des séquences de contréle
avec des amplitudes non bornés et délimitées. Leg séquences
avec des|amplitudes bornées satisfont & I’hypothése

sante pour
nnaire (3.1) et les mé-
transférent le systéme

de régulation

uiEUCR’"pouri=0,1,...,N—1; (3.9)

lensempble U définit par :

U:{uiERm:]uijISM,Vj=1,2,...,m}, (310)
ol M edt un nombre positif,

En outrp, nous donnons 1a solution du probléme de maftris

se I’énergie
minimale| (gvec des entrés illimitées et bornées), formulé comme suit.
Trouver jun nom de

séquence de controle, qui transfre le systéme (3.1)
de état initipl zéro 3 |’

état final désiré et minimises 'indice de performance :

N-1
Ifu)= Zu{Qui. (3.11)

=0
Ou @ esf une matrice de pondération symétrique définie positive.

Le probl¢me de I'énergie minimale pour les systémes standards a été in-
troduit par e professeur J.KLAMKA.
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CHAPITRE 3. CONTROLABILITE, L’ACCESSIBILITE ET LE
CONTROLE DE L’ENERGIE MINIMAL DE SYSTEME LINEAIRE
FRACTIONNAIRE DU TYPE DE SOBOLEV AVEC RETARD.

N —————— - VW SUBOLEV AVEC |

Récemment, le probléme du controle d’énergie minimal avec des entrées
POTNEés a été formulé et résolu, pour le Systéme linéaire fractionnaire 3 temps
bositif continu, et pour le systéme fractionnaire positif - linéaire a temps
fliscret sans retard a été introduit par le professeur T.Kaczrek.

Le travail est organisé comme suit.

= Dans sec [3] la forme générale de la solution du systéme fractionnaire
(3.1) avec I'état initial (32) et condition nécessaire et suffisante pour
la controlabilité et Paccessibilité sont établies,

— Dans sec [4] nous donnons L, solution du probléme de Iénergie mini-
male.

Vo G

.2  Controélabilité

En prenant la transformée en Z des deux cotés de (3.5) & Pétat initia)
(32), on obtient :

h -1
2X (2) — z (z9) = FyX (2) + L Myz* [X )+ 3 xrz“’"J
i t=1 St (3.12)
+2 L2 X (2) + Ls1BY (2),
k=1

ou
X(2)=Z{z;},U (2) = Z {u;}.
L’équation ci-dessus peut étre écrite sous la forme -

h =
A(2) X (2) = zzy + ZMkL;]‘z_k Z 227"+ Lg'BU (2), (3.13)
K=1

r=—%k

ou la matrice caractéristique est :

h %
A(z) =21, - Fy — N MyLlek D Lick (o) Lgte . (3.14)
k=1 k=
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3.2. CONTROLABILITE

-

e Y

par 13 résolution de Péquation X (z) de (3.13), on obtient :

LN

h =]
( (2) = A7 (2) 2mg + A1 (2) oML * S g o
k=1 k

+A7(2) LiBU (2) = (A1 (2) 2] 0y (3.15)
h k-1
+[A7] (2) 2] 2L MY 1y [A™(2) 2] B2 151y (2).

k=1 r=0

Si en prenant la transformae en Z de (3.15), alors les équations (3.5) et
(3.1) devients sous les formes suivantes :

ou
h k-1 i—1
zi o D,z + :>_;Z<I>i__r_1MkL,:1xr_k + ZLgld)i_l_kBuk, (3.16)
k=1r=0 k=0
ol
P =271 {zn1 (2)}, (3.17)

®; est Ja matrice de transition pour les équations de déclaration (3.5) et
(3.1).

A _part& de (3.17) et (3.14) il en résulte que ®; la matrice de transition
d’état satidfait a I'équation :

h i

LO@'i..‘.l = Fo‘I)Z + ZMk(I)i—k + ch (Cl/) qu—k (318)
k=1 k=1
avec ded conditions initiales :
Sy =1, =0 pour < (. (3.19)

Lemme 3.p.1 ®; la matrice-transition d ‘état satisfait également Véquation :

h %
Civi = QiFo+ > Li'®; My + D Lyler (a) @y, (3.20)

k=1 k=1
avec la cpndition initiale (3.19).
Preuve. Or] considere I'équation
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CHAPITRE 3. CONTROLABILITE, L’A CCESSIBILITE ET LE
CONTROLE DE I’ENERGIE MINIMAL DE SYSTEME LINEAIRE
FRACTIONNAIRE DU TYPE DE SO@_C_EEY AVEC RETARD.

1

h
Yig1 = F()Tyz -+ ZME [LJ:I]T Yi—k + ZZC/C (a) [L()—l] r Yi—k, (321)

k=1 k=1

[

ou y; € R™

La matrice-transition d’état V; pour I'équation (8.21) peut &tre calculée
A partir de la formule -

V=271 {zA7 (2)}, (3.22)

ol

A i
A1(2) = 2ly ~ Ff =" MT [17Y7 o — Y ek (@) [L5Y7 2+ (3.23)
k=1 k=1
par conséquent, la matrice de transition d’état (3.22) vérifier I’équation :

h )
Vini = RO+ > MF L7170y + D e (@) [L5Y" Ty (3.24)
k=1 k=1

avec les conditions initiales - Vo=1,0,=0 pour 1§ <0.
A partir de (3.14) et (3.23) il en résulte que A (2) = AT (2).
D’on

& = Z7{zA1(2)) (3.25)
= 2787 () 2} = (27 {2A7 (9) )T = 0T,

i

et par (3.24) on obtient :

h
(@u2)" = FFOT + 3 M7 [L7)7 (8,7 (3.26)
k=1

+> ek (@) [L51])" (Bi)”
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3.2. CONTROLABILITE

%\\_Q\

r———— e

Ce qui montrs que ; satisfait ’équation (3.20).

Des Fonsidérations qui préceédent, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1 14 solution du systeme Jractionnaire (3.1) avec condition

initiale {3.2) de la forme (3.16), 0w la matrice de transition d’é

tat peut étre
calculée | partir des formules récursives (3.18) oy (3.20)

Sous |forme de solution de Péquation d’
tionnajirds & temps discret avec des retards
formule § été obtenue dans des différentes
outre, lafsolution (3.16) a une forme différ

(3.17) dahs le cas de retards dans les vari
De (3]16), pour i =

etat des systémes linéaires frac-
dans l’état et de controle. Cette
fagons que la solution (3.16). En
ente de la solution proposée dans
ables d’état seulement.

N, la forme de la solution de leq (3.5) et (3.1)

comme
suit :
ry = SN + RN’LLN, (327)
o1l
Ry=Lg'lB & dy_1B], (3.28)
Preuve,
h K-1
SN = (I)N.To -+ ZZ(I)N—T—IMICLI;I'TT—M (329)
k=1 r=0
m
UN-1
N UN-2 Nm
u = , € RV, (3.30)
Uo

Théorémq 3.2.2 Je systéme (3.1) est controlable en N €tapes si et seule-
ment si il efriste nombre entier N tel que le rang de la matrice de controlabilité
(3.28) a rafyg rangée compléte, c’est-a-dire Je rang Ry = n.

Preuve. Lfquation (3.27) peut étre écrite sous la forme : m

PN == RN'U/N, (3.31)
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CHAPITRE 3. CONTROLABILITE, I'A CCESSIBILITE ET LE

CONTROLE DE L’ENERGIE MINIMAL DE SYSTEME LINEAIRE

FRACTIONNAIRE DU TYPE DE SOBOLEV AVEC RETARD.
A8 DU TYPE DE SO bLE

R — " I ————

.PN =N — SN- \(332)

Le coté gauche de (3.31) est connu. Pour chaque z; = z,, ¢ R", le controle
u™ peut étre calculée sous forme (3.31) sj et seulement si le rang Ry = n.
Cette preuve ce termminer.

Théoréme 3.2.3 §7i existe N tel que le mang By = n puis la suite de
controle u; € R™, qui transfére le systeme (3.1) & partir de condition initiale
(3.2) & l'état final zp = ¢, ¢ R™, peut étre calculée ¢ partir de la formule -

u" = Ry, [RyRE] ™ By, (3.33)
ol Py est définie par (3.32).
Preuve. Sile rang Ry = n, , alors det (RNR%) # 0 et matrice BT, [RNR}:,] B

¢st bien définie. Si (3.33) détient alors cette preuve ce terminer. m
Py =Ryu" = RyRG [RyRS] ' py = Py, (3.34)

Le controle uN peut stre calculs aussi de la, formule (3.35) :

UN = qu\; [RNRIT\;_-, - Py + (In - RJZ\; [RNRJI\}] o R‘V)k’ (3'35)

ol K € R™ est un vecteur arbitraire.

Pour montrer que le contrsle (3.35) transfére le systéme (3.1) de condition
itiale (3.2) a ’état final L, nous substituons (3.35) dans (3.31) et ensuite
us obtenons

==y

PN = RNUN + RNR:]]:, [RNRJQ\}J - Py (336)
+(Bv — RvRy [RyRG] ™ Ry)k
= Py,

W est facile de voir que si K — 0 dans (3.35) on obtient (3.33).

Si la condition initiale (3.2) est égale a zéro selon les théoremes (3.2)
°t |(3.3) nous obtenons les conditions suivantes de Paccessibilité de systeme
fraptionnaire (3.1).
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3.3. L’ENERGIE MINIMALE DE CONTROLE
_____ 22 “ENERGIE MINIMALE e

Théor¢me 3.2.4 1. systéme (3.1)
xz)te nombre entier N te] que

st 4l ¢

(acces

Si

S

ctla, alors yV

——

est accessible en N €tapes si et seulement

le rang de la matrice (3.28) controlabilite
ilité) est égal o n.

controler le systéme (3.1) qui transfere une condition

initiale b partir de zero a I'état final désirs Zf =1z, € R™ peut étre calculée
& partir|de
u" = Ry [RyRE] ¢, (3.37)
O
3 G =] ) 5
¥ =B% [RvRE]) " By 4 (1, - Ry [RyRE] ™ Ry)k, (3.38)
ol k& E R™ est un vecteur arbitraire.
L
3.3 L’énergie minimale de controle
Si la chndition initiale (3.2) est égale a zéro, alors la solution (3.16) prend
la forme :
i-1
G Zq)i-l—k:Lb‘lBuk, (339)
k=0
ot 1a thatrice de transition d’état ®; est calculé sous forme de la formule
récursive

tlonnaire
I'approc]

systeme

Ou R

he|classique

stgndard, cette

fractionnaifes linéaires discrets avec retards.

On defihit 1a matrice

~ pst la matrice accessibilité (

B.18) ou (3.20)

sachant forme (3.39) de solution dy systéme frac-
(B-1), nous résol

vons le probléme de Iénergie minimale on appliquer

tionnaires de
approche a été appliquée pour les systémes positives

W = RyQnRL € R, (3.40)

controlabilité) de la forme (3.28) et

@ = diag (@71,  Q@7'] € RNmx N (3.41)
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CHAPITRE 3. CONTROLABILITE, L’ACCESSIBILITE ET LE
CONTROLE DE I’ENERGIE MINIMAL DE SYSTEME LINEAIRE
FRACTIONNAIRE DU TYPE DE SOBOLEV AVEC RETARD.

e

Ou @ est la matrice de pondération Symétrique définie positive de Pindex
(3.11) de performance.

La matrice (W) est définie par (3.40) est non singulier si et seulement s
la matrice Ry a rangée rang plein.

Théoréme 3.3.1 i [e systéme (3.1) est accessible en N étapes alors la sé-
quence des entrées iy, Uy, un—1 définies par :

UN—1
~N U2 A pTirr—1 T
P = . = QNRyW ™ ;. (3.42)
Uy

Transfere le systeme (1.3) a partir de condition initiale nulle & Iétat final
zy € R" et minimise l'indice de performance (3.11). En outre, la valeur
minimale (optimale) de cet indice est donné par :

1) = x?w_le. (3.43)
Preuve. La preuve est similaire au preuve dy probléme d’énergie minimale
classique et il est omise ici.

Controle optimal de Cinque minimises de I'indice performance (3.11) dé-
pend de la matrice de pondération Q. De la comparaison (3.37) et (3.42),
3.40) il en résulte que la séquence de commande (3.37) minimise I'indice
3.11) de performance avec @ = I, Cet signifie que u™ est calculs 4 partir
e (3.37) a I’énergie minimale de Iindice (3.11) de performance avec Q=rL

De la méme fagon que dans (3.30), il peut étre montré que, si la matrice
le pondération présente la forme @ = ¢I,, avec g > 0, alors la valeur
ptimale (3.43) de l'indice (3.11) de performance peut étre calculée & partir
e la formule :

I(@) = gz} [RyRE] ™ z;. (3.44)
Si le contrdle optimale calculée de la forme (3.42) ne satisfait pas a la
dondition (3.9), puis (tableaux similaires comme dans le cas de séquences de
ontrole
(3.33) et (3.37) augmentent N par un et répéter (N + 1) le calcul de la
bquence de commande (3.42). Aprés nombre limité obtenons ces calculs, et
ous obtenons séquence entrée (3.42) satisfaisant & la condition (39). m

fan}

o )
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