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Considérong I'équation :

La méthode

de résoudre

f(x)=0, xeICR. (1.1)

de Newton est une méthode de résolution de 1’équation f(x) = 0, qui permet

numériquement f(x) = x.

Si x'% est pfoche de la racine r on peut faire un développement de Taylor a l'ordre 1 de la

fonction f ¢

Pour trouve

1 xm} i
f(x)= )+ (x - xO) £/ (x0) 4 O((x - x0)?)

 une valeur approchée de r, on ne garde que la partie linéaire du développe-

ment, on rédout ;

donc (si f7(3

f(r) =0 f(xO)+ (r—xO) £ ()
O 0):
f(x)
f(x(0))

raxl®-

Graphiquengent, cela revient a tracer la tangente a la courbe représentative de f et 3 cher-

cher ou elle

foupe ’axe des x. On considére donc la suite récurrente définie par une valeur

x'0) proche fle la racine et par la relation :

Ilyadeux th
la suite (x(?

est “assez pi

ey _ o _ ST (

f()

éorémes importants, I'un d’eux prouve que si x(”) est “assez proche” de r alors

1.2)

converge vers r, malheureusement il est difficile de savoir en pratique si on

oche” de x!Y pour que ce théoréme s’applique. Le second théoréme donne
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2 Convergefice Locale

un critére g
convexité d

THEOREME §.

deux.

Preuve.

Comme f 4

M > 0 tels que pour tout x € [¥ — 6,x +0], les valeurs de f”(

|
En effet, en
pour tout x
par exempl
en prenaﬁt
fraca2, no
Ainsi, en p

6> 0 qui Kfe

i

ratique facile a vérifier qui assure la convergence, il utilise les propriétés de

b la fonction.

2. Convergence Locale

) tellqe que f'(%
/kelN
nie et converge vers X € [a, b]. En outre, il existe une constante C > 0 telle que

€ [a,b] une solution de (1. ) soit

S

~T 1 81 1a qasita
O = l Uy A T UJ i Diatic

X —

A

le — %|%. Nous disons que la méthode de Newton-Raphson est au moins d’ordre

st de classe CZ([a,b] ) est différent de zéro, il existe & > 0,L > 0 et

) et f'(x
x) sont différentes de zéro et
1
_< |fll (x

f* ()l
tilisant la continuité de f’ au point %, pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que
[£-6,%+0), If (1)~ (%

a a

 strictement positif et en prenant € = 5, nous obtenons 7= <f(x)< —2-— Donc,
B

1
= <M.

(%)] < €, alors en notant a = f'(X) que nous supposons

avons pour tout x € [X —9,% + 0], il existe M > 0 tel que |f"(x)| < M.

S
lnant au besoin une valeur de d > 0 plus petite encore, nous pouvons choisir

fifre 208

Tl 1. En prenant x9 ¢ [ -8, % + 8] et en effectuant un développement

de 'TJaylor aj voisinage du point x'*), nous obtenons

()

7'

ou :

Ainsi, en ut

f(®) = f(x? + f/(xO)(x - 02,

,X + 0]. Puis, en écrivant

°h+5f%n@xf—

o
) o[ (fuwh—fun
L0 o2 |
2 f’(v(o)\ o~ }
” (0
X- ]lf (17 (x — %02,
2 f/(x00)

lisant une majoration de [f”| et une mmoration de |f’], nous avons finalement

O [£!

V (x-x) -

lx®) - 7| < %lx(o) ~-x* < %52 <é.
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Nous procéfons ensuite par récurrence. Supposons que |x*) - #| < 8, par un calcul ana-
]r\lY‘l‘lD 211 My Dl‘éfqﬂl’l'*' ;] ‘7;ﬁﬂf
lu‘bl‘l\n A LA k.IL bW lAb Al AL VAL ALL
M
e*t D) — g < — [0 - 2% < 5. (2.1)
j i
Ainsi, en pqsant
A
(k) = 221,00 _ 5
e = —|x\" - x|,
T I
nous obtengns en utilisant (2.1) que
Ak
B < [ L [06-21 [0
- L = I
M

Or, en ayanf choisi au préalable %0 tel que e® = |x© - g <

la méthode

Remarque

”
(x( Nken Ve

Ef < 1, nous montrons que
de Newton-Raphson est localement convergente.

2.1. Observons que cette méthode donne la convergence locale de la suite

)

s la solution % € [a,b]. Il faut donc partir d’un point x* suffisamment proche

de %, cela fécessite la connaissance a priori de la solution %, ce qui n'est pas toujours

possible.

Nous venor
lution x € [4
les itératio

parametre

i i RN il ) . -
En effet, com

mmais x¥
Passons ma

DérmiTioN

Une fonctic

teindl vers lifinl. Remarquons qu’un autre choix possible est le criiere |f

s de voir que sous certaines hypotheses, la suite (x'*))eny converge vers la so-

. b]. Néanmoins dans la pratique un critére d’arrét est nécessaire pour stopper

k+1) _ ylk

. Par exemple, le critére d’arrét peut étre |x{ )| < €, ol € > 0 est un petit

S
l1>(é. Toutefois cela n'assure pas a chaque fois la convergence vers la solution %.

i

lim [x®*V) — x®)| — 0,lorsquek — +00
sl kN o a
{0 < €.

3. Convergence globale

Intenant a un critére treés utile en pratique :

B.1. (convexité)

n f continiment dérivable sur un intervalle I de IR est dite convexe si son

graphe est qu-dessus de la tangente en tout point de I.

11 existe un

THEOREME

critére simple permettant de savoir si une fonction de classe C 2 est convexe :

1. Si f est C? et f” > 0sur I alors f est convexe.
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3.2. Si f(®)=0,f' (%) > 0etsi f" >0 sur[%,b] alors pour tout x0 e [%,b] Ia suite

L) ) _ £

framy’
est définie, décroissante, minorée par X et converge vers %. De plus
()
0<x_z<IE)
f1(x)

(On nrp'ndm

rmrde dans cette estimation aux erreurs en calcul mnnmrhé. le caleul de la valeur

de f(x"), prqche de 0, va typiquement faire intervenir la différence de deux termes trés proches,

d’oui perte de

Preuve. Or
sante sur [%

sentative de

précision sur la mantisse)

a " 20doncsi f(%) >0 alors f*> 0 sur |%,b], f est donc strictement crois-
b] on en déduit que f > 0 sur ]%,b] donc x™V) < x_ Commie la courbe repré-
f est au-dessus de la tangente, on a x> 7 (car x(™*1) est 'abscisse du point

Ci'inter'e;ectit11 de ia tangenie avec i'axe des x).

La suite (x"
A la limite,

est donc décroissante minorée par %, donc convergente vers une limite [ > .

on a

1=1- ]J—:(—;\fa)

()

donc ! =% cpr f > 0 sur |%,b].

Comme (x{]

)) est décroissante, on a bien 0 < x" — %, pour montrer L'autre inégalité, on

applique lefthéoréme des accroissements finis, il existe 6 € [X, x"| tel que

-

comme f (X

et la deuxie
Variantes :
Il existe des

g=f

Rappels de

™) - f(®) = (x™ - )f(0)

=0,0ona

). f(x("))
T e

me inégalité du théoréme en découle parce que f’ est croissante.

variantes, par exemple si f'(%) < 0 et f”/ > 0 sur [4,%]. Si f” <0, on considére

4, Méthode méthode de Newton-Raphson dans R"

calcul différentiel
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Considéront
lindaires ¢

Sumnoasnons
o vt T

DErmNiTioNn

application

deux R-espaces de Banach E et F. Notons L(E, F) I'espace des applications

tinues de F dans F, muni de 1a norme de caonvergence uniforme

[|Au]
—— = sup ||Au||,
T = sup llaul

[lull<1
mie 17 est un ouvert (non vide) de F et considérans une fonction f: 17 — F.

lAll = sup u € L(E,F).

0#xeE

K.1. On dit que la fonction f est différentiable en un point x € U s'il existe une

linéaire continue L(x) € L(E, F) telle que

lIf (x+ 1) — flx) - LixAll _
1Al -

(4.1)

1m
l|ll-—0

o Lapplicatiion L(x) dépend de x, on la note D f(x) ou Vf(x), de sorte que (4.1) se réécrit

If G+ B) = F(x) = V(I

1Al

li 4.2
0 .

o L'applicafion Vf(x) est appelée différentielle de f au point x.

DeérmNnrTioN

4.2. On dit que la fonction f est différentiable sur U si elle est différentiable

en tout poift x € U. Dans ce cas, on appelle différentielle de f la fonction :

Si de plus |

Vf:U— L(E,F), x+— Vf(x). (4.3)

/f est continue par rapport 4 x, on dit alors que f est continiment différen-

tiable, ott df facon équivalente que f est de classe C!(E,F)

Cas particdlier : E = RP et F = RY.

Pour tout x

eU,x= (xl,...,xp)T et pour tout i € {1,..., p}, 'ensemble

AR R~ B ‘ Vo TT
iWA) = EIN ke K] Ay hp ) S U

est un 'voisrage ouvert de x;.
q

Supposons

est différen
|

direction e

ue f : U —> F est différentiable. Alors l'application partielle :

gi: Vi(x) — F, t+— fx+(t—x;)e;) = fx1,..., %1, 1, Xiglss= v Xph (4.4)

tiable en x; et g’(x;) = Vf(x)e;, C’est en fait la dérivée partielle de f dans la

au point x. Dans la suite, on note cette derivee partielle par b—‘-—-(x) et
b

of

8xi

—a_f_ :U—F, x+— i=l,.. (4.5)
axi

’

(x) P
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\
Par 1inéa1;it

|
THEOREME A
pariielles ex
Si une fong

sglli.
définit sa m

de Vf, on a pour tout h = (hl,...,h )T e IRP

Vf(x)h= ;f () (46)

L.1. Une application f : U — F est continitment différentiable ssi ses p dérivées

stent et sont continues sur U.

tion f : U —— F, de composante (fj,..., f;) est différentiable au point x, on

atrice jacobienne au point x comme la matrice de I’application linéaire Vf (x)

dans les bades canoniques de E et F. Elle est donnée par :
|

THEOREME 4.

E — F une
est bornée, ¢

est le-lipschi}

DErmNITION
Banach E
en € U si
Vf:U,—+>
si elle deux
Par définiti
continue dg
tions p-fois
notée VP f.

3f1 2fi
axl ) v ow ix;(X)
Vi(x)= € Mq F.(]]R)
' J
Oy g,
1729 U.)Lp

2. [fonction lipschitzienne]Soient E, F deux espaces de Banach, et Soit f : U C
fonction différentiable sur un ouvert convexe U. On suppose que sa différentielle
est-d-dire il existe k > 0 telle que ||V f (x)|| < k, pour tout u € U. Alors la fonction f
zienne, c’est-d-dire que ||f (x) — f ()l < kllx = ll, pour tout (x,y) € UxU

4.3. Une fonction f définie sur un ouvert (non vide) U d’un R-espace de
t 4 valeur dans un R-espace de Banach F est dite deux fois différentiable
le est différentiable dans un voisinage ouvert U, de x et si sa différentielle
(' (E,F) est différentiable en x. On dit que f est deux fois différentiable dans U
fois différentiable en tout point de U.

hn, la différentielle de Vf en x, V2f(x) = V(Vf)(x) est une application linéaire
E dans L(E,F). De méme, on définit de maniére récursive les espaces de fonc-
différentiables, notés CP(E, F) et la différentielle d’ordre p d’une fonction f,

THEOREME |13 [Développement de Taylor avec reste intégral]Soient E, F deux espaces

de Banach,

(x,h) e Ux

U un ouvert de U et f : U — F une fonction de classe C"1. Alors pour tout

E tel que le segment [x,x + h] soit inclus dans U, on a

- 1

flx+h)=f(x)+ Z%vr’f(x)hfph f(l o VL £ (x + thyhl™ gy,

— ~
p=1" 0
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) désigne gh, ..., h).

THEOREME 4

fornction n

| I

j fois

.4. Soient E, F deux espaces de Banach, U un ouvert de U et f : U — F une

fdis différentiable en x. Alors

n

WGt )= f(x) = Z;',l'!vpf(x)h[plll = o(|[AlI"),

p=1

ou o(||l") skenifie qu'il existe une fonction &(h) telle que e(h)/||hll" —> 0 lorsque h — 0.

Soient U uf ouvert de R” et f € C(U,R"). Supposons dans cette partie qu’il existe X €

U solution

avons fait

de f(%) == 0. Nous souhaitons mettre au point une méthode numérique pour

ur des fonctions a valeurs réelles.

approcher Itte solution. Pour cela, nous procédons de maniere analogue & ce que nous

Tout d’abor|

d, nous choisissons une premiére approximation x0) € U de % et remplagons

ensuite la f¢nction f par son développement de Taylor a I'ordre un au point x(0), puis en

itérant ce p

Pour chaqu

océdé nous obtenons une suite (xg); € IN donnée par

X(0) = Xp € U, f(X(k)) + Vf(X(k))(X(k+1) -—x(k)) =0, k>0. (4.7)

 k € IN, nous devons donc résoudre le probleme (4.7). Il nous faut donc :

— c:alcx]ler la matrice jacobienne A = Vf (xy),

— s’assfrer que cette matrice A € M,, ,(IR) est bien inversible,

w— TéS0U

dre le systéme A:X(k+1) = -—f(X(k)) + AX(k) eR,

-— s’ass@rer que l'itéré suivant x appartient bien a U pour pouvoir continue les
'l (k+1) apPP P

nter

Lorsque #

ctions suivantes.

# 1, nous avons facilement montré que la méthode de Newton-Raphson est

convergentq et 'ordre deux. Nous allons voir que ce résultat est toujours vrai en dimension

nx>1.

THEOREME 4
f:UcCRA
continue, c’e
Soit ¥ € U te

— 1l exi

et xk

.5. [Convergence local de la méthode de Newton-Raphson dans R"] Considérons
> R" une fonction deux fois différentiable et dont la différentielle d’ordre deux est
5t-d-dire que [ est de classe C2(U,R"™).

I que f(x) = 0 et la matrice Vf(X) est inversible. Alors :

te &> 0 tel que pour tout xq € B(%,0), la suite (X )xen donnée par est bien définie
€ B(%, 0), pour tout ke N ;
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— la :;ult (X(k))ken donnée par (4.7) converge vers la solutionX e U ;
— il

Ici B(%, 5

Avant d’ab

pieuues

résultat

fin le tro
de Newton/

cielles.

En outre

puisque

Donc (I,

Ensuite,

point ¥ € U

LEMME

f(%) =
]V [ 0

de

p

|B

m

sl

vifte une constante C > () telle aue ||7m i1~ 7l < Cllxins - 1'|I2

= T I""\h)

) rdprésente la boule de R" de centre X et de rayon d.

]rder la preuve de ce théoréme, présentons trois lemmes intermédiaires : le
billlp‘ltl].ltﬁlli uli u’:auliul i.c\.‘}lll.‘l(.lutf SulL It:b lll'di..l i&.‘!:&, IC dc‘uxiezmt: .{Uulll.‘li. il

stabilité de la fonction f au voisinage de point X € U tel que f(%) = 0 et en-

sitme lemme assure l'existence d’une solution & chaque étape de l'algorithme

Raphson. D’abord, proposons un rappel sur les matrices et les normes matri-

e qubordonnge !! !! A ’01'5 In matrice (I, — R) ect inversible ot
<1 _, k -1 1
(I,-B)" = § BY, I,=B) Il £ —=m
1-||B]|
k>0
I taafal l‘l'l‘f\"‘\(‘ +l\l‘l+ r]’ﬂl\nvrl MATTO ]’1 Fn“AT""‘I‘\“ IID'I ~ 1 NACOTTVO 1’\ lalals |Tﬂ’l"f"l)1’\[‘n AD e
Rgmarguons tout d’zbord que la condition [|Bl} <1 assure la convergence ¢e iz
isqgpe
400 400
1Y BHI< ) 1B <+oo
k=0 k=0

purtoutp>1,ona

ZB" Z -B)B* = I, - BP*!

| < 1, nous obtenons en passant a la limite p — +co

(I, - B) ZB" =1,

k=0
B)~1 = X B*. Enfin,
k=0
1
L ~BY =1y BHI<) IBIF< ——
kger kZO '

bttons en évidence un résultat de régularité de la fonction f au voisinage du
vérifiant f(X)=0. (]

4.3. Soient f : U ¢ R" — R" une fonction de classe CHU,R") et X € U tel que
0 et|Vf () est inversible. Alors il existe L > 0,M > 0 et un paramétre & > 0 vérifiant
telg que pour tout ¥ € R(¥,4), !![V}F(Y)]'IH < 1 et de plus IV £ (x) =V f ()l < Mllx —ll

Z 1 " AR 'd t s
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Preuve. ]Pulsque f € C*(U,R™), pour tout x € U le terme IV2f ()| est borné sur tout sous-

encemhle hir

tel que pou

\rnp r‘p TT ot r] apres 19 ﬂf\pnrpma 4.2 an 1n ra tlrrun r>0 ﬁvn il evicte 7\/1(f\ >0

tout x,y € B(x,r) e U,

IVf (x)= V)l < M@)llx = Il

Remarquor‘ls bien que r fixé et quelconque; il reste donc a montrer qu’il existe 6 > 0 et
e

L>0tels|q

> pour tout x € B(%, 8), la matrice Vf(x) est inversible et vérifie

Pour cela, njous écrivons

et posons

Y/ (%)

= Vf (%) - Vf(E)+ Vf(x) = V@~ [V @] (Vf(R) = V()]

= [V (Vf (%) - Vf(x).

Ce qui s’éctfit alors

Vf(x) = Vf (®)[L, - Bl

Ainsi, puisque Vf (%) est nver51ble, la matrice Vf(x) est inversible dés que [I,, - B] est elle

avons

av 1o larmrma A 1 i1 nAnie o v A11’il avicta
T 3T ATKAAALAT Med) Aa AU AU Uidib S I

= -
8¢ > 0 tel gle pour tout x € B(X, §), nous avons ||B|| < 1. Or d’aprés ce qui précede nous

IRl < WV (x) = V@I < WV IM (e - 2]

et en pren

t 8o > 0 suffisamment petit tel que M(r)|[[Vf(%)] 1|60 < 1, nous avons pour

tout x € B(f, 5),11Bll < 1, ce qui signifie que pour tout x € B(%, &), la matrice V f(x) est

inversible
-1 _y1-1 _ 1 1
IV @< V@I - B < [VA@)]™ A
nT 1.4 0 1 L AL ALl o € =10 € T a1 .ZVI(T)&’ .1 § T, |
INDILS COvLSES50i15 1i1al€iii€iit vi «— 1viti’) €L U €U, ug| €1 que --—-Z— < 4,CE Ui Cofdiun 1a
démonstragion. [}

Enfin, le|tr
méthade d

hisiéme lemme assure existence de la suite (x(k))xen Obtenue & laide de la

Newton-Ranhson.
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LemMe 4.3.
hlp

et pour k 2 1

Soient W un ouvert de R" et f : W+ R" une fonction telle que f € C*(W,R"), Vf(x)

nour ! tout x @ W oot il oxvicto T S 0ot M >0 7mr1fm«m‘

V@I < Z’ IVf ()= Vi@l < Mllx - Il (4.8)

, X(k-1) € W. Alors le terme x () donné par la méthode de Newton-Raphson est bien

défini et tel que

et

Preuve. D’

1
) = x-1)ll < =If (=1l (4.9)

I1f eIl < Ml — ey lI%. (4.10)

ine part, puisque x-1) € W, la matrice jacobienne Vf(x(._1)) est inversible,

1Houd kJ’ULlVLllb cotsliuLe

%y = X1y = [V ()] f (eigo1))s

d’ott nous dfduisons, grace & 1'hypothése (4.8), que

D’autre par

Iy = %(e=1)ll = IV (1)) f eyl < CULF (1))

,a l'aide de la formule de Taylor-Young avec reste intégral, nous avons aussi

) = flxp-1)) + JO Vf (x(ge-1) + ) = X(e-1)) (X (1) = X (k1)) L.

Puis, en utifisant la méthode de Newton-Raphson a l'étape k-1,

nous avons

f(Xg—1)) + Vf (x(k = 1)) (xx) — X(k-1)) = 0,

(-1
fw) =J [V (x(k—1)+ t(xx) — X(k-1))) = Vf (x(k = 1)) | (xx) = X(k-1))d
0
D’ou,
HEIY Ml = assam (HXT£(a (L 1N | +(a A W\ Y7 £/ (L TYMNHA I
Y ALK = 2P \J] Y ] AR *f § EeIK] A{Kk=1}1) ¥ J “ )N k) MK
te]0,1[
< sup (Ml = 2=y Dlx ) = X =)l
t€]0,1]
c'est-a-dire | f (x)ll < llx —x(k_l)llz. i

Nous sommies dorénavant en mesure de démontrer le théoréme 4.5.
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Preuve.
£~ 02(TT

J =

matrice V

De plus, |
Dans un

pour tou
122 s £ TY
1 RELLERRL. B
Soit xg €

JC(k+1) e B
Ensuite a

en rappe

Dl

™

AR

(f

pr

B(
(x

a7

pojir tout x,y €€ B(x, 0),

tbord, en appliquant le lemme 4.2, puisque la matrice Vf(X) est inversible et
V oal Axrindka T N N A At SN N xrAvifnsmt Mé 21 #ala maun smaviw boaaat o~ ROT SY 1A
I’ AL CALOLW L 7 Uy AVl WL U SV vilditiaaie R A Y l.il-l\. k.’UuJ. UL A U\ Ny U}) a0

x) est inversible et
- 1
Ivf 1<
9 ()~ VF ()i < Miix - i
bmier temps, nous souhaitons démontrer que chaque terme x) est bien défini

t § € IN et ensuite que la suite (f(x)))k=o0 tend vers zéro lorsque k tend vers

Cc
o

. lout d'abord en a 1quant le lemme 4.5, la valeur X1 est bien denni.
). Tout d’abord en appliquant le 1 4.3, 1a valeur x,q) est bien défini

- W s s s s T i e S g
i 1d; LIUUD 1AaldULIILIULLD Pﬂl 1TLMLLTLILC,

. Montrons que si le terme x(x) € B(%,9) pour k = 0, alors nous avons aussi

o

lfaide d’un développement de Taylor-Young a l'ordre deux de la fonction f et

t que f(¥) =0, il vient

Aussi, en

u

If (i) + VI (i) (% = x )l < M1 = x5 1.

liisant ia définition de X(j4+1), nous avons

IV (k) ere1y = DN < Mgy — x il

lPuis,
lxes1) = &l = IV f Qo)™ V() gy = B
< IV F () IV F (e ey = 2
< %flf(k)—x(k)llz- (4.11)
: o . M2 ' .
et done paf définition de 6, nous avons Hx(k+1) -l < T < 6, ce qui montre bien que
X(k+1) € B(%]5) et doric le premier point du théoréme 4.5.

Notons q

£ >0t
i e

réme 4.5

Intéresso

Pour cela

u
11

1S

p

]

nous avons par la méme occasion démontré l'existence d’une constante C =

que ||xg.41) ~ Xl < Cllxg —x(k)llz, ce qui prouve la derniére assertion du théo-

L nous alors au deuxiéme point, c’est-a-dire a la convergence de la suite (x(x))k=o0-

b M|x ) - ]|

—, o

, il vient alors en multipliant (4.11) par - T

psons e(

D) <[] < [E-V1 <. < [OF
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L T
que la méthpde de Newton-Raphson est bien localement convergente.

Milxg -3l _ M5

Or, en ayan{ choisi au préalable x(g) tel que expl¥) = — < 1, nous montrons

]
Notons N¢(k) =x-D flx)™ f(x) V'opérateur de Newton.

TutorEME 4.6. On suppose que f est de classe C2. Soientt r € U tel que f(r) =0, Df(r) est
inversible etlc > 0 tel que B(r,c) C U on pose M = sup (||Df(r)™ D?f(x)])).

lle=rll<e

Si 2Mr < 1) pour tout xq € B(r,c), la suite de Newton (xy,1) est définie et converge vers r.
De plus

1. 5k_
llx =7l < ()7 lxg — 7

Preuve. Onysuppose que Df(x) est inversible pour tout x tel que ||x — || < ¢. On applique
la formule de Taylor a la fonction D f(r)™ D f(x), on obtient :
~1
Df(r)'Df (k) = ide+ J Df(r)y 'D*f(r + t(x - r))(x — r)dt. d’autre part |[[-Df(r) "' D f (x)|| <
0
r1
| IDf () AD2f (r + t(x - r))lIll(x = 7)lldE < cM < % (puisque 2cM < 1) On remarque que
Jo <
Df(r)"'Df (k) est inversible de plus [|[Df(r) ' Df (x)|| < 2. De plus :

1
0=Df (T f(r)=Df(r) f(x)+Df(r)'D f(x)(r——x)+J (1=)Df (1) D*f(x + t(x - 1))(x — 1)?dt.
0

done
1
Nf(x)—r = Df(x) Df(r) fo (1-t)Df () 'D?*f(x + t(r = x))(r — x)*dt
pat suite :
1
N7 ()~ 7l 4 IDf (x) ' D (r)l x f (1= IDF (1) D?f (x+ t(r = Il(r - )2l < Mllr - 2|
0
------ S JRURRY (O S (R RNV SO SRR .- S S | n 11 v2F-1y.. . -
Lal ICUULITINT ULl Pl\JMVC Liuc JLk CIJ\I,L} CL ||.kk—l|| o \‘2‘) ”.}\0_!” ||

4.1. Ordge de convergence.

Dérmvirion 4.4, On dit que (x,,)..ar converge vers r avec un ordre p > 1 §’il Ik, tel que

Yk >kyona

Xpp1 =T
lim o m‘ =B < +o00
k=+00 |Xy — i|F
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_m‘
)
o5}
N
=
11
1k
A3

ProrosiT

Pordre de

Preuve. Of pose g(Xy) = Xg41 = Xk —

pement de

en utilisa

X1 = g(xk
avec & €]r,

d'ou er.1

. e
lim l—%
Je=s--00 ek

la constant

Remarque

’l'=:

N—

-\"’\
m

Interpré
Xj = Xg, §

donne :

et comm

)p=

nf

(

E3

ta

E )

et B <1 ==convergence linéaire.

Joup =1 et p = 0 => convergence super iinéaire.

et f < oo =>convergence quadratique.

10N 4.1.

copvergence égale a 2.

1
TR

f/(xk)

Taylor au voisinage de r de la fonction g, d’ordre 2.

et comme g’(x;) = 0 .On introduit un dévelop-

e =x—1r—0. ,
[

2
= glex+1)= g(r)+ exg (1) + 8" (6) =1 + 8"(&).
e+ r[=]r,,xk2[.

'ek )
o =1 = —g (&)
17 4"
g"(&)

2
(€)

77
e d’erreur et ¢ = Ig——é———l la convergence est quadratique ; c-a-d égale a 2. [

4.1. Pour assurer la convergence :

5

) # 0 pour tout k.

sufite doit démarrer au voisinage de 7.

5. Méthode de Newton-Raphson Modifiee

ion analytique : Soit r la racine de f et x; une estimation initiale de r et soit

upposons que f € C? au voisinage de r. Le développement de Taylor a l'ordre 1

£ = f)+ f Go)r=sa) + 5 /€N =x0)"s & elr.xal. (5.1)

(r) = 0 et xj = xp, alors le développement de Taylor donne :
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0= £l X rul AN #y \ 1[’/1(\1.. an N2 fco
U= X)) \2\-"0"'40)[\' e T VAR CH U (%)
Si (r—xg) eft suffisamment petit : (r — x5)* << (r —xq) :
J o)
0= f{xq) +f( (x0+x0 Nr—xp) =71 =X — —"———— = x1. (5.3)
f(5(x0 + x3))
(=%
X
ixl:xO" ,1“ o)_:_ (5.4)
f (5("0""‘0))
Pour la secqnde itération x; , le développement de Taylor donne :
1 % 1 7 2 g
flry=fla)+f'(5 St (r—x)+ S fHEr—x1)", & €]nx] (5.5)
7 1 * 1 Mg 2
0= Fla N £ (v v W v YL F(EN e (5 &)\
h » A A | \2\"1 e & o e ¥ A 2./ AR VA v1J L 2
Si (r —x1) eqt suffisamment petite : (r — x1)° << (r —x1) donne
f(x1)
f X1 +f JC1+X1 )(r-xl)zr:xl— ,_]:—-“--——“* = (57)
f (;z(xl +'~’C1))
. la formulgqde x; d’aprés la derniére itération
“ fx1)
S R WINY
f(3(x0 +x3))
i jx)
o S v
F(5(x0+x3)) (5.8)
flx) '
A Y. WY
f (5(x1+x1))
En répétanyle procédé on obtient la formule de récurrence Yk > 1.
. (x
[xk=xk— - f(xx) :
f ('z_(x-’;:—l +xk_1)) (5 9)
(%) '
X+l =Xk~ 1 o
f (E(xk“"xk))

Interprét

at

fon géomeétrique : Soit x; une estimation initiale de la racine r.
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OUn cherchg

I'axe des

En posar

et comm

On cher

V'axe des

1t

X

XT.

chp

f(x)

5 I

® f(x)is evaluated at x; and x,

® f(x) is evaluated at x; (=x,) and at } (x,+X})

Ficure 1. Illustration de la méthode de Newton modifiée.

b la valeur de x; : x; est l'intersection de la tangente au point (xg, f (x)) avec

Cette tangente a pour équation
y=Fflz xo+xo N(r = x0) + f (xo)- (5.10)
) = 0 on obtient
sl * f(xo) _
0= f/(=(xg+xp))(r —x0) + fxq) = %1 =Xp— —7———. (5.11)
2 5o+ 23)
$o=%o
Xg = X0
— f(%(f? +xp) (5.12)
J (Xo)

> 1a valeur de x, : x, est I'intersection de la tangente au point (xy, f(x;)) avec

Cette tangente a pour équation

y=1(5 xl + X)) = x1) + f(x1). (5.13)
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En posant y

= (0 on obtient

= Y — P 2V
0=f'(x)(r—x1) + f(x)). = x, Xy f’(%(x1+x‘{)-)' (5.14)

nous obtendns

fx1)
f(3(x +xy))

§ 5 f(x1)

Ay =X = ‘_,ﬁ***
gD

f(30 +x7))

*

X2 =Xx1 —

Et par récurfence, on obtient : pour k > 1

DEFINITION 5

. (x
{xkzxk—f"(l(xf l-cr)x‘ )
A v 5.16
_ £ () {216}
Xk+1 = X — 71 N
F(50a +x7))

L. On defimt la suite de Newton modifiée : pour k > 1

«_ . f ()
J( T S+ 1)

J (k)
l R SRy ————
f (300 + x3))

(5.17)

TukorimE 5.1 Si f :[a, b] — R de classe C? alors la suite (xx) de newton modifiée converge

versr

~r

Preuve. Soi

On remarque

par la formule

] x;: =xp — f(xk)
f’(%(xﬁ] 1) -
Xk §
Xl = Xp = ——

F/(3(x +x1))

que la dérivée est tres compliquée et pour cela on a approchée la dérivée

o) = floas)

[y =
(xk =%5q)
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On substitue dans le systéme on obtient
1 % %
X = f(xk)<§)(xk—1 T X1~ Xk-2 ~X_5))
k= 4k~ 1 * *
f('z'(xk—l + xk—l )) “f(%(xk—Z + xk_;g))
‘ F %) ;(3 i A; K-t Xp_q))
X+l = Xp —
fGla+x3) = f(3(xkmg +x;_,))
et comme xil= e + 7 et X,=e +r.
On dévelopge f au voisinage de 7 :
&
F= flex+1) = f(r) = e f/(r) + X f" =af'(+=f7E). &elx,
(f(r) = 0 puidque r est une racine de f).
’ ef ”
. exf'(r)—+£f"(&)
(:k - t:k_ ’ l * _ PR f,r/ é’)
fr)+ 4(ek-—1 +te | — ek ek—-Z)J (
{ , 2., (5.19)
I ef (1) - S £7(8)
a1 D P e
fin+glex+eg—ey—e;_ ) f7(&)
Cela impliqud que
Ly o ot = a L NLH N
ot = 2\k=1Ck T G g €k~ Epnlk — € _ ey {E)
C M+ Hen o e ) E)
) %(E;Lek = e; lek —Ep-1€) — (fi)f”(é‘) .
Ck+1 — * I
2f ek+ek"‘ek_ ek—l)f”(g)

On néglige quglques termes, on obtlent.

{ e = aexey_,
*
Ck+1 = Xerey

avec o= I} (6
(e
pour k=0=e] =¢,.
pour k=1 =3¢l = ae) €] = 2a’e e
pour k=2 =3 el = 2a’e> ey =2a’e]
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on prend lajpuissance de € dans l'expression de €, et on exprime la suite suivante :
2,5,12,29,.].. On pose Uy, =2, Uy, = 5,un3 =12;...

G u

; = - a 3 < n
-—= = — = A5 méme chose pour les autre termes c-a-d, —**L
Uy L
1

est plus prokhe de R =1+ V2.

on remargue que le résultat
uTl
k

(O T s S, | | PN S DRy [N
AT lLl:iJJ.C ‘1u 1C ICIC Lltavall iJUu.l 1

s Ll TRy

Kpiession ae ¢, on obtient le mé
En conclusipn, la convergence est quadratique et l'ordre de convergence est
R=1+V2




Nous désig

1 1
TEILEUL dusy

(1) contr

(2) con

1
LUE .

Supposons ]]ue (xx) converge vers r la racine de f.
erons par € une tolérance fixée, pour le calcul approché de r et par e, = r - x;

ple du résidu : les itérations s’achévent dés que |f (x;)| < €. Il y a trois cas :

1. Critére d’arrét

IT
/
iy«

iériques

(@) S1ff(xx)j = 1 alors jei| = € e test donne une indication satisfaisante de lerreur;

(b) Si}f’(xx)l << 1 le test n ’est pas bien ;

(€) |f fxx)i >> 1 alors je| >> € et e test et trop restrictif .

trgle de 'incrément : les itérations s’achévent dés que |x;.; — x| < €.
: k+1 k

Programme Matlab de la méthode de Newton

Function [y, k] = newton[xy, €]
Y=Xp;
k=0;
while |(f(n)| = € do
k=k+1;
_ ).
y y f;(y) ’
end.
end




2 Exemplespumeériques

Programme Matlab de 1a méthode de Newton modifiée

;;..\d N
TRl

xR

~ Lo ]

2. Exemples numériques

Soit ¢ =1 O"F,. on considere les fonctions suivantes. :
(1) F(x)F x> —exp(x) - 3x+2

(2) f(x) exp(x2 +7x-30)-1

(1) f(x) x% —exp(x) - 3x+2

f(x) = x* —exp(x)~3x+2 |
%o | k | solu. Newton | solu.Newton modifié
P |1 0.8435 0.2820
2 0.2542 0.2575
3 0.2575 0.2575
4 B.2575 0.2875
5 0.2575 0.2575
B | 1 0.8435 0.2820
2 0.7873 0.2427
3 8.2519 0.2575
4 0.2575 0.2575
5 9.2575 0.2575

(2) f(x)F exp(x®+7x-30)~1




2 Exemp] eJl numériques

x) = exp(x” + 7x - 30)-1
xn | k solu Newton | solu.Newton modifié

325 3.1786 3.1340
2 3.1109 3.0489

3 3.0529 3.0056

4 3.0149 3.0000

5 3.0014 3.0000

6 3.0000 3.0000

/ 7 f 3.0000 / 3.0000
351 1] 34287 | 3.3820
2 3.3567 3.2783

3 3.2844 3.1767

4 3.2124 3.0834

5 3.1424 3.0188

6 3.0787 3.0005

7 3.0299 3.0000

8 3.0052 3.0000

9 3.0002 3.0000

10| 3.0000 5.0000

11 3.0000 3.0000
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