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L,a.

d.e

Pour

x{o)

Ilya.d

Consid,i l'6quation :

nn6t

M€rthode m6thode de Newton*lRaphson dar.ns iR

1. Position du prcblinne

f@)=a, xeJclR.

Si x{o) est

firnction

de Newton est une mdthode de r6solution de l'6cuatiorr
num6riquement /(x)= x.

(1.1 )

f (x) = o, qui permet

de lLa racine r on peut faire un d6veloppemenli cle'lhylor i l'ordre .[ de la
tnlr\"/:

f (x\ =/1xtot1 + (x - 
"(o);1'1a(o)1 

+ O((x * rlo);z;

une valeur approch6e de r, on ne garde que la p;ai:tie U.n6aire clu ddveloppe-
ment, crn

donr: (si );t 0) :

f (r) = 0 x f @\o)'1 + ? - *(o)y' 1y$\1

r*xto)ffi
Glraphi t, cela revient i tracer la tangente i la courbe rellrr6sentative rle / et i cher-
cher ori e l'axe des x. on considdre donc la suite r6currente <l6finie par u:ne valeur

la racine et par la relation :

*(n+L)-r.rr)-f(xo'))
f '1xt"l1

importantsr l'un d'eux prouve que si x(0) er;t "assez pro{:he" rle r alors
la. su.ite ( conver€ie vers r, malheureusement il est difficile cle sarroir en pratirque si on

{1.21

efit "asst:z de x(u) pour que ce th6ordme s'applique. L,e second th6ordme donne



t.Lvta te4[.

(1.2) est

l;p{kt't; -.

al.eu.:r.

Itreruve.

(lomme

il >'0 tel

lin effet,

r,0ur

par

ique liacile i v6rifier qui assure la convergence, ill utilise les prolpri6t6s d,e

la fonclion.

2. Convergence Locale

1. Soient f eCz1la,bl,R) et *, efa,blune solution de l'.t.L) telle que f'(i) soit

^:I ^^,;^r^i: A+-I taa,t o -l^= s "7, sl l- -","r^(".(k)\ )^^""1^^^-J t. L^ttrc u / v Lc. .74c yvwt LvwL ^0 E [4 - ur^ T ul te Juttic 
\* lk€b] 

uw.Lrloc Pwt

difinie et conaerge vers i e fa,bl. En outre, il existe une constante C > A tulle que

Cl/k) -:e12. Nous disons que la mithode de Ntwton-triaphson est au moiins d'ordre

de classe Cz(la,bl,lR) et /'(*) est diff6rent de z:,4:r<t, il. existe 6 > 0,L > 0 et

pour tout x e[*,- 5,i+5],les valeurs de f '(x) sc'nt diffr6rentes de z€ro et

JtracaT, avons pourtout xeLi-5,i+ 5], il existe M>A tel que lf "{x)l<M.
t au besoin une valeur de 5 > 0 plus petite €:n,corr€r nous pouvo:ns choisi:r

ern

l[insi, en

di> 0 qui

cte thyl

11
lf '@l< i' lf "(xll3M'

tilisant la continuiti de f 'au point f,, pour tout c >'0, il existe 6 > 0, tel que

lx- 6,tc+ 6l,lf '(x)- f '(i.)l ( e, alors en notant s( == 1"(i') que nous supposons

strictenrent positif et en prenant € = f , ,,ou, obtenons t = 
f 'r*, =,Y Donc,

ifre # < 1. En prenant r(0) e [*- 6,i+ 6]et en eiffiectuaint un d6veloppement

voisinage du point.x(0), nous obtenons
1

f (x) =/1rtol;+ /,(x{0);1x - a(o); + }y', q(ot1(x - r(ot;z

* 5,i+ li]. Fuis, en 6crivant

Itinsi, en lisant une majoration de lf "l et une minoration de l/'1, rrous avons finalement

lxtr; - *l s {l*$) - *12 
= Xu' = 

u



globale

I{orrs p ensuite par r6currence. Supposons {ue la(e)--il < 5,par un calcul ana-

lnorra arrrvb$! qu AAon* il rrionf!q!rrr, u r rlrri

la(t+r)-d < fft*to, -*12 < A. (2,1)

,$\=Ilw(kt**1,
en utilisant (2.1) que

"(k) <[o&-7)12 .1"(*-2112' . . [,(o)12*
J -t- I -""-t- I

choisi aru pr6alable r(0) tel que ,{o) = ;"(o) * d s t\? .1, nous montro:ns que

e Newton-Raphson est localement convergente.

.1. Obsiervons que cette mdthode donne Ia conrre:rgence locale de la suit,e

la solution i efa,b]. Il faut donc partir d'un poinrt r(0) suffisamment proche

te la connaissance a priori de la solution f,, r:e qui n'est pasi toujours

de voir que sous certaines hypothdses, la suite (t(*l')r** converge rrers Ia so-

luti,on ji bl. N6arrmoins dans la pratique un critdre d'arr€l; rgst nticessaire potr stopper

. Par exr:mple, le critdre d'arr€t peut 6tre la(k+t) - t(r); < e, oi e ), 0 est un petitles it6rat

pa i. Toutefois cela n'assure pas i chaque fois la com'vergence vers la solution i:.

l\insi, ern

nous obt

Or, en

la

R

(*(*i')u.nu

cle ;E, cel

possible.

I{ous

Tr-_.-.cf--:r
$rl i:llgtr,

k-
iri€r'oiii; par exerriple la suite 

"r =L+ iloris avc't:isI-l

Passonr; ntenant i un critdre

*iais xk vers f irifirii. Re*iarquorls qu'un aulre choix ijossiitle est le critgre i/1x{r'))i < c.

limla{k+t) * 
"(t)1 

---+ 0,lorsquek *+ +oc

3. Convergence globale

trds utile en pratique :

D 1. (conrvexit,6)

IJne: / conrtinfiment d€rivable sur un intervaile I ile nR est dite convr:xe si son

-dessus de la tangente en tout point de I.graphe

Il e:cistr: itdre simple permettant de savoir si une fonction de classe C' est convexe

lIn .t. Si f est Cz et f" > 0 sur I alors f est conuexe.



4, Mt6t rle Newton- dans lRn

lln ,2. Si f (Fj = A, f'(il > A et si f " > 0 sur f*.,b1 alors pour t'out r(0) e [f, bf la suit'e

)ln ln w'i* ia l\f nt'rlna*v.r99tvtt

est cld.fitr

(An ntc:n

a!"e | (x"1,

Itreuve.

sante sur

sentatir/e

dlonc l'=
(lonlme

c(JmLrI}e jr

ert ler de

\/arii

Il ercistr:

8:'= *f '

*(n+Ll-*(n\-ry,
f '{xtnt1

nte, minor4e par * et conaerge uers i. De plus

o<x(n) -r=f#
oarde dnrns cettc estimntion nuy prceurs cn rn.lnil annr,orhi. le cal.mtl dp la raleur
Q'

de 0, ua typiquement faire interaenir la dffirenc'e d'e deux termes trtis proches,

d'od per pr€cision sur la mantisse)

a f" 20 donc si f'(*) > 0 alors f' > A sur [X,bj, J' est donc strictement crois*

b] on en ddduit que -f ) 0 sur l*, bl donc *fu+\) S r:("). Cormme la courbe repr6-

/ est au-dessus de la tangente, on a *fu+rl > r (car r'(a+l) est l'abscisse du point

cl tnter oe ra (angenle avec r axe qes x),

[,a suitr: est donc ddcroissante minor6e par i, donc convergente vers une lirnite I 2 f,.

It la lin a

f>0riurji,,bl.
)) est d6croissante, on a bien A < xln) - f,, pour rnontr€:r l'autre in6galit6, on

a,pplique ime des accroissements finis, il existe 0 eli,,,x"ltel que

f 1x("tr - f (i) = (x(") - 4f '(O)

,0r(Jnit

-(n) -+ - f(*("\)- f '(0)

e in6ealit6 du th6ordme en d6coule parce que.f" est croissante.

variantes,parexemplesi/'(f)< 0et f" >0 sur [4,*]. Si f" ( 0,on considire

4. M6thode m6thode de Newton-Raphson ditns IR"

cul diff6rentielIlaprpels



hode de Newton-Ra dans lRu

I in6airps

Shrnnns---rr-- r-r-e I-I est r-tn or-r-vert (non vict-e) <l-e E et cc'nsirl-6ron.s r-!ne fonctic'n ! : f-I "'+ F

.1. On dit que la fonction / est diff6rentiable en ur:r lpoint x € U s'il r:xiste une

deux lFFespaces de Banach E et F. Notons L(E,I') l'espace des applications

tinr-ret rlle F dans F, mr-tni {4la n4rme dq convqrcrf'nce r.rnif4rmq

ll,4ll= suP H- suPllArll, ueL(E,I':)'
o+xeE llull llull<l

o L";appl t(x) d6pend de r, on la note pf {x} ou V/(r), de siorte que (4.1} se r66crit

in6aire continue t(x)e L(E,F) telle que

rrm ll!(x+ht-.IV\-L1rxlhll - u.ratpio llhll

llf (x+h\- f {x\-Vf(x)hll
lim |l/\ / /\ / /\ / ||-lJ.
rptp-o llhll

V/(r:) est appel6e diffdrentielle de / au point x.

(4.r)

\4.2)

o uappli

{ii cte p,l

tiable,

(las

Z. On dit que la fonction / est diff6rentiable sur [/ si elle est diffr6rentiable

t x e tl. Dans ce cas, on appelle diff6rentielle de / la fo:nction :

Yf :U --+ L(E,F), x#Vf (xl. (4.3)

/ est cc,ntinue par rapport i x, on dit alors que l' est contintment diff6ren-

fagon dquivalente que / est de classe Ct 1E,f1

ier:E=jRPetF=1P4.
IJouLt tou fJ, x= (x1,...,xplT et pour tout i €|*1,.,.,P1,l'ensemble

'yi(n)= i; e R; (,r1,.. ,tri-tti*i,...,*o'l'€U'i

age ourrert de xi.

ue / : Ll --1F est diff6rentiable. Alors l'applicatjion partielle :

g; : V;(x) 
- 

F, t r----> f (x + (t * x)e ;) = f th,. . ., xi"-1, 1', xis1, . . ., xp), (4.4)

iable err x; et g'{xil =Yf (xler, c'est en fait la dliliv6e O""t.rtf de / dans la

au poinlr r. Dans la surte, on note cette d€riv€e partiellt, paf i;-\x) tlt

! , u __-> F, *,___- !14, i - L,...,p,
dx; dxi

(4.:r)



thode de Newton-Raphson dans lRn

de V/, rrn a pour tout h = (hr,.. .,holr eFiP

fl

vf (xlh=lfran,
;-1

(4.61

?artielles

Sii urne

clfrfinit'

e:st ]ir.-li

continue

lJne application f z TJ -----> F est continilment dilfdrentiable ssi ses p ddrittdes

nt et sont continues sur U.

ion / :IJ -+ F, de composante (fi,...,/4) .tt dilff(rrerrtiable au point r/ otr

rice jar:obienne au point f comme la matrice de li'app.lication lin6aire V/(r)

e l4q,r(nR).

clans les canon.iques de E et F. Elle est donn6e par:

llui;on 2. [fonr:tion lipschitzienne]Soient E, F deux espaces de Banach, et Soit f : U <=

Ii *-r F' ction dffirentiable sur un ouaert conuexe IJ. On suppose que sa diifitentielle

est t-d-dire il existe k > A tulle que llY f lx)ll < k, pour tout u <= U. Alors la .fonction f
enne, c'est-d-dire quellf (x)- f (y)ll< kllt -!ll, powr tout (x,y) eU xtl

4.3. Unr: fonction / d6finie sur un ouvert (non vide) U d'un lR-,espace de

Ilanach

en r= Ll

\7f :U^

A valerrr dans un lR-espace de Banach F est clite deux fois diffiirentiable

est d:iff6rentiable dans un voisinage ouvert T)', d.e r: et si sa diflr4rentielle

.E,F) est diff6rentiable en x. On dit que / est deu:x llois diff6rentiable dans [/
sri ellle fois diff(lrentiable en tout point de U.

Par d6fi n, ia dilf6rentielle de v/ en x,Yz f (x) = v(V/Xx) est une application lindaire

E dans [.(E,F). De m€me, on d6finit de maniire r6,cursive les espace,s de fonc-

tions diff6rentiables, not6s gr(E,F) et la diff6rentielle cl'ordne p d'une fonction f',
rrotr6e \lP

lfniioni! 3. [D6'ueloppement de Taylor avec reste int€gral]Sctient E, F de:ax espdces

de l\an'n un ouuert de IJ et f t U ---+ F une fonction de' clttsse: Cn*r. Alors pout tou.t

(x,h) e, U tel que le segment lx, x + hl soit inclus dans U , on tt

I

f tx+hl = f (x).i*rr t(x)ript - | 
g#Yn*'f (, + thlhr'*ttdt.

p=r' i



de Newton-Ra

.4. Soient E, F deux espaces de Banach, U un ouuert de U et f : U'---+ F une

fonctiorl is dffire'ntiable en x. Alors

p,lil ,76ti

oi o(llhll"

[,I s,cl

a

a.vol|ts

ensuite

itdrant

con

Sioit f e

-- il

fl 1

llf (x+h)- f (x)-L*.r, f k)ntr\1= o(llftlln),

P=7'

ni.fte au'il existe une -fonction e(h\ telle que e(hl/llhll" **+ tJ lorsque h -+ 0.

S;oiernt U ouvert de lRn et f e C(U,R")- Supposons dans cette partie qu'il existe 7 <:

f (T) == 0. Nous souhaitons mettre au point une nrdthode num6rique pou.r

lbut d'ia , nous choisissons une premidre approximation x10)€ U de * et remplaqons

solution. Pour cela, nous proc6dons de manid:re analogue ti ce que nous

des fonctions i valeurs r6e11es.

ction / par son d6veloppement de Taylor i lbrdre un au point x10t), puis err

1d6 nous obtenons une suite (xilt e iN donn6e ;par

que f (i'\ = 0 et la mattice V/(t) est inuercible. Alo';rst :

5 > 0 tel que pour tout xs e B(i,5\, la suite (x1ry)rew donn1e par est bien d|finie

x(0) = xse U, /(x1ty)+Vf(x111Xx(k+r)-x1t;) == 0, k > 0. (4.7)

k e lN, rrous devons donc r6soudre le probldme (a..7l.Il nous faut dronc :

er la matrice jacobienne A = Y f (x*),

rer que rcette matrice A e M","lR) est bien inversib,le,

le systAme Axg<+tl= -f (xg)+4x11;€ lR,

que l'it6r6 suivant x(t+l) appartient bien i LI pour pouvoir continue les

t10ns sltrlvantes.

[,orsque 1, nouri avons facilement montrd que la m6tho,d.e de Newton-Ralphson est

et l'ordre deux. Nous allons voir que ce r6sultat est toujours vrai en d.imension

?,t'? 1.

lln .5. [Convergence local de la mdthode ile Newton-Raphsion dans R" ] Consiil|rons

J- :II c R' une fonction deux fois dffirentiable et dont la rliJfirentielle d'ordre deux est

contifiue, i-dire que f est de classe C2$J,fr<n\.

ctt e B(i,51, pour tout k eb{ ;



r'€sultat it6 de la fonction / au voisinage de point 7' c U tel que "f(?) '= 0 et en-

firr le lem:me assure l'existence d'une solution i c.haclue 6tape de l'algorithme

clt: phsorr. D'abord, proposons un rappel sur les mafi:ices et les normes matri-

cielles.

-- la

.- il
Ici I?(i,6

l\l'ant rl'
pr euricr

Lrl"rvri

Hr.tricie

ID*,at.rra,

sfrie pr

Iin,outre

puisque

JDrorlc (I,

I.,srulde

.f{,t') =' o

-t:1. ,
)a

de Newton-

x1r;)teu donnie par (4-71 convetge uers Ia solution'7' 'e U' ;

'!4qe ry1lsta4te C > Q tr'lle ar( lltn.;,.- fl! < Cllrlr -- !ll2
i.sente ,la baule de lF.'t de centre x et ile ratlon 6.

r la preuve de ce th6ordme, pr6sentons trois lernrrres inter"m6diaires : l,e
i t l. r I I | 

' 
'l

u$rtpticil:rerri urr rcsuiiai leciurrque bur lcs trt4trlutJb, re qEuxrelllg luulrlll ul'l

Soit B e M",n(K) une matrice dans un corpsK telle ,qarc llBll < 1, pouf ilne noffne

bsrd.sn*ie !1.!1, -41c.'s ls mstrice (I" - B) est in'-'ersibtt.e eil

(rn-B)-1 = tr*, ll(I,-B)-1ll< -hai&>0

t^rdrtr'to *^',1 l'^LnnA n,,o l^ rnnrlitinn !l trll 11 ::-::'ttrp ll ror,rre-"r','nre r{p !riiitiiuuiiij iuiii u, duuiu llil i; Luii(;iii{jii iitii - i !'u!'ur'-

+m +oo

rr \- ' r
u LBrll < )-llBll'< +oo'

k=0 k=0

toutp)1,ona
pp

(In--B\ttn = f{r, -BBk - In-EiP+l

k=0 k=0

< 1, nous obtenons en passant i la limite p --t +'co

(I"-B)\Bk=1,,.
k>0

-t = Lu*. Enfin,
ft>il

'f,I-tllfi--Bf-tll= ll ) B'(ll< ) llBllr ( -:--'-;;.:: \-.-' td " /-" I"- llrtllkgeql &>0

lEnsuit,e, tons enr 6vidence un r6sultat de r6gularit6 de l;r foncl.ion / au voiisinage du

point i; v6rifiant /(f)= 0.

Soient f , U c IRtt--+ Rn une fonction de class;e C2(LI,R'\ et:7 eU tel que

f (71 est inaersible. Alors il existe L > 0,M > 0 et un paffaffiAfte 6 > A ftrifiant
-- .- t.. 1 F-, \,, - r,rr rl

a'tcnoltrtnutreRl-r,5) l![V,r(y)]-tll< ictrlcntuslltVftlx)-V/(1,)!l 
::l/ll'-yll



rle Newton-Ra

sque / <i C2(Il,R"), pour tout x e U le terme lp2l (r)ll esit born6 sur tout sous-

Apf I p+ ri'enriclpfh6nrirnpA) 'r'antr !!n r3r-ton r'>0fiv6.ileniste.l4{r) > l}'J! L: L: ; ;i';-yJ i! .ii;L';!;ii! Z.;2 f!-;: nii i+i ti- . ' -'- \' / -

tel. que toutx,lr eB(7,rleU,

llv/(x) * v/(y)ll < M?\llx - Yll.

bien que r frx6 et quelconque; il reste donc i m.ontrer qu'il existe 6 > 0 et

pour tout x € B(V,5), la matrice V/{r) est inversibl: et vr6rifie

llvrt-r-lll . 1
nt)\.., tr-L

Pour ce'la s ecrltrrons

LJtrVr3rSl

Itreuve.

ensemtrl

L>0tels

hl --.- - -l.trrrtD L

rl,4nnon

lBn{in, le

::r'.6thcde

f (x) = !'/{r) - v f (x)+ v/ (x) = v f (i}ll,- [v/ (t )]-' (v/ ( f ) - v/ (x))l

B = [v/(r)]-t(vf (x)-vf {x)\.

Ce rlui s'

vf{xl=V/(r)[I"-B].

r\insi, ue V/(t) est inversible, la matrice V/{r) est inversible d6s que [In - 8] est elle

.iLI- F.. "'.o 'l'^-*l;^"-- !o !err.rnre 4-! i! nryrq errffit de an44*r41 crr'i! e:riqte;iui€. ;lii Yiic ij' nPiiiiiiu-i is i;iiiiiic i.i, ii iiuur uv,$.rr

ii6 )'0 te

avons

pour tout x e B(7,6s|., nous avons llBll < 1. Or d'aprd,s ce qui pr6,cdde nous

!l Bl! < Mv f (f)l-l llllv/(') - v/(,i)l! < lllv/(f )l-1 tt na trltllx - *!!

etenp t 5o > {} suffisamment petit tel que M(r)ll[V/(7)]-1ll,to ( 1, nous avons pour

tout f, € ;SoLllBl ( L, ce qui signifie que pour tout x eliliz,,os,|, la matrice Vl'{x) est

lltv/tx)l-lll s lltv/(r)l-rllll(r, * B)ll,< [v/(t)]-r, -imii =, i
-- {:---r -------L rt rrt..\ -L ( -'ln q I +=1.=..- lV!)t' -' 1 .-.- ---: --'--r--+ !--rs r-rii6,i€fui€n{ /vi :- rvi(li et d'ejLtrrigi r€i q.." --r-'\ rlLt qur Lurr|lrur r.r

L

isiime liemme assure l'existence de la suite ("fk))t.w obtenue d l'aide de la

NTer,vfnn-R anhcon---'r------'



rile Newton dans lR' 11

Lnuur 4 Soient V\t un ouaert ileR" et f : W p+ IR' une fonction telle que f e Cr (Vt,R"),V/(*)
o,el intove

et pour k

al6.:ftni esl

et

['ui$, err

nnrn fnttf y c IN of il oyicto I : fl af trzf ': O nirifinut

1

lllv/(r)l-lll < ;, llv/(") -v f (y)ll < Mlllx: - yll,,
lr

, xqp-l\ e W. Alors le terme xg1 donn| par Ia mithode dt. Newton-Raphson est bien

(4.8)

e

ll'trr -x1i-ryll< f lt/t"6-,1ltt,

ll/(x1r1 )ll < Mllxs,t- x1r-ryll2.

.\ff .- .,,* lllY7((-lL 1\ r +/-.. .\\ W{l*tL.

.lflt : uuy \il f J \4\'! a/ | ,\att() &\K-t)ll rJr \41^.
t€10.1[

< sup (Mtllxlry- x1r_ryll)llxlty - x1r_r;rll,
relo,tI

(r1ry)ll :S llxlry - x1r*ryll2.

dor6n,avant en mesure de d€montrer le th6ordmr: ,[.5.

{4.e)

(4.10)

Itreuve. part, puisque ,c(k-l) C W,la matrice jacobien.nLe V/'(x6-rt) est i:nversible,

il.t'uD y( tD LUrtDtr. ullc

x&) = x &-1) - [V/ (x1*-r 
; )]-1 / (x1r-r 

I )1,

uisons, grice i l'hypothdse (4.8), que

llxr,rl - x1r-r1ll = ll[V/(r1*-ry)J-'f (x1r-1))ll s Cl]ll (x1r-ry)ll.

i l'aidr: de la formule de Taylor-Young avec reste in.t6g;ral, nous avons aussi

-1

/(x1r1 )'= /(x1p-r y) * l' V I 1*(e-r I + t (xg1 -x1r,-ry))llriry'. :rge-t)dt.
Jo

sant la rn6thode de Newton-Raphson i l'6tape k -'1,

f (x6-t)+V f (x(k - 1))(r1n1 - r1r-r;) = (),

gr
tr)) = 

Jo 
lv/(x(k - 1)+ tlxsl- x1x-rt))- V/{x(k - .t))l(x11y - x1t -s)dt.

f)'oii,

ll4(t- r ) ll

ll



de Newton

Itreuve.
$ r Pzlf f

J gV \U

rnatrice ) est in.rrersible et

lJe Plull,
I)ans rrn

pou.r
I ':-- .c: - ,:I trrllll.t,,

llurs,

et clonr:

;i1r+r1€

t'.2

bord, en appliquant le lemme 4.2, puisque la matrice 'Vl(I) est inversible et

\ iI^*'in+^f :A l,^+5:fi"i*iti^-*M5 a1 tr'!r: :1:t.'r:n:l-+^rt+a rllll?-f'\'1 1
i, ii ijriiSiu L ) V, iil Ul u, ii tuiiiiqiia 

L 
\ i, lurcr r{!r! f,vur tvul 4 v u\e1v)1 rtB

Sioit x61 € ,5). Mo:rtrons que si le terme x114 e 8(7,6) pour ii > 0, itlors nous a\/ons aussii

:(r+r; €

Iinsuittt

5). Tout d'abord en appliquant le lemme 4.3,Ia valeur r1r+ry est bien d6finii.

ide d'un d6veloppement de Taylor-Young i l'ordre deux de la fonction / ert

en Ia t que /(:r) = 0, il vient

ll/(xrrl)+ V/(x1plXx - r(ft))ll 3 vllx- rlnll;'

l\utisl, r3n
.llrlsant l?l Ct'ennlllon Oe X(k+l), nOUS aVOnS

-1
lllv/(x)l-'ll= i.

r tout x,y ee B1x,oj, iivl(xt - Vi Ulii s lvi"iix - yii.

ternps, nous souhaitons d6montrer gue chaqrre terme rc1t1 est bien d6fini

e lN et ensuite que la suite (/(x1rl))r>o tend verrs z€ro lorsque ft tend vers

-^l - - 
.---- --:^^---- ^c€ia, rrii-ris raisoi-iiions Pai reciifieiice .

llV/(r1ey)(xi,t+r) - t)ll < Mllt(ty - xiryll''

llx11+r) - xll = llV/(x1ry)-tV/(x1ryXx1t+ry * i:)[l

< llV/(xrrl)-1 illlV/(rlrrXxrt+rr - t)ll

s fnx6y - *s1ll'. (4.11 )

d6finition de i, nous avons llxlr+r) - tll < $ ,r5, ce qui montrer bien que

) et dorrc le prernier point du tl'r€orime 4.5.

nous avons par la m€me occasion ddmontrr6 l'existenc,e d'une constante C ,=

que lfxlr:+r)-*ll S Clltt*l -*gryllz,ce qui prouve lalCerrni.dre asserrtion du th6o-

nous alors au deuxiime point, c'est-i-dire i la cornrergence de la suite (x1ry)r>0.

tkt Mllxlpl-xll ., . .. ,1_,,- -,-.,-,-1. M

'\k|2=ff,ilvientalorsenmultipliant(4.11)patT,

,{k+l) < [e(r)1: <[e&-\1zz



rle Newton- dans lRn

Or,,en

que la m de Nfewton-Raphson est bien localement coffr€:rgente.

) = x - Lt J fu)-' f {x) 1'op6rateur de Newton.

.6- an suppose que f est de classe C2. Soientt r e1] tel q,ys f (r) = 0, Dl'(r) est

choisi a'u pr,6alable r1o1 tel que exp(') - 
Mllrtot-ill 

,, 19 ( 1, nLous:montronsL1"

l{otrons

T'rrfcni

Si ZAtIr

L)e plu:;

P'reu'ye.

la fc,r'rnrn

in'uersible > 0 tel que E(r,c) c (J on pose M = sup (llD/(r1-rO2 11x1111.
llr-rll<c

pour tout xs e E(r,c),la suite de Newton (xt*r) e:st d1finie et conaerge vers r.

1-| ^k <

ll"r - rll < (i)''-'llxo - rll

supposer que D/(x) est inversible pour tout x {sl rqu€r llr * rll< c. On applique
Taylor i la fonction D _f 

(r\-1D.f (xl, on obtient :

pl
l = i d r+ 

J o 
D f (r)-r D2 f (r + t (x - r)\(x - r) d t. d' autte part lll -D J- Ql-1 D/ (x)l l :l

)'f{r+t(x*r))llll(r -r}lldt < cM s ] lp,rirque 2cMi< 1) On remarque que

) est inversibte de plus llD/(r ftnf &ntS Z.Deplus :

o == l)r/(r)

cionr;

(r)=Dl'U)-111x7+n1ft)-tnJ'g)(r-r)*[o' g-t)Df tl,r)-'n2f @+r(x- r)){x-r)zdt.

.7r
f 6)- r n f Q) 

Jo 
(t - tlD f (r\- 1 Dt f (* + t(r - x\)(r - x)tt dt

.11
llDf (x)-'Df \rlll"Jo (t -t)llDf (rl''D'f {r+t(r-x))llll{r -x12l1at <Mllr -xllz.

Ai'J (*)t -.r
pat suite :

llilrr1{r;)-

Ta-... -.:1r '4I I(;
1,

oii iiriJiive qrie ;1 e E{i,c) ei ii;1 - rii S i;12.-t ii;:6 - rii

4,1. de corrvergence.

Dtfpr .4. On tlit oue (x-\-.rr corv€re€ vers t, avec un ordre r > I s'il 3k" tel aue

vk > lko

r. lxr+t - rl
.ltm 1;-f -p<+oo
,c--r+oo l,Lrr*tl.

Ltf (r\-1D

l"'ll''/('
JO
Ltf(rl*tD



Newton-Raphson Modifide

et p < | =eg6nvsrgence lin6aire.

uu P = i ei p - 0 ::::a convergence suPer iindaire.

et P < cKr ::=)convergence quadratique.

4.1.

r4

{ 1.) ;n

r?.j ;a

(3) ,n

|i'orttrre de

lPreuve.

pennent

en r.rtilii

irk+r =,9(
avec { el

rl'ou er.r

lla cons

,Rerrnarg

t:l) f
t:,2) ,i!
tlii) la

It,.. -Alim;r-#=C<+oo
Jc++oo lfk - fl'

igale a 2.

pose g(xl,) = xk+L - xk j#et comme |'lxil= 0 .On introduit urr d(lvelop-" f 't*il
ylor atr voisinage de r de la fonction g, dbrdre 2.

ek = xk -'r ----) 0. 2 ?.

= g(er + r) - g(r)+ ekg'|r,il+\S"Gl = r +7g"{8"1.

.hne 1l*
ic-r{.oo e

,8" (El 
,t-z-t'

o"(F\
d'erreur et c = 16 \v 

' I la convereence est auadratioue : c-i-d 6sale ir 2.
2

Pour assurer la convergence :

);t U pour tout K.

e doit cldmarrer au voisinage de r.

5. Mdthorie rie Newton-Raphson Modifriie

on analytique : Soit r la racine de / et .rs une estirnation initiale cle r et soit

posons ,que f e C2 au voisinage de r. Le d6veloppernerrt de Taylor ,i l'ordre l"

f (r) =,f (ro)+ f '@dt-xo)+ lf "{il{, - xo)z, ,t, elr (5.1)

(r)= 0 et xi - xs, alors le d6veloppement de Taylor: clonne :

+ rf=lr.,xyl.

t +'t - r == 1s"tE\t-



I

I

X1

Pouf'ta

Si (r-r

. la 

forr

n - tt-. t, crtl t.. r .,*\\/- ^. r, 1 crtt(\t., .. t2i u - I \,l,0t -r., \t\40 -r ,r0rr\, - *01r lJ \e /\, - r0, .

i

buffisamment petit : (r - xslz << (r - x6) :

ro =;1:ro; * f'(it o+x|))(r-ro)-r r = xo- -.i."'i 
- = *r.- f'g1xo+xi))

( *i= *o

{ xr = tn- -I\xo)( f '(*ko +'i))
it€ration xs ,le dr6veloppement de Taylor donne :

11
f (rl= 

"f 
(xi+ f 'lrln+ri))(r-xr)+ ,f "lAV-xr)2, { elr,xfi

, n - f l--\- {ttl (*" r-*\\/o*v. lr L ,"rrYo-n-\2'J '2r"r ' "1 /r\' *tt' 
2J \''l\' 't,

puffisamrnent petite : Q - x7l2 << (r - xr ) donne

1

i0 = /(:r1l + f'(i$t+ xl))(r*x1) =+ r = xr -
db rl d'aprds la derniire it,6ration

Newton'Ra Modifi6e

4=\-

f (xi
f '(l\n + ri ))

/tr 4r\
\.''4,

(s.3)

(s.4)

(s.5)

11 A\

-x2 (s.7)

(s.8)

lJ.7tt

f (n)
f 'li\o+xi))

I xi=*,- -ilxt)
| ' f 'li@o+xi))
I r,= *,- -f(xt\
t - f'(ikt+ri))

lg proced6 on obtient la formule de r6currence Vk > 1.

(fky)
I 
tl = *r- T, rLD

I - f@*)"-
I 

x*+t - xY 
Wr..l,r)

Soit x6 une estimation initiale de la racine r.



On

l'a)

Newton-Ra

i ftx)

ffi ftrt b evelgscd s r1 rd 11

ffi ft*t X cverrnC $ xi {*r1} esd u } 1t n+r;}

Frcune 1. Illustration de la m6thode de Newton modifi,ie.

{a valerrr de t1 : f,1 €st t'intersection de la tangente au point {xs,/(r6)) avec

. fette tangente a pour 6quation
1

y = f' (i@a+ ri))(r - xo) + f @d.

;0 on obtient
1

O = /'(;(xo + x[))(r *ro)+ f {xol. ==* rr - rs -

(s.10)

(s.il)

(s.12)

i= ro

ta valeur de x2: x2 est l'intersection de la tangente au point (x1,/(xx)) avec

( *6='o

t *,=*-t'-'fir:it"

Qette ta:ngente a pour 6quation

y = l' (ltx1 + ri))(r-rr) + I \xi.

f (xol

f '(*(xo+ ri))

(5.13)



Newto:n-R

= 0 on obtient

g = f '(x)(r - x)+ f (x1). a xg2- x1- --4*r) -|'$(xt + xl ))

va =xt - f(xil4r _.tr1_nfio+x;D

{-.-. f(xr)
J ^' = *'- 7?+(il';t
I "'= *,- 

'f(xr) ""
t - f'(ikt+ri))

, on obtient: pour k ) 1

{ *i = ,o- ---J-@il--
I i'\1txr-t + xi_1't't

| " 
f(x*l

[ '*t - ^k- 7lJ'.,,rJ.il)
. Un derhnrt ia surte cie Newton mocirhee : pour /c ) I

{ *i = *r - --. -[J*il---
J ' 

f'(i@*-'+x[-1))
| "* 

i@i
( *' - rLk- 

7trkrJ.il)

f *" - -. i&*)I x:.=xt-- : "

I " " f'G@r-'+x[-1))
| ^. t 1x*)

f 
xr+t-x1, ffi,

(s.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17\

Tn6orihvr:e

ver,, r

Preuve.

Si f : ln,bl -, R' de classe C2 alors Ia suite (xil de newton modifiQe conaerge

(s.18)

lJn rerna qe la dririv6e est trds compliqu6e et pour cela on a aprproch6e la d6riv6e
par laL lftrrr:n

i,eil_fQd-f&,-t)(x*- xt -)



J Modifi6e

On sru dans le systdme on obtient

et conune

[ *i = *n - lY!)Hkrq + *Lr,*r-z* *i-zt)

I I(i@x4+xi_))-fGkr_z+xi_)
J

i ,, < : y. _ f (xrlilr(xr t xi ntc-t .r;*, ))xk+r = *u- !.\x.titzixt i xi ti/.-t xi-r,,
t{i{xx +x[)) -f Gkxq +x[_1))

On d6vel

pou:r jL =,0

Frour l? =, 1

ptg,yy J4:=' I

€p*retX.*=ei+r.

/ au voisinage de r :

= f (ex+ r) - f (r)- e*f '(r)*tlf ,,G) 
= erf ,tl*4f ,,@. { elxp,rli,

(f (r) =,0 p r est une racine de f).

3f '?)-4f "G)
f '(r) + *ttu-t + ei_r - ek-z- dr_;V,,tel

!*f '(r)-*f "G)
f '(r) + ik* + ei- ,r,_r - 4_rlt"tA

! 4 = ae1,ei-1

[ ,t*t = ae&i

(s.1e)
Et,r =et-

Cela irnrplJ que

0n nrlgllig,e ues te:rmes, on obtient.

lt^ ^ , -+

e1= ZY.\-le r: ei-rer- er-ze*- ei-fif "(il)
zI'{r) + }(e*_t + ei_r _ ek_z _ ei_r)f ,,(E)

€,.., _ tkirn - |-rrk- rk-rtk- t\)f"(q,,ck+r -;7if,rif.F, ^. ^ * ..,,,rir2f '(rl + )k* + ei- A_r * ,LJf ,'(€)

"(11

'(r)'

- eg.

- ee&

= za3 eX

ei = Zuzet

e\= Zasetr



on

2,li,1.2,
ilr, 5

--::-iln, 7

est pilus

\,rr[ rl;Pr

En crm

Newto:n*Ra Modifi6e

pfrissance de e6 dans l'expression de e, et on exprime la suite suivante :

..iO" p"tu iln, = 2,ttn, = S,ttn, = 12,...

lmdme chose pour les autre termes c-i-d, ? nnremaroue que le r6sultat
unt

deR= t+t17..

irr€nie travail poiir l'expression ,Je e) oii obtiei'rt Le ni€ine r€s-,iltat,
la convergence est quadratique et lbrdre de convergence est

R=1+lE

t



!.. Critire d'a_tit-

(4) converge vers r la racine de /.
Nous par e une toldrance fix6e, pour le calcul approch6 de r et par ek = r - xk
ItI CrlguI

(1) S du r6sidu : les it6rations s'achivent dds que l/(*p)l< e. Il y a trois cas :

f (x11i = I aiors ie*i = , ie test donne une in<iicatron satrsfaisante de itrrreur;

l'(xr)l<< I le test n'est pas bien;

xp)i>> i" aiors ieti>> e et ie test et trop restrictif .

q de l'incr6ment: les it6rations s'achdvent dds que l.x1*1-rrl< e.

Programme Matlab de la m6thode de Newton

(a)

(b)

(.)

while l{f (n)l> e do
k=k+).;
y=y-#,



Soit ri =, 1

(1) /(

(2) f
(1) jr(

)

I

Programme Matlab de la m6thode de Newtorr mo,rlifi6e

E."-^*:^- l- l.l - -^',.+^--^J1", ^l II llrrLirult LLt tu I ' rrt- vv L\.rlutrl.rrrlrltl, c I I

z= xo],

!=xoj
k=0;

'rrl'ilo l/ f/zI\l ) a rln

k=k+L;
f Q*l

lte = zk-
f '((Lbxq + tr-i ))

zk+l

- (lo-\
) \aK, ,

end.
end

2. Exemples num€riques

, on considdre les fonctions suivantes. :

x2 -exp(x) -3x+2

exp(rz +7x- 30)- I

x2 -exp(xl-3x+2

f(x\= xl-3x+2

1
.,

3

4
3

0.8
0.2542
0.2575
0.2575
0.2575

0.2820
a.2575
0.2575
0.2575
0.2575

0.2427
0.2575
a.2575
0.257s

exp(x2 +7x-30)- 1

solu.Newton

1 | 0.8435
2 | 0.7873
3 | 0.251.9
4 | 0.2575
s | 4.257s

\21 j



({) = exp(xZ + ii 1014
.25 1

2

3
4
5
6
7
I
2

3
4
5
6
7
8
9

i0
11

3.17
3.1109
3.0529
3.0149
3.0014
3.0000
3.0000

3.1340
3.0489
3.0056
3.0000
3.0000
3.0000
3.0000
3.3820
3.2783
3.1767
3.0834
3.0188
3.0utJ5
3.0000
3.0000
3.0000
J.UUUU

3.0000

3.4287
3.3567
3.2844
3.2124
3.1424
3.U'./87
3.0299
3.0052
3.0002
3.0000
3.0000
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