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Afin d’estimer et tester le taux de panne d’un systéme, qui est le but du

itre 3 de cette mémoire, on suppose que le nombre des instants successifs

h défaillance suit une loi de Poisson. Plus précisement on suppose que

istants successifs de défaillance d’un matériel (systéme) de taux de dé-

nce A(t) se modélisent par un processus de Poisson (de paramétre A(t)).

taux

Pour

el

T

lorp pour estimer le taux de défaillance du systéme et tester I'hypothése « le

de panne est constant », il suffit d’estimer le paramétre du processus de

Poisgon obtenu par cette modélisation, et tester I’homogénéité de ce dernier.

arriver au ce but, on a besoin de notions de base sur la fiabilité et
ues propriétés importantes de processus de Poisson qu’on va les présen-

les deux premiers chapitres.




INTRODUCTION

La fiabilité est un concept qui intéresse de nombreux domaines de 1’ac-
tivif¢é humaine : économique, scientifique, technique et industriel,... Elle est
étroftement liée a des notions de sécurité de fonctionnement, de qualité, d’ef-
ficagité ou de performance. L’étude de fiabilité est nécessaire & différents
niveaux de la vie du systéme (ou équipement) : au niveaux de la concep-
tionfou de la fabrication, afin de pouvoir élever le degré de fiabilité selon les
norrpes spécifiées; au niveau de I’exploitation, afin d’estimer les incidences

u support logistique sur ses conditions d’utilisation ; au niveau des services

d

de rpaintenance, dans le but de prévoir les dates de prophylaxie et d’arréts
préventifs ; au niveau des gestionnaires des piéces de recharge, afin d’estimer
le vqlume des stocks de sécurité et assurer par 13 méme la disponibilité de la
piéce, en évitant les stocks morts etc. ...

Dong la théorie de la fiabilité a développé I’étude des méthodes probabilistes
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et gtatistiques permettant d’améliorer les prévisions de panne ou le controle
le qualité nécessaire a la sortie d’une chaine de production.

Plup les caractéristiques d’un produit ou d’un systéme, ne sont appréhendées
tot [dans son cycle de vie, moins les risques financiers ou reliés & la stireté
installations dus a la non réalisation des performances attendues sont

élevgs. Dans un contexte d’exigences de systémes de plus en plus fiables et

et de durées de garanties croissantes, il est impératif de vérifier le plus

tot possible que les performances des systémes sont conformes au cahier des
ges.

,’idEal, pour identifier la fiabilité du produit ou systéme avant méme sa fa-

tion en série, est de procéder de facon classique & des séries d’essais sur

prototypes quand ils existent. Le probléme est I'investissement en temps

et eII quantité de matériel important demandé car les matériels étant de plus

us fiables, 'observation de défaillances est de moins en moins probable.

ndustriels ne peuvent plus se permettre de tels cotits financiers. A 'ex-

e, certains systémes se fabriquent & 1'unité, ce qui rend les politiques
o) )

ai difficiles.

I, cette problématique a été la source, pour la communauté scientifique,
pmbreuses voies de recherche. Celles-ci sont basées principalement sur la
lisation stochastique des apparitions des défaillances au cours du temps

et sur Pestimation statistique des parameétres des modéles & partir des résul-

’essai.
e objectif, dans ce mémoire, est d’estimer le taux de défaillance d’un Sys-
et donc sa fiabilité (car ses deux caractéristiques sont liées) en utilisant

bdélisation par un processus de Poisson. Plus précisément on suppose
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quelles instants successifs de défaillance d’un matériel (systéme) de taux de
défdillance A(¢) se modélisent par un processus de Poisson (de paramétre
(¢)). Puis on utilise des méthodes probabilistes et statistiques pour obtenir
une|bonne estimation du taux de défaillance. Enfin pour tester I’hypotheése

4 le|taux de panne d’un systéme est constant » il suffit de tester I’homogé-

n‘éite du processus de Poisson obtenu par cette modélisation.
e thémoire est composé de trois chapitres :

hapitre 1 « Notions générales sur la fiabilité » : on présente en bref les

noptigns de base sur la théorie de la fiabilité.
Chapitre 2 « processus de Poisson » : on présente la construction et les pro-
priétgs importantes de processus de Poisson.
Chapitre 3 « processus de Poisson et fiabilité » qui est le font de ce travail,
dans|ce chapitre on va utiliser la modélisation par processus de Poisson pour

estimer et tester le taux de panne d’un systéme.




CHAPITRE

NOTIONS GENERALES SUR. LA
FIABILITE

Dans ce chapitre, on donne les notions de base de la fiabilité et les dé-
finitipns de ses caractéristiques qu'on utilisera par la suite, et on rappelle
brievement quelques résultats sur les systémes en série et les systémes en

parafléle.

1.1 Définitions

Lp fiabilité est l’aptitude d’un systéme a accomplir une fonction (ou mis-
sion)|donnée durant une période déterminée dans des conditions spécifiées

sxplloitation.
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1.1.1  Durée de vie d’un systéme

Le terme de systéme au sens large, il peut n’avoir qu’un composant. Ce

systeme est mis en marche a la date ¢ = 0 et il s’agit d’evaluer la date de
retiére défaillance que nous noterons, dans la suite, ”7”. C’est une variable
aléafoire positive de fonction de répartition F.

a Yariable 1" est appelée la durée de vie (life time) du systéme (le temps de

éfafllance du systéme), et on a :

F(t) =P(T < t)

1{2  Fiabilité d’un systéme

ot

a fiabilité (reliability) d'un systéme est notée ” R”. C’est la probabilité

14 durée de vie de bon fonctionnement du systeme.
Bit) = B(T=1)
= 1-F(t)

I'Iarque 1. La fonction de fiabilité R est une fonction décroissante conti-

droite en tout point de R, . De plus on a :

lim R{z)=0.

T—rc0

.B  Durée de survie

Lprsqu’un systéme a bien fonctionné jusqu’a la date t, le temps d’attente
la|panne est appelée la durée de survie du systéme au temps ¢ (ou encors

réd de vie résiduelle). La durée de survie représente la variable aléatoire
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t conditionnée par ’événement 7" > ¢, nous la notons ”7T;”.

dlistribution de 7; est donnée par :

P(Ti>z) = P(T—t>z/T >t)
R(t + z)
T R(t)

pour z > 0.

(C’egt & partir de cette notion que nous allons introduire les principales autres

cargctéristiques de fiabilité. Commengons par examiner le comportement de

nction de répartition de T; lorsque la variable tend vers zéro.
R(t) - R(t +z)
P < =
s R({)
_f@
== xR(t) + 0(z).

(C’edt une fonction de x, presque linéaire, dont le coéfficient proportionnalité

/()
R(t)

1.1}4 Taux de défaillance

t
Le coéfficient & est appelé taux de défaillance (ou hasard rate) et on

R(t)

le n¢te h ou h(t), il est donc défini par :

R(t) — R(t + z)

M= TR
= —[logR(t)]'.

L¢ terme "taux de défaillance" sous-entend une grandeur permettant de
mesfirer la vitesse d’apparition des pannes. Il est possible, en effet, d’inter-
étpr h(t) comme le pourcentage moyen de panne par unité de temps, qui

appgraissent a la date ¢. Ceci apparait clairement & I'occasion d'un test de
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Le 1

randg
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pmi}uction. A la date t = 0, un groupe de N éléments indépendants et iden-

es sont mis en fonctionnement. Ces éléments tombent en panne, les uns

aprgs les autre. la date ¢, un controle est effectué pour constater les dégats.

ste V; élément en bon état. La loi de N(t) est binomiale (N essais avec

probabilité E(t) de réussite de chaque essai),

N!

P(N(t) = K) = (N—K)K!

(R())*(1 - R@)NF.
ombre moyen d’éléments en fonctionnement & la date ¢ est donc :

E(N(t)) = NR(1).

hux de défaillance d’un élément peut donc étre traduit en termes d’espé-
es
. N.R(t)— N.R(t+ x)
By = I
& = B . N.R(?)
o EOV@) ~E(N( + 7))
b le rapport entre le nombre moyen de pannes par unité de temps et le

ompre moyen d’élément en bon fonctionnement. Il traduit une vitesse de
dégrpdation.
La rotion de "taux de défaillance"est, pour le fiabiliste, une caractéristique

imgpI:camte. Sa connaissance suffit & déterminer la fiabilité grace 4 la relation

te :

R(t) = exp (— /0 t h(u)du) .

La grimitive H de h s’annulant en 0 est appelée la fonction de risque (ou

asafd fonction). Elle est donc définie par :

H(t) = log (%) .

10
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Daxs les applications concreétes, il est trés fréquent de supposer le taux de
défdillance constant. Il faut dire que les calculs s’en trouvent grandement
simplifiés. Dans ce cas, la fonction H est linéaire et la distribution est expo-

entielle.

-

Prgposition 1. La seule distribution de durée de vie vérifiant R(0) =1, et
dong le tauz de défaillance est constant, égale & a, est la loi exponentielle de
parametre a, avec :

Flz)=1-¢e.

Démonstration. Supposons que la durée de vie 7" a une densité de la forme :
fx) = ae™*

La flabilité s’écrit alors :

R(t) = exp(—at)

Le taux de défaillance est donc :

W) = —[log(R(t)))
ft)

R(t)

= a.

Réciproquement, suppposons que h(t) est constant et vaut a. Alors :

R(t) = exp (— /0 th(a:)dx)
— eap (_ /0 a.dw),

11
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c’est

1.1

"te:L

notgns "m” :

ce qui implique que :

-3-dire :

F(t) =1 - exp(—at).

Don la loi est exponentielle.

5 Temps moyens

R(t) = exp(—at),

MTTF
E(T).

espérence de la durée de vie T joue un grand réle en fiabilité; c’est le

ps moyen de panne" ou M.T.T.F. (mean time to failure). Nous le

une mesure importante de la qualité d’un systéme. Pour la calculer, il

référable d’utiliser la formule d’intégration suivante :

E(T)

€s

sid

-

noté

j{ (1 - F(u))du

J

[ Reuydu.

0

érence de survie a la date ¢ est appelée" durée moyenne de vie ré-

lle de panne" (M.R.T.F. Mean Residual Time to Failure). Elle est

mit)”.

12
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C
.

qu

Q@

Of

Proposition 2. La formule de la durée de vie résiduelle est donnée par :

] 400

mft) = RO J, R(u)du.

116 Fonction de structure

(Jonsidérons maintenant un systéme de n élément (composants), en sup-

II)OSIt que tous les composants sont indépendants. On précise qu’un com-

t ne posséde que deux états; il fonctionne ot il est en panne. Si X; est

ol

I’éta} du composant 7, on pose :

- -éme

De 1, sile ™ composant fonctionne
Ay == .
‘ 0, sile i*™ composant est en panne.

ettp dichotomie est valable aussi pour le systéme :

B(z) = 1, si le systéme fonctionne
~ ] 0, silesystéme est en panne.

1 fonetion @ est appelée la fonction de sructure du systéme. Alors, on déduit

1e |p fiabilité du systéme peut s’écrire :

R = Foz)=1)
= E(®(z)).

13
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1.2 Systéme en série

1

Un systéme en série est un systéme composé de n compossants disposés

1 néIirement. Ce systéme tombe en panne si au moins un composant est en
panfe.
La fpnction de struture du systéme est donnée par :
® = min XZ
1<i<n
n
== HXM
i=1
ol X1, Xa, ..., Xy, sont les états respectifs des composants 1,2, ..., n.
Le tpmps de panne (la durée de vie) du systéme est donnée par :
T = min T;,
1<i<n
ol 7f est le temps de panne du composant 4,7 = 1,2, ..., n.
La fipbilité R est le produit des fiabilités :

01

pt

R@) =[] Rit)

i=1
1 R;(t) est la fiabilité du composant 4,5 = 1,2, ..., n.
n effet, on a :
R(t) = P(T >1t)
= P(llélilgnnﬂ >t)
n
= [P >0,
i=1
isque on a supposée que les composants sont indépendants.
mnd,

R(t) = [ ] &i(t)

14
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1.

£i8

Systéme en paralléle

Un systéme en paralléle est composé de n éléments (composants) disposés
en farallele, tels que le systéme tombe en panne, si seulement si tous les

composants sont en panne.

La fenction de structure du systéme est donnée par :

®(zr) = max X;

1<i<n

] = ﬁ(l ~X).
i=1

Le tgmps de panne du systéme est donné par :

l

=t

T = max T
1<i<n

La fighilité est donnée par :
n
R(t) =1-1][01 - Rit)),
i=1
ott R{(?) est la fiabilité du composant i, = 1.2,..5%
En effet, on 3 :
R(t) = P(T >t
= 1-P(T <)

= 1-P(max T; <t)

= 1-JJ1 - > ).
; =

onc,

Rt)=1-[]Q-Ri).

i=

15




CHAPITRE

2

NOTIONS GENERALES SUR LE
PROCESSUS DE POISSON

et

€

an
=

Lage,

e processus de Poisson sur la droite est un processus & temps continu
paleur entiéres positives. On dit encore que c’est un processus de comp-

que 'on note {N; : t > 0}. Il s’agit d’étudier le nombre aléatoire N; de

rtgins événement qui se produisent dans un intervalle de temps [0, t] donné.

16
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2.1 Processus ponctuels

VUn processus ponctuels sur R, se décrit par la donnée d’une suite crois-

sanfle de points aléatoires

O<T1<T2.,.<TN...da.nsR+,

qui font des v.a. définies sur un espace de probabilité (€2, F, IP). On suppose
que|T;, — co, quand n tend vers I'infini,
on jposera. :

S =T

Sz == T2 _— T1

Sp = Th—Th
les ¥.a. T., sont les instants ol se produisent un événement, les S, sont les
1¢ldis ou les temps d’attente entre deux événements successifs.
On |[définit, {N;,t > 0} du processus ponctuel {T,,n € N} de la facon sui-
vange :

N, = sup{m;T, <t}
= ) U<
j=1

N, pst le nombre d’événement qui se sont produits avant I'instant .

u

N oJ:ns que Ny = 0, puisque 77 > 0 et tout ¢ > 0, Ny < oo puisque T;, — 00,

d n tend vers 'infini.

17
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Z,

ot(

—

Lep

ns que la donnée de { Ny, ¢ > 0} est équivalente a celle de la suite {7},,n €

bt que ’on a les relations :

{Ny2n} = {Th<t}
{Ny=0} = [ <t<T}
{Ne<n< N} = {s<T,<t}

focessus ponctuel est dit simple si les variables aléatoires T;, sont presque-

pres

CrOis

Défi
I"inite
{N; i
Tout

1

su:reI'\ent deux a deux distinctes sur R, c’est-a-dire si pour tout n et pour

ue tout w :

Th(w) < 400 = Tp,_1(w) < Tp(w),

autr¢ment dit si, pour presque tout w, la suite des T, (w) est stictement

sante tant que les 7,,(w) sont finis.

hition 1. Désignons par Ny(t > 0) le nombre de tops se produisant dans
rvalle de temps [0,t] est supposons que Ny = 0. Le processus
t > 0} est appellé processus de comptage.

processus de comptage vérifie les propriétés suivantes :

Pour tout t > 0 le nombre Ny est a valeurs entiéres positives.

4 La fonction t — N(t) est croissante.

4 Pour tout couple (a,b) (0 < a < b), la différence Ny, — N, représente

le nombre de tops se produisant dans l'intervalle de temps [a, b].

18
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Boit 11, ..., I} des intervalles sur 'axe des temps, disjoints ou non : soient
.., Vi le nombre de tops se produisant dans ces intervalles. Le k-uple
..., Vi) est un point aléatoire 3 valeurs dans N* , admettant une loi de
pabilité L. Faisons subir & tous les intervalles I,. .., I}, simultanément,
méme translation sur I'axe des temps. Soient Ii,..., I} les intervalles

slatés et V7, ..., V; le nombre de tops se produisant dans ces intervalles.

e B-uple (N7, ..., N;) est un point aléatoire & valeur dans N* admettant la

e probabilité £'.

nition 2. Le processus de comptage {N, : t > 0} est dit & accroisse-

wenfs stationnaires, si quel que soit k, quel que soit la suite iy, dy et

e que soit la translation, les lois L et L' coincident.

)éfinition 3. Un processus de comptage est dit & accroissements mdépen-

b, 51 les nombres de tops se produisant dans des intervalles de temps

sj0knts, sont indépendants.
o 2
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finition 4. Un proseccus de comptage est dit localement continu en pro-

lité, si pour toutt >0, on a :

lim ]P{Nt—{—h = Nt _>__ ]_} = [},
h—0

Parmi les processus de comptage, ce sont les processus de Poisson, définis

prés, qui jouent un réle prépondérant.

Jéfinition 5. (Processus de Poisson) Un processus de comptage {N; :

0} est appelé processus de Poisson, de densité X > 0, s’l vérifie les

TIELES sulvantes :
i) No=0;
ii) le processus est & accroissements indépendants ;

iii) le nombre de tops se produisant dans un intervalle de temps de lon-
geur t > 0 suit la lot de Poisson de paramétre M, c’est-a-dire, pour
tout s > 0 et toutt >0, on a :

(A"
n!

P{Nyss — N, = n} = 2N (> 0).

Joici quelques propriétés que vérifie un processus de Poisson.

20
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Prgpriété 1. Un processus de Poisson est & accroissements stationnaires.

Déponstration. Faisons la démonstration pour deux intervalles :

Fla, c[, I, =]b,d[, avec a < b < ¢ < d. Donc :

bmbre de tops dans I; = k, nombre de tops dans I = [)

N(c) —N(a) =k,N(d) — N(b) =1)

D" P(N(b) — N(a) = iz, (N(c) — N(b) = ia, (N(d) — N(c)) = i
io =t

H-iz=1

}: P(N(b) — N(a) =41).P(N(c) — N(b) = i3).P(N(d) - Nie) =13),
H-io=Fk

H-ig=1

les intervalles sont disjoints et le processus de Poisson est a accroisse-

ments indépendants. Donc :

(¢) = N(a) =k,N(d) — N(b) =) _ _
Z oAb —a) A :a)) ' o~ AMe—b)Ale _—| b))™ Md—c) _(_’!“'_:'_‘EMS_
*’i2=‘;‘7 21 19: 13!

Hig=

bus & Iiet I une translation de longeur h et soit I et I} les deux inter-

P(n
=P
i
o

41

men

vafll]s translatés, donc :

mbre de tops dans I{ = k, nombre de tops dans I} = [)

N([)—=N(d)=k,N(d)—-N¥)=1),

5 POV(Y) - N(@)) = s, (V(&) = N(H)) = i, (N(d) — N()) = i
Fio=k

Fig =]

D" P(N() — N(a') = iy) P(N() — N(¥) = i3) P(N(d') — N(¢) = i),

Fio=k

io4-ig=l
+ les intervalles sont disjoints et le processus de Poisson est & accroisse-

s indépendants.

21
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P(N(¢) —N(a')=k,N(d) - N®@¥) =1) _ |

s A —a) A _—'a’))“ A = b)) A - b))% -Ad ~ )M - )=
ofiy 0! i i3!

Corhme [a/, '] et [V/,d’] sont les intervalles translatés (la translation est de

longeur h), on déduit que :

' ga+h, b =b+h,d=c+h,d =d+h, ce qui donne :

¥ Ha'=(b+h)—(a+h)=b—a,deméme —b' =c—betd —c =d—c.

Doy :

P(N() — N(a') =k,N(d) — N(¥') =1) ‘ .

i Z e—)\(b - a) (_’\(b - a))" .e-)\(c —b) (Ac - b))™ .6—,\(d —c) (Ad - g} Jo

| | R
irliipek 41 19: 13:
iol-iz=I
¢’es} a dire :
P(npmbre de tops dans I; = k, nombre de tops dans I, = [)=
P(npmbre de tops dans I = k, nombre de tops dans I} == [).

Dorc, le proessus de Poisson est & accroissements stationnaires. O
Prdgpriété 2. Un processus de Poisson est localement continu en probabilité.

Dénponstration. Montrons que le processus de poisson et localement continu

en grobabilité, c’est & dire, on démontre que :

lim ]P{Nt-i--h S Nt 2 ].} = O,
h—0
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P{J.’\ft+h - Nt 2 1} = 1- ]P’{.th+h - Nt < L}
= 1—P{Nys—N; =0}.

Onlsait que Nyip — Ny est le nombre de tops dans l'intervalle [t, ¢+ h], et que
N, lest le nombre de tops dans I'intervalle [0, k.

Puikque le processus de Poisson est & accroissements stationnaires, on déduit
qud Nion — N; est Nj, ont la méme loi de probabilité,

lorfc :

lim 1 —P{N;p, — N; =0} = hl_iglol —P{N, =0}

h——0

= lim 1—e?*
h-—0

= 0.

Propriété 3. Soit {N; : t > 0} un processus de Poisson de densité A > 0.

Aldrs, lorsque h tend vers 0,
[(i) P{N, =1} = Ah+0(h)

i) P{N, > 1} = (\R)% + O(R).

23
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Déthonstration. En effet, P{N, = 1 = e *Ah} = Ah + 0(h) ; puis

+oo _)\h(_)_\f%

P{N,>2} = > e -

k=2
+00
R
e—)\h()\h)Q " ( | .
(k)
+00 k'
— =AMk 2N\ ()\h)‘___
N 2 (7 1 2)!
+00 k!
—Ah ax— (AR)
< eMonp Y Cor
k=0
< (Ah)?
Pof (i1). O

Prépriété 4. Pour tout t > 0 la probabilité pour qu’il se produise une infinité
de fops dans [0,t] est nulle. De fagon équivalente : avec probabilité 1, la
suife T1,To ... des instants ou se produisent les tops n’admet pas de valeur

d’allhérence & distance finie.

z

émonstration. Pour tout ¢ > 0, on a :

D

P{N, < +oo} = » P{N,=k}

k>0

e M N ()‘t)k
N
k>0

= 1

24




JnrvgrsiTE 08 Mar 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ani

S01]

leg

O

. . E[N,
Comme N, est une variable de Poisson de parameétre At, on a —-[ 3

t

Airfsi \ est I’espérence mathématique du nombre de tops se produisant par

lé de teraps. C'est la fréquence moyenne des tops. Comme la variance

valt aussi Af, on en déduit la propriété suivante.

bpriété 5. Dans un processus de Poisson {N; :t = 0}, de densité X, on
o(N;) 1
E[JVt} }\‘[;,

quq tend vers +oo lorsque t — 0.

Par conséquent, pour ¢t > 0 petit, les fluctuations autour de la moyenne

t grandes par rapport a la moyenne.

Prppriété 6. On a :
Ni .
i 2y
lorkque t tend vers Uinfini. Ainsi X est la densité temporelle d’occurenes des
togs.
Ddmonstration. Notons X1, X, ... X} le nombre d’occurrences des tops dans

intervalles [0, 1],]1,2], - - ., ][] -1, [t]](¢ > 1). Les X}, sont des variables aléa-

tofres, indépendantes, identiquement distribuées, d’espérance mathématique

25
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‘aprés la loi forte des grands nombres, on a donc -

Mg _Xit-+Xy
B ]

25 E[X,] = A;

et d¢ méme,

%EW

lorsqpe ¢ tend vers V'infini. [

HRemarque 2. Ce paramétre ) est appelé Dintensité d’un processus de

Poisspn {N, : t > 0}. Il est égal au nombre moyen d’événements qui se

pro

dyisent pendant un intervalle de temps de longeur unité, i.e

E[Nt+1 == Nt] = /\

2.2 | Processus de Poisson homogeéne sur R,

2.2.1 Définitions et propriétés

Deé

pos

finjtion 6. Posons, par convention, Ty = 0. Soit X un réel strictement

tif] Le processus (T)n>1 est un processus de Poisson homogéne de para-

metre N si les variables aléatoires (T,, - o 1)n>1 sont indépendantes et de

méme foi exponentielle de parameter \.

26
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Proposition 3. Sost (Th)n>1, un processus de Poisson homogene de para-

methe A, et de fonction de comptage N. Alors :

1. Pour tout n > 1, la loi dy vecteur (Ty, . .. 1) a pour densité

n_-—At
A”e "Liocti<...<t,}

par rapport o la mesure de Lebesgue sur R,,

[\SS

Pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny est de loi de Poisson de

parameétre \t,

Co

Pour tout n > 0, la loj conditionnelle de (T1,...,T,) sachant Uévéne-

ment {IN; = n} a pour densité

n!

P ' 1{0<t1<...<tn}
n

par rapport a la mesure de Lebesgue.

C’gst donc la loi de la statistique d’ordre de 7 variables aléatoires indeé-

pendagtes de loi uniforme sur [0, ]

2.3 | Processus de Poisson non homogeéne sur R,

11 etiste des formes plus complexes de processus de Poisson. II s’agit des
processpis de Poisson dit non homogenes, et dont le parameétre peut varier
au courp du temps. Ces processus sont également trés prisés en modélisation

puisqu’fls permettent de modéliser le fait qu’un phénoméne peut évoluer au

27
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coury du temps, tout en gardant les deux propriétés fondamentales que sont

I'ind

disjo

bpendance des réalisations des événements sur deux intervalles de temps

nts, et la propriété des événements rares.

Deéfijition 7. Le processus ponctuel {T,,,n = 1,2, .. -} est un processus de

compi

Pro
tuel

site

018S

Z

pre (non homogeéne) d’intensité A(t) si et seulement si le processus de

age associé {N = Ny, t > 0} vérifie -

No =10 presque-sirement,

N est 4 accroissements indépendants,

-|pour tout t > 0, la loi de la varigble aléatoire Ny, — N, est une loi de

Poisson de parameétre A(t+5) — A(t) avec

Alt) = ét)\(s)ds,t = 0.

Popition 4. Soit t — \(t) une fonction positive de t. Le processus ponc-
{7]
At

o= 1,2,...} est un processus de Poisson (non homogéne) d’inten-

1 le processus de comptage Ny, t > 0 associé vérifie :
Vo =0 presque-stirement,

V est 4 accroissements indépendantes,

F{Nisn — N = 1] = A(£)h + 0(h),

28
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D

. P[Nyyn — N, > 2] = 0(h).

Lp processus de Poisson non homogene se caractérise également par un

brocgssus de comptage associé dont les accroissements suivent des loi de

Poisspn indépendants.

Proppsition 5. 9i N est g fonction de comptage d’un processus de Poisson

d’intepsité dA, alors -

1.| pour tout borélien borné A de Ry, la variable N, est Jinie presque-

strement,
)

i s \ ’ L :
2. |la variable aléatoire Ng, = Z/ T <400} €t finie presque-sirement si
n>1

et seulement si Ag, = tlim A(t) est finie.
—00

En [particulier pour s < ¢ la variable aléatoire N, — N, est de la loi de

Poisso} de paramétre A(t) — A(s).

Proposition 6. Soit (Tn)n>1 un processus de Poisson d’intensité dA diffuse,

alors paur tout n > 0, la loi de (T1,...,T,) est la probabilité -

e_A(t")1{O<t1,---<tn}dA(tl) 5roms dA\(tn)

29
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articulier si dA(s) = A(s)ds, le vecteur aléatoire (T1,...,T,) a pour

nsqlé :

tn £
(i) —2a b ’\(")d“H)\(i?i)l{0<t1,...-<tn}

i=1

par rgpport ¢ la mesure de Lebesqgue.

Proppsition 7. Soit (Th)n>1 un processus de Poisson d’intensité dA dif-
fuse, posons A(t) = dA. Alors, pour tout t > 0, la loi conditionnelle de
[0,4]
(Th,..},T,) sachant {Nt = n} est la probabilité -
n!
r({); Locts,..<tacydA(ty) ... dA(ty,).
En partticulier, si dA(s) = A(s)ds la loi conditionnelle de (Ty,...,T,) sachant
{N: =In} a pour densité
n! -
S H A(ti)Lo<ts,....<tu<t)
( / dA) =1
0
bar ragport a la mesure de Lebesque. C’est dome la loi de lo statistique
d’ordre| de n wariables aléatoires indépendantes de méme loi de densité
1]
Q) AP Lozs<sy -
La vraikemblance de (N, T4, ... Tw,), c’est-a-dire de | ‘observation sur [0, t],
est dong :

(n‘, tl, ey tn) === e—jg’/\(u)du H /\(tl)

i=1

30




CHAPITRE

3

PROCESSUS DE POISSON ET
FIABILITE

Sugjposons que ’on observe les instants successifs de défaillance d'un ma-
tériel (pystéme) de taux de défaillance A(t), ce mateériel étant neuf & linstant
initial. [Lorsqu’une défaillance survient le matériel est réparé instantanément
et nouq supposons que la réparation effectuée est petite, appelée réparation
minimdle, cela signifie que le matériel est remis en état de marche, mais que
son tayx de défaillance n’a pas été modifié. On peut modéliser les instants
successifs de défaillance du matériel par un processus de Poisson de para-
métre \(t) (cette étude n’est pas abordée ici). Notre but dans ce chapitre est
d’estimgr et tester le taux de défaillance d’un systéme (matériel) en utilisant

cette mpdélisation.
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Observation sur [0.¢]

Npus nous intéressons aux plans d’essais de type 1, c’est-a-dire aux essais

dont Ja

durée ¢ est fixée a priori. On prend les réparations effectuées sont de

type ['petites réparations”.

Nous pbservons done un processus de Poisson sur [0.t] et notons Ny le nombre

de défaillances observées sur cet intervalle.

3.1.1

Cas d’un processus de Poisson homogéne

Enf utilisant la proposition 3 » IOus voyons que la vraisemblance du para-
q I

meétre pour I'observation N, est :

/\Ni e—At

Maintdnant, on cherche une estimation pour le paramétre A, en utilisant le

maximpim de vraisemblance, d’ou le résultat suivant

Propokition 8. L orsqu’on observe un processus de Poisson homogéne de

parame

de vraid

. N, . ,
fre A sur [0.t], la variable aléatoire _té est un estimateur du mazimum

emblence de ).

. N : : .
Démongtration. Montrons que T est un estimateur du maximum de vrai-

semblarice, on a :

d’aprés

la proposition 3 |, la fonction de vraisemblance s’écrit sous la forme
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suivgnte : L(ty, . .. yta;A) = /\Nt_e-,\ls7

calcylons log vraisemblance

log f(t1,...,t,) = Nilog A — Xt,

si on dérive par rapport a A, on trouve :

6logL__ 1 .
ox Tty T

N,
en a,n+ula.nt la dérivé de log vraisemblance - Tt —fe= i),

N,
alors : -/\—t =1, ce qui donne :
N,
A=
t
N . . .
Done; ri est un estimateur du maximum de vraisemblance. |

4l . . . N, . .
Propogition 9. La variable aléatoire s est un estimateur de A qui possede
les propriétés suivantes -

1. ¢’est un estimateur exhaustif,

2. §’est un estimateur sans biais, efficace done de variance minimum,

3! d’est un estimateur consistant et asymplotiquement gaussien.
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} : Ny .
Démpnstration. 1. Montrons que " est un estimateur exhaustif de A,ona:

o
F ((J e T)/ 5 = t’) =P((T3,...,T,)/N, = [t.¢]),
si on [pose [t.t'] = n/, alors :

tn
]P ((Tl’ ey Tn)/Nt = n/) = 7_7_'1{0<t1<...<tn§t}w

7

) ol i . N )
C'est §ne quantité ne dépend pas de A. Donc; Tt est un estimateur exhaustif

de A.

AT

2. Moptrons que % est un estimateur sans biais de A. On veut montrer que :
M|
E{—]-Xx=0,
()
comme N; suit la loi de poisson de paramétre At, on a E(NV;) = Xt,

ce quildonne :

Ny . ..
Alors; i est un estimateur sans biais.

O

Puigque N; est un estimateur exhaustif de A, nous ne perdons pas d’infor-
mation|si, pour chercher un intervalle de confiance de A, nous ne regardons
que NV;|Or nous savons que V; est de loi de Poisson de parametre A(t), nous
allons ep déduire un intervalle de confiance sur A(t) et par suite sur A.

A cet effet, soit x3(n) le quantile d’ordre v de la loi du x? & n degrés de
libertg, [’est-a-dire que P(X < X3(n)) = 7, ot X est une variable aléatoire

de loi dy x? & n degrés de liberté.
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Progosition 10. Lorsqu’on observe un processus de Poisson homogéne de
patathetre A sur [0,t] et que I’observation donne Ny = n, les intervalles sui-

vanty :
L,
o [0, "EX,Y (27’1, + 2)]
1 2
® [z_le—'y(zn)v_}-oo]
1 2 / 1 2
r [§;X(1—n«)/2t2"), 2 X(14+)/2(2n + 2)],

sont des intervalles de confiances pour A de niveau .

3.1.2l  Une estimation de la fiabilité dans le cas général

Nops considérons un processus de Poisson non nécessairement homogene

d’interfsité \ et d’intensité cumulée :
Alz) = / " A(s)ds.
0

Suppogons que nous cherchions a estimer la fiabilité du matériel 3 un instant
donné § & partir des observations sur [0,¢]. La fiabilité du matériel 3 l'instant
test:
R(t) = exp(—A(2)).

Nous sgmmes donc ramenés a V'estimation de A(t). Or la variable aléatoire

N; est l\t loi de Poisson de paramétre A(?), c’est donc un "bon" estimateur
de A.

us pouvons en déduire des intervalles de confiance pour A, et donc

pour R{t), comme nous 1’avons fait dans la proposition 9. En particulier :
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Progosition 11. i {’observation est un processus de Poisson sur [0,t], d’in-

tensigé cumulée A, et si nous observons N, = n, alors :
1 :
11 [0, 5)(3,(271 +2)] est un intervalle de confiance pour A(t) de niveau v,

1
2z [exp(—i;xg’@n +2)),1] est un intervalle de confiance pour R(t) de

nweay .

En{ généralisant au cas non paramétrique la notion d’exhaustivité, on peut
voir qpie IV; est exhaustif dans le cadre d’une estimation non paramétrique
de A(4) a partir de I'observation du procssus de Poisson sur [0,¢]. En effet,
hous gouvons paramétrer la fonction \ sur [0,2] par son intégrale A et sa
"renormalisée" ) :

X(s . 2)

At)
Or la 1¢i de I'observation sachant {N; = n} a pour densité (proposition 7) la

fonctioh :

n! = -

B i N — nl

A(t)")\(tl) o s A B} nI(ty). .. At ),

qui ne gontient pas le paramétre A().

3.2 |Observation des n premiers points

Noug nous intéressons aux plans d’essais de type 2, c’est a dire aux es-
sais poyr lesquels le nombre de défaillances observées est fixé a-priori. Nous
sommes|évidemment toujours dans le cas des petites réparations. Nous ob-

servons Honc les n premiers points T3, ..., T, d’un processus de Poisson.
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3.2l Cas d’un processus de Poisson homogéne

Dpns ce cas I’estimateur qui posséde des propriétés intéressantes est 1’es-
. 1 1
timafleur de % Notons que X représente le M.T.T.F. du matériel
(ou ipdifféremment le M.T.B.F. puisque les réparations sont supposées ins-

tantahées).

Proppsition 12. Lorsqu’on observe les n premiers points Ty, ..., T), d’un pro-
: ik, .

cessud de Poisson homogene de parameétre A, alors — est un estimateur de

1 n

3 qui [posséde les propriétés suivantes -

1.1C st un estimateur ezhaustif,
2.|C’st un estimateur sans biais, efficace donc de variance minimum,
3. |Cest un estimateur consistant et asymptotiquement gaussien,

4. |C'est Uestimateur du mazimum de vraisemblance.

La |érification de cette proposition ne présente pas de difficulté. Elle
repose pur la proposition 6 et le fait que la variable aléatoire T, est la loi
gammalde paramétres n et % La construction des intervalles de confiance se
fait a phrtir de la statistique T}, en remarquant que 2T, est de loi du y? &

2n degrgs de liberté.
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Progosition 13. Lorsqu’on observe les n premiers points d’un processus de

Poisspn homogene de paramétre A les intervalles suivants -
1,
0 s | e &
i [ ’2TnX’/(2’n)]7
1
° [ﬁ;x%—q (2n), +o0],

1 2 1 2
o -2_71::X(1—'y)/2(2n)"ﬁX(1+7)/2(2n)]7

sont des intervalles de confiance pour \ de niveay, 5.

Remarque 3. [’estimateur dy maximum de vraisemblance du parameétre

4 0 ..
Aest I = i Il n’est pas sans biais car :
n

n
n —

EQ) = —,

il n’est qu’asymptotiquement sans biais.
2

On peyt vérifier que sa variance est ( 02(n =5 A% et qu'il est consistant
n—1)2(n—2

et asyniptotiquement gaussien (ce qui n’est pas surprenant pour |’estimateur

: : p : : = Lo

du mafimum de vraisemblance d’un échantillon). L’estimateur —— ) =
n

p—1 . - o .

T gst un estimateur sans biais de A\ mais il n’est pas efficace.
n

3.3 |Tests
3.3.1 | Un test d’homogénéité non paramétrique

Noug supposons observer le processus de Poisson sur [0, t] et nous souhai-

tons tester ’hypothése Hy : "le processus de Poisson observés est homogéne".
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Divigons I'intervalle [0,¢] en d intervalles de méme longeur notés 1, . . . , 1.

Soit Ve (1 < k < d), le nombre d’observations appartenant au £°™® intervalle :

N
B

Nk = A>—J I{Tielk}’
i=1

D’apiés 1a proposition 3, sous Hy la loi de (My,. .., N,) sachant {V: = n}

est la

indép

n n
3 b i . ; 5 r
loi de }_, Limmngs vy 5 Lix.ery |, les variables aléatoires X, étant
\ 1::]_ ’L=1

endantes et de méme loi uniforme sur [0, ¢]. Par conseéquent, d’aprés le

théordme classique de convergence vers la loi du x2, sous Hy quand n tend

vers Ilnfini la loi, conditionnellement 3 {N: = n}, de la variable aléatoire

g 2
IO

k=1

tend versla loi du y2a d—1 degrés de liberté.

Done,

a -y, si

PN pratique, pour construire un test de niveau approximativement égal

[’on observe {N; = n} avec n grand, on prend comme région critique :

i 5= {Zn > X%--y(d - 1)}

(rappelons que Xi_,(d—1) est le quantile d’ordre 1 — vdelaloiduy?ad—1

degrés

3.3.2

e liberté).

Test de Laplace

On pbserve un processus de Poisson sur [0, %] et on veut tester son homo-

généité | la contre-hypothése étant que son intensité \ est décroissante (res-

pective]lent croissante). Si le processus de Poisson est homogene, les points

observé

seront répartis de facon relativement homogeéne sur [0, 1], alors que si
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A es{ décroissante (respectivement croissante) les points seront plus concen-

trés yers O (respectivement vers t). Cela suggére de considérer le test suivant :

Proposition 14. On observe un processus de Poisson sur [0,t] d’intensité

A.

Suppesons que :

+00
/ A(s)ds = +oo0,
0

et podons :

P Yo T —nt/2
t\/n/12

sur {N; = n}.

Pour [tester I’hypothése Hy "lintensité est constante” contre I’hypothése H;

"Iint¢nsité est décroissante” (respectivement "lintensité est croissante "), on

prend|comme région critique :

D ={X <n,},

(respetivement D = {X > Mi—}), 0u ny est le quantile d’ordre ~ de la loi

gaussipnne centrée de variance 1. Le niveau de ce test est asymptotiquement

v lorsque t tend vers Uinfini, et sa puissance tend vers 1 lorsque t tend vers

Uinfind

On|utilise la proposition suivante pour nous aider a la démonstration,
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Proposition 15. Soit N la fonction de comptage d’un processus de Poisson

d’intgnsité dA. Supposons que lim — +00, alors :
t—o0

~

. , N;
les variables aléatoires m converge presque-siirement vers 1 lorsque

t tend vers +oo,

2] les variables aléatoires

m e o Ne—AQ)
Aelggy ~0== o)

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de va-

riance 1.

Démonstration. Pour Justifier le niveau du test, nous devons montrer que la
variabk aléatoire X = X, tend en loi VeIS une gaussienne centrée de variance

1, lorsque ¢ tend vers V’infini. Posons :

Alt) = /f A(s)ds.

0
Soit X{ des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,¢] et
posons [Y; == 77 D’aprés la proposition 7, la loi de X sachant {NV; = n} est

la loi d¢ :
i Xi —nt/2 Yo Yi—nt/2
t\/ TL/12 \/n/12_ ’

ou , {lésigne la fonction caractéristique. Le théoréme de limite centrale

entraingd que :

—u2/
gon(u) T n—o0 QO(U) ol /2'
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O} :
Puis
ine

]
]‘;
]

E(e"%) = E(E(e™X/N,)) = E(pu,).

que A(t) tend vers l'infini lorsque ¢ tend vers I'infini, la proposition 15 en-

que N; converge presque-siirement vers Uinfini. Le théoréme de conver-

tr

gencg dominée montre alors que E(e™Xt) converge vers @(u), ce qu’on sou-
haitdit établir.

Regardons la puissance du test, c’est-a-dire P(D) sous H;. Nous nous placons
ec

» ¢ag ou la fonction A est décroissante (le cas croissant se traitant de méme).

Consjdérons maintenant des variables aléaroires X, indépendantes, de méme

loi dg densité :

Leur |densité est donc décroissante et il en de méme de celle des Y, = —

8§ —=—3 A_:([lfj/\(s)l[o't](S)

%

Notogs o leur variance

Cps variables aléatoires Y; sont stochastiquement inférieures 3 une variable

. ol . B 1
aléatdire de loi uniforme sur [0, 1], leur espérance m est donc inférieur & 3 et

meéme

strictement inférieure car, sous Hy, les Y; ne sont pas de loi uniforme.

Nouslen déduisons, en utilisant la proposition 7, que sous H; :

i
P(D/N;=n) = P ;&,_ 2 <n,
vn/12
_ P<z;;m~mn§ o, é—»m)ﬁ)
U\/E U*\/ﬁ g

=™

Lorsqpe n tend vers l'infini, la quantité

Ty 3, (% —m)\/ﬁ
J\/ﬁ ag
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tend| vers +o0 et Ig, variable aléatoire

2ie Yi —mn
o\/n

converge en loi vers une gaussienne,

Il n’est alors pas difficile d’en déduire
que ¢, tend vers 1 et par suite :

P(D) = E(an,)

tend Yers 1 lorsque ¢ tend vers Uinfini (par convergence dominée). O
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