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d'estimer et tester le taux de panne d'un systdure,, qrLi est le but du

3 de cette m6moire, on suppose que le nombre des instants successifs

d6faillance suit une loi de P,risson. plus pr6cisement on suppose que

successifs de ddfaillancr: d'un matdriel (syst€me) r:le taux de d6
,\(t) se mod6lisent par un processus de poisson (de per,ramdtre )(t)).

pour esl,imer le taux de d6faillance du systdme et tester l,hlppothdse < le

de pannr: est constant >, il suffit d'estimer le pararrrdtre du processus de

obtenu par cette mod6lisation, et tester l'homog6nriit6 de ce derni.er.

arriver au ce but, on a besoin de notions de base sur la fiabilit6 et

propri6t6s importantes de processus de Poisson qu'on va les pr6sen-

les d,-.ux premiers chapitrer;.



II\TRC)DUCTIOI{

fiabilit6 est un concept qui int6resse de nombreux domaines <le l'ac-

humaine : 6r:onomique, scientifique, technique et indusbriel,... Elle est

tement li6e d des notions de s6,curit6 de fonctionnemer:Lt, cle qualit6, d'ef-

it6 ou de performance. L'6tude de fiabilit6 est n6cessaiire d diff6rents

de la, vie du systdme (ou 6quipement) : au niveimx cle la concep-

ou de la fabrir:ation, a,fin de pouvoir dlever ie degr6 de fiabilit6 selon les

sp6ci:fees; au niveau de I'rxploitation, afin d'estimer les incidences

logistique sur ses conditions d'utilisation; au nive,au des services

dans le but de pr,ivoir les dates de proplrylexie et d'arr6ts

ifs; au niveau des gestionnaires des pidces de recha,rge, afin d'estirner

des stocks de s6curit6 et ,assurer par ld, m€me la disponibilit6 de la

en 6vitant le,s stocks morts etc. ...

la th6orie de la fiabilit6 a d6v:lopp6 l'6tude des m6th,odes probabilistes
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permettant d'amdliorer les prdvisions de panns ou le,cont;r,Ole

ualit6 ndcessaire d, la sortie d'une chaine de produr:t;ic,n.

les; cara,ct6ristiques d'un produit ou d'un systdme, rie srlnrt appr6liendties

son cycl: de vie, moins Jles risques financiers, ,ou reliris d la, sfiret6

installati.ons ctus i la non r6alisation des performan(:es al,tendles si6nt

Dans un contexte d'exigenr:es de systdmm de pr'us r:n plus fiables et

et de <iur6es de ga"ranties croissantes, il est imp6rarbif'de v'6rifier le plus

ible que les perforrnaJrces cles systdrnes sont corrlbrrnes au calhier dles

, pour idenl;ifier la fiabilit6 du produit ou systdme inrant m6me sa ia-

ion en s6rie, est de proceder de fagon classique d, r1.x s6ries d,esrsrais sur

l;otypes quer,nd ils existent. Le probldme est I'investissement en ternos

qu.antitti de nrattiriel importarrt demand6 car les mat6riels 6tant rle prlrus

fiables, I'observation de d6faillances est de moins e.n rnoins probable.

ustriels ne peuvent plus se permettre de tels coiits finemciers. .A I'ex-

, certains syr;tdrnes se fabriquent d I'unit6, ce qui rr:nd les pollitiq.ures

i clifficiles,

cette probl6matique a 6t6la source, pour la comrnurr€r,utd scient.ifique.

reuses voiers de recherche. Celles-ci sont bas6es pr.irLcipalement sur lla

stochimtique des appa.r:itions des ddfaillancr:si a,u cours du temps

i'estimurtion rstatistique des preramdtres des moddles ii pa,rtir des r6sul-

'essai.

objecti{, da.rxi ce m6moire, est d'estimer le taux de d,6{ailla"rrce d'uLn s.irs-

et rlonc sa fiabilit6 (car ses detx caract6ristiques sorlt li6ers) en utiliserrLt

par: un processus de Poisson. Plus pr6cis6:ment on suppose
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les instants surccessifs de d6failllance d'un mat6riel (systdrme) de taux de

,\(f) ser mod6lisent par un processus de poisson (de paramdtre
. Puis on utiliise des m6thodes probabilistes et statistiqur:s pour obtenir

esrtipuf iotr du taux de ,l6raillance. Enfin pou.r tes:ber I'hypothdse
ta'x de panne d'un systdme est constant > il suffit d,e tester I'homog&

du processus de Poisson obteau pa.r cette moddlisation.

ire est compos6 de trois cJhapitres :

tre 1 << Notions g6n6rales sur la fiabilit6 > : on priiserrte en bref les

de base sur la th6orie de la, fiabilit6.

ifue 2 << process's de Poisson )) : on prdsente la construct;ion et les pro-

imporl;anteri de procwus de, poisson.

tre 3 << processus de Poisson r:t fiabilit6 >> qui est kl lbnt; de ce travail,
chapit;re on va utiliser la mc,d6lisation par proce,ssrrll der poisson pour
et tesl;er le taux de panne d'un systdme.



CH,A.PITRE

OT'IONS CNUPNEIES SUR LA
FIA]EILITE

ce cJhapitr:e, on donne les notions de base de ra liabilit6 et les d6
de ses caract6ristiques qu"on utilisera par la suite, r:t on rapperlle

quelqur;s rdsultats sur iles systdmes en s6rie el; les svstdmes en

D6finitions

fiabilit€ est I'aptitude d'un sy'stdme d accomplir une fon,ction (ou mis-

donn6e rlurant une p6riode d6termin6e dans des conditi.ons sp6cifi6es
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L Dur,6e de vie d'un systdme

terme del systdme au sens lzrge, il peut n'avoir qu'un composant. ce
est mis en marche a la date J : 0 et il s'agit d',evaluer la dater de

d6fer,illance que nous noterons, dans la suite, "?". c'esl; une varia,ble

poslLti're de fonction de r6partition f'.
iable ?'est appel6e la dur6e de vie (life time) du s.ystdme (le ternps de

la.uce du systdme), et on a :

F(r):P(f<t)

Fiar,bilitd d'un syst€rme

fiabilit6 lireliability) d'un systdme est not6e ".R". c'est la probabilit6

dur6e dr: I'ie de bon fonctionnement du svst6me.

n(t) P(" > r)

r - F(t)

La fonction de fiabilit6 R est une fonction d6cr,oissante conti-

tout point de 1R.. . De plus on a :

'$;fi("; 
: e'

Durrde de survie

u'un systdme a bien fonctionn6 jusqu,d,la date 11, le temps d,attente

panne est a,ppel6e la dur6e de survie du systdme au temps f (ou encors

de vie r6s:iduelle). La dur6e dle survie repr6sente La, rraria}le al6atoiie
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f conditiorm6e par l'6v6nement T 2 t, nous la notons "7i"
istribution de I est donn6e p,ar :

de fiabilit6. Comm.engons par examiner Ie comportement de

dra r6partition de ?j lonsque la variable tend'vers z6ro.

P(?j < z) ==
n(r)- R(t+r)

W(Tt> r) : ['("- t> rlT > t)
t?.(t + r): -ff' Pour r ) 0'

A, pa,rtir: de cette notion que nous allons introduire les priincipales autres

une fon.ction de r, presque lin6aire, dont le codfficient proportionnalit6
(r)
r)'

a(r)

"ffi+o(r).

Tau:r de d6faillance
f(+\

co6fficient ffi est appel6 taux de ddfaillance (ou Jras,ard rate) et onHttl
h ou ,h(rl), il est donc d6fini par :

L 'r\ ', R(r) - R(t + r)n\t) : #$ r.ft(4
: -UosR(t)l'.

terme "taux de d6faillancerr rlous-entend une grande,ur permettant de

la vitesse d'apparition deer pannes. Il est possib,le, en r:ffet, d'inter-

h(t) com.me le pourcentage moyen de panne par unit6 de temps, qui

d, la date t. Ceci apparait clairement d l'occa,sio,n d'un test de
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uction. r\ l:a date t : o, rn gft)upe de -A/ 6l6ments indrSpenriants et iden-

sont nlis en fonctionnement. Ces 6l6ments tombent en panne, les uns

Ies autre. la date f, un contr6le est effectu6 pour r:onstat,er ies d6gabs.

I[ 6l6ment en bon 6tat. La loi de /{(t) est binom:iale (N essais avec

ilite "fii(t) de r6ussite de chaque essai),

E(n(0) : NR(r).

de dtffaillance d'un 6l6men1; peut donc Otre trad.u.it en termes d'esp6

l\tr1
np(,v(r) - 1{) : 

@=knEi(i?(r))k(1 -.,?(r))'-'.

mroJen d'6l6ments en fonctionnement d la darbe t est donc :

R(t) : 
"*p 

( - [' nglor\ .

\Jo /
tive I/ de h s'a^nnula,nt enr 0 est appelee la fonction de risque (ou

le rapprcrl; entre le nombre nLoyen de pannes par unit€ de temps et ie

rnoy€rn d'6l6ment en bon fonctionnement. Il traduit une vitesse <le

ation.

ion de trtalx de d6faillancerr,est, pour le fiabiliste, trtre rcaract6ristique

te. Sa rionnaissance suffit iu d6terminer la fiabilit6 lgra,ce d, Ia relation

fonction'). EIle est donc d6firrie par :

H(t):,*(#)

10
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concretes, il est tr6s fr6quent de suppmer b taux de

Il faut dire que les calculs s'en trouvent grandement

ce cas, la fonetion H 6t lin6aire et la distribution wt expo-

, La seule d,istribution d,e dur:ee, d,e uie udrifwnt R{0) :1, 
"1

MfailWte est aw,t*r*t, qde d a, est b bi e*ynantielle ite

F(e): l-e-e

Supposoas que la dur6e de vie T a une densit6 de la forme :

f (*): a,e-*

R(t) '= exP(-at)

est doae :

h(t) : -["s(ft(t))]'
f {t):
R(4

:4.

suppposons que h(t) est constant et vaut a. Alors :

R(t) : *,, (- I' on o")

: 
""r(_ lo,"*),

11
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B(t) ,= enp(-at),

F(r) : 1- enp(-at).

loi fit orponentielle.

Temps moyens

de la dur€e de vie 1I joue un grand rdle en fiabitit6; c'est le

de pannerf ou I\{.T.T.F. (mean time to failure). Nous le

n1, := MTTF

== E(").

mfsure importante de la qualit'6 d'un systdme. Pour la calculer, il

tr

d'utilirer la formule d'iatdgration sui nrte :

E(") : ,f**(1 -F(u))d,u
Jo

- !r* R(u)d,u.

L2



2. Le forrnuJe d,e la durie d,e uie resiilaelle est d,onn6e par :

1945-Gurur

mie et valable aussi pour le syst€me :

Dfcmmr Dr MsH.6uTeuE

de structure

maintenant un syd;eme de n 616ment (composants), en sup

que {ous les composants sont ind6pendants. On pr€cise qu,un com-

ne p$sdde que deux 6tats; il fonctionne of il est en panne. Si Xt est

cor$posant i, on pose :

1 1+mm(t): 
nt1 J, R(u)du.

o. _ I L, si le fo* composant fonctionne
"'- I 0, si le itu composant est en parlne.

f'
chotp

f.

o1*\ : J 1, si le systdme fonctionne
- \*" t 0, si le systdme st en panne.

$ est appelee l* fonction de sructure du systdme. Alorso on ddduit

i{ii du systdme peut s'€rrrire :

R : F(o(c): r;
: E(o(r)).

13
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Syst0me en s6rie

systffne en s6rie est un s5rstdme cornpos6 de n cornpossants disposds

Ce syst€me tombe en panne si au moins un cornposant est en

$e struture du systdme est donnde par :

O == min X'
I1iln
;-

== f{x,,
i=l

X2,..,,X' sont les 6tats respectifs des composants 1, 2,...,tu.

de panne (La duree de vie') du systdme est donn6e par :

T == min T,
t<i,<n

le {tm1x de panne du conrlrosant i,i: L,2,..-,fl.

t6.ft est le produit des fiabilitds :

E(r) ,= JI,Br(r)
i:l

) est fa fiabilit6 du composant i,i : !,2,...,n.

R(t): 
;::,1 ",,'1(i(n
n

= flp(q > t),
d:1

on a suppos6e que les comprosarrts sont ind€pendants.

t?(r) == ynal
i:L

L4
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Syptdme en parallile

systdfrc en parallile est composl de n6l6ments (composants) dispos6s

tels que le systdme tombe en parurc, si reure*ent si tous les

Font en palrne.

$e structure du systdme mt donn6e par :

o(") : ,?ffi&

: t-grt -x).
i:1

de firanne du syst€me est donn6 par :

T: maxT
\<i<n

E(r) : 1- Ir(1_ &(r)),
i:l

u"t lF fiabilit6 du composant i,,i :1,2,...,n.

'onq:
n(t) - P(r>r)

: 1-p("<t)
: 1-P(maxZ.(f)'1(d(z

n: 1_n[1_P(4>4].
i,-l

n

R(t) :1 - fJ (1 - n,(r)).
d:1

15



CHAPITRE

OTIONS GEI{ERALES SUR LE
FROCESSUS DE POISSON

de Poisson sur la droite est un procmsus d, temps continu

eqn"bidres pmitives. On dit eRcore que c'est un proc€sflrs de comp

I'o4 note tNr r t > 01. n s'agit d'etudier le nombre al6atoire trft de

6venpment qui se produisent da.ns un intervalle de temps [0,t] donn€.

16
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Processus ponctuels

n proce$sus ponctuels sur IR4 se d6crit par la donn6e d'une suite crois-

de points aldatoires

0 < fi 1T2.,. .--Tx...da'ns lR.a,

d.es v.a. d6finies sur un espace de probabilit6 (0,.F,1P). On suppose

'* 1oo, guand n tend vers l'infini,

T1

Tz -Tt

Tn -Tn-t

.a. T, sont les instants ori se produisent un 6v6nement, les S,, sont les

ou les temps d'attente entre deux 6v6nements successifs.

t, {.ffr, t > 0} du procesius ponctuel {Tn,n e DI} de la fagon

Nr : suP{ra; f" <t}
: I tt"=n

j>1

le nornbre d'6v6nement qui se sont produits avant l'inrstant l.

que iV6 : 0, puisque Tt > tl et tout t ) 0,1[ < oo ;puisque Tn ---+ n,

51 =:

Sz =:

:

qun

sur-

n ten,d vers I'inf,ni.

L7
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{T" stl
{r" st <Tn+tl

{s<T"<r}.

quelh {onn6ede {Nr,t > 0} estequivalenteAcelledelasuite {Tn,n e

que I'bnla les relations :

{ff' > n}

{Nt : n'}

{/% < n< Ntl

I{nctuel es.t dit simple si les rariables al6atoires fl, sont presqus.

deirx A deux distinctes sur IR.,, c'est-d-dire si pour tout n et pour

T"{w} { *oo a fn-t(as) <7"(r),

4t si, poru presque tout a.r, la suite des 71"(rrr) est stictement

tafnt que les [,(r.r) sont finis.

l

'p6,signons par N1(t 2 0) /e nombre de tops se yrvduisant dans

lemps fA,tl eat sltprysorry {&e No: O. Le pr{rcessas

a,ppltr€ prcresats da com,ptage.

com,ptage u€ri,fie les propri€tds sui,uantes :

t 2 A k nornbre N6 est a ualeu,rs entiires positiues.

* r"+ tr(t) est eroissante.

couple (a, b) (0 < a < b), la di.ff4rene /Vb - N" rep€serrte

de tops se produisant d,ans I'interaalle ile temps [a,b].

18
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t Iu - ' - , { des intervalles sur I'a>re des temps, disjoints ou rpn; soient

.i. , ny'r le nombre de tops se produisant dans ces intervalles. Le k-uple

-i',lro) 4st un point al6atoire d valeurs dans N&, admettarrt une loi de

llita (:- Faisons subir a tous les intervalles rt, . . .,.I1, simulta,n6ment,

f** tr:{nslation sur I'axe des temps. soient I!,. .., rf les intervalles

e{ r{, - - . , Ni le nornbre de tops se produisaat daas ces intervalles.

(4ir. . . ,N;) est un point al6atoire d, valeur dans Ne admettant la

probabilitc.C'.

ti,on p- 1un prrcessus de carnptage est dit, d aecwissements ,iad,Epen-
l',sc les)npmbres de tops se produi,sant dans des intervalles ile temps

b, soryt ind€perdants.

19
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Un p-osertus de mmptage est dit lomlement conttnu en W-
fudt)0,ona:

u$oP{l{r*n- Nt 2 1}:0.

I$ frocessus de comptage, ce sont les processus de Poisson, d6finis

qr4, jqo*t un rOle pr6poad6rant.

51 fFrw sass & Faisaon)

I tst Irrvoessus d,e Po'isson,

AIo

Le

geat'

fuM

An prvcxssus de wmpt4e {N1 :

de d,ensitd l > 0, s'il dri,fie les

est d, arcroissements inddpenilants ;

le de taps se prcduisant d,ans un interualle d,e temps de lan-

O suit Ia bi de Po'iseon de parcmitre \t, c'est-d,-diw, pour

Aettuutt)0, an&:

F{N"+, - /Vs : n1 : W-"-\t (", > 0)."r fl. - \

i qu$lue propri€tes que vGrifie un proc€ssus de Poisson.

20



firanslg,tfu, donc :
I

d$ tpp" dans ,I{ : /c, nombre de tops dans { : l)

(C\ - A{(o') : k, N (di) - nr(#) : 7;,

F(Iiv(il) - n(*')) : h,(N(C) - nr(4) : i,2, (N(d) - n1c';1 : 6,

F(/lt/(il) - ff(o') : ir).F(Ir(4 - N(t): az).F(ff(d) - N(C) : is),

interlva$es sont disjoints et le processus de Poisson est d accroisse-

Faisons la d6monstration pour deux intervalles :

,cI, Iz,i]fi,d[, avec a < 6 < e < d. Donc :

dp {ops dans .I1 : &, nombre de tops dans /2 : l)

(c) -.M(a) : k,N(d) - ff(e) :7;
P(Jv(b) - N(")) : i1, (lf(c) - lr(b)) : i,z,(N(d) - N(c)) : it

P{jv(F) - If{") - rr).F(tf(c) - "nf(b) 
: iz)-F(If(d) - N(c) : ie),

:I
inte$nples sont disjoints et le processus de Poisson est d accroisse-

ind€p6'.qdants. Donc:

fr! izl is!

d IlFt .Iz une tre.nsl6triott de longeur h et soit Il ei Ii les deux inter-

) - lr("f : ft,N(d) - N(b) :7;
. ,-l(4 - a) (A(b . .a))" ."-A(.- a; ()(c 

;9))c' ."-\(d* c) 0(d - c))'"

2L



- 4(+t : k, N(d) - Ir(4 : 4
--A(0, - o') (l(d - o;))0, -AU - b,) ()(C - U))"

il - izl

dF {ops dans 11 : k, nombre de tops dans .[2 - l)=.

dF !"pu dans I{ : k, nombre de tops dans /i : r).

le pr$espus de Poisson est d, accroissements stationnaires.

Montrons que le processus de poisson et localement continu

c'est d, dire, on d6montre que :

J15etr'*n - Nt 2 1l : 0,

tr

fa! ,gll et [U, d] sont les iatennailm transla,t6s (la traaslation est de

h), on d6duit que :

a h, f' F b+ h, C : c* h, d : il * h, cequi donne :

: (bf-t)-("+tz): b-a, de mdme C -U : c-bet d! -C - d,-c.

- rf(4'): &,lr(d) - lv(d):4

22
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F{Nr*a-Nr>U 1-F{Nr*a-Nr<1}

1 - F{lfr*a - Nt :'0}.

eue Nt+r, - I[r est le nombre de tops dans I'interveille [t, t+h!,, et que

le nombre de tops dans I'intervalle [0, h].

le p.rocessus de Poisson est d, accroissernents stationnaires, on d6duit

IVtnn -.M6 est Iy'a ont la mdme loi de probabilit6,

1-F{1f46-Nr:0}hrn
lr*+0

lim
h--+O

lim
h--+0

0.

1 - IP{r\rh =. 0}

L - e-^h'

n

0.il Soit {nfr t t > Al un pro@ss'us de Po'isson d'e: deruitd A V

lorsqu,q h tend uers 0,

F{At, = 1}:.\h+0(h)

p{Ah)1}:(.\h)2+o(h).



En effet, Ftnfi, : 1 : e-M^hI : )h * 0(h); puis

P{}r,,>z} : f"-*()3)*
k=2

: e-^hlxnyz$$1

: e-^h1xh1zfiffi

.] Paur taut t 7 A h prvhabilitf, paur Et'il se prduise we infiwitd

'][0,4 est MrIIe. De fagon 1Efi'aalente : &tnc prahabi]itd L, Ia

..J des instants ott, se prvduisent les tops n'admet W, de ualeur

d, d;istane finie.
I

Pour tout t > 0, on a :

P{Ir, < +oo} : IP{lrr': *}
fr>o

--.rr 9 ()t)fr
" Lkl

k>0
:1



DfPAmaMErr DE MTTE6UATIQUES

.,V11 est une variable de Poisson de paramdtre ,\t, on u 
El&L * 1'

,\ est l.'qsp6rence math6matique du nombre de tope se produisant par

du t@F. c'est Ia fr6quence moyenne des tops. conrme La variance

i |1, on en ddduit la propri6t6 suirnnte'

Darus un ppoees&ts ile Poisson {$ : t > 0}, de ilensi,td \, on

1

{\t'

co$.e[1ent, pour t > 0 petit, les fluctuations autour de la mo3renne

par rapport d,la moyenne'

-3ir A,

est la d,ensd,t€ temporeIle d|ocetserles des

o(lv,)m:
+a lorsmtet ---+ 0.

l

v
t

uers l'in$n'i. Ahtsi, )'

Notons Xr, Xz, . . . Xg le nombre d'occurrences des tops dans

rua$ee [0, 1], J1, 21,. . .,l[t]-1, Fll(t > 1). Les & sont des mriables al6a-

indffQadanteo, ideatiquernent distribu€es, d'esp€ranee math€matique

25
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4pr* lF lbi fo*e des grands nonftbres, on a donc :

I

r[Ome,

& ei.r.
T

2,

2.

fliq xr +' '-* x,,d:ff33n1x'1 :1,

t tend vers l,infini.

arque 2' Ce para'mdtre ,\ est appel. r'intensit. d,un processus de
{Nt , t > 0}. Il est 6gal au nombre moyen d,6vdnements qui se

p$rdant un intervalle de temps de longeur unit€. i.e

Elff*r-nrrJ :l.

Prqcessus de poisson homogdne sur R+
D€Sqitions et propri6t6s

6,] 4asozs, p*r unuerftion, Ts : 0. Sodt A un r€et strietement
I prwc:ssu*^ (Tn)^>, est un prooessus d,e poisson homogine du poro_
i lesltQriables alfutai,res (T* -Tn-r)u>t sont ind,fuperdantes et de
?&W+4tielk de prumiter A.

tl

26
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et

'o$r

l

p' sat't (?,rlo>r, an processus d,e poisson hom,agdne de pam-

{onctron de comptage N. Alors :

o > L, Ia loi du aecteur (Tr,,.-.,Tn) a pour d,ens,iH

,\te -it- 1{g. tt <...<tnl

d la mesure de Lebesgue nrr lR.a,

* > 0, Ia, wri&b &etoire N1 est & k)4 de peisson de
At,

n ) 0, la lsi eonditionnelle du (Tr,...,n) suchant l,6u6ne_
: n| a paur dens,i.t6

n!.
_l

1r 
t{o<tt<"'<t'1

I

*Wl* d la rnesarc de Lebesgue.

tl

ldonc Ia loi de la statistique d'ordre de n variables ar6atoires ind6
de hr uniforme sur [0,t]

rro$gssus
I

I

de Poisson non homogdne sur lR+

Ite 
deo fqrmes plus complexes de process's de poissm. Il s?agit des

I de Ppiqson dit non homogdnes, et dont le pararndtre peut rrarier

$t t"q:pg. ces processus sont 6garement tr6s pris6s en:rroddlisation

lrermf,ttent 
de mod€liser le fait qu'un ph€nomdne peut €voluer au

27
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PgP^rEuilT DE MEH-EurrauB

i

Ju 
te4rx' tout en gardant le de'x propri6t6s fodarneotare que sont
lanpe des r6disations des 6v6nements sur deux intervanes de temps
et lp propri6t6 des 6v6nernents rares.

oasf:fp {I/: Nt,t ZB} v€rtfie :
tl* 

1 
ot"**-t&rement,

est $ 4txrvtssernmts ind,€pmdants,

4fJr l0, Ia bi, de la variable aleatoirzy'y'r+" _ N, ett une lei de

fo prvnntue L(t+ s! - It{t} aaee

A(r): t' t6)0,,, ) o.

, ftr* t -> ,\(t) ane lenctian Weitive det. Le ywessw pone_

2,...] est un prrx;essus de poisson (non twmryine) d,,inten_

de com,ptage Nt,t ) A assoei€ uirifi,e :

+l

:" " 
Le procnssus ponctuel {T,,,n : 1,2,. . .} est un proessus de

(nonihomogEne) d'intensiti ),(t) si et seurenrent s,i re prcessue d,e
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F[Nr*u-l1fr>ZJ :0(h).

processus de Poisson non homogdne se caract6rise €galement par u:o
de r:omptage associ. dont les accroissements strivent des loi de

ind6pendants.

ition li' si N est Ia foncti'on de comptage d,'un procp-ss16 d,e po,isson

d,L, alors :

pour tou't bor4l'ien bom6 -4 dc JR," ra aariable N11 e,st Jinie presque-
s$,rement,

lq aariat'le al€ato'irerh* : f r,*.** y est fi,nie presqu*st*ement s,i

seulenzentsz Ae* : 
r1ry."?it ) est fini,e-

pour s < t la variable al6atoir,e l/, _ ly, ,_.st de la loi de
de paramdtre A(r) - A(").

6" Soit (7")">t un processus de poi,sson d,',in.tezn,s,itetd.I\ d,i,ffuse,

tout rr, > 0, la loi, de (Tr,. ..,Tn) est Ia prvbabili:t€ ;

"-n(t') 
1{0., u...<t*yd,h(tr) . . . dA(r,).

2{l



E 08 Md 1|)4S-GuELM^
DEpamEMENT DE MATH6MAT|er,s

a pout,r

,{n) saehant {N1: n} est la probabilitd :

nl
Ap;r, 

l{o.tr,...<,<1dA(tr) . . . dL(t*).

i,er, s'i d!t(s) : ,\(s)ds la loi condi,tionnelle d,e (,.Tx, , . . ,7,) sachant
I a pour d,ensitd

sz dA(s) : .\(s)ds, le uecteur al*atoire (7,r,,. . .,Tn)

(tr, . . . ,tn) -1 e- fi. x@)a"l{,l1rjr1o 
{t1,...(t,,1

r:1
d, tt,a rnesur de Lebesgue.

r '7. Soit 
-(T*)n>t un processus d,e poisson d,,inte,ns,iti. dL dif_

A(r) : [,^ On. Alors, ltour toutf ] 0, Ia lo,i concl,iti,onnelle d,eJ [o,t]

WIl ^(r,) 
r* 1t,,. .,*t'.t\

Etz

{1,{

A(;ii

La

est

pan' d, I,a mesure de Lebesgurz,. C,est d,onc la loti, d,tz lar,

d', de n uo,riables al1atoires intl1pend,antes d,e m€r,ne loi,

) lios,sr).
1

stati,sti,que

de d,ensi,td

d,e (N1,Tr,...Tyr), c'est-d,-d,i,re d,e I'obsento,ti,on sur [0,t],

(r,tr, . . . ,tn) ---+ e- I3 t@rn"frXft).
i-L



CHAPITRE

PRC)CESSUS DE POISSOI{ ET
FIABILITE

que I'on observe les instants successifs de ddfaillance d,un ma-
yBtdme) dre taux de d6faillance .\(t), ce mat6riel 6tant neuf a |instant

'unp d6failance survient le mat6riel est r6pa^r6 instantandment
supposon' que ia r6paration effectu6e est petite, appel6e rdparation

cela Oignifie que le mat6riel est remis ea 6tat de rra.rche, mais que

Ide ds6116ace n'a pas 6t6 modifid. on peut mod6riser les instants
ide ddlaillance du mat.riel par un process's de poisson de para-

t| (cetfu 6tude n'est pas abordee ici). Notre but dans ce chapitre est
ret testr:r le taux de d6faillance d'un systdme (mat6riel) en utilisant
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i ObBervation sur [0.*]

ts noug i{rt€ressons atx pla"ru d'essa,is de type 1, c,est-d,-clire aux essais

ldur€e t est fixee a priori. on prend les r6parations effectu.es sont de

"ltttir*n 
lp proposition 3 , no's voyons que Ia waisembiance du para_

ur l'o[rservation .f[, est :

;1rYtu-'\t

o4 qherche une estimation pour le paramdtre .r, en ut'isaat re
de vpaisemblance, d'oir le r6sultat suivant :

" :q" 
{,j'orsEt'm ohserve un prvtessus d,e poiason, homry&ne d,e

)' suq [a't], ta aariable arintoire * *, un estimateur d,u maxirnum

ion' Montrons que & est un estimateur du ma:cimum de wai-

jnron$ition 3 , la fonction de vraisemblance s'6erit sous la forme

Fe A.

pletites r€parationsr.

donc un processur de poisson sur [O.tJ et notons l[ le nombrc
observ€es sur cet intervalle.

Caq dtun processus de poisson homogdne

32
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loglwaisemblance :

logf(11, . . .,to) : trf6 log ) _,\r,

ppr rapport & A, on trouve :

?log/, ._ 1- a,\ = lYlr-t,

lq dbrivd de los waisemblanc", 
* - I - 0,

l

AT

1 fo uariable aleatoiru T ,* un estimatew de A qti possCd,e

6ldnente6 , "

un tesfi,matew e.dt austi,f ,

un pstirnateur so,ns biais, ffim,ce d,onc de uari.ance m,inimum,

wt,,ystawteur wns,istant et asyrnptotiquement ganssien.

: ti ce qui donne :

A: S.
t

est Un estimateur du ma:rimum de waisemblance. tr

33



lstrutiOn. l. Montrons O* + est un estimateur exhaustif de.l, on a ::AI\

l' ',7)l#: f') : P((rr, ...,Tn)/N, - [t.t]),i/

Dfprmeuwr DE MaTHEuTreuE

rnontrer que :

c-

de

2.

E

[t.d'.| - n', alors :

P (("t, . . .,Tn) /N, - n) : 
#rro.r,.....r*=rr,

qua4l;it6 ne d6pend pas de .\. Donc; f *t un estimateur enhaustif

n[o* qt" + est un estimateur sans biais de.\. On veutrl I'

,,/l- 'r 
+ o'

I suit la loi de poisson de paramdtre ,\f, on a E(l/r) : 11,

-) : )-)
:0.

est u:n estimateur sans biais.

lft pst un estimateur exhaustif de .\, nous ne perdons pas d,infor-
pouf chercher un iutervaile de confiance de ), nous ne regardons
noug sp,vons que N, est de loi de poisson de paramdtre ,\(l), nous

un intervalle de confiance sur ,\(t) et par suite sur .1.

ft, 
soit X?rfu) le quantile d'ordre 7 de la loi du yz d n,degr6s de

fst-d-dire que F(x < xtr@)): 'y, or) x est une variable aleatoire

k' a n dpgr6s de libert6.

.(+)

tr
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ition 10. Lorsqu'on

A sur [A,t] et que

D6PA$EMM DE M{F6MATtet,Es

obserwe un proces$w d,e p,o,is,gon homogine d,.e

l'obsentat'ion d,onnet Nt: n, les 1t2terualles suti,_

3,1

f est

N

de /t.

porur

donc ramen6s d I'estim'tion de A(t). or la v.ariab,re al6at.ire
TT, loi de Poisson de paramdtre A(f), c'est clonc un rtbon' estimateur

-I

10, uxiQn + z)l

fir?-,t'rn), +ooJ

*r?u -r, rt2d, **?,*t) rz(2n )- z)j,

i,nterualles de confiances polrr \ d,e niuerzu 1.

une estimation de Ia fiab*it6 dans .le cas g6n6rar

considerons un processus de poisson non n6cessarireme't homogdne
,\ et d'intensit6 cumul6e :

A(r): 
J(" N,lo".

que rrous cherchions d, estirner la fiabiliri6 du maut6riel d un instant
d, partir des observations sur [r],t1. Lafiabilit6 du na;at6rierl d, l,instant

R(t) : erp(-It{t)).

pouvons en d6duire des intervalies de confia.nce p,rur A, et donc
J, comme nous I'avons fait dans la proposition g. -En pa.r.ticurier :
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.DfPAmEMlffi DE MATHEMATreus

dcr

nc)

tl

sition 11' 
^92 

I'obseruat'ion est un process'u^s d,e po,itison sur[0,t], d,i,n-
cumuleb 1\, et si, nous obser.aons N6: n, alors :_1

L0' ,xi(zn' + 2)l est un 'interuaile d.e confiance por,r. rt(t) de nzueau 1,
1

Ie"e?iix?r(2n + z)),rl est un interuare d,e conJ1o,nce .pour R(t) d,tz

g6n6ralisant au cas non param(itrique ra no.bion d,ex*rLarrstivit€, on peut
ff, est exhaustif dans le cadre d'une esi;imation no,n pararn6trique

d' partin de I'observation du rprocssus de poisson sur [0, f]. En effet,
param6trer la fonctionr ) sur [0, tJ par sorr int6grale A et sa

t' ):

^(")==ffi.
i de l'obrservation sachant {l/, : n} a pour: densit6 (.proposition T) la

:

nl-+Aft,).. .)(r") : nti(t)...\(t,),Llt)" \ 4/

ient pas le paramdtre A(f).

3.",i,

IV

sarsl

Obserrvation des n premiers pointrs

nous int6ressons anx plans d'essais de type 2, c'es* d, drire a,x es-
lesquels le nombre de d6failler,nces observees est fix6 a-p,riori. N'us

6videmnrent toujours da-ns re cas des petirbes r6pa"r:ar,tions. Nous ob-
c les n premiers points Tr,...,fi, d,un processus rie pc,isson.
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Cqs dtun processus de poisson homogrine

"" T 
l'estimateur qui poss.de des propri6t6s int.ressantes est l,es-

O" i. Notons q"u 
,l repr6sente le M.T.T.F- du mat6riel

le M.T.B.F. puisque les r6parations sont suppos6es ins_

ion [2. Lorsqu'on observe les n premiers p?.i,ntsTr,...,Tn d,,un pro_
Podl,san hornogine d,e parnm\tre ), alors & 

"st 
un estimateur d,ein

lles 
proprihtds suiuantes :

'est dp istints,teur erhaustif,
'

'est wf' Qttimateur sans biaia, ffieaee done de uarianee minisnum.

est u{ d*i,mateur wns,istant et asymptatiquemcnt gaussien,

'est llQSypala7 d,u rnadm:um d,e rraisembl,anee.
i

de cette proposition ne pr6sente pas de difficult6. Elle
la ppoposition 6 et le fait que la variable ar6atoire fl, est la loi

1
paragndtres n et j. La construction des iatervalles de confiance se

fr,il;

Fn de lihert6.

ir de [a statistique Tn, enremarquant que 2\Tnest de loi du / d
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i+l

LorsEu'on observe les n prerniers poirrts d,,un processus d,e

de pararnAfue A les intervalles su,iuants :

dl 1

Xfu 4 11 p(2n), 
ftr?r*ry p(2n)1,

de eiorqfiance Wur A d,e rvfuma 7.

3. L'estimateur du maximum de waisembhnce du para,mdtren

4 . I1 n'est pas sans biais car :

'asyr$ptotiquement sans biais.

que sa rariance of n' t2 ^,6:m -rl" et qu'il est consistant
gaussien (ce qui n,est pas surprenant pour l,mtimateur

{r: waisemblance d,un echantilloa). L'estimat** , - li :
n

un esfirnateur sa,ns biais de ,\ mais il n,est pas efficace"

!-
pn test dthomog6n€it6 non param6trique
I

observer le processus de poisson sur [0,t] et nous souhai_
I'hyppthdse -f/s -- 

ttle processus de poisson observds est homogdne,,.

38



0E MAr 1945-GUELMA
DEpr.m.euswt DE MATH6MATTQTTH

est

ind

'ns l'intr:rvalle [0,{ en d intervalles de m()me long;erur not6s /1, ...,f,].
;(1 < k < d),le nombre d'observations appartena't, au ft6*u intervalle :

Nt

nr,,: f \{rnrro1.
i=I

et de mdme loi unifor*" ,u, [0, fJ. par cons6rtruent, d,apr6s ie
classique de convergence vers la roi du x2, sous .EI6 cluand n tend.

la loi, conditionnellement; d {lf, : n},, de la variiabl: al6atoire

cs la nTop,osition 3, sous f/o la loi de (arr,...,1/a) sa,cheint {Nt: n,f

::::(;t 
7.{*n"4' 'f rt",.or), res'r'ariabres rerriatoires X; 6tanrb

zn: !f. f* - 3)",Ei\ " dl
la loi du X2 6. d - 1 degr6s ,le libert6.te

Dr

a'f ,

pratique, pour construire un test de niveau apprcxinnativement 6gal
'on obse.rve {l/, : n} avecn g.rand, on prend comrr(3 r:6gion critique :

D : {Zn > x?_.,(d.- L)',}

que Xl-r(d- 1) est le quantile d'ordre :L - 7 de .[a lri dlu y2 a d,_ I
Iibert(i).

llest de Laplace

un processus de Poisson sur [0, f] et on veut lSester son homo_
la contre-hypothdse 6tant que son intensil;6 .\ est d6c,roissante (res-

croirssante). si le processus de poisson. est homogdne, les points
seront riipartis de fagon rerativement homc,gdne sur 10, fl, arors que si
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y - Dl=tro ;!t/z sur {}v6 : n}.t1/n/L2
ter I'hypothEse Hs ttl'i.ntens'it6 est constante,t contr,e r'.hypoth\se H1

est d,icroissante il (respectiuement'I'intensit6 est cro,,issante,t ), onL

D: {,y 1nr},

D : {X > ry_^}), oil, n, est le quantile d,or&z t d,e la loi
cenlirie de aariance r. Le ni,aeau d,e a: test est as,.ymlototiquement

t tentt uers I'i,nfin'i, et sa pu'i,ssance tentl uers r ror;squ,e t tend, uers

utilise la proposition suivante pour nous aiider d, la <l6.mo:nstration.

DrtPl.ffiEMENT DE MATHEMATTeUES
08 MAr 1945-GUELMA

d6croissante (respectivement croissante) le-s points seront pius conce*-
0 (respectivement vers t). Cela suggdre de considrirrar le test suivant :

tion 1-4' on observe un processus d,e poi,sson sur- [0,t] d,,intens,it€

I-* 
)(,s)ds: *oo,
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q 15- soi't N ra foncti,on d,e eomptage d,un processus d,e po,isson
d,!. ,Sunrosons quer$: *a, alors :

r.r, - Ar
s,aafiables almtoires 

ffi "ooo"rge 
presque-sarement uers L rorsque

tendwws *oo,

:s vagiables aJ6atoires ind6pendantes de roi uniforme sur [0, rj et
-& t'o^r6clo--^-^^:a:^-r r '. rf . D'apr6s la proposition Z, la loi de X sachant {ff, : n} est

lMf*-1):n'-A(t)""4(t) ^'--W
en loi uers ane uariable alfotoire gaussienne centr-w de ua_

Dl:tXo, - nt/2 :DL:V - nt/zt\6P ---m-'
ftl fonction caract€ristique. I-e theor€me de rimite ertrale

P"(u) --)n--+oo p(u) : e-u2/2.
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'tr

w(ei"xo1 : IE(tE(ei"& / Nr)) :E(pr,).

A(t) tend vers I'infini lorsque t tend vers l'infini, la proposition 1b en-

F"" lvt converge presquestrement vers l'infini. Le theordme de conver-
h.-

$omin€e montre alors que E(ei"x'l converge vers rp(u), ce qu'on sou-

j6tablin.

la;pririssance du test, c'est-a-dire IF(D) sous fr1. Nous nous plagons

{r) la fo:rction .\ est dderoissante (le cas croissant se traitant de m6me).i'

praintenant des variables al6aroires xr ind6pendantes, de m6me

s ---+ 
rrfo 

)(")r10,,, 1"1.

mdme de celle des )a - {t,t: T

Og MAr;1945-GuEw^ DtrP^msr DE MaTEEM{reus

cst donc d6croissante et il en de

ja leut variance

lvariah,tes al6atoires { sont stocha-stiquement inf6rieures d une variable
l- :- r... .? ln rr | . 1p de loi uniforme sur f0, 11, leur espdrance rn est donc infGrieur d j, et
1.o

sfrictement inf6rieure catr, sous f/r, les )1 ne sont pas de loi uniforme.

d6dr4[sons, en utilisa,nt la proposition T, que sous ffi :

/s-" v.-n \
frlDlNv-n) : v I 

Le:rr:=:; 
S r^ II \-fl!; - -(Li:tY-mn- n.y ,(+-rn)\fr,\_l--------------:----F-T-__-r

ir \ o\/n ot/I2 o /
l-an.

n tenid vers l'infini, la quantit6

n-
o{L2

(* - *)r/"
o
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,

vprs +o<> et la variable al6atoire

fe en kri vers une gaussienne. Ir n'est arors pas difficite d,en d6duire
Irend vers I et par suite :

P(D) : E("n)

1 lofrsque t tend vers l,infini (par convergence dourin6e). il
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