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sont encore et toujours vitales pour le monde des entr+
d'anticiper leure activit6s, leurs b€soins et les moyens d

satisfaire la demande ds clients. L'approche ARCH -
uit pour 6viter la lacune majeur des moddles ARMA.
un outil puissant pour traiter le ph6nomdnes non li-

'vements imprdvisibles ou volatils du march6 financier. plus
permettent de pr€senter et modGliser les s6ries financidrm.
g€n6ralisation du <<l\dod€le ,AfiCff>> pour r6soudre des

statistique dans le domaine de la finance.

nr



Introduction

La qnestion de la pr6visibilit6 des s6ries financi€rres a toujours 6t6 un
problime majeur dans le monde de la finance. Ftx;e d, l'6chec de l'ut;ili-

ion d,es processus ARMA pour la mod6lisation <le certaines s6ries no-
tarnmenl; erlles dont la varia,nce 6volue dans le ternps en fonction des va-

leurs pass6,es (en particulier les s6ries financidres), les moddles AIICH intro
ts par lDngle (1982) et GARCH (introduits par Bollerslev en 19i36)

un succds. Le travail suivant s'inscrit danri cette logique, celle de

la.moddlisertion d'une s6rie financidre, en ayant recourt aux moddles de tSpe

A}ICH .- GARCH.
Le but de notre travail est de fournir une inlbroduction aux modi:les

AI\CI{ --GARCH le plus souvent utilises dans lzr, mod6lisation en temps
rtinu <ler; march6s financiers. On s'int6ressera plus particulidrement d I'es-.

tinration el; d sa mod6lisation au logiciel R,. Notre miirnoire est compos6 de
uratre chapitres :

Dans le chapitre 1, nous prdsenterons un rappel <lm principalm d6finitions,
rpri6tds des s6ries fina,nciers, des processus ainsi quLe quelques notions utiiles

notre travail.
Da,ns le chapitre 2, nous pr6sentons la formulation de ces moddles, ainsi

u,: leuni p'ropri6tes- Puis bridvement, nous 6num6rons lm difi6rentes ext,en-
de cers moddles.

Dans Ie chapitre 3, notrs abordons l'estimation dler; moddlm ARCH pat
Ia:m6thode,du maximum de waisemblance et la pr€vi.sion de ces moddlesr.

[ans le chapitre 4, nous pr6sentons un petit exerrple pour le mod6lisatiion

AIICH et GARCH on va termin6 avec annexe sur quelques coutmandes et
u,{ques oremples simul6s avm le logiciel statistique rrRrf

IV
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de bases

petit rappel de quelques notions de bases :

centrO d'ordre /c du processus Xr, t: t...7

[ ,r:E(X-E(X,))k
t 

-: 
+;i; 6,'-ir (1'1)

La lastosis ou Ie caeffinient d'aplati,ssement pour un Fnhan-
s'(*ri,t :

*r: 
#,

La lrurtosi,s nzesure le u,ractAre poirrtu ou plat de Ia ilistri,-
La kurtosis de Ia d,istri,buti,on normnle est 3. Si,Ia lrurtosis

(qrcues Epaisses), Ia distribution est plutot pointue (di"t i-
), si ln lwrtosis est infEri,eur d3, Ia distribdion est plutot

(r.2\

1.1.

sEn
'd:

est dit elplntikurti,que).



CHAPITHE ]. IVO?/ONS DE BASIES

L.2 S6ries chronologiques(temporelles)

Une s6r'ies ternporelle est une collection de dorxr6es obtenue de manidre
au cours du temps. Il y a donc typiqueme:nt deux variables asso

-une va;riable quantitative dont les donn6es sont drSpenda^ntes

-une variable," temps"

Exernprles

-donnr6es m6t€:orologiques

-donnL6es fina.rlcidres

-phdnorndnes ondulatoires (son, signal neuronique, etc...)

-suivi de popurlations

.,3 .Nf6thode graphique

La repr(isentat;ion graphique de la chronique permet de d6tecter la pr.6
d'une tendarnce, d'un cycle, d'une saisonnalit6 ou d'une modification de

(rupture). Aussi, l'6tude de la fonction d''a,urbocon6lation (corr6lto-

) qui cons.iste d analyser le corr6lograrnme sirnple permet de d6tect;er

> Des prics marquants apparaissent aux retards 5r25,3,5..., ce qui fait
de, ler, pr6sence d'une saisonnalit6 de p6riode Ii.

) La forrction d'autocorr6lation ne d6crolt pas d'u-rLe manidre rapide vers
r, ce qui fait croire d, la pr6sence d'une tendance.



1.3. IvfiETHODE GRAPHIQUE

Tarm ile chilmage d'algeri,e d,e 1989 d 2015 (Figwe 1)
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rrfr(P rsim finr 16 ilrrz3 |tE!t]
rll

Figure 2

CHAPITHE 1. NOTIONS DE BASIES
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rtain

Soit

Propri6t6s des s6ries financidres

de prix d'actif et de rendements prEsentent gdadralement un
de propri6t6s similairs suirant leur p6riodicit6.

,p; le prix d'un actif d, la date t et rl le logaritbme du rendement

rt : log (d - loe (pr-.) - log (1 + &)

- 
(pt * n) d6signe la variation relative des prix

Pt-t
stationnarit6 des prix ps.

de stationnarit6 des rendements.

rt: log( Pt 
1 =Pt 

- Pt-t
k-t Pt-t

des extr€mes (volatility clustering).

4

(1.3)

ori

1)

2)
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L.4. pRopHIETES DES srinrps iFtlrANCrEn:Es

r:orrGlation des rendements mais autocorr6lation des carr6s.
rie. Les baisses du cours g6ndrent plus de volat;illLt6 que

haussr:s de m6me, arnplitude.
it,6s

( 1 .,1)

L.4. La rrolatilit6

ilitil est une mesure de I'instabilit6 du cours d'un aatif financikrr.
I'amplitbude des variations d'une action, d'un procluit d6riv6 ou

lll s'ag;it d'un paramdtre de quantification du risqrne de ren,cle-
pri:r, les s6ries mon6taires et financiers sont caract6ris6es par le

de volatilit6, d savoir les p6riodes de forte volatilit<! alternent avec
der vola,tilit6. Ce ph6nomdne, que nous appel,o:ns aussi I'h6te-

ib6 conditionnelle, est particulidrement fr6quent dials les donn(lm
les tarx de ch:r,nges ou d'autres prix d6termin6si sur ies march6s

allons pr6senter qurllques m6thodes pour mesurer La volatilit6. Elles
selon leurs r:aract6ristiques : mesurer la volal;illitd en utilisa,mt

sta,tisrtique.
stretistique

rrrarch6 financier, la volatilit6 est mesur6e commr3 l',5cart type ale

it6. Cette statist;ique mesure la dispersion de la rerrtatrilit6 :

li
sont i

les frr

e,st la rentabilil;6 moyenne de l'6chantillon. L'6car:t type est urre
rle m:ris utile de la volatilit6. Quand l'6caxt type erst grand, :[a

awrir un: rentabilit6 6lev6e est grande. Plusieurs 6tud.es ont utilir;6
ion de l',6cart type pour mesurer la volatilit6.

L.4. La stationnariit6

eru pa$sage quelques propri6t6s corrlme la stilt;ic'nlarit6 fod;e
iorurar:itr5 faible (ou stationnarit6 du second ordre).

L.4.1, i Soi,t utq processus temporel al1atoire (,.)*,t'; e Z) . l-,e

stricl;ernent ou fortement stati,onnaire: si, quelque s,oit

tl, (n' -R)'

X, est ditl



CHAPITRE I. NOTIOATS .DE BAS;ES

n -- uplet du temps: t1 1t2
auec l;i -t l\, e Z, \/'i, 'i : L,2,...,fr, Ia sui,te (Xrr*o,."..,Xr*+n) d, la m|me
Ioti. de pToltabi,Ii,tE q'ue la sui,te (X6,...,Xr-). Dans, la prati,que, otn se li'nzi,te

g1nEntlement d, La ,stat'ionnarit€ du second ordre (ou, stati,onnari,t6. fai,ble) du
proce$sul <itudi,E..

D,€firai,t'ion, 1.4.2 Un processre (Xt,t e Z) est drit stati,onnai,re a,u s€ctcnd,

orilre, ou, stat'ion',na:i,re au sens fai,ble, ou stat'ionnains d,'ordre d,eur: s'i les t',ro'is

co ndi,lii, o'ns su'i,u an t e:s s o nt s ati,s f ai,t e :

( qw?.?)<caYtez
\ ti,t E()fr) : rre, ind6pendarrt det,Yt e V.2.

I i,i'i',1 c,ru(Xr,Xo+tt):E[(Xr+n -m)(Xr-m)]:'y(h),ind6per:xlant det,V(t,h)
(1.5)

En rdsum6, un proce$sus est stationnaire au sereond ordre ri.i I'ensemLble

de ses mioraeots sont ind6pendants du temps. Par cons6quent, il ,:onvient de
noter que la statiLonnarit6 implique que la rariancer'7(0) du proc€rssus X; est

co.nstelnte a,u cours du temps. Les processus Pr ass,o,ciiis aux prix d'actif sont
g6:ndriilement non stationnaires au sens de la stationneuritd du srv:ond ordre,
tarrdisr que les processus associm aux rendements i;o:nt compati.bles avec la
propri,6tr3 cle statjiorrnarit6 au second ordre.

1.4.:l llonct;ions dtautocovariance et; d'autocorr6lation
Di!finitjrorr L.4.i1 Soi,t (X) une s€ri,e stat'i,onna'i,rcz. La:, foncti,on d'autocoua-
riunce de (X) estt d€fr,n'ie par :

r- '772

^f;r1n1: ccru (X1, Xr+n) ,h: A,*1, *:21, ""

La foncti,otz d'autot:orttlation de (X1) est d€fi,n'ie p'uLr :

ixh)
Px@): -/x(o)

(1.6)

(1-7)

exempl,e 'I.4.1 On 4tudie les uari,ati,ons nxerwuelles clu nombre d,e passag,ers

d,'une cam;oagn'ie a4rienne. On s'apergoi,t qu'iL y a;, d,e:s p'ics anmtels (Fi,gure



1.4. PROPHIETES| DES SfRIES FTVANCIERES
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CHAPITRE I. ,VO?IONS DE BAfiES

1.5 Le processus bruit blanc (wlhite noise pro-
cess) "

Plus simple processus stationnaire en anal;rse des s6ries temporelle est

appel6 processus bruit blanc {e6t € Z} qui est urre s6quence de variables

al(latoires non corr6l6m de moyenne mrlle et de variance constante o2

DrSfinitilon L.5.L (e1), ez 6t un bntit blo,nc for't si' :

(er)orrz est une suite de variables al6atoires r6elles ind6pendantes et iden-
tiicperne:nt distribuees (i.i.d).

Vt eV': lE(e1) :0 et EG?) : 02.

Drifinitiion 1.5.2 (e)r.u est un bnfi,t blanc faible si' :

(€t)te:z est une suite de variables aldatoirc r6elles identiquement distri-
bu.6es,

V (t, ,s) e. V,2, t f s : cou (e1 , e") : 0,

Vt eZ: E(e1):0 et M(el):62.

efi.emple L.5.1 Si,mulation d'un processu,s bnfi't blo'nc (Figure 5)

8



1.6. LE PROCESSUS .DITI{VOUATION

r 1.5.,1 La s1ri,e rf; associ,€e aun carc€s des rendennents prEsente
de fo',rtes auto-corr€Iati,ons tandis que les auta,-corr€lat'ions de

1 sont sluu€fl,t tr6s faibles

1".5.'.2 Un pnccessus (X) est une diff4rence d,e rnarti,ngale ho-
s'i et seulernent si, :

1.6

( w(xrlxr-r,...x0) : o
'1[ Y (x'l : o2 vt

Le processus dtinnovation

introdui.sons un conc€pt d'innoyation.

?-

lis6e,

1".6.11 L'i,nnoaation d'un processu,s stochastique Xt est d€finie

errreurs repr6sentent comme diff6rence entre la valreur pr6vue et

€1 ,- Xt -M(Xtl&-t,Xt-2,...) (1.8)

des e,rreurs repr6sentent cofilme diff6rence entre la valeur r6a-
varia,nce conditiionnelle

e?: x? -v (&/IFr)
carr6 des erreurs normalis6es est d6fini

(1.e)

(1.10)

L."f Ntoddle lim6aire

1.7.11 tUn proeessus(X6,t e Z) est un processus ,li,nEaire (resp Ii-

^, _ Xt-Fr(XtlIr-;
L lr| lrr ti \

t) ,le moyenne pt s'i,l s'ecri,t sous la forme :



CHAPITHE 1. JVOTIO]VS DE BASiES

3Xt: F+ L ak€t-k (1'11)

k:r

ot. (t;1)r.sest un bruit blanc fort (resp faible)avtr variance o2 et ott la

suite dm coefficients 06 est suppos6 telle que

+e

I"?'*
k:1

(1,12)

notE Il, i'I

1.8 0p6rateur de retard B

D6finition 1-.8.I_ L'op€rateur retard, est un opfualieur li,n6ai're

d,ticale le processus d'une unitE de ternps uers le passti'

BX1: f,'-t

Propri6t6
1,) Eij Xt: Xt-j,i € Z en particulier on a BoX'' == f,'
2i Si x, : C;it €2, avecO e IR : Bj xt : Bj(/'= C Yj e z
3) Ili (:,BiXt): Bi+ixr: xt-i-itvi,i €z
l) B-i;& : .Xt+iVt,i eV'

(1.13)

4) (Bu + Bi) Xt : Xt-t, * Xt-i, Vi, i € Z

Sj ii on applique h fois cet op6rateur, on d6cale le processus de h umit6

d,e temlrs :

B (B (...qxt..)) : BoXr: )lt-h (1'14)

1..9 Modldles ARJVIA.

Les mLoddles ARMA s'appuient principalemerLt sul deux principes mis

e:n evidence par yule et slutsky, le principe autor(;gr€ssif (Auto Regges-

sive) et ouoylrr," mobile (Moving Average). Puis err 1'970,leur appliceution

d l'analyse Lt a U pr6diction des s6ries temporelles fut gy6n6ralis6 par Box

et Jer:ki.ns en combinant les deux principes ARIU|A, ils montrent qrxe ce

p,rocessus pouvzr,it s'appliquer d de nombreux dorrraiLneei et 6tait facile dr' im-

p,l6mente:r.

10



1.9. MoDLDLES AEMA,

1.9. Utodile ,4^B

L,e

I'id&r

s'il s"

od:
dle cl'accroissement
Ai

et

d'autor6gressifs
t blanc ind6pendant.

exemlp
la r1al:i"

dele q.ue pr6sente re procgss,s auto-r6gr6ssif, construits €u partir deI'c'bserrrrtion au temp I s'explique linclirement par les obrservations

f .9.1 l)n dit que (X) est un [)rocessus autor€.gttssi,f d,,ord,re p

(1.15)

.9,1 Le processu,s Zr:0,IXt-t+O, g&_4 et un pro,a,ssu:s AR(4)n de tai,r!,le T :200 d,e cette serie d, U f fqure Oj

xr:5+fr,.;.xt-r*et
i:t

TIil

Figure 6

11
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CHAPITHE 1. NO"IONS DE B/SES

rr

Figure 7

l{

Figure 8

Le Moddle MA

processus formeut une classe flexible de moddlts pour de n<rmbreur(

0nes ob€erves. Ils sont construits d, partir de I'id6e que I'observzrtion

f s'explique lin6airement par les obserrration d'un bruit blanc.

q

Xt: F+I8a€1-;*e1
i:L

t2

(1.16)

€

1Ett-
I

E



iL.9.2

F:6

1.9. MoDitns ARMA.

de moyenne mobile.

Le procesws Zt : 6*et-1*0,7e1-a et un proarcats MA( )d,e
t€alisation de taille T : 200 de cette s4ri,e d, la (figwe g)

* '|?:.*

Figure 9



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BAI;ES

!.3tt:
i

wdk

i:I i-l

!F

Figure Ll

lJ.9.3
I

Mod€le mixte
lin6aire le plus courant est le moddle ARMA qui combine

les denx principes AR et MA.

1.9.2 Le prooessus (Xt,t € N (ou Z)) ad,rnet I'*qration g4n6:mle

qui d€fi,nit un mod,Cle ARMA(p,q)

llLe

pq
Xt: F+ t atXt+- I flFt-.t (1.17)

est l'ordre de processus autor6gressif et g l'ordre de processus moyenne

1.9.3 Le processtts Zt : 0.52t-r * 0.2Zpt + q * 0.5er-r est an
ARMA(3,1) est ca r4ali,sation prtsent1. ilans l,a (Fi,gwelLT)

Figure 12

14



1.10. Hilrhruoschonsuurt

33

rE

Figure 13

sfry

I

I

Figure 14

icit6
En statisti,que, on parle d'h€t€rosc1iJastied,t€ lorsque les

exam,in(cs sont d,ffirentes. La noti,on d,h€t€rosd,as-
d'homas&-d,astici,t6, ryfi, correspond au cns oit,la aarianen

est anstante. Tand,is que d,ans Ie ca^s d,'hornosc€d,as-

Var (e) : 02 Y'i, rwlts o,aons dEsorrnais Var (e6) : 07, ott,

deoj,Wffi+i

It.

I

Itr

t'6citd

&e tr',

4
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Chapit:re 2

l\dodldlers ARCI{- GAIIII H

2,,t htlodriles Autor6gressifs conditionnellernent
E[6t6:rosc6dastiques ARC]EI(' 1 )

Dans le, but de pallier aux insuffsances des repr€serntertions A.RMA (p,q)
pour les probldm,es mon6taires et fina.nciers, Engl<l (19g2) propose une nou-
vel,le clarer de mr:ddles autor6gressifs conditionnelllement h6terosc6dastiques
(ARC'H) eupte d capter le comportement de la volatillit(r dans le temps. Le
moddle est form€, de deux 6quations. La premidre rnert en relation le rende-
mernt et rjertaines variables qui l'expliquent et la ser:c,nde lnod6lise la varia,nce
conditionn,:lle des residus. Le principe propos6 par Elngle consiste d, intro

ire une dyna^rnique dans la d6termination de la vola,tilit6 en supposant
u,l la vrxiance est conditionnelle aux informations dont; nous disposons. Il

une sp6cilication ARCH (p) or) le carr6 des irrrxo'rations, c'est-a,-diire
la'irariance du terme d'erreur au temps t, d6pend de l'.importance des termes

'erreur au carr6 des p p6riodes pass6es. Le moddle ,ARCH @) permet de
t6rer <les 6pisodes de volatilit6 importante suivis dl'6p,isodes de volatilit6

faibles.

I Y:7Xt*et
I ori e6 l1-1 ru N (0, fro)

(2.1)

ori le terme Y6 correspond aux variables expliquant .ls rendements, il pelut
urr nrocldle AITM A (p, q) .L'expression lt_t : o (_&:_ "),., d6signe Ia tribu
nclr6e les Xr-" s ( l.Dans la mod6lisation AIlClr kr processus 61 p€lur

16



MODI ELES AUTOREGRESSIFS C ONDITION.NELLEMENT
HETERO S CEDASTTTQIUF;;S ARCH(I)

€t: Ttht
avec h1: J";+ "e-ot 4t - lf(g,1)

(2.2)

r 2.L.1 Un processus ex satisfait une reprtsentati,on ARCH (1.) sz

et: \tht (2.3)

(2.4)

od?
0, tC

un lrruit blanc faible, tel que M(qr): 0 et V(ry,,) : 1 ,et cv' )'
d1 I L,, la, composante fta d6signe une variable qui,, conditionnel-

l'ensentble d'inlbrmation des valeurs pass6es de e1, i.e. d It-t :
o{e €F-2,...,iit-.j,...1, est d6terministe et positive. Dans ce cari, le proces-
SUS g caract€risr6 par rles auto corrdlatiors nulles E {ere"} ,= 0 pour f I s

ce :ifie que les e; sont non corr6l6s dans le temps, ern elTet er reste un
bruit mais dit faibh.

2,,1.L Un bruit blanc fai,ble impli,que que lers rds'id,us ont une
n:,ullet et Cls sontt corr4les dans le tem,ps. Ai,nsi, I,a, aario,nce cond'i-
uari,et d',ans Ie temps, ma'i,s e1 est non cond,iti,owttzllem,ent hamos-

c'est-d,-'dire qu'il y a l'eristence d'une aariance i,ncondi,ti,onn,elle

2.,1.2 On peut Etablir des r4sultats 'i,nt4ressants ,en eonsid€rant
autor(4yessi,f sur el, nous pouaorw €crire Ie mod|Ale ARCH so'u,s

forv,zes. Prenons un moddle ARCH (L) pour les i,Ilustrer.

d'6cuilibre :

h? : o'+ a1 (e!-, - o') (2.5)

erJ.e o2 .-

1) ainsi :

1-ar . nous retrouvons la forme habltuerlle du moddle

ao * aE?-t

AR'C

17
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CEAPITHE 2. MODELES ARCH-GAN\CH

h?: -o,o 
/' 

-do \1-aI +at 
[€i-t -T-"t)

: -00 ' atao
1-al *a1ei-1 -i:;i

: as * a1e!_,

carrfu des erreurs sont autor6gressives :

4:h?+o,
:*r_h?.

h? : oo * at4-t e el : ao * a1{-r q u,

ayant les informations disponible jusqu'au temps t - | :

lE(u; ll*1) : g

[-1 c'est I'ensemble de I'information jusqu'd, t * L, en effet

W(u1 lI;1) : w(t?Vr-t) -w(h? l/r-r): V(e, l/,-1) -W(l,illr-)
la propri€t9hes moddle ARCH ponr s: 1 on a

(2.10)

V(er l/'-t):h7

(:2.6)

(1t.7)

(,r.8)

(2.e)

(2.11)

onf
rt si

IE(t1 lIl-1) : h7 - h7

:0
(2.112)

proces,sus d'innovation pour ef. Ainsi cette ecriture pr6c6dente cor-
d, celle d'un processus AR(L) sur le carc6 fi

e7: ao* at4-t+at (2.13)

que ce processus Q ut stationnaire au seconde ordre si et seule
l<1,

18



2.2. HEPHESENTjAT1jTON ARCH

2."2 Hlepr'6sentation ARCH
2"2.I Si un'processus e1 sati,sfai,t une reprEsentcr,ti,on ARCH (l),

sati,sfai,t une r1pr€sentation AR(I) telle que :

e7:o,o+apf;-r+u1 (2.14)

-= e! - h,! v&rfrant W(a1 lI;1) : 0 est un proc6;sus d'innovation

11.2.L Les gmp'hiques c'i-d,essous perrnettent de anm,parer un pro-
ll.l) et url, process'trs ARCH(L) (Figure 15)

{,

10

5

0

€

-10

-15
:150 500

-ARCHI - 
flq1

Figure L5
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3.2. PHEVIS;IAN

i

lh pr€vision de 3 p6riodes, nous avons
I

!

i

i oo+ $r+a)h?r+z (3'26)

i oo * (h+ar)(co + @r* c1)(a6 + (0r t oq.)h?r + al*rlfr- 1)))

i, jen repEtant les substitutions, pour la prGrrision de h p6riodes, notri

Ir,p)

At
*rq

Et

(3.27)

h -+ oo la'yariance conditionnelle tend vens la valeur d'6quilibre

Aa
;-----; , \ (3'28)
L - (0r4 ot)
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Chapitre 4

Application

4.L un exemple pour la moddlisation ,A.RCH
et GARC H

BEIL 20 : L'indice de r6f6rence du rnarche belge. Cet indice ,est 6ta-
bli d pa,rtir des actions des 20 entreprises ayant un poi<ls con-sirl6rable dans
1'6conornie belge.

4.L.L Pr6sentation des donn6es et trai'tement des va-
leurs manquantes

Les ,lonn6es utilis6es sont celles des cours journaliersr d'ouverture de f in-
dice BEIL 2O sur la p6riode allant du 10 juin 1992 au 1ii mars2009r. On note
la pr6sence des donn6s manquantes dans la s6rie relativement aux jours
de f6tes et aux jours f6ries. Ces donn6es seront remplac6es en util.isant la
moyenne arithm6tique des valeurs pris es par la s6rie dans leurs voislinages.

4.L.2 Evolution de la s6rie

La fgure prOsente l'6volution du BEI 2O sur la pdriode pr6c(derrrment
indiqu6e. De fa4on g6n6rale, on observe une tendance d, la halsse, sur la
p6riode Juin 1992 allant de juillet 1998 ainsi que sur ,[a p6riode allant de
mars 2003 d awil 2007. On observe par contre une baisse du cours du BEL
20 entrer 1999et 2003. Cette tendance d,la baisse est encore plus merqu6e sur
la p6rio,le. Cette chute peut probablement s'expliqu6 pa,r la crise fin,ancidre
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di€e n'
ne

4.11.3

Et;

La
riotle

la s6rie
ARCH
de La

pothdse

UN EX]IMPL)E ,?OTJR LA MODELISATION AR.CH Ei'T GANi.C)II

t depuis I'ann5e 2007 d'autant plus que, plusieurs dles soci6tes priirs e,n
pour Ie calcul de cet indice sont des banques.

L' ion de la figure 1, nous laisse penser d prior:i que la s6rie r3tu-
pas stationnaire. En effet, on note de faqon g6m€,rale, que la s6riLe
pa^s oscille.r autour d'une moyenne constante. rOe qul laisse pr(rs

le moment du processus g6n6rateur d6pend du temps. Les pattemLs
(sur kx p6riodes de 1992d 1998 et 2003 d 2007) eri; der d6croisrsimce

au d6but der l'ann6e 2009 particulidrement) laisserot sonpqonner la
d'une t;endance., Far cons6quent, nous postulons pouLr }a norL rsteu-

du processus g6n6rateur de la s6rie.

ndo&nC{aEEq

Tar-rx de croissance du BEL 2O

de la st;atiorrnarit6

d6cr:ivant le rbaux de croissance du BEL 20 jourr:Lallier sun p6-
de 1!192 d mars 2009 nous est pr6sent6 d travers la :frgure 2. On

t <l6pendante du temps (ce qui est caract6risti<pre ders procer;rsus
GA.RCH). Pa.r' ailleurs, on constate que le correlogrannme sirmple
ne pr(sente au,cune forme pa,rticulidre. Au vue, de tout; ceci I'ihy-
la stabionnarit6 du processus aya"nt g6n6r6 la s6r:ie (de rentabillitti

d la lumidre du gnaphique, que la s6rie fluctue autour d'urre m'lyenn{)
nullle. i, o:n r:emarqu€r que les p6riodes de forbes volatilit6s erb de failcrles
volatili se succddent d, tour de rdle. Ainsi, la variance cond,itionnelle, de

,Cu B 20) senrble vraisemblable.
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CHAI>T?Hg 4. A]>.PLICIATION

FiguLre 2 : S6:rie du taux de croissance du BEL 20 erb corr6logr,anr

6

$
d

*E
q

cI

*

c

t
rt

I

4.1,4 Etude des moments et de ler leptokurrbir:il;6 du
'taux de croiss€rnce du BEI 20

La nrqyenne cle la s6rie est donn6e dans le tableau. rOn rernarqure en effetr
que conlbrm6ment aux r6suitats attendus, que cettr: fllo]rreru]€ <xit quesiment
nulle. Arnssi, comme nous l'avons soulign6 pr6c6dernmenib, le graphique nous
fait observer que la variance conditionnel d6pend du temps. kl coerfiicient
d'aplatissement (ikurtosis) est de l'ordre de 16 )' 3, c<,rtte disl;r'itrution est
donc Jlep,tokurtique. Le coefficient d'asymdtrie est pror:h,er de 0 ,ce qui laisse
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4.7. UN EXI'MPLE POUR LA MODELISATJON ARCH ET GARCI{

une dirstribution assez sym6trique. Son signe n(gatif rbraduil; une
sensibilit6 aux chocs n6gatifs. De fa,gon g6n6ra le, lm moments

calcul6s sont assez proches des pr6visions.

Moyenne 7,55D05
va,nance 0,000153745
kurtosis 16"94841

ilableau 1 : Propri6t6 statistique de la s6rie

,4.7".5 Etude du processus du taux g6n6rateur de lar
st6rie

l'optique de v6rifier si la serie a 6t6 g6n6r6 par un processul GA.RCH,
:nous 6tudir:r les corr6iograrnmes simple et partiel de la s6rie 6le.vee au
rrl0rl'6, de voir si cette dernidre est issue d'un processus AR ou,rlRMA. .Enr
ri;fierb les de type GARCH 6leves au carr6 correspondent d, dm pro.
cqssus MA.II faut noter au regard des corr6lograrrmes simple et partiel.,
r:1u'il est difficile de pouvoir d6tecter I'ordre (p,q) du proce$sns ARM.A.,
]le r:e t, nous allons utiliser un algorithme permettant de minimiser le cri-
tdre AI
t:llv€tau

sur le logiciel R. On remarque une d6croissance exponentielle aui
corr6lolgramme simple amortie aprds 4 retards ce qui nous am€ne d,

penser q < 4. De m6me au niveau du con6lograrnme partiel on note uner
expcrnentiel amortie aprds Ie 46me rctatd. D'ori il est probable,

<1ue p (

3 Correlogrammes simple et partiel de la s6rie des taux de cro,ils-
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CHAPITHI' 4. APPI,R}HTION

sance €ru ca,rre

HralagilDil..lrF|a GArrdaSnmlporlH

tn

rig

Le:moddle minimisant le critdre d'information est un processus de type
GARCH(|,2). t€s r6sultats de l'estimation des diff6rrents coeffir:ien f sont
pr6sent6s ci-dessous

Estimation des paramdtres du processu,s GA.RCH(|,Z)
Le rnoddle estim6 wt donc donn6 par :

rrs:J.379e-06
tr.1:1.452e - 01

l7r: 3.76Le - 01

llz: 3-768e - 01
Telle que :

[ "': nrl"
t ;;: ' avecqt - l[(o'1)

4.2 Annexe A
4.2.L Pr6sentation du logiciel R

Le logiciel R est un logiciel de statistique cr66 par Rcss Ihaka i3z Robert
Gentkrman. Il est d la fois un langage informatique r:t un envirorruement
de tralail : les commandes sont ex6cut&s gr6ce a des instructiorxr cod6es
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4.3.

ts(
Ilv

urupar

esl; . C'esf; un clone du logiciel S - plus qui est fond6 sur l: langage cle
icm orient6 objet S, d6velopp6 par AT&T Bell La borato.ries

en1 . Ce logiciel sert d, manipuler des donn6es, d, tracer des g:aphiques r:t
d, Iaire anall'ses statistiques sur ces donn6es.

4.2.2 Quelques commarldes

) : I\4ontage ARIMA-moddles
) : Estirnation de la fonction d'auto-corr6lation

: Simulation des processus ARIMA
) : Esl;imation de la fonction d'autocorr6lation pa.rtiel

( ) : conrmande graphique
: Cr6ation I'objet des s6ries temporelles
cinq arguments principaux :

: le.s donn6es decrivant la s6rie temporelle
: le temps de d6part

: le temLps de fin.

r la fr6quence d'6chantillonnage ou le nombre d'c,bservations
de ternLps

: la p6riode entre deux observations successivqs
: Commande vectorielle

rrltr : lle type de graphe qui sera dessin6,trprf :points, rtlrr :lignes.
:, ylirrr== : Fixe les limites inf6rieures et sup6rieures des axes

) : Fo:nction retourne la date du jour sous forme d'une chaine, de

as.

) : tableau individus x variables

4.,3

dans
tsrte

4.3.1

langage relativement simple, les rmultats sont a,ffich6s sous fornre cle
les graprhiques sont visualises directement dans une fendtre qui leur

Annelxe B :

simulation d'un bruit blanc

.blanc==ts(rnorm(200),frequency: l,start:c(2),end:c(2100) )

43
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CHAI']T'REJ 4. .AP]E'L C'IATIAN

> plot ( bruit. blanc,type: tt l tt,col- tt green tr 
) pager (8 )

4.3.2 simu.lation des processus

exemp.le 4.3.1 tau,r d,e chomage : page( S)

P€,riod,e 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2404 ,!005 2006
AIg6.rie 28 29,3 29,5 27,3 25,7 :23,7 L7,7 I"5,3 L2,5

>y: c'\20.7, 19.8, 20.3,2L.4,23.2,24.4,28.L,28,28.,28,29.9,29.b,27.8,25-T,ZB.T,LT.7',L5.J,
+I2.5,13.9, 11.3, LA.2,rA.10, 11,9.9, 10.9)
>y
[r] 2{J.7 19. 8 20. 3 2L. 4 23.2 24.4 28.L 28 28 28 2{t.g 2s.,ti 27 .s 2ti.7 2:t.7 L7 .7

15.3 12.1i 13.8 11.3 10.2 t0 10,11 9.8 10.8
> taux.chomage:ts(y,start: c( 1 989), end: c( 20r 1a) )
>taux.chomage
TimeSeries:
start: 1989

end:,2014
Flequency: 1

lrl2(r.7 19.8 20.3 2L.4 23.2 24.4 28.L 28 28 28 2gt.i3 2t).t:t 2T.B ztit.T zai.T rT.Z
15.3 12.t' 13.8 11.3 10.2 10 10,11 9.8 10.8

>plot(taux.chomage,col: ttred tt 
).

exemplre 4.3.2 un jour sur 2 au cour du moi,s de mar.s p00g : ,page(|)

)dl'1 - seq(from: as.Date("aLlffila9" ,"Tod,fa,/omlTta"), [,6 =..as-f)s,f,e("J0/0,3/09"),
*" Yo'l f %m I %A" ), length.out: 15)
>d1

[1] " z00g - 0B -- 01" " 2009 - 03 - 03" " 2009 - 03 - 0b, " 2009 - 0a -. 0T' " 2009 -
03 - 09"

[6]"2009-03--Lt"" 2AAg-03 - 13""2009-03 - 1,5""2009-03 -.17"" 2009_
03 - 19"

PEriode 1989 1990 1991 1992 1993 Lgg4 1991-r n996 L997
AIoEri,e 20,7 19,8 20,3 2L,,4 23,2 2,+,4 28,11 28 28
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gers d conxpagnxe
pase(7)

On
un pic

racf(

4.3. AIYNEXEi B :

[1 1] 2009 - 0:i -- 2L" " 2A0g - 03 - 23" " 2009 - 03 - 25"' 2009 - 03 - 27, " 2009 --

>r - rnorrrr(Jlength(d1), mean : IZ)

I-r
(x: dl, y: fr type: rrbtr, ylab: ItTemp'eratur-e ("t71r,
: rrlh:riations mensuellestt)

4.3.3 :On 6tudi,e les uariatiorLs nlerlsuelles du nombre d,e passa-
a€,rienne. On s'apergoi,t qu,i,l y a des p,ic,s annuels :

AirPassengers)
(AirPass,engers)

x0 == 1957.5, y0 : 520, x1 : 1958.5, yI : b20, c.ol,,- 2,
: 3, length : 0.1)
x : 1958, y : 560, ill anrt, col :2)

sur I'autocorr6lation a\rec enve cette p6riodicit6 (rouge)
(rrert) : page(7)

Passengers)

":t,,y:0.76,co| :2)
x: 7,112,, y : 0.948, col : 3)

les dels procssus AR, MAo ARMA

4.3.4 iJi,mulati,on d'un processus AR(I) page( 11, 12 )

ima-sir:n(200, model:list (ar:c(0. 1,0,0,0.8) ) )
AR, t54>e: rtl rr,col: rrred rr, ylim:c(-6,8), xlim:c(10,200).)

4.3.5 liimulati,on d,'un processus MA(I) page(IT, U)

:arima.sirn(200, model:list(ma:c(1,0,0,0.7)))
MA, t54re,: il 

I 
rr,col: rr red rr, ylim:c(-6,8), xlim:c(10, 200) )

4.3.6 sineulation d'un processus ARMA(S,I) page( .14, 15)

:arinaar,.sim (200,model-list (a,r:c(0.5,0,0.2),ma==c(1,0.b) 
) )

ARMA, type: tt 
I 
rr,col: u 

"ed 
tt, ylim:c (-6, 8), xlim:c ( 1 0, 2[t0) )
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4.3.S Les fonction d'
tions dt

> acf(AR,main:[ACF of AR(4)procesdron )
> pacf(AR,main: TTPACF of AR(a)procpssus" )
>acf(MA,ma'n-trACF of MA(4)proceslusr')
>pacf(MA,main: ff PACF of MA(4)procpssus" )
> acf (ARJ\{A,main: 

" ACF of ARMA(3, { )procmsus " )
>pacf(ARMA,main:'TPACF of ARMA(S, l)processus r' 

)

46
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ation (ACF) est fonc-
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