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troduction

A présent, nous allons énoncer et démontrer I'un des résultats les plus importants
théorie du calcul stochastique, la formule d’Itd. Ces travaux ont été publiés entre
et 1950 et sont dus au mathématicien japonais récemment décédé, Kiyoshi Ito6. Le
ematicien Wolfgang Doeblin avait de son coté ébauché une théorie similaire avant
suicider a la défaite de son bataillon en juin 1940. Ses travaux furent envoyés dans un
cheté a ’Académie des sciences qui ne fut ouvert qu’en 2000.

Dans ce mémoire on s’intéresse a la formule d’Ité et ces applications, elle montre
e fonction de classe C? de semimartingale continue est encore une semimartingale

nue.

Soit B = (By), s o un mouvement brownien sur (2, F,P), (Ft)ssq sa filtration
elle i.e. F; = o (By,u <t). Le mouvement brownien n’étant pas a variation bornée,
peut pas s’appuyer sur la théorie de I'intégration classique de Riemann-Stieljes afin

nner un sens a la quantité

t
/ H.dB,
0




ou H est un processus stochastique continu. C’est pour cette raison qu’on construit

ung nouvelle intégrale, applée 'intégrale d’It6.

les

la

ch4

d’i

d’]

tro

le 1

ie

le

L

C

Ce document est structuré de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des résultats importants en calcul

nlastique que concernant les processus stochastiques ( processsus adapté et progressive-

nt| mesurable, processus & variation finie , martingale locales continues). On donnerons
definitions : d’un espace probabilisé filtré, filtration, et temps d’arrét. Ainsi que celle

fonction convexe et la formule de Taylor. On aborderons enfin la notion d’intégrale de

mann-Stieltjes.

Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons 'intégrale stochastique et la for-

d’It6. Nous commengons par 'intégrale stochastique par rapport & une martingale

et par rapport & une semimartingale, puis on donnerons les propriétés de 'intégrale

stique. On citerons ensuite I'un des théorémes les plus importants en calcul sto-

B

stique "théoréme d’'Ttd" avec la démonstration. On finirons ce chapitre par la formule

htégration par parties.

Le dernier chapitre, nous intéressons par quelques applications de la formule

(e}

, nous commencons par le théoréme de I’exponentielle de Doléans, on donnerons ensuite

is [théorémes ; Théoréme de représentation des martingales, théoréme de Girsanov, et

hdoréme de Burkholder et nous terminerons ce chapitre par la formule de Tanaka.




Uhapitre 1

Notion de base

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul stochastique utilisés

le lonlg de ce mémoire.

antér

Espace probabilisé filtré

On appelle espace probabilisé filtré (€, F, (F;)ycg+ ,P) tout espace Probabilisé

A P) muni d’une filtration (73),cg+. La tribu F; est appelée tribu des événements

eurs au. temps t.

Défiy

1SS

ition 1 1. Une filtration (F3),cgp+ sur un espace de probabilité (Q, F,P) est une
suite croissante (au sens large) de sous-tribus de F (i.e. s < t,Fs C Fz).

Un temps d’arrét T par rapport & (F;) est une v.a. T & valeurs dans Ry U{+oo} telle

que

{T <t} e R,VteRL




On définit :

F={AeF:An{T <t} € R, VteR;:}

1.2 | Processus stochastique

Soit I un ensemble d’indice non vide. On appelle processus stochastique une

fampille du variable aléatoire {Xy,t € I'} indexe par I. Soient (), , une filtration et

X &= [Xt),er un processus sur (2, F,P).
Définition 2 1. On dira que X est (Ft);er — adapté (ou non anticipant) si vt € T

X, est Fy mesurable.

0. |Soit une filtration (Fi),cg+ sur un espace de probabilité (Q,F,P) supposée complete
pour P et (At);ep+ un processus adapté & (Fi)yep+ - Le processus A est & wariation
finie si P-presque toutes les trajectoires t — Ay (w) sont & variation finte.

5. |Un processus (Xi), o est dit progressif ( ou progressivement mesurable) si pour tout

t>0,(s,w) — Xs (w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de B([0,t]) ® F;.

Définition 3 (Martingale locales continues) Soit M un processus défini sur (Q, F, (Ft)ier+ ,IP’)

a Yalgurs réelles, continu. On dit que M est une martingale locale continue st

i) My est intégrable.

ii) |Il|existe une suite de temps d’arrét (T),, telle que T, — +00 p.s. et telle que MT» soit

une martingale uniformément intégrable.




Proposition 4 (Inégalité de Doob) Soit (M;) une martingale (par rapport & une filtration (F))

co

tinue, de carré intégrable et telle que My =0 p.s. Alors

E (M) VE>0, A>0
)\ : § b b

IA

a) P(sup M| zx)

0<s<t

IN

b)) B ( sup ]MS|2) 4E (|Mt}2) , VE>0

0<s<t

B | Mouvement Brownien

Définition 5 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique (Xi),~o & valeurs

réelles qu’ est un processus & acroissements indépendants et stotionnoires dont les trajec-

toi

red sont conlinues ce qui signifier que :

1. |Continuité p.p.s. La fonction : s — X (w) est une fonction continue

[\

. |L’indépendance des accroissements si : s < t: Xy — X est indépendant de la tribu

Fs=0(Xy:u<s)

9. | Stationnarité des accroissements si : s <t Xy— X, est identique a celle de Xi—s— Xo

Remra:rq_ue 6 un MB est standard si

toy

Xo=0ps, E(X)=0 et E(X?)=t

4| Fonction convexe

dfimition 7 une fonction f d’un intervalle I de R vers R est dite convexe lorsque, pour

s &1 et xo de I et tout t dans [0,1] on a :

ftzr+ 1 —t)a) <tf(z1)+ (1 —1) f (z2)




ou|s:

Il y 4

une f

[(z) = f(a) +

— [ une fonction de I dans E qui soit dérivable en o jusqu’ & Uordre n ( un entier
naturel).

Alors pour tout z dans I on a

[ (a)

@ (g , () (g }
T u_)(m_a) +...+_Ji__(_l(a,ﬁa) + Ry, (z)

2! n!

(z—a)+

on équivalent

" f(k) (g
f (=) :Zf k:!( ) (x“a)k—l-Rn(a:)
k=0

La convergence presque stire et en probabilité :

Soient (Xp),-; une suite de v.a. et X une autre v.a., toutes définies sur (Q, F,P).

plusieurs fagons de définir la convergence de la suite (X,,) vers X, car X : Q — R est

b1.CioN.

Convergence en probabilité

X, 5 X siVe>0, imP({we Q:|X, w) - X (w)| >e}) =0.

n-—0co n—0co

1.7.2 Convergence presque slre

n—00 b4

Xp = Xps siP ({w €Q: lim X, (w) = X (w)}\i =1

Remiarque 9 La convergence p.s. implique la convergence en probabilité.




si H satisfait
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E[/ HfdsJ < oo.
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Si M |est une martingale locale continue, on note L} (M) I'ensemble des processus H

progrgssivement mesurables tels que
TI?,
E[/ H3d<M,M>sJ < o0
0
ou 75, est une suite de temps d’arrét — +o0 p.s.

Propgsition 10 Pour tout H < 2

null

)

en 0, notée H.M, telle que pour toute martingale locale continye N,
<HM,N >=H. <M,N >.

Démonstration. On peut costruire une suite de temps d’arrét @x),,

1oc (M), il existe une unique martingale locale continue,

— 400

tels qug M™ e H? ot gTn e L? (MT"). Done, pour tout n, on peut définir l'intégrale

stochpstique,
Sion larrete X (™+1) en 70 on obtient
T T
(X(n+l)) - (HTn+1.MTn+1) n
= H'™1p 0 .M

= Hl[O,Tn] M

On peyt donc définir .M en posant

(HM), = XMsur [0,T;,].
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(H|M), est une martingale locale continue car (H.M)™ = x() ¢ g2,
On a clairement

<H.M,N>:H.<M,N>

puisque

SHMN>T=(H <M,N>™ o1 (T,) — +oo
H.M intégrale stochatique de H par rapport & M est notée

/ H.dM,
0

Un prdcessus progressivement mesurable H est dit localement borné sj il existe une suite

de temps ’arrét (T n)p — +00 et des constantes Cy, tels que

B g ..

Un pro¢essus H adapté et continu est localement borné : il suffit de choisir les temps d’arrét

Tn =inf {t;|Hy| > n}.

[intdréf de cette définition est que si H est progressivement mesurable et localement borne,

alors popur toute martingale locale continue M, on a H ¢ leoc

(M) m

2.1.2| [Intégrale stochastique par rapport 4 une semi-martingale continue

Définjition 11 (Semi-martingale continue) Un processus d’It6 est un processus (Xy)
pouvant se aécomposer comme (Xy = M; + Vi), ot :
i) (My) est une martingale continue de carré intégrable (p.r. & une filtration (R)),

W) (Vi) @st un processus continu & variation bornée, adapté o (F;) et tel que Vo = 0.
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marque 12 Le nom “semi-martingale” vient simplement du fait que le processus (Xi)

mposé pour moitié d’une martingale.

=)

Definition 13 pour t > 0, la variation quadratique du processus d’Ité (Xy = My + V) est

définfe par

et [p

<X>t == <M>1:

S

ur deux processus d’Ité (Xy = My + Vi) et (Yy = Ny + Uy), on pose

<X,Y>t: <M,N>t.

éfinition 14 Soit (X; = My + Vi) un processus d’Ité et (Hy) un processus continu, adapté

a (FY) et tel que

2.]

A t b
E(/ Hfd<X>s>:E</ Hfd<M>S)<oo.
0 0 /

On pose

i

t t f
(H.X), = / H,dX, = / H,dM, + / H,dV..
0 0 0

Remarquer qu’une intégrale stochastique par rapport ¢ un processus d’Itd (Xi) est

sommme d’une intégrale stochastique “pure” et d’une intégrole de Riemann-Stieltjes.

1.3 Propriétés de ’intégrale stochastique :
1. |L’application (H, X) — H.X est bilinéaire.
2. |Si H et K sont localement bornés, alors H.(K.X) = (HK) .X.

3. [Pour tout temps d’arrét T, (H.X)" = Hljp.X = HXT.
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|51 X est une martingale locale (resp. un processus & variation finie), alors H.X est

une martingale locale (resp. un processus a variation finie).

p—1l ;
-|S1 H € e s6crit Hy (w) = 3 HO (w) 1)4;.4,,1] aVec H® F, -mesurable et bornée, alors
i=0

p—1
(H.X), = ZH(i) (Xt/\t,,;ﬂ - Xt/\ti) .
1=0

La formule d’It6

Rappelons que dans le cadre de I'intégration au sens de Stieltjes, un des théorémes

borné

tégn

pro
la f
négl

faisa

atl

lgq

nt

entaux de cette théorie est le suivant : étant donné A un processus continu & variation

e et une fonction f:R — R de classe C!, on a

t !
£ (A — £ (Ao) = /0 £ (A)dA,, t>0.

De méme, si B est un autre processus continu & variation bornée, la formule d’in-

on par parties est vérifiée :

"t t
AtBt - AQBO = / ASdBS +/ BsdAs, t Z O
0 0

Evidemment, ces formules ne sont plus valables dés que 'on sort du cadre des

espus a variation bornée. Cependant, en reprenant le méme type de démonstration via

ripule de Taylor et en controlant de maniere adéquate le reste quadratique (qui est

able dans le cas précédent), on est en mesure d’obtenir la fameuse formule d’Tto,

donc apparaitre un terme supplémentaire : la variation quadratique.




Théoréme 15 Soit X! |

fonction de classe C? . Alors pour tout t > 0,

d t
o s
PO XE) = 100X+ Y [ L0 s
2

< XN < X X S
*3 Z/ 6932895]( T SEL X
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, X% des semumartingales continues et soit f : R4 — R une

(2.1)

Démonstration. Traitons seulement le cas d = 1, la généralisation au cas mul-

tidimensionnel &tant immeédiate (les termes faisant apparaitre les crochets < X £ X7 > se

trajtent cde la mérme facon que celui pour le crochet < X, X > qui va suivre), et notons

emho

=

ou fn4es

fCG) = f(Xo) +Z f(Xer) = f(Xep )
f(Xo)-FZ(fI(Xty_I)(Xy—Xty + I8~ 2 ),
=1

t une variable aléatoire satisfaisant

inf p (Xt” + Q(Xt? == th_l)) < fn,i < sup f”(Xt?,1 + H(X-t;l - thn‘l)).
6e0, 1 0€[0,1]

on a lal convergence en probabilité suivante -

Pn
lim 7 (X ) (X - Xip ) / 7 (X,)dx,.

n—0oo

Mongrqns alors qu'en probabilité,

Pn

¢
nh_>m Zf”'i(Xt? - Xt?—1>2 :/ J (Bl e XX 5y ,

X1, Considérons pour tout ¢ > 0 une suite 0 = ¢ < ... < tp, = t de subdivisions

ftées de [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque 7 — co. Alors par la formule de Taylor,



Tdut

Pn Pm

~
D fnilXn =Xy =3T3
==l Ja=]

t€{l,....;pn}

ce quii entraine 'inégalité suivante :

D

=il

Pm

AT -

gty Sty < e

ol |la yvariable aléatoire Zm,n est donnée par

o

Grice

—

)

Very

gramd

Zmpn =  SUp sup
jE{l,‘..,pm}
& Lis ey P

iy Sl g 26

de sorte que pour tout n > m,

Pn
P(Zm,nZ(Xtin — X )2 > ¢/3
i=1

d’abord, commencons par observer que pour m < n,

15

Fri(Xen — Xyn )2,

iy Sty <t

|fn,i

2 tend vers < X, X >en probabilité, il en résulte que

en probabilité quand n puis m — oco. Ainsi, pour tout e

)

Pn

Z:fn,i(Xt;" ~ X ) - me,j Z (Xep — Xer )?| < Zm,nZ(Xty X )2,
=1

i=1

— fm,jl .

Pn

4 la continuité de f”, on vérifie que Zm,, — 0 p.s. quand n puis m — co. Y. (th -

=1

Pn
Zm,nZ(th - .Xt;z_1)2 tend
i=1

> 0, on peut choisir m assez
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Ensujte, pour cette valeur fixée de m, la convergence suivante en probabilité est vérifiée :
P Pm
BN e 2 - 5
Jih g & (Kip =X )P = Y g (XX >ip = < X, X >4
i €{1,.c..,pn}
iy Sty < 24
t
= / hm(s)d < X, X >4
0
ol Pm T
ol |hy, () = Ef?n,j]-[tw_n ] (), qui tend clairement vers £ (X,) p.s. lorsque m — 0.
i=1 J=12"5
Ainsi, quitte a prendre m encore plus grand, on peut supposer que
t t w
P( / hm (8)d < X, X >, —/ f(Xs)d< X, X >, >a/3) < e/3.
J0 0
Enfin{ en combinant ce qui précéde, on obtient pour n > m assez grand,

Pn

t
S Pl B =Ty P~ / f (X d< X, X >
0

> E) < &,
"::1

/

'

d’oft Ip convergence en probabilité désirée. Enfin, on achéve la démonstration de la formule

d’Tyo

d’une

le la maniére suivante. La convergence en probabilité entrainant la convergence p.s.

sous-suite, (2.1) est vérifiée en tant qu’égalité p.s. pour chaque t > 0 fixé, puis pour

touf t|€ [0,00] N Q,p.s., et enfin, les deux membres de I’égalité étant continus, pour tout
p g » P

p.S.. ce qui termine la preuve.

51 M est une martingale locale, alors pour toute fonction f : R — R de classe a2,

t Y i 1 t "
f<Mt>=f<Mo)+/0 fg)aM,  + 5/0 £ (M,)d < M, M >,, > 0.

martingale locale continue a variotion bornée

En particulier, si f/ (M) € HA(M ), alors la martingale locale est une vraie martingale. Par

exemple, la formule d’It6 appliquée a la fonction f (z) = z? entraine que

t
M} — < M,M >;= M+ 2/ M,dM,, t > 0.
0
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Aipsil, non seulement on retrouve le fait que la processus M2~ < M, M > est une mar-

ting

S

appli¢ca

lisqnt| ¢

Cor

(o)

le, mais de plus on donne sa valeur sous forme d’intégrale stochastique. Une autre

tion intéressante de la formule d’Tt6 est la formule d’intégration par parties, généra-

elle vue ci-dessus dans le cadre des processus & variation bornée. m

llaire 16 Si X et Y sont deux semimartingales continues, alors

t t
XY = XoYy —1-/ Y,dX, +/ XsdYs + <X,V >, t>0.
0 0

A présent, regardons plus en détail le cas brownien. En appliquant la formule

d’Ito bidimensionnelle au mouvement brownien B ainsi qu’a la semimartingale déterministe

Xt =,

on obtient pour toute fonction f: (¢,z) € Ry x R — f (t,z) € R de classe C2 en z

et ' en ¢,

; t
f(-lf’Bt) . 1(070)_’_/0 %(S,Bs)st_l"/o <_— +

of  18°f
at - -2—52—;) (S,Bs) dS, iZ 0.

En effet, vu que B est une martingale et X un processus continu & variation bornée, la

définition du crochet entraine pour tout ¢ >0,

et en re
prendlrd

locale si

< | By X =5 (€ B4+ X, B+ X >~ BBy ~ 1 X X 3)

DO =

(< B,B>;— < B,B>;—0)

DN =

== | (] 5

prenant la démonstration de la formule d’Ité dans ce cadre"dégénéré"| il suffit de
f seulement C' en ¢. On remarque alors que le processus f (B, X ) est une martingale

et seulement si I'équation aux dérivées partielles

of 10%f

o 2822 0
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est| sgtistaite. Ceci se généralise & la dimension supérieure. On appelle mouvement brownien

dan

m

;R pour la filtration (Fi)¢> ¢ un vecteur d-dimensionnel B = (Bl, ...,Bd) de mouve-
ments browniens indépendants et tel que B soit adapté et a accroissements indépendants

poyr cette filtration. Remarquons que lorsque 7 # j, on a pour tout ¢ > 0,

< BYB >i=2 (<B'+B,B'+ B > - <B,B'> - <B,B>)

(2t —t — )

DO

Il
o

car|l

&

somme de deux mouvements browniens indépendants est “presque” un mouvement

brownien (processus gaussien continu centré mais de fonction de covariance K (5,t) = 2sAt).

Alingi,| pour toute fonction f : RY x Ry — R de classe C? sur R? et O sur Ry,

)WL/Ot<Af (5735),dés>+/0t (% + %Af) (S,BS) ds, t >0,

ou Pon a utilisé la notation vectorielle. De méme que précédemment, f (B , X ) est une

S
o
SN——
i
~
A
=
=]

marftirigale locale si et seulement si 'EDP suivante est vérifiée

af 1 _
E—i—-z—Af—O,

progri¢té llustrant le lien étroit entre la théorie des probabilités et les EDP.

Propdgsition 17 On a les égalités suivantes -

E((H.B)r) =0 et B ((H.B)%) - (/fﬂf@) 1

La spcqnde égalité ci-dessus est appelée 'isométrie d’Ité.
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Chapitre 3

Application de la formule d’It6

La formule d’It6 a eu de nombreuses applications, on en présente quelques unes

ici.

3.1 | Sur le Brownien multidimensionnel

Soit B le Brownien dans R? partant de 0 et Wi = By + zg, le mouvement brownien
partant de zo € R%. Pour tout temps d’arrét , 7, par Ito, si U est un ouvert tel que Wipr e U

pour tput ¢ > 0, pour tout fonction C? (U)

J-‘(I’Vt/w) = xo +Z/tm of

/ Af (W)

ou A st le laplacien Af = gi]; . Considérons pour U = R? — {0} la fonction f:U—-R

égale 4l :

f(z)=log|lz||, sid=2et f(z) = iz Hd 5, 8id 23

En dehors de 0, Af = 0 (on dit que f est harmonique).

g




3.2| Exponentielle de Doléans d’

Inue

On définit maintenant Pexponentielle stochastique ¢ (X))

S
o
e

plconque. La formule d’Tto Justifie qu’il s’agit d'une mart

termi

mologie, on dit qu’un rocessus a valeurs dans C est une martingale locale si ses
gle, q

réelle pt imaginaire en sont.

Théoreme 18 Soit X une martingale locale continue, A un nombre complezxe, alors

tion| stivante (‘en Z )
¢
D=1 +/ Zs d(AX)
0

admet une unique solution qut est la martingale locale continue :

22
R exp [)\(Xt —X()) — 7 # X, X >tJ 5
Le processus (Zt)1>0 est appelée exponentielle de Doléans de AX et notée
Z=¢e(AX).

Démonstration. a) Existence :

@' Itoavec la fonction F(X) = e® et v, = AX, - £ < X, X > ,

t 1 t |
F(Yt):F(Yb)—J-/ e”sdy;+§/ ePd <Y,V >,
0 0

501t erjcope

t

52 A2

X5 <X, X>y == +/ M= <X, X>, d(/\)(s)
0

20

une martingale locale contj-

d’une martingale locale

ingale locale et explique la

parties

Péqua-

(3.1)

On suppose que X, = 0. On applique la formule
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en|remarquant que
€Y, ¥ 3= XX, A= 2X X >,

b) Prticité : Soit Y une autre solution de (3.1). On applique la formule de It avec la fonction

F (u, )::%etu::YS,vzs()\X)

Y 1+/t L _ay. /t Ys de (AX)
= — § = <
e (PX), 0 e(AX), 0 (e(AX),)?
8 1 1™ gk
- —5ld 5, p{AK) 3ostee e (AX) e (A X) 5,
/o (e (AX),)? (AX) >, 2Jo ((2X),)° ()2 (AX)

Comme Y et ¢ (AX) sont solutions de (3.1), on en déduit que de (AX) =e (AX)d(AX) et

dY, = Vid (AX,).

¥ afio)le & / Yd(AX), / e(MX)d(AX) > = (Y=(AX)). < AX, AX >

done

d < Y,e(\X) >,=Ye(AX)d < AX, AX > .

d < e(MX), e(AX) >;=e(\X)2d < AX, AX >,
On en deéduit apres quelques calculs que V; = ¢ (AX), pour tout ¢ m

3.3 | Théoréme de représentation des martingales

Théoréme 19 i M, est une F, = o (Bs,0 < s < t) -martingale locale (sous entendu conti-

nue), il ¢ziste un processus K e 1,0 (B) tel que

t
My = My +/ KdB;.
0
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Démonstration. On peut supposer que My = 0. Soit Tn =1nf {t > 0; | M| > nt.

Pdisque M7 est borné, il existe par le théoréme précédent un unique processus K" e L% (B)
tel|que
T
Tn
M = / K}'dB,
0
Algrs{ pour tout 0 < ¢ <T,

t
M]™ = E (MZN\F) = /O KrdB,

Sih P n

t
M :/ KT'dB,
0
don¢ puisque 7,, < Ty

tNTs t
Mtrn :/ K;nst :/ K;n]_{s<7n}a,'Bs
0 0 -

Par {inicite

K:s,nl{sg’rn} = Kg

On peut donc poser sans ambiguité, pour s < 7,
K; =K7?
Alors|oy aura, pour tout n
¢
M= | K.,dB,
0
donc, |pdisque 7, - 400
t
M= | K sdB;
0
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34| Théoréme de Girsanov

d’at

rem

paz

Soit (R, F, (F),, P) un espace de probabilité filtré. Le but de ce paragraphe est

—

ndier comment se transforme la notion de martingale locale lorsque la probabilité P est

placée par une probabilité (Q absolument continue par rapport a P. Nous commencons

rappeler le théoréme d’existence de la densité de Radon — Nikodym.

Théaréme 20 Soit (Q,F, (F):,P) un espace de probabilité filtré. Soit Q une mesure ab-

soli

ment continue par rapport ¢ P : Q << P (i.e. pour tout A € F,P(A)=0= Q (A)=0).

Algrs| il existe une variable aléatoire F -mesurable, positive telle que pour tout A € F,

Alo

Q(A):/AZCZ]P’.

dQ
Z=2¢
dP

est pppelée la densité de Randon — Nikodym.

on

On pose, pour tout t > 0,

Zy =E(Z\F).

Alors, (Zy), est une martingale continue & droite uniformément intégrable.
Soit T" un temps d’arrét relativement & la filtration (Ft);- On pose Qp = Quzr,
- B)5, les mesures Q et P restreintes a la tribu Fr des événements antérieurs a 7. Alors,

wontre facilement que
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Lemme 21 (%), est Q-p.s. strictement positive. On suppose que t — Z; est continue.

Lemme 22 Soit X continu, adapté. Si le processus X7 est une P-martingale locale, alors

X lest une Q-martingale locale.
Théqgréme 23 (Girsanov) Soit Q une mesure absolument continue par rapport & P sur
Fod- On suppose que (Z:), est continue. Alors,

1) thaque P—semi-martingale est Q—semi-martingale.

1) |si|M est une P—martingale locale continue et si
/ 1
M =M- 7 <M, Z>,

lors M est bien définie sur (Q, F, (F),,Q) et (Mt') est une Q-martingale locale.
¢

De plus,

<M, M> = <M M>, Q-p.s.

Démonstration. Supposons que i4) soit prouvée. Si X est une P—semi-martingale

s’écrivant X = M 4 A (pour P), alors
ro1
X=M+-< M 7 >+4

est une|Q—semi-martingale.

On montre maintenant 7). Tout d’abord, M’ est bien définie pour Q) car L est
Z

Q-loga.

.ement borné (d’aprés le lemme 21). Montrons que M’ Z est une P-martingale locale.

D’apnes|la formule d’intégration par parties,

1 t
MZ, = M(;Z0+/ M;dzs+/ ZdM,+ <M ,Z>,
0 0

1 t
= MyZo+ / M.dZ, + / ZdM,.
0 0




On ytilise (le lemme 22) pour conclure. m

Corol

laire 24  Soit (B;),cp+ un (Ft)ier+ -mowvement Brownien standard sur Q, F, (R)

Pquri tout t € RT, on définit

Alors

~ 1
Bt:Bt‘—2<B, Z>t.

(Bt) ter- est un mouvement Brownien sur Q, F, (), Q).

Carallaire 25 Soit L une martingale locale continue sur Q, F, (R),, P) telle que Ly =

Alars,

suppose que

1
E exp(§ <L, L>)| <oo0.

t) ¢ (L) est une martingale uniformément intégrable.

i) |si

3.3

Théox

ot [ :

1) e

on définit B, = B,— < L, B >y, alors (Bt)t est un Q-mouvement Brownien si (By),

est un P-mouvement Brownien.

Inégalité de Burkholder

éme 26 Soit M une martingale continue telle que
E(< M, M >2?) < oo

0 est fizé, Mo =0 et p > 2. Alors,

1ste une constante Cz; (ne dépendant pas de M) telle que

Vi <TE (M) < CpB (< M, M t)

25

ter+ > P)
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1) 1l existe une constante Cp (ne dépendant pas de M ) telle que
E <sup [Mt]p> < GE (< M, M >§’/2) .
t<T I
Démonstration. On suppose tout d’abord M bornée. On applique la formule de
Itp avec F(z) =|z|P, p > 2et z = M.
. [T ple—1) " po
P = p/ M [P~ sgn (M) dM, + T—/ IM,P2d < M,M >,
0 0
Danc

E(|MP) = p_('p2— Vg [/Ot |MyP~2d < M, M >SJ

P(P-1
< 2o )E[Sulesfp_2<M,M >tJ
2 s<t
_ (»—2)/p <2
< p—('p2 2 (E {sup JMSI”D (JE [ M, M >f/2}) -
s<t 2

en Yitilisant U'inégalité de Holder.

Donc,

MP)? < <zi(p2_“1)>p (E [sup IMSIPDP~2 (E [< M, M >;§/2D2

s<t

E(

D’aprés I'inégalité de Doob,

pou

soit

5 ,sslg IMSIPJ < 7B (|M)P)

g/tel que 1/p+1/q = 1.
Donc,
-1 3 2
BOMP) < L= p-2yem aaeyr2 (8 <, v 527
enecore

E(M7) < (@qﬂ) " (s [< 24,80 527)).
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ion de la formule & toute martingale continue s’obtient en considérant les temps d’

Tn =inf {t;|My| > n}.

Formule de Tanaka

réme 27 (Formule de Tanaka) Soit X une semimartingale continue. Il existe (EF)s 5

» Processus croissant continu, appelé temps local en a de la semimartingale X, tel que

(Xi—a)t = (Xg—a)" + & Lix,>a}dXs + 1 L2
(X:—a)” = (Xo—a)” - |} Lx,<adXs + 12

[Xe —al =1Xo - a| + [§ sgn (X, - a) dX, + L

v(z) = —1,1 selon que z < 0, = > 0. De plus, la mesure (de Stieltjes) dL} associée

st portée par {t € R: Xy = a}.

Démonstration. On considére d’abord ¢ une fonction convexe continue. Bien

‘e soit pas C2, on tente d’écrire une << formule d'Ité >> pour ¢ Xi).
p ) p P

Soit j une fonction positive de classe O & support compact inclus dans |—oo, 0]

e ffooj (y)dy = 1. On pose ¢, (z) = nffoo ¢ (z +y)Jj(ny) dy. Comme ¢ convexe

‘alement bornée, o, est bien définie. De plus, ¢, est C* et converge simplement vers

/ LS P \
croit vers w_, dérivée a gauche de ¢.

En appliquant la formule d’Tt6 a la fonction ¢, de classe C?) on a pour chaque

1
) 1
on () =0 (X0) + [ g1, X ax, + L g (3.2
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on
v "

= [ aex, x5,
0

Opa lim ¢, (X;) =0 (Xy) et 1iﬂ1_1 ¢n (Xo) = ¢ (Xo). En arrétant X, on peut supposer
n—=+0co

n-—»-+oo

que X et ¢, (Xs) sont bornées (uniformément en n car @y < o, < ¢_). Par le Théoréme (

copvergence dominée pour I’ intégrale stochastique), on a
t i p t ¥
/ Pn (Xs) dX; — / P (Xs) dX,
0 0
uniformément sur les compacts.

Par conséquent, A%~ converge vers un processus A% croissant car limite de proces-

sug croissants. En passant a la limite dans (3.2), il vient

T
; 1 ,
¢ (Xz) = ¢ (Xo) +/ e (Xs)dX, + 5Af (3.3)
0

puis l¢ processus A® peut étre choisi continu (car différence de processsus continus).

On applique (3.3) & ¢ (z) = (z — a)™ fonction convexe de dérivee a gauche ¢ =

Tja, fros
il existe un processus croissant A+tel que
i 1
(B o) = [ & /0 x50 dXs + 247 (3.4)
De la meéme facon avec ¢(z) = (r—a)” fonction convexe de dérivée & gauche ¢ =

—1)46o| o) ¢ il existe un processus croissant A— tel que :

t
1
(Xt == 0,:)_ = (XO = a,)_ = / l{XSSG}dXS -+ éAt_ (3.5)
0

iy

par di

ference de (3.4) et (3.5), comme z = z+ — z7,ona

A (1]}
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t 1 i
X=Xy +/ dXs + 5 (4 —47). (3.6)
0

ilvignt 4% = A~ et on pose alors L = A7. En sommant (3.4) et (3.5), comme |z| = 2T +z~,
on a

¢
| Xt —a] =|Xo — a| +/ sgn(Xs —a)dXs + LY.
0

pqur| la derniére partie, en appliquant la formule d’It6 & la semimartingale | X; — a

avec

f(z) =22, on a en utilisant aussi (3.6)

)

74
X taf* = |Xo—af?+2 / X = ald(X, —a)s + < |X —al,|X —a| >
0

¢ ¢
= (Xo—a)2+2/ |Xs — al sign (X5 — a) dX, + 2 / | Xs —a|ldLl+ <X, X >;.
0 0

Enj comparant avec la formule d'It6 pour X avec f (2) = (z — a)?,

()

¢
(Xt — a)? ::(Xo—a)2+2/ (Xs—a)dXs+ < X, X >,
0

il vfient jot |Xs —a|dL? =0 p.s., ce qui est la résultat. m

Remparque 28 (Formule d’'Tté-Tanaka) Lorsque ¢ : R — R est une fonction convexe,

on |peut préciser (3.2) : on montre que

+oo
Af =2 / L (da)

—00

/

N ! .. \ " . . .
ol lp |(da) est la mesure associée & @' & comprendre dans le sens des distributions. On a
alors {a formule d'It6 — T'anaka pour @ conveze :

1 “+co
o (X2) = o (Xo) + / o (X.)dX, + / 12" (da) (3.7)

=00
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Ly formule (3.7) se généralise immédiatement & une combinaison linéaire de fonctions

canyere

P
W= Z 0405
i=1

" & . z
s ce cas, ¢  devient une mesure signée.

,
]
3
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