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th(rorie du

het6 d l'

Dans

fonction

peut pas s'on

de

rod ction

t, nous allons 6noncer et d6montrer l'un des r6sultats les plus i

calcul stochastique, la formule d'It6. Ces travaux ont 6t6 publi6s

1,950 et t dus au mathCmaticien japonais r6cemment d6c€d6, Kiyoshi It6.

blfgang Doeblin avait de son cdt6 6bauch6 une th6orie similaire avant

d6faite de son bataillon en iuin 1940. Ses travaux furent envov6s dans un

ie des sciences qui ne fut ouvert qu'en 2000.

m6rnoire on s'int6resse d, Ia formule d'Itd et ces applications, elle montre

classe C2 de semimartingale continue est encore une semimartingale

Soit B

i.e. ft

(Bt)r>0 un mouvement brownien sur (Q,f,P), (fr)r>o sa filtration

o (Bu,u < t). Le mouvement brownien n'6tant pas d variation born6e,

sur la th6orie de l'intOgration classique de Riernann-Stieljes afin

un se d la quantit6

fo' 
t"0"",



ori H es un processus stochastique continu. C'est pour cette raison quton construi

velle i ale, appl6e l'int6grale d'ft6.

Ce doc est structur6 de trois chaoitres.

Le ier chapitre est consacr6 aux rappels des r6sultats importants en

que que concernant les processus stochastiques ( processsus adapt6 et

mesurable, processus d variation finie , martingale locales continues). On

itions : 'un espace probabilis6 fiItr6, filtration, et temps d'arrOt. Ainsi que

IOn COn et Ia formule de Taylor. On aborderons enfin la notion d'int6grale

n-Stiel

Dans deuxi6me chapitre nous introduisons I'int6grale stochastique et la for-

commengons par l'int6grale stochastique par rapport d, une

di une semimartingale, puis on donnerons les propri6t6s de l'int6gr

citerons ensuite I'un des th6ordmes les plus importants en calcul

d'It6r' avec la d6monstration. On finirons ce chapitre par la form

ation

Le

nous

partres.

chapitre, nous int6ressons par quelques applications de la form

par le th6ordme de l'exponentielle de Dol6ans, on donnerons

Th6ordme de repr6sentation des martingales, th6ordme de Girsanov,

urkholder et nous terminerons ce chapitre par la formule de Tanaka.
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F) muni

urs au

terlps

nous rappelons quelques r6sultats de calcul stochastique utilis6s

probabilis6 filtr6

lle espace probabilis6 fiItr6 (0, T,(f).u"p+,tr) tout espace

une fi.ltration (fi)tem+. La tribu f1 est appel6e tribu des

Probabilis6

6v6nements

l. Une f,ltrati,on (fi)rem* sur un espo,ce de probabi,lite (Q,T,P) est une

(au sens large) de sous-tribus de F (i.e. s 1t,f" C n).

'arr€t T par rapport d (F1) est une u.a. T d, ualeurs dans IR1 U {+x} telle

{T <t} e .Fr,Vt € lR+



Un

est ii)

ii)

On d€.finit

Soit ,I

d.u vari

ensemble

al6atoire

f, : {A € f : An {" < t} e fl,Vte R+}

stochastique

d'indice non vide.

{X1,t e,I} indexe

(f),r,lP).

On appelle processus

par /. Soient (ft)t - o

stochastique

Xr\,-- un

1. On dira que X est (f1)r.7 - adapt6. (ou non antici'pant) siYt eT

X1 est f1 mesurable.

it une (fi)tem* sur un espace de probabi,li,te ({l,f ,P) supp_o_2fu__cggglg

Pet )r.R* ,t processus adapt€ ,i, (ft)tem+ . Le processus A est d uariat'i

"zn
toutes les trajecto'ires t ---+ A1 (w) sont d, uariat'ion fi,n'ie.

(Xr), - o est di,t progress'if ( ou progressiuement mesurable) s'i pour

) o,(s,u --+ X" (rn) est mesurable sur l0,l] x C) muni d,e B (l},tD I n.

tircn 3 ( ingale locales continues) Soi,t M un proceEsus dEfi,ni sur (A, F, (n

s rdelles, cont'inu. On dit que M est une marti,ngale locale continue s'i

une uite de temps d'arr€t (Tn)-teIhe qreTn + *oo p.s. et telle que Mr* soit

ner marti ale uniform6ment int6grable.

une filtration et

to\
,€lR+ '" ,/
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n6galit6 de Doob) Soi,t (M1) une rnart'ingale (par rapport d, une

i,nt\grable et telle que Ms :0 p.s. Alors

q#),vr>0, ))0,

4M (lM,f), v, > o

,) n(,ry=,l%l >))

w"r)u (,::o=,

Brownien

o appelle mouuement Brown'ien un processus stochast'ique (Xr)t>o d

qlt'est processus d, acro'issements 'ind€pendants et stat'ionnaires dont les trajec-

soi,Lt ce qui signi,fier que :

.p.s. La fonction.' s -+ X" (w) est une foncti,on continue

des accro'issements s'i : s I t : X1 - X" est 'ind1pend,ant d,e la

'-^(Y :u3s)

des accro'issements si : s 1t Xt- X" est identi,que d, celle d,e XF"- Xs

M B est standard s'i

Xo:0 p.s, E (Xr) : 0 et w(xl):t

convexe

nt fonct'ion f d'un 'interualle.I de lR oers IR est di'te conuere lorsque, po

et toutt dans [0,7] on a :

f (tq+ (1 -r) r.2) <tf ("r) + G-t) f (rz)

L et12 de

@))



-f fonction de .I dans E qui soit d6rivable en a jusqu' d l'ordre n ( un entier

nat

Alors

(r): f (a

6quivalen

Soient

pltLsieurs

tout r dans I on a

).

f'(") ry @ - o)r+... + ry @ - o)n + R-(n)

lim X, bu): X (.)))
n+6 )/ - 1.

f (,):iry@-o)*+R^(*)

vergence presque s0re et en probabilit6 :

,")p, une suite de v.a. et X une autre v.a., toutes d6finies sur (O, f ,P).

de d6finir la convergence de Ia suite (Xr) vers X, car X : O --+ IR est

nce en probabilit6

X si,Ye > 0,,lim IP({to e C) :lX.(w) - X (.)l > 6}) :0.

presque sfire

-) X p.s. si tr ({u, e Cl ,

n-6 \L

conuergence p.s. i,mpli,que la conuergence en probabi'Iit€.,
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est une rn tingale locale continue, on note Ll..(M) I'ensemble des processus fI

"Vr' 
u?al < *.

tels que

uLI,^ n?a < *,* ,,]. *
de temps d'ar€t --+ *oo p.s.

our tout H e Ll""(M), il etiste une undque marti,ngare rocare continue.

.M, telle que pour toute martingale locale continue N,

vement

une s

tion 10

0, not€e

MT^ €

{ H.M,lr >_ H. < M,N > .

ion. On peut costruire une suite de temps

HT- e L2 (Ur-\. Donc, pour tout n, on

d'arr6t (Tn)n - +*

peut d6finir l,int6grale

y(n) - HT".MT- e H2.

Tn, on obtient

/ , .-,tT-
(X(n+tr,) 

" : (Hr--r.Mr"+t1r"

: HTn+ll1o,r*1.MTn+,

: H7p,r*1.MT^

H.M en posant

(H. M), : Xt(')sur [0,7,] .
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)t ost une ingale locale continue cat (H.M\r" - y(n) E gz

Ona t

< H.M,ly' >: H. < M,N >

H.M,N ,,^: (H.< M,N >)T^ ori (Tn)n - +oo

ique de H par rapport d M est not6e

fo 
n"au"

mesurable f/ est dit localement born6 si il existe une suite

cl'arr6t ( ',), - *oo et des constantes Cn tels que

ln'-l s c-.

pt6 et continu est locarement born6 : il suffit d.e choisir les temps d,arr6t

Tn: inf {t;lill > n} .

nition est que si 11 est progressivement mesurable et locarement born6,

toute tingale locale continue M, on a H e L\,"(M) .

nt6grale tique par rapport d une semi-martingale continue

nLl ( i-martingale continue) (Jn processus d'Itb est un processus (Xt)

cotrlrne (Xt : Mt * V), od :

continue de carr6. int€grable (p.r. a une filtration (nD,

de cette

continu d, uariation born6,e, adapt| d. (f) et tel que Vo :0.



nam ('Een1,i-mart'ingale" uient si,mplement

1"2

du fai,t que le processus (X)

moi,ti,6 d'une rnartingale.

t ) 0, la uariat'ion quadrat'ique du processus d'ItO (Xt: Mt *V)

1X)t : 1M )t

d'ItO (Xt : Mt I V) et (Y: l/r + U1), on pose

1X,Y )1: 1M,N )1 .

oi,t (X1 : Mt I U) un processus d'It6 et (H) un processus conti,nu, adapt4

esl

:*(1,'H\d.<rr")* (1,' H?d < x >"1 < oo.

(H.x)r: 
lo' 

,,a"": 
fo' 

H"d,M"+ 
lo' 

u"av.

qu'une 'int€grale stochastique par rapport d. un processus d'It6 (X1) est

d'une stochast'ique "y)'t.Lre" et d'une integrale d,e R'i,emann-Sti,eltjes.

Prop de ltint6grale stochastique :

'applicati (H,X) --+ H.X est bilin6aire.

,AetK localement born6s, alors H.(K.X): (HK).X.

Ir tout d'arr6t T, (H.X)r : HLyo,r1.X : H.Xr.
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martingale locale (resp. un processus d variation finie), alors fr.X est

Iocale (resp. un processus d variation finie).

it H" (w) :\ n$) (.) Lltn,ru*rl avec HQ).4,-mesurable et born6e, alorsi:o

p-L
(H.x)r: fr(t) (xrn n*, - Xtrcn).

i:o

d'It6

que dans le cadre de l'int6gration au sens de stieltjes, un des th6ordmes

te th6orie est le suivant : 6tant donn6 ,4 un processus continu d, variation

/ : IR. --+ IR de classe C1, on a

pax est v6rifi6e :

rt
f (Ar)-f (Ao): I f',(A")d,A", r>0.

Jo

, si B est un autre processus continu d variation born6e, la formule d,in-

AtBt - AsBs: 
fo' 

,l,"ou" + 
fo' 

n"a,a,", r ) 0.

Ilvi nt, ces formules ne sont plus valables dds que l'on sort du cadre d.es

a var born6e. cependant, en reprenant le m6me type de d6monstration via

et en contrOlant de manidre ad6quate le reste quadratique (qui est

dans cas pr6c6dent), on est en mesure d'obtenir la fameuse formule d'It6.

do:rc un terme suppl6mentaire : la variation quadratique.
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I

IIIE 15 X' ,..., Xd des Eerni,martingales continues et soi,t

nde C2 . Alors pour tout t ) 0,

74

"f , IRd --+ IR zrze

(2.r)

nel

la:

1,....,xf) : f(xi,....,xil +n 
Ir' ffiw:,...,x!)dx:

.* i [' ,,ul! ,,r]..... x{a I Xn, xj }"
2 u?rJo \ni)ri \:ra ' "'' 1r

qtJ-

ion. Traitons seulement Ie cas d : 1, la g6n6ralisation au cas mur-

imm6diate (les termes faisant apparaitre les crochets < xi, Xj > se

fagon que celui pour le crochet 1X,X ) qui r.ra suivre), et notons

pour tout I ) 0 une suite 0 : t3 < ...< q_: f de subdivisions

de pas tendant vers 0 lorsque n -) 6. Alors par la formule de Taylor,

Pn

f (xo) +l{ttx,r1 - f (x,r_))
;-1

pn

f (xo) +l{f'{xry-,)(xrr - xrT_,) + ${xri - Xrr_.)r)

al6atoire satisfaisant

y-,-t 0(x17 - xrr-)) 1 fni. < 
,Zlf;,rf" txr"_l+ e(xq - Xrr_,)).

en probabilit6 suivante :

f (x)

r]1rr{
Be 10,11'

,alors qu probabilit6,

ff.,n{rr, - XrT-,)' : [" f" {x")d,< x,x }" .

i=7 Jo
lim
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par oDserver que pour ffi 1 fl,

;-1

i e {7,....,pn}

ti\ stTq <V

entraine I i6 suivante :

Pn
\-.L
;-1

proba

SOITC

f",t(X17 _ XrT_r)r,

Pn

< z^,^D(xrT-XrT_)2,
;-1

< e/3

(xrr - Xrr-)'

i e {1,....,pn}

Vq StT; < ti
Z*,n est donn6e par

suP lf.,;, - f*,i|.
i, e {L,....,pn}

V-' StTq <V

it6 de /", on v6rifie que Z*,n--t 0 p.s. quand n puis rrl --+ 6. Y,qg -i:7
< X,X )1en probabilit6, il en r6sulte qu" Z*,nf,(Xrf - Xq_r)2 tend,

t6 quand n, puis n't ---+ @.Ainsi, pour tout e t O, o]. p",rt choisir n-L assez

pourtoutfl)ffi,

/Pn
Pl z*,"D(ytT - xrT_), >

\ z:1
,/u)
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te valeur fix6e de rn, la convergence suivante en probabilit6 est v6rifi6e :

Pm

1X,X ,r1r)

2l

+m
J_

{7,...,,pn}

<tT-r<V

itte d prendre rn encore plus grand, on peut supposer que

Pm("):D

ft: 
Jo 

n* (r)d < X,X )"

,iL1ty_r,tyl(s), qui tend clairement vers f" (X") p.s. lorsque n'L --+ @.

Ainsi,

*(l-\t

rrlier, si

n*G)d 1X,x >" - fr' /' {r")d { X,r t"l , "/t) < e/J.

en combi ce qui pr6cdde, on obtient pour r, > n-L assez grand,

-(

en probabilit6 d6sir6e. Enfin, on achdve la d6monstration de la formule

suivante. La convergence en probabilit6 entrainant la convergence p.s.

s-suite, 2.1) est v6rifi6e en tant qu'6galit6 p.s. pour chaque t > 0 fix6, puis pour

e [0, oo[ n p,s., et enfi.n, les deux membres de I'6galit6 6tant continus, pour tout

.s., ce qur ne la preuve.

SiM une martingale locale, alors pour toute fonction / : IR -+ IR de classe C2,

uo) + 
fo' 

f't*;or" +

(M) e 11'(M), alors Ia martingale locale est une vraie martingale. par

d'ItO appliqu6e d la fonction f (") : z2 entraine que

M? - < M,M >r: M& +2 [' M"d,Ms, t > o.
Jo

martingale locale

* Ir' /' (M") d'1 M,M >", I ) o.

continue it uariation bornde
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, .i/u que

on retrouve le fait que la processus M2_ < M,M > est une ma^r_

, :nais de plus on donne sa valeur sous forme d'int6grale stochastique. une autre

d'I

X1

etr

de la formule d'It6 est la formule d'int6gration par parties, g6n6ra-

celle vue us dans le cadre des processus ri variation born6e. I

laire 16 i X etY sont d,eur semimartingales continues, alors

1X,Y )t, t)0.

, regardons plus en d6tail re cas brownien. En appliquant la formure

au mouvement brownien B ainsi qu'a la semimartingale d6terministe

on obtien pour toute fonction f : (t,r) e IR_,. x IR - "f (t,r) elR de classe C2 en r

f (,t, B1) = .wtvlr lo t \d,Ds,/cLDst /, ta * rO;)\s,b,)ds, t)0.

est une martingale et x un processus continu d, variation born6e, ra

duc entraine pour tout I ) 0,

'l

x )t: ;(. u + x,B * x )t - I B,B >t - a *,y >t)

1B,B )r - ( B,B >t -0)
1

2

:n

prelnant la ration de la formule d'ItO dans ce cadreild6g6n6r6'r, il suffit de

f ct en t. on remarque alors que le processus / (8, x)est une martingare

si l'dquation aux d6riv6es partielleset

af ,7a2f
d-16*':u'
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I

: egali,t€ sus est appel€e I'isomEtrie drlt6.

1E

tislaite. se g6n6ralise d la dirnension sup6rieure. on appelle mouvement brownien

d pour la tration (fr)r>o un vecteur d-dimensionnel E : (81 ,...,E.o) de mouve_

browni

a utilis6

locale

ind6pendants et tel que -6 soit adapt6 et a accroissements ind.6pendants

filtrat . Remarquons que lorsque i I j, on a pour tout f ) 0,

, ,r:'r(< ao + Bi,Bi * Bi )t - l Bi,Bi >, - " "r,u, 
-rr)

-t-t)

sornme de ux mouvements browniens ind6pendants est rrpresque, un mouvement

gaussien continu centr6 mais de fonction de covaria,nce K (s,t) :2sAt).(

porrr toute tion / : IRd x IR+ * IR d.e classe C2 st;r. IRd et Cr sur IR*.

,). l:.a/(", 8"),aE"r* lo'(X.*o,) (",6") ds, tls,

notation vectorielle. De m6me que pr6c6demment, t (E,X) est une

et seulement si I'EDP suivante est v6rifi.6e :

B'

7l
t\
0,

af1
at + ;^f :0,

le lien 6troit entre la th6orie des probabilit6s et les EDp.

a les Agali,t€s suiuantes :

M((H.B)r) : o et w (fu.ali) : u (1,' H?d,) .
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f

tion de la formule d,ItO

d'It6 a eu de nombreuses applications, on en pr6sente quelques unes

multidimensionnel

Brownien dans IR.d partant de 0 et W1 : gr* 29, le mouvement brownien

, Pour tout temps d'arr€t ) T ) pa! Itd, si [/ est un ouvert tel que Wtnr € II

t)0, tout fonction C2 ((l\

ffirw"law:+i; I"'* a'r (w")d,s

a nt.A/ : Iff. Consid6rons pour U : IRd - {0} la fonction / : U -+ IR- 
i-:tori

f (*):logllrll, sid:2et f(r):-l ", sid>3
llrll--'

d

:0 (on dit que / est harmonique).
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e de Dol6ans drune martingale locale conti-

it maintenant I'exponentiene stochastique e (x) d,une martingare locale

formule d'It6 justifie qu'il s'agit d'une martingare rocale et explique la

qu'un processus d, valeurs dans c est une martingare roca,le si ses parties

en sont.

i't x une mart'ingare locare cont'inue, ) un nombre comgtrere, arors r,6qua-

Z)

Zt: r * I' ," d(^x") (3.1)

qui est la marti,ngale locale continue :

zt : exp[^,* -xo) - * . r, r r,].

est appel4e enponentielle d,e Dol6ans d,e )X et not6e

z:e(\x).

ation. a) Existence : On suppose que Xo :0. On applique la formule

X)"F(X):eretY":)X"-{<X,

(y) : F (yo) + f" "nav".; I eyd, <y,y )"

^xr-*<x, x>t - ,* 
I" .s'x"-{<x,tt" a(lx")
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'ci.tE : Soit

)==u"1 ,u

dY" ;d(^x").

, e()X) >

One uit aprds

b)

tr(

{Y,Y}1: <)X, )X>1:Ar<X, X>t.

une autre sorution de (3. 1)' on apprique la formure d.e It6 avec la fonction

Y",u:e()X)

: (Ye (lX)).< )X, lX >

uelques calculs que yr : e ()X), pour tout I I

I rr;,Y- I'ffi*<*)"
t*tf ' 

{ Y, e()x) >" *; l, u *n,*r< e ()x) , e ()x) >"

Y et e( ) sont solutions de (3.1), on en d6duit que de()X): eeX)d,(),X) et

I

: . / no()x), 
l,r^*ld(^x)>

de repr6sentation des martingales

19 Si t est une ft : o (4", 0 < s { t) -martingare rtcare (sous entend,u conti_

6 a tr(o) (B) tet que

Mt: Mo + f" x"aa".

[e un
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ation. On peut supposer que Ms: 0. Soit rn: inf{t > O; lMtl > nl .

M$" est n6, il existe par le th6ordme pr6c6dent un unique processus K" e L? (B)

M6^ - fo' 
*?0""

pour tout stsT,

M{^ -M(M;"\n): f'x:au"

M{* - 
lo' 

o?0""

M{* : 
I'""" K?dB": I' urrrslr*yd,B"

K?tp<,_y: K!

sans ambiguit6, pour s l Tn

K": K!

M{- - 
fo" 

x"aa"

M{^ - 
fo' 

*"0",
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de Girsanov

Soit ( f , {f)t, IP) un espace de probabilit6 filtr6. Le but de ce paragraphe est

Iet d'existence de la densit6 de Radon - Nikodvm.

oit (Q, f , (ft)t,P) un espa,ce d,e probabi.tit€ filtrL. Soit e une mesure ab_

parrapport dlF: Q << IF(2.e. pour tout Ae F,p (A) :0 + e(A) :0).

i,l eri,ste ua,iable al1,atoire f -mesurable, pos,itiue telle que pour tout A e f ,

par

Alors, (

Soit 7

20

se transforme la notion de martingale locale lorsque la probabilit6 lp est

probabilit6 Q absolument continue par rapport d Ip. Nous commengons

Q(A) : /^t *

rydQ
L:-

dP

de Randon - Nikodym.

pourtoutl)0,

Zt:M@\n .

), est une martingale continue a droite uniform6ment int6grable.

temps d'arr€t relativement d la filtration (Ft)t. On pose er : etr-,
les Q et IP restreintes d la tribu fr des 6v6nements ant6rieurs d, ?. Alors,

dQr
dPy

e faci que

Zr:
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2r (zt es, Q-p.s. stri,ctement positiue. On suppose Que t _+ 21 est continue.

22 S, cont'inu' adapt€. s'i re processus xz est unep-martingare rocare, arors

un,e Q- locale.

28( irsanov) Soit Q une rnesure absolument continue par rapport d, p sur

,euppose (Zt)t est continue. Alors,

lID[- e st Q- s em'i- m ar-tin g al e.

est une -martingale locale contirwe et si

M,=M_*.*,

d€finie sur (Q, f, (n)r,e) 
"t (

Z),

M;\
/t

est une Q-martingale locale.
tvl est

plus,

Seml.

On mont

t

Ia lbrmule

1M', M') : {M, M ), e-p.s.

ration. supposons que zi) soit prouv6e. si x est une iP-semi-martingale

A (pour iF), alors

x:M'*). M,z >+A

maintenant zz). Tout d'abord, M'est bien ddfinie (pou, e) car I est

(d'aprds le lemme 21). Montrons que M'z estune ]p-martingare rocale.

'int6gration par parties,

M[zo + 
fo' 

u"or" + 
fo' 

z"aa" + 1 M' ,2 ),

M'ozo + 
fo' 

u"az" + 
lo' 

z"am".

M;
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lir;e (le 22) pour conclure. I

tou;t t e R

oit (B1)rrpa un (ft).Ep+-m,ouuernent Brownien stand,ard, sur (e, .F, (fi)r€R+ , Ip)

on d1.finit

laire 24

(lir) teno

est une

d4finit

'unP Brown'ien.

ln6gali de Burkholder

M une mart'ingale cont'inue telle que

Er:Br-la B, z)t.a

un n'Lo,uuentent Brounien sur (Q, f , (A)r, e).

e uniformEment'int€grable.

Bt- { L, B }t, alors (E)1 est un e-mouuement Brownien si, (81),

re 25 o'it L une martingale locale continue sur (e, f , (n),, p) telle que Ls :

suppose

<L, ( oo.l, >-)l
J

tl
^ | ,L
lU lexD( -|"2

E(<M, Mrf;\.*

0 est fin6.,
'o:0 etp>2. Alors,

nte Co fue d,€.pendant pas d,e M ) telle que

vt < T,M(Mrlo) S C'pM (. ,, * ,f)
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.Donc,

M (IM,

I'in6gali

tel que 1/

f)onc,
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M(lMrl

_/ \ .t (.;g tM'l' ) 3 c'M (' '' M 
",1') 

'

ration' on suppose tout d'abord. M born6e. on apprique la formule de

lrl',p>2etr:M.

, 
lo' W,f-r ssn(M") dM" *'+! 

fo' 
W"f-, d < M, M >"

constante Co (ne dl,pendant pas d,e M ) telle que

it6 de Hiilder.

de Doob,

3 qPM(lMrlo)

1- 7lq:1.

), < (+!)' (' f,1, rr"r,])'-' (ul. *, * ,T,,1),

u fr"o lM"fl
LsSt I

ilo)o < t!9r-\ow0u,r),-, (El. *,* ,i,,1)'

,M,to), ee*no-,)o' (ul. *,r ri,,l)
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forrnule d toute martingale continue s'obtient en consid6rant res temps d,

Tn: inf {t;lMl > n} .

de Tanaka

27 le de Tanaka) Soi,t X une sem,imarti,nEale continue. Il er,iste (Lt)lro,
p?'oceSsus

(r) : -1,

ltort€,e

rent

crrlit vers

D6mo ation. on considdre d'abord (p une fonction convexe continue. Bien

soit pas , on tente d'6crire une << f ormule d It6 >> pour g (Xs) .

Sloit I fonction positive de classe C* d support compact inclus da,ns l_*, 0j

dry : I. On pose p.(r) : ,l!*p@ * il j @y) dy. Comme q2 convexeI!*i (

cont'inu, appeld. temps local en a de la semimartingale X, tel que

(Xt - o)+ : (& - o)+ + fitg","yd,X, + ir,f
(Xt - a)- : (Xo _ a)- _ fit6"<4d,X" + ttf
lX, - "l: lxo - "l + I: ssn(X" - a) d,X"-f Li

selon que r 10, r > 0. De plus, la mesure (d,e Sti,eltjes) d,Li assoc,iLe

{, € IR : Xr:4y .

, g, est bien d6finie. De plus, gn est C- et converge simplement vers

, d6riv6e d gauche de g.

ant la formule d/It6 A la fonction gn de classe C2, on a pour chaque

p*(xt) : p,(xo) + 
lo' v,(x") dx, *iof" (3.2)



lim q- (
2-++€' '" '

€rment

Par

processus

t)n

De

- 1.1

II

de( a) et (3.5), comme tr : trt - u-, on a

(3.5)

28

AY^ : 
fo' ,',:(x") d,( X, X )" .

t) : p (x1) et .!T*p,(xo) : p (xo) . En arr6tant X, on peut supposel

et g'n(X ) sont born6es (uniform6ment en , car 9,., 1gn 19'). p^r le Th6ordme (

pour I'int6grale stochastique), on a

ftt^7t
l^ v*(X") dX" 3 | e'_ (X") dX"ro Jo

les compacts.

uent, APn converge vers un processus ,4.p croissant car rimite de proces-

passant A la limite dans (3.2), il vient

e 6) : p (Xo) * 
lo" 

,'- (X") dX" * *Of

e peut 6tre choisi continu (car diff6rence de processsus continus).

ue (3.3) it p (*): (r - a)+ fonction convexe de d6riv6e d, gauche rp, _

il existe n processus croissant ,4,+tel que

(X, - a)+: (xo - o)+ + 
fo' 

t$"r"yax" ++A{ (3.4)

d, gauche v'_ :avec g (r) : (" - ")- fonction convexe de d6riv6e

un processus croissant A- tel que :

(Xt - a)-: (X0 - a)- - fo' 
t1*,.4ax" * lO,

(3.3)
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(3.6)

f

p

xt: xo* 
lo' 

or"*|tol - a;)

: AI et on pose alors L! : lf . En sommant (8.4) ert (3.5), comme l*l : *+ +r- ,

lxt - al: lxo - "l - l: ssn(x" - a)d,X" * Li.

la dernidrg partie, en appliquant la formule d'It6 ii la semimartingale lx1- al avec

: ;t2, ,Jrr a en utilisant aussi (3.6)

olt' : l4o*ol'*,lo'lX"-old,|x"-ol)"+ < lx- ol,lx -ol>t
: (xs- a)2 *, 

lo" lx"- alsisn(X"- a)d,x"*, 
Io'lx"-oldLg+ '-x,x )t

tr)arant a{ec la formule d'It6 pour X avec f (") = (* _ o), ,

t JilX, - FldLg :0 p.s., ce qui est la r6sultat. r

ue 28 (Formule d/It6-Tanaka) Lorsque g : IR ---+ IR est une fonction conuere,

t p,r€ciser" 
\11.2) : on rnontre que

AT:z fl* tyr" 10"1

(da) est la rnesure assoc'i1e d g" d, comprendre dans le sens d,es distributions.

,xt - o)2: (Xo - o)2 +z 
fo' {x" - a)aX"t < x,x )t

ot)

alo

Ona

.formule 4'It6 - Tanaka pour g conuere :

s (x) : p (xo) * 
fo" 

,'- (x") dx" . I:: Lie" @,a) (3.7)



(ii.7l se gl.ndralise imm1di,atement d, une comb'ina,ison lt n6.ar,re de

30

fonctions

p
s-9: )-*'9t
Z:L

ce cas, <1> d,eu,ient une nlesure s,ign€.e.



r-

I

l-
I

l

I

a1

blio

Gui

d,e P

aphie

n-Plantard. Introduction au calcul stochastique Ecore Norrnare sup€.-

2009.

J Calcul stochastique. Ecole Normale Suphrieure de paris, 2011.

. calcul stochastique des martingales continu es. Ecole Normale su_

Breton' calcul stochastique - Ecore Norrnare sup,rieure d,e paris,2014.

' EPFL' cours de probabilit6s et calcul stochastique. Ecore Normare

aris,2005.

12)

l3l

[4]

l5l


